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Introduction générale

1. Introduction

L’automatique est une science pluridisciplinaire (elle enclore plusieurs sciences de I’ingé-
nieur et les mathématiques) qui étudie les systemes dynamiques en deux étapes : dans une
premiere étape (analyse), elle traite le comportement des systemes dynamiques au terme
stabilité, stabilisation, performance, robustesse,... et dans une deuxieme €tape (synthese), elle
aborde la conception de systemes de commande, de filtre, d’estimateur,...

Les deux étapes (analyse, synthese) d’étude des systeémes dynamiques commencent par
des travaux de modélisation qui cherchent a trouver par le biais des lois de la physique
et des outils mathématiques, un modele adapté au processus physique étudié. Cette étape
(modélisation) permet obtenir plusieurs types de modeles, tels que des systemes linéaires/non

linéaires, invariants/variantes dans le temps, Systemes 1D /2D, etc. ....

Historiquement, 1’élaboration des systemes dynamiques a connu trois phases principales
de développement : les méthodes fréquentielles (classiques) qui se basent sur des outils
mathématiques et des criteres graphiques, ont été développées avant les années 60. Entre
les années 60 et 80 et grace aux travaux de Kalman [101], les techniques modernes ont été
développées, telle que la commande optimale (LQR) qui est basée sur la représentation d’état
dans le domaine temporel. Dans la troisieme phase et a partir des années 80, la notion de
robustesse est prise en compte. En effet, c’est en 1981 que nous assistons a la naissance de la
commande H., optimale linéaire. Elle est ensuite développée, en particulier par Doyle, Glover,
Khargoneker et Francis [73, 41]. Dans ces travaux, la robustesse est étudiée en utilisant la
notion de la norme matricielle (norme H..) qui remplace celle des gains dans les systemes

multivariables.

En pratique, nous ne pouvons pas toujours modéliser de maniere réaliste un processus

physique par un modele linéaire. En effet, une représentation correcte implique souvent une




prise compte de toutes les non linéarités existantes. Dans un tel cas, les correcteurs linéaires
ne permettent pas d’assurer la stabilité, ni d’avoir une certaine robustesse.

L’extension de la commande H., au cas non linéaire a vu le jour grace aux travaux de
Ball, Helton et Walker [7, 8, 96], Van der shaft a utilisé la norme induite 2 (L2 gain) pour

remplacer la norme H.. dans le cas linéaire.

2. Contexte et problématique

Au cours des dernieres décennies, une part importante des activités de recherche en
automatique s’est focalisée sur les problemes de la commande, d’observation, de filtrage
et réduction du modele des différentes types de systemes dynamiques. Ceci est motivé par
le fait que la recherche en automatique a été bénéficie de développement spectaculaire de
technologie informatique en termes matériels et logiciels hautement développé. La plupart
des travaux de recherche effectués dans 1’automatique traitent les perturbations extérieures
sur toute la plage des fréquences, ce qui est engendre une perte de précision aux termes de
stabilité, de rejet de perturbation, de conception des filtres et de réduction du modele pour ces
systemes. Dans la pratique, de nombreux systémes physiques peuvent étre affectés par des
perturbations extérieures dans des gammes de fréquences bien précises. Cependant, le lemme
Kalman- Yakubovich-Popove (KYP) traite les propriétés sur tout le domaine fréquence. Pour
étudier ce probleme dans une bande des fréquences précises, les chercheurs ont développé

une nouvelle version du lemme Kalman-Yakubovich-Popove (KYP) généralisé.

Dans ce contexte, nous avons mené des travaux de recherche concernant les problemes
en considérant les spécificités des domaines fréquentiels, telles que les problemes du filtrages
H.., de la commande H.. et de la réduction du modele H., des systemes dynamiques linéaires.
Pour étudier ces problemes dans le cas des systeémes non linaires, nous avons développé
une nouvelle version du lemme Kalman-Yakubovich-Popove (KYP) généralisé. Tous nos
résultats sont donnés sous forme des Inégalités Matricielles Linéaires (LMI) afin de les

résoudre par des algorithmes d’optimisation convexe.

3. Objectifs et contributions

L’objectif principale du travail mené dans cette these est I’amélioration des performances
des systemes dynamiques dans des domaines fréquentiels limités. Différents cas ont été traités
selon la nature du temps (continu ou discret), les dimensions de propagation d’information

(une, deux dimensions), le type des systemes choisis (linéaire, non linéaire) ou les problemes

2
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sélectionnés (réduction de modele, filtrage, commande).

Trois techniques ont été utilisées. Il s’agit, en premier lieu, I’amélioration et I’exploitation
d’une nouvelle version de lemme Kalman-Yakubovich-Popove (KYP) généralisé permettant
de traiter le cas de domaine fréquentiel fini (Basse, Moyenne et Haute fréquences). La
deuxieme technique concerne I’utilisation des Lemmes de Finsler, projection et autres, afin
d’introduire des variables de relaxation dans le systeme LMI, pour générer des nouvelles
conditions qui assurent des performances meilleures que celles qui existent dans les travaux
de la littérature. Tandis que la troisieme technique traite la résolution des LMIs par des

méthodes et algorithmes d’optimisation standards.

L’ organisation de ce mémoire est structurée en cinq chapitres :

Le premier chapitre est consacré essentiellement a une présentation de quelques rappels
indispensables et nécessaires a la compréhension de ce mémoire. Nous fournissons au début
de ce chapitre un rappel sur la représentation des systeémes linéaires et non linéaires, en
temps-continu et en temps-discret. Ensuite, nous donnons quelques définitions de stabilité
des systemes étudiés. Nous allons évoquerons approches (polyndmes homogenes, logique

floue,..) et Lemmes (gKYP, Finsler, Projection, Schur,...).

Nous consacrons le deuxiéme chapitre au probleme de réduction des modeles. Ce cha-
pitre a deux objectifs : le premier est d’approcher les systemes complexes sélectionnés
par d’autres systemes moins complexes qui assurent un compromis entre la précision et
les contraintes de calcul (vitesse de calcul et limitation du stockage). Le deuxieme est de
dériver des nouvelles contraintes assurant un certain niveau de performance H., dans des
domaines fréquentiels finis, en utilisant des techniques et des méthodes différentes dans
les deux phases d’étude (analyse et conception). Dans la phase de simulations, nous avons
utilisé des exemples pratiques et des algorithmes d’optimisation modernes afin de démonter

I’efficacité et I’applicabilité des approches utilisées et des résultats trouvés.

Dans le troisiéme chapitre, nous entamons le probleme de filtrage H. des systémes
unidirectionnel non linéaire décrits par des modeles flous de type T-S dans un domaine
fréquentiel fini. Nous supposons que les fréquences des bruits appartiennent a des domaines
fréquentiels connus pour dériver des contraintes suffisantes assurant un certain niveau de
performance H... Pour atteindre cet objectif, nous utilisons la fonction de Lyapunov dépen-

dante des parametres (la dépendance est définie vis des regles de la logique floue), lemmes




de Finsler, projection et notre version améliorée du lemme gKYP. Les conditions de synthese
obtenues sont développées et formulées sous forme LMIs dans des domaines de différentes
fréquences finies (BF/MF/HF) et les matrices du filtre d’ordre plein sont représentées et

résolues par un algorithme numérique.

Le quatrieme chapitre est dédi€ au filtrage robuste H.. des systémes linéaires incertains
dans le domaine fréquentiel fini. Le but de ce chapitre est d’étudier les performances He.
robustes pour les systémes dynamiques incertains (1D en temps discret/continu, 2D a temps
continu) en utilisant 1’approche des matrices polynomiales homogenes dépendantes des

parametres de degré arbitraire, la méthode de Lyapunov et des matrices de relaxation.

Le cinquieme chapitre est réservé a la commande des systeémes dynamiques dans un
domaine fréquentiel fini. Dans ce chapitre, nous avons étudié dans la premiere partie le
probleme du controle H., des systemes flous de type T-S a temps continu. L’ objectif visé est
de concevoir des nouvelles lois de commande robustes de type PDC pour traiter les problemes
de bruits appartenant a des domaines fréquentiels limités (BF, MF, HF). Dans la deuxieme
partie, nous sommes intéressés au probleme de controle positif réel a fréquence finie pour les
systemes 2D Continus. Plus précisément, il s’agit de chercher une commande telle que le
systeme en boucle fermée soit stable, et sa fonction de transfert est positive. Dans les deux
parties, nous avons utilisé les célebres lemmes (Finsler, Schur et gKYP) pour introduire des
matrices de relaxation et pour tenir en compte des spécifications des fréquences de bruit. Des

nouvelles contraintes sont formulées en LMIs.




Chapitre 1

Introduction aux systemes dynamiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappellons les concepts de la stabilité, les techniques et les mé-
thodes de base développées pour résoudre les problemes li€s aux performances des systemes
dynamiques linéaires et non linéaires (en temps continu et discret). Ensuite, nous introduisons
les systemes dynamiques dans un domaine de fréquences finies. Ainsi que les techniques
utilisées pour transformer I’analyse des performances et le probleme de syntheése en des

problemes d’optimisation convexe incluant des LMI.

Enfin, nous terminons par la présentation des lemmes et des outils mathématiques utilisés

pour étudier les systemes considérés dans cette these.

1.2 Systemes dynamiques 1D linéaires

Le systeme a une dimension linéaire peut étre modélisé de la maniére suivante :

S[x(t)] = Ax(t)+Bw()
y(t) = Cx(t)+Dw(r) (1.1)

ol x(¢) € R™ est le vecteur d’état, y(r) € R est la sortie mesurée, w(r) € R™ est le signal
de bruit supposé de type ¢,[0,0), I’opérateur & [x(z)] désigne la dérivée de x(¢) par rapport
au temps pour les systeémes continus et I’opérateur de décalage pour les systemes discrets. A,

B, C et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.




1.3 Systeme dynamique 2D Roesser : cas continu

La fonction de transfert de ce systeme s’€écrit :
H(p) = C(pI—A)"'B+D (1.2)

Avec p désigne jo pour les systemes continus, et ¢/% pour les systémes discrets.

La norme H.. de ce systeme est définie par :

— Cas continu :
HH(S)HOO :S“PweRa[H(jw)] (1.3)
— Cas discret :

1H (2) o = sup_ G[H(e')] (1.4)

el —m mw]

1.3 Systeme dynamique 2D Roesser : cas continu

Le modele Roesser est I’une des représentations dans I’espace d’état la plus connues pour
décrire les systemes discrets a deux dimensions. Il est utilisé pour étudier les problemes de
codage, décodage et de traitement d’image [27, 28, 119]. La caractéristique principale de ce
modele est que le vecteur d’état est composé de deux composantes horizontale et verticale

h

appelées x", x¥ respectivement. Il est introduit en 1978 sous la forme générale suivante :

d . h [
L x"(ty,t 1,t
s V(l 2) | _ 4 Xv(l 2) + Buw(n.n)
8_t2x (l‘],tz) i X (l‘],tz) |
- -
X'\,
y(t,n) = C v( ) +Dw(t1,1) (1.5)
i X ([1,[2) |

Ou x"'(t1,t2) € R™ est le vecteur d’état dans la direction horizontale, x"(¢1,1,) € R™ est le
vecteur d’état dans le sens vertical, avec n = ny, +n,, y(t1,12) € R™ est le vecteur de sortie,
w(ty,ty) € R™ est le vecteur du signal d’entrée. A, B, C et D sont des matrices de dimensions

appropriées.

Soit le systeme 2D continu suivant :

[ %xh(ﬁ,tz) ] _ A [ o (i1.02) ] (1.6)

8_t2xv(t1’t2) xv(tl,l‘z)
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Avec les conditions initiales suivantes :

x'(0,2) = glta) VO<1<Ty;

xh(O,tz) =0 YV t, > T

xXM(t1,0) = f(r)) V 0<1n <Ty; (1.7)
x"(t1,0) = 0 Vu>T

Ou Ty < e et Tp < oo sont des constantes positives, g(2) et f(z1) sont des vecteurs donnés.

Définition 1.3.1 [94] : Le systeme 2D continu défini par (1.6) est asymptotiquement stable

AYA

lim (|3 (1,22) ||+ ¥ (11, 22) ) = 0 (1.8)

t=(t1+1p)—ro0

Définition 1.3.2 [94] : Si on choisit
V(t1,0) = V" (t1,0)) + VY (X" (11,12)) (1.9)

La fonction de Lyapunov du systéeme (1.5). La dérivée unidirectionnelle de cette fonction est

définie par :

8Vh(xh(t1,t2)) n 8VV(xV(t1,t2))

ot It (1.10)

Vi(ti ) =

Lemme 1.3.1 /53] : Soit le systeme 2D continu donné par(1.6) avec les conditions aux
limites (1.7). S’il existe deux scalaires positifs c| et cy tels que la fonction de Lyapunov
donnée dans (1.9) et sa dérivée unidirectionnelle définie par (1.10) le long de la trajectoire

du systeme et satisfaisant :

ar (& (t,0)|1?) < VI (1,0)) < (|6 (t,10) 1)
(| (t,2) 13 < V(" (11,12)) < 2| (01,02) 1) (1.11)
Et
Vu(t1,1) <0 (1.12)

Alors le systeme (1.6) est asymptotiquement stable.




1.3 Systeme dynamique 2D Roesser : cas continu

Preuve 1.3.1 : Soit la ligne t| + 1ty =t sur le plan (t1,1;). En intégrant les fonctions de
Lyapunov V'(x"(t1,12)) et V¥ (x"(t1,12)) le long de cette ligne, nous obtenons :

/ Vi (t,0))ds = \/i/tvh(xh(t—r,r)drz\/E/ch(xh(r,t—r)d’c
t+h=t 0 0

/ VY(x¥(11,1))ds = \/E/tVV(xV(t—T,r)dT: \/E/tVV(xV(‘c,t—r)dr
t+t=t 0 0
(1.13)

En vertu de la formule de Leibniz, nous avons

d le tz:ch(xh(t,t))ds ¢ -1,
e . 112))ds| _ \fz[/oa"h("a(tt )

dr+Vh(xh(0,t))] (1.14)

De méme :

d[fy 10V (11,02))ds] /3 [/zavv(xv(w_f)
0

- = > d1:+VV(xV(t,O))] (1.15)

Donc :

d

d[/tlﬂzt [Vh(xh(tl,tz))+Vv(x"(t1712))} ds =

/ {avh(xh(tl b))+ iVV(xV(zl ,tz):| ds+V2 {vh (*"(0,0) + V' (x"(£,0)|  (1.16)
htt=t | Ot ot

Ce qui signifie
W (1) = /m . [Vh(xh(tl,tg)) +VV(xV(t1,tz))} ds (1.17)

A partir de (1.10), nous avons :

dw ()
dt

< \E[Vh(xh(O,t)—l—Vv(xv(t,O)} (1.18)
Comme W (0) = 0. Il résulte de (1.16) que :

W(r) < fz/ot [Vh(xh(o,r) +VV(xV(r,0)} (1.19)
La combinaison des équations (1.13) avec I’équation (1.18) donne I’équation suivante :

/Ot [vh(xh(t—r,r))+VV(xV(r,z—r))] dt < \/E/Ot [vh(xh(o,r)JrVV(xV(r,O) dr (1.20)
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Considérons les conditions initiales dans (1.7), nous obtenons de I’équation (1.11) que :

lim t[vh(xh(r—r,r))+VV(xV(m—r))}dr < limv2

t
t— J0 f—so0 0

[Vh(xh(O, 1)+ V(" (1,0)] dT <

T
ﬁcz/o (10,2 + |’ 0. D) dz < oo (1.21)
Avec T = max{T\,Tr} etVt > T. T\ et T ont été introduits dans les conditions initiales
(1.7).
Avec la condition (1.11) en téte, I’'inégalité (1.21) ci-dessus implique que :
[ [P+ ) ] ds < oo (122)
H 4=t

Ce qui implique nécessairement que :

lim (| (t,0)| +[x(tL0)]) = 0 (1.23)

t=t1412—o0
La fonction de transfert de ce systeme est décrite par 1’équation suivante :

H(s1,52) = Cldiag{silaxn,,s2axn,} —A]"'B+D (1.24)

Ou s7 et 57, respectivement, sont les opérateurs de transformation en Z horizontal et vertical.
Nous notons H (wy,, w,) comme 1’expression de domaine fréquentiel de H(sy,s2) avec 51 =
Jwn et sy = jw,,.

La norme H., du systeme (1.5) est définie par :

HH(sl ) S2> ||°° = Sbtp(mev)eR(_T[H(jWh, ij)] (1.25)

1.4 Systeme dynamique 2D Roesser : cas discret

Le systeme 2D discret modele de Roesser est généralement introduit sous la forme

suivante :
N 1  hre oo ]
LI A T )
x'(i,j+1) x"(i, )
yi) = ¢ L b)) (1.26)
x"(i, )

H0.) = @() Vet 2'(i,0) = 9()) Vi




1.5 Systeme flou : modele Takagi-Sugeno (T-S)

Ou x(i, j) € R™ est le vecteur d’état dans la direction horizontale, x"(i, j) € R™ est le
vecteur d’état dans le sens vertical, y(i, j) € R™ est le vecteur de sortie et w(i, j) € R™ est le
vecteur du signal d’entrée. A, B, C et D sont des matrices de dimensions appropriées.

Les conditions initiales choisies pour ce systeme sont :

n
; h 2 4|y 2\ o
,}grgok;(lx (0,6)] +[x"(0,k)[*) < (1.27)

et sa fonction de transfert est décrite par 1’équation suivante :
H(e/"t, e™) = Cldiag{e™I,,,e™I,,} —A]"'B+D (1.28)
La norme H.. de ce systeme (1.26) est :

1H (&™) |loo = sup GlH (e, &) (1.29)

[0 7]

1.5 Systeme flou : modele Takagi-Sugeno (T-S)

Le modele flou de type Takagi-Sugeno (T-S) [146] est décrit par des regles "Si-Alors"
pour établir des relations qualitatives entre les variables du modele. Ainsi, tout modele flou
T-S d’un systéme non linéaire est structuré comme une interpellation de systemes linéaires.
Les modeles flous T-S sont des approximateurs universels [29, 36], ils constituent une repré-
sentation mathématique tres intéressante des systemes non linéaires car ils permettent de
représenter tout systeéme non linéaire, quelle que soit sa complexité, par une structure simple
en s’appuyant sur des modeles linéaires interpolés par des fonctions non linéaires positives
ou nulles et bornées. Ces modeles permettent I’extension de certains résultats du domaine

linéaire aux systémes non linéaires.

La modélisation des systémes non-lingaires et la synthese des différents résultats (com-
mande, filtrage, 1’observation, diagnostic, contraintes ...) sont basées sur la représentation
floue de type Takagi-Sugeno (T-S) [146, 148] appelée également multi-modeles [31, 138].

La formulation mathématique des modeles T-S est décrite par les regles suivantes :
Régle du systemei:  Sioy(r) est T},... et G, (t) est T, Alors

BiW(t
Diw(t) (1.30)

~—

SPx(r)] = Awx(r)

4
y(r) = Cx(t)+

10
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Ou x(¢) est le vecteur d’état, w(t) est le vecteur d’entrée et y(z) est le vecteur de sortie. A;, B;,
C; et D; sont des matrices réelles constantes de dimensions compatibles.

Les oi(k),..., 0,(k) sont des variables de prémisse, T!, j=1,2,....p, i=1,2,...., sont les
ensembles flous, r est le nombre de regles Si — Alors.

Les fonctions de base floues sont données par :
p
[T 1ij(0;(2))

hlole)) = i1 IT5—y 1ij(o(t)) (130

Ou u;(o;(t)) sont les fonctions d’appartenance des ensembles flous o;(.) dans TJ? ethi(o(t))
dite fonction d’activation détermine le degré d’activation du i'éme modele local associé.

Ensuite, on constate que les fonctions d’appartenances floues normalisées satisfont :

hi>0, i=1,..n Y k=1 (1.32)
i=1
Pour simplifier la notation, considerons V := {1,2,...,r}. Une présentation plus compacte

du modele flou T-S est donnée par :

y(t) = Clh)x(t)+D(h)w(r) (1.33)

1.6 Stabilité des systemes dynamiques

Un systeme dynamique linéaire est stable si et seulement si, il est écarté de sa position
d’équilibre par une sollicitation extérieure, le systeme revient a cette position lorsque la
sollicitation cesse. La stabilité asymptotique indique que le systeme reviendra exactement au
point d’équilibre au bout d’un temps éventuellement infini, la stabilité exponentielle garantie
en plus la stabilité asymptotique et la rapidité de la convergence. L’analyse de stabilité est

primordiale pour étudier le fonctionnement des systemes physiques.

Dans ce these, nous nous intéressons a la stabilité au sens de Lyapunov. Alexandre

Lyapunov est le premier a avoir formulé mathématiquement 1’idée de stabilité a la fin du 19¢

11



1.6 Stabilité des systemes dynamiques

siecle. Sa méthode permet d’étudier la stabilité d’un systeme dynamique quelconque sans

avoir a résoudre explicitement les équations différentielles décrivant son évolution.

1.6.1 Systémes dynamiques 1D

Définition 1.6.1 (La stabilité du point d’équilibre) [120, 121, 149, 150] :

Le point d’équilibre x,= 0 est stable pour le systeme (1.1) au sens de Lyapunov si

V(8,t0) > 0,3e(8,t9) > 0,19 > 0 tel que

. (1.34)
si ||xol| < € alors ||x(t,x0,10)|| < & pour t > 1.

Quand un systeme est stable, cela impose que le point d’équilibre considéré est stable au

sens de Lyapunov. Si le point d’équilibre n’est pas précisé, on est face a x, = 0.

Définition 1.6.2 (Artractivité du point d’équilibre) [149, 120, 150, 121] :

Le point d’équilibre x, = 0 est attractif pour le systeme (1.1) au sens de Lyapunov si
V(to) > 0,3e(to) > 0 tel que, si||xo|| < € alors lim;_ ||x(¢,x0,%0)|| — 0.

Définition 1.6.3 (La stabilité asymptotique du point d’équilibre) [149, 120, 150, 121] :
Le point d’équilibre x, = 0 est asymptotiquement stable pour le systeme (1.1), s’il est

stable au sens de Lyapunov et attractif.

Remarque 1.6.1 : Toutes les définitions ci-dessus restent valables pour les systemes 1D
discrets de la forme (1.1).

Théoreéme 1.6.1 (Théoreme de Lyapunov pour la stabilité asymptotique locale au sens de
Lyapunov) [149, 120, 150, 121] :

Le point d’équilibre x, = 0 est stable (respectivement asymptotiquement stable), s’il
existe une fonction scalaire V(x,t) (V(x,k) cas discret), définie dans une sphére B,, telle

que :

Systeme continu
— V(x,t) >0, Vx# 0dans B, etV(0,t) =0,
— V(x,t) <0, Vt>ty, VxodansBe.
Systeme discret

— V(x,k) >0, Vx#0dans B, etV(0,k) =0,

12
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— AV(x,k) =V (x(k+1)) =V (x(k)) <0, Yk > ko, Vxo dans B,.
Si en plus, V (x,t) <0 (AV (x,k) <0 cas discret), Vx # 0, alors la stabilité est asymptotique.

1.6.2 Systémes dynamiques 2D
A. Cas discret

La stabilité au sens de Lyapunov d’un systeme 2-D a temps discret repose sur 1’exis-
tence d’une fonction V (i, j) définie positive telle que sa variation doit &tre définie négative

AV (i, j) <0. 1l en résulte I’énoncé du théoréme suivant :

Théoreme 1.6.2 [69] : Le systéme 2D discret suivant
h . . h . .
1

x'(i,j+1) x'(i,j)

est asymptotiquement stable s’il existe des matrices P, > 0 et P, > 0 symétriques définies

positives telles que la LMI suivante est vérifiée :
ATPA — P <O, (1.36)
Ou P = diag{P,,P,} est une matrice de Lyapunov symétrique définie positive.

B. Cas continu

Pour les systemes 1D, la seconde méthode de Lyapunov repose sur I’existence d’une
fonction V(¢) définie positive, telle que sa dérivée par rapport au temps doit étre définie
négative V(¢) < 0. L’extension de cette méthode dans le cas 2D a temps continu repose sur
I’existence d’une fonction de deux dimensions V () définie positive, dont sa dérivée s’écrit
sous la forme de deux dérivées partielles et doit €tre définie négative comme donnée par
I’équation (1.10). Il en résulte 1’énoncé du théoreme suivant :

Théoreéme 1.6.3 [90] : Le systeme 2D continu défini par (1.6) est asymptotiquement stable
s’il existe des matrices P, > 0 et P, > 0 symétriques définies positives telles que la LMI

suivante est vérifiée :
ATP + PA <O, (1.37)

avec P = diag{P,,P,} est une matrice de Lyapunov symétrique définie positive.
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1.7 Quelques résultats dans un domaine fréquentiel fini

1.7 Quelques résultats dans un domaine fréquentiel fini

Lemme 1.7.1 (KYP généralisé : cas discret 1D) [99] :

Soit le systeme 1D discret décrit par (1.1), étant données des matrices A, B, C et D,
supposons que det(e/°I, —A) #0, 6 € A.

Pour une matrice symétrique donnée :

I 0
n = Vy>0, 1.38
0] v -

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1.
. H(e/T
[m(e) 1]n (el ) ] <y Vo €O, (1.39)
2. 1l existe des matrices hermitiennes P, Q > 0 et
A B ! A B C D ! Cc D
C) <0 (1.40)
I 0 I 0 0 1 0 I
Ou la matrice E est définie somme suit :
P
g = Q , pour 0| <6 (1.41)
O —P—2cos6,0
= P e*Q 6, <6< (1.42)
E = . , pour <6< .
e %0 —P—2c0s6,0 P ! :
avec
6+ 6 6,6
6. = > 6, = >
=z F 0 6] > 6 (1.43)
o) = 5 our = .
-0 —P+2cos6,0 P "
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L’ensemble A est défini dans la table 1.1.

H - H Basse fréquence (BF) H Moyenne fréquence (MF) H Haute fréquence (HF) H
A  Jei<e [ e<6<6 | 8l=6, |
TABLE 1.1 Domaines fréquentiels utilisés (cas discret)

Lemme 1.7.2 : (KYP généralisé : cas continu 1D)[99] :
Soit le systeme 1D continu donnée par (1.1), étant données des matrices A, B, C et D,

supposons que det(jol, —A) #0, @ € Q.
Pour une matrice symétrique donnée

1 0
n = V>0, 1.44
A "
Les assertions suivantes sont équivalentes :
1.
. H(e/®)T
[ H(er) 1 ]m (e[ ) ] <y YoeQ, (1.45)
2. 1l existe des matrices hermitiennes P, Q > 0 et
A B r A B C D ! Cc D
b <0 (1.46)
I 0 I 0 0 1 0 1
Q0 P _
= | pour o < (1.47)
P ;0
— P+ jo. _ _
y = © TIOQ | & <0< d (1.48)
P*]ch *wla)ZQ
Avec @, = @;d)‘
by Q P 0| > @ (1.49)
= , pour > .
P _ _,%Q p h




1.7 Quelques résultats dans un domaine fréquentiel fini

L’ensemble Q est défini dans la table 1.2.

H - H Basse fréquence (BF) H Moyenne fréquence (MF) H Haute fréquence (HF) H
[ Jelsa [ e<e<e || je[ze, |
TABLE 1.2 Domaines fréquentiels utilisés (cas continu)

Lemme 1.7.3 (KYP généralisé : cas discret 2D) [157] :

Soit le systeme 2D discret modele de Roesser (1.26), étant données des matrices A, B,
C, D et les scalaires 'y > 0 @y, Wy,, @y, Oy,, avec @y, < Wp,, Oy < Oy,, SUPPOSONS que
det(Q—A) #0, avec Q = diag{e/“1,,, e/*} V(wy, @,) € R.

Pour une matrice symétrique donnée :

I 0
n = !0 —21] (1.50)

Il existe des matrices hermitiennes Py, Qy, € Hjy, P, O, € Hj, tels que Q, > 0,0, > 0 et

T

T
A B P ANQ A B C D C D <0 (1.51)
I 0 OA —P-WQ I 0 0 I 0 I '
Ou
P = B 01, 0= O 0 >0, A= e_ngln’l 0 b = O O + Oy
0 P | 0 0 ’ 0 e, |7 2
W o= zcos(w/?)lnh 0 C 0 = Wy, + Oy, | o — Wp, — W, 0? — @y, — Wy,
0 2cos(@,, |7 2 2 2
Alors, 'inégalité suivante
Q—-A)"'B Q—-A)"'B
( / ) ( I) <0 (1.52)

est valable pour tous —TT < @, < 0, < Wy, <Tet —T< @y < O, < By, < T

Lemme 1.7.4 (KYP généralisé : cas continu 2D) [49] :

Soit le systeme 2D continu modele de Roesser (1.5), étant données des matrices A, B,
C, D et les scalaires Y > 0 @y, @p,, @y, @y,, avec @y, < O,, Oy < Oy,, SUPPOSONS que
det(Q—A) #0, avec Q = diag{joply,, jo.I,,} V(wy, o) € R.
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Introduction aux systémes dynamiques

Pour une matrice symétrique donnée :

n-= |°! 0 (1.53)
o '

Il existe des matrices hermitiennes Py, Qy, € Hjy, P,, O, € Hj, tels que Q, > 0,0, > 0 et

T T
A B — Py + A A B C D C D
Ou o +AQq <0 (1.54)
I 0 Py—AQy WO I 0 0 I 0 I
Ou
P 0 0 _ P 0
Py = ha ; Qo= Che >0; Py = ha _ > 0; thzw
0 Puq 0 Vo 0 Vo 2
A = | Ivncdn . O 1 o | Tl 0 oy, = e 55
0 Wy I, 0 Wy Wy, Iy, 2
Alors, 'inégalité suivante
T
(Q—A)"'B (Q—-A)"'B
! / <0 (1.56)

est valable pour tous @y, < @y < @y, et @, < O, < Oy,.

1.8 Définitions et outils mathématiques

1.8.1 Incertitudes polytopiques

Les incertitudes polytopiques ont été traitées par Bernussou [17], ce sont des incertitudes
paramétriques. Soit une matrice incertaine A(«) appartenant a un domaine de combinaison
convexe défini par :

Ala)el', T = {A(a) o =1, a; >0} (1.57)

I
M-
2
=

v

Ou S étant le nombre de sommets du poly&dre et A; étant le i/ sommet défini par le

systeme.
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1.8 Définitions et outils mathématiques

1.8.2 Matrice polynome homogene

L approche des polyndmes homogenes sert a passer d’une €criture matricielle polytopique
ou bien affine a une présentation matricielle polyndomiale. Toutefois, le terme pdlynome
impose que chaque solution satisfait un degré spécifique, pour plus de détails nous faisons
appel a la définition suivante :

Définition 1.8.1 [129] : Soit une matrice P(o) est une matrice polynéme homogéne de
degré arbitraire g et dépendant polynomialement d’un parametre incertain o € 1', s’écrit
comme Suit :

J(g)
Py = Y of'a5?..of" Py, [k ko, kn] = K(g) (1.58)
j=1

Ou K (g) I’ensemble de N-tuples obtenu par toutes les combinaisons possibles de [k ,ky, ..., kn],
avec k; étant des entiers non négatifs, tels que ki +k, + ... + ky = g. le ji™ N-tuples de

I’ensemble K(g) qui est lexicalement ordonné, j =1, ...,J(g). Le nombre de sommets dans le
_ (N+g—1)! C
= gN-Dr- L8

éléments définissent les indices ky,ko, ...,ky des matrices constantes : Py, i, . iy = ij(g), qui

polytope T est égal a N, le nombre d’éléments dans K(g) donné par J(g)

sont utilisés pour construire les matrices polynomes dépendantes homogenes Py,.

Pour chaque ensemble K(g), définissons aussi I’ensemble 1(g) avec les éléments 1;(g)
donnés par les sous-ensembles de i, i € {1,2,...,N}, associé a N-tuples K;(g) dont les kY
sont non-nulles. Pour chaque i, aveci = 1,...,N, définissons les N-uplets Kj- (g) comme étant
égaux a K;(g) mais avec k; > 0 remplacé par k; — 1. Notez que les N-uplets K }(g) sont définis
seulement dans les cas ou le k; correspondant est positif.

Notons aussi que, appliqués aux éléments de K(g+ 1), les N-uplets K }(g + 1) définissent
des indices ky,ky,....ky des matrices Py, i, i, associées a des matrices polynomes ho-

mogenes de degré arbitraire g. Enfin, définissez les coefficients de la constante scalaire
. ! .
Bi(s+1) = mmr gy avec [ki,ka, ... ky] € Kj(g +1).

1.8.3 Complement de Schur

Le complément de Schur est sans doute le lemme le plus utilisé dans la théorie de
I’automatique car I’usage de ce lemme permet de reformuler certaines BMI en terme des
LMIs.

Lemme 1.8.1 [/26] :
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Introduction aux systémes dynamiques

Soit une matrice quelconque R € R™*", deux matrices symétriques M € R"*" et N €
R™ ™ donc la condition

M R
[RT N (1.59)
est équivalente a
N>0, Cg = M —RN'RT >0 (1.60)
On
M>0, Co=N—R'M'R>0 (1.61)

1.8.4 Lemme de projection

Le lemme de projection a été introduit par [85]. Il permet de transformer une BMI en
LMI en éliminant certaines variables, qui correspondent généralement aux matrices d’état du

correcteur que I’on cherche a optimiser.

Lemme 1.8.2 [/85] :
Soient les matrices ' € R™", 4/ ¢ RP*" et ¥ =¥T € R, Alors, les deux propositions

suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe une matrice Z € R™*P satisfaisant
S+17z% + (X z%)" <0 (1.62)

2. Les deux conditions suivantes sont vérifiées
r'srt<o; wt'zwt <o (1.63)

OuT" et U+ respectivement, sont les compléments orthogonaux de T et % .

1.8.5 Lemme de finsler

Ce lemme contribue a I’introduction des nouvelles variables matricielles d’optimisation

permettant de réduire le conservatisme engendré par les conditions proposées au préalable.

Lemme 1.8.3 /48] :
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1.9 Conclusion

Soient £ € R", 2 € R"™" des matrices symétriques, B € R™*", tel que rank (#) =
r < n. soit B+ € R™(=7) le complément orthogonal de B, tel que BAB- = 0. Alors, les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) CT20 <0VE#0:BL=0
(ii) BT 2%+ <0
(iii) IUER: 2 uB' B <0
(i) IZ ER™: 2 + X B +BT 2T <0

1.8.6 Autre Lemme

Lemme 1.8.4 [147] : Si les conditions suivantes sont remplies :

®; <0; 1<i<r

1 1
—0;i +

P E[®ij+®ji]<0; 1<i#j<r (1.64)

Alors linégalité matricielle linéaire paramétrée (PLMI) suivante est vraie :

-

pi(k)p;(k)®;; <0 (1.65)
=1

J

I
—

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un ensemble de définitions, des notions et quelques
outils mathématiques fondamentaux nécessaires pour étudier les systémes dynanamiqies 1D
et 2D discrets et continus. Nous avons aussi rappelé les normes de la matrice de transfert et
quelques méthodes qui serviront par la suite a I’amélioration des résultats proposés dans les

prochains chapitres.

Nous essayerons, dans le chapitre suivant, de résoudre les problemes de réduction de
modele et d’améliorer les performances H.. des systemes dynamiques 1D non linéaire continu

et 2D linéaire discret dans un domaine fréquentiel fini.
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Chapitre 2

Réduction robuste de modele dans un
domaine fréquentiel fini

2.1 Introduction

Le probleme de la réduction de modele a regu beaucoup d’attention au cours des der-
nieres décennies du fait que des modeles mathématiques d’ordre élevé ou méme infini bien
qu’ils sont fréquemment utilisés pour décrire des systemes physiques dans de nombreuses
applications d’ingénierie, ils sont difficilement exploitables dans des problemes d’analyse
et de synthese des lois de commandes ou des filtres. Le but de la réduction de modele est
d’obtenir un systeme d’ordre inférieur qui se rapproche d’un systeme d’ordre élevé selon
certains criteres donnés, tels que L, H>, Ho, €tc.

En ce qui concerne les systemes linéaires, diverses approches efficaces ont été proposées
dans la littérature, comme la méthode de troncature équilibrée [125, 97, 91], la méthode de
troncature modale [18], la méthode d’approximation de la norme de Hankel [87, 88, 122],
la méthode d’agrégation [123], la méthode de projection de Krylov-subspace [4, 5] et les
méthodes d’optimisation numérique [51]. Tres récemment, la technique de 1’inégalité ma-
tricielle linéaire (LMI) a également été utilisée pour résoudre le probleme de Réduction de

modele pour différentes classes de systemes [153, 86, 141].

De plus, les techniques mentionnées ci-dessus concernent tout le domaine fréquentiel.
Cependant, si les domaines de fréquence des bruits sont connus a 1’avance, des résultats
significatifs sur la réduction de modele a FF existent dans la litterature [58, 56, 54, 40, 38, 45].
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2.2 Systeme 1D flou modele T-S

Ce chapitre est composé de deux parties :
Dans la premiere partie, nous allons traiter le probleme de réduction de la modele H.. pour
le systeme flou T-S dans un domaine fréquentiel fini. Plus précisément, nous dérivons des
nouvelles conditions garantissant plus de performance H., sur un intervalle de fréquence
fini de ce systeme. Dans la deuxieme partie, nous présenterons une nouvelle approche pour
résoudre le probleme de la réduction de modele H.. a fréquences finies (FF) pour les systemes
2D a temps discret décrit par le modele de Roesser. Notre but est la conception du modele
d’ordre réduit qui stabilise le systeme d’erreur et garantit des performances H., dans un
domaine prédéfini a FF. La clé de notre approche est I'utilisation du lemme gKYP dans
[157] , technique basée sur les matrices additionnelles (slacks) et du lemme de Finsler. Le
modele d’ordre réduit proposé est plus raisonnable et peut obtenir une meilleure performance
d’atténuation du bruit lorsque les domaines des fréquences de bruit sont connues a 1’avance.

Et nous dériverons des nouvelles conditions suffisantes en termes LMIs pour différentes
gammes de fréquences. Ces conditions prévoient plus de degrés de liberté dans I’optimisation
de la performance H.. lorsque la gamme de fréquences des bruits est connue a 1’avance et

des exemples de simulation sont donnés pour illustrer les avantages des méthodes proposées.

2.2 Systeme 1D flou modele T-S

Soit le systeme 1D flou modele T-S représenté par I’ensemble des régles suivantes :
Régle du systéme i : Si 01(7) est T7... et 6, (¢) est T, Alors

x(t) = Aix(t)+Bu(t)
y(t) = Cix(t)+Diu(r) (2.1)

Avec x(t) € R" est le vecteur d’état de systeme, y(7) € R? est la sortie mesurée, u(t) € R™
représente I’entrée des perturbations extérieures appartennant a ¢,[0,0), avec des plages
de fréquences finies et connues. A;, B;, C; et D; sont des matrices données de dimensions
compatibles. Les oi(?) ,..., 0,(t) sont les variables de prémisses et T, j=12,..,p i=
1,2,...,r, sont des ensembles flous, avec r est le nombre des regles Si-Alors. L’ensemble de
fonction de base doivent satisfaire les conditions données par (1.32).

On réécrit le systeme (2.1) sur sa forme compacte suivante :

y(t) = C(h)x(t)+D(h)u(r) (2.2)




Réduction robuste de modele dans un domaine fréquentiel fini

Ou

A(h) =Y hAi; B(h) =Y hiBi; C(h) =Y hCi; D(h)=Y hiDj; h:=(hi,ha,....h,) €V (2.3)
i=1 i=1 =1

i= i=1

Le systeme d’ordre réduit est :
Régle du systéme i : Si (1) est T7,... et 6, (¢) est T, Alors

(t) = Ax(t)+Bu)
¥(t) = Cx(t)+Du(t) (2.4)

=

9% - o

Ou #(¢) € R” (71 < n) est le vecteur d’état, y(t) € R” est la sortie mesurée, A;, B;, C; et D;
sont des matrices a déterminer.
La forme compacte de ce systeme est :

$) = A(R)0) + Bhu(r)
¥(t) = C(h)x(t)+D(h)u(r) (2.5)
Ou
Ay = iml B(7) = ililléi; C(h) = Zlh 3
D(h) = _Xr‘{iﬁ[)i; h:=(hi,hy,....h,) €V (2.6)
A partir du systéme (2.2) et (2.6), on définit le systéme d’erreur ci-dessous :
E(r) = A(hR)E(t)+B(h,h)u()
e(t) = C(h,h)&(t)+D(h,hyu(r) (2.7)
Avec
&0 =[x 107 |5 el =30)~50): DUE) = D)~ D)
An) = Aéh) A?ﬁ) . B(hh) = ggz;];é(h,fz): C(h) —é(iz)] (2.8)

Les définitions suivantes présentent la performance H., du systeéme donné par (2.7) dans les

domaines temporel et fréquentiel, respectivement.

23



2.2 Systeme 1D flou modele T-S

Définition 2.2.1 [141] : Soit un scalaire y > 0, le systeme d’erreur (2.7) a une performance
H. inférieure a v, si l’inégalité suivante est satisfaite

/ ¢ ()e(t)dt < P / w* (1) u(r)dt 2.9)
0 0
D’apres le théoreme de Parseval’s [76, 134], nous pouvons donner la définition suivante :

Définition 2.2.2 [141] : Soit un scalaire y > 0, le systeme d’erreur (2.7) a une performance
H., inférieure a v, si l’inégalité suivante est satisfaite

/ " ()i 0)do < ¥ /_ j i (0)i(0)do (2.10)

—o0

Ou ii(®), é(w) sont les transformées de Fourier du signal d’entrée u(t) et systeme d’erreur

e(t), respectivement.

On peut formuler le probleme de réduction de modele H.. a traiter dans cette partie de
these de la maniere suivante : On cherche les parametres optimales du modele proposé dans

(2.5), de telle sorte que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

* Le systeme d’erreur (2.7) est asymptotiquement stable dans le cas ii(®) = 0.
* Pour un réel y > 0 donnée, les conditions initiales nulles & (0) = 0, I’indice de fréquence
finie (FF) ci-dessous est vérifié :

/ & (w)é(w)do < 7 i (0)i(0)do (2.11)
weQ .
avec ’ensemble Q est défini dans la table 1.2.

Remarque 2.2.1 : Quand Q = (—oo,+o0), I’inégalité (2.11) est réduite a I’inégalité (2.10) et
donc lindice de fréquence finie (FF) des performances H est réduit a la fréquence entiere
(EF).

2.2.1 Analyse du modele réduit H.. flou

Dans la phase d’analyse de réduction de modele, nous dérivons les nouvelles conditions
suffisantes dans un domaine fréquentiel fini de telle maniere que le systeme d’erreur donné
par (2.7) est asymptotiquement stable avec certaines contraintes de performance H... Tout

d’abord, nous donnons le lemme que nous allons I’utiliser pour dériver des nouvelles résultats

Lemme 2.2.1 [54] : Le systeme d’erreur (2.7) est asymptotiquement stable avec un niveau
d’atténuation 'y > 0 de performance H. dans un domaine fréquentiel fini donné par (2.11).
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S’il existe des matrices hermitiennes P = PT, Q = QT > 0 telles que :

Atky Bk ' _[ ARy B(hR) L[ ey b
I 0 Tl DT (h,R)C(h,h) —y* 1+ D" (h,h)D(h,h)
<0(2.12)
Avec
® Basse fréquence (BF) : || < &
-0 P
E = 2.13
P &0 @13
® Moyenne fréquence (MF) : iy < 0 < @, @y = @
g = e Priae (2.14)
P—jipQ -0
® Haute fréquence (HF) : |®0| > @y
P
g - | ¢ (2.15)
P —®0

Preuve 2.2.1 : (Cas de moyenne fréquence (MF))
On suppose que ’inégalité (2.12) est vraie. On multiplie I’inégalité (2.12) a gauche par
[E(2)*  u(t)*] et a droite par son conjugué transposé, on obtient

wpé()) —Vu(t) u(t) < tr[He(@ & (1) + j& (1)) (@& (1) + jE(1)) 0] (2.16)

D’apres la propriété de la stabilité, on a

/ Hdt —y / 1)dt < tr(He(S)Q) (2.17)
0

s = [ @&+ g @)+ o) (2.18)

D’apres le théoreme de Parseval’s [76][134], on a

1 e A
- o | (@-o)@- o) do (2.19)
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2.2 Systeme 1D flou modele T-S

S est Hermitien et la borne du cété droit d’inégalité (2.17) devient tr(SQ), donc l'inégalité
(2.17) est équivalente a

/w “(0)e(®)do — 7 / ®)do < 1r(SQ) (2.20)
0

Puisque Q > 0, la limite tr(SQ) est négative chaque fois que S < 0, donc l'inégalité (2.11)

est vérifiée.

Remarque 2.2.2 : Les cas basse et haute fréquences ont une preuve similaire a celle du cas

moyenne fréquence donnée ci-dessus.

Remarque 2.2.3 : Si les matrices du lemme 2.2.1 sont indépendantes de h et h, donc le
systeme donné par 2.5 devient un systeme linéaire et le lemme 2.2.1 devient le lemme KYP

généralisé 1.7.2.

Dans le théoreme ci-dessous, nous donnons le nouvelles conditions qui permettent de garantir
que le systeme d’erreur donné par(2.7) a la fois asymptotiquement stable et a un niveau 7y de

performance H., dans un domaine fréquentiel fini.

Théoreéme 2.2.1 [54] : Le systeme d’erreur (2.7) est asymptotiquement stable avec un
niveau d’atténuation y > 0 dans un domaine fréquentiel fini donné par (2.11), S’il existe
des matrices hermitiennes P, Q > 0, une matrice symétrique et définie positive P > 0 et des

matrices G, F, H, G, F telles que les conditions suivantes sont vérifiées

P D GB(h,h)—H" (h) 0
* @3 FB(hh)+AT(h, “) T(hy  CT(nh)
P = y o _ o 0 2.21
«  x  —PI+HBLR)+ B (LHT DT (i) | (221
| x * * —1I
[ —G-GT  P+GA(hR)—FT
¥ = g o - 2.22
N Fa(iy+ar (i | <0 (2:22)

Onu
* Basse fréquence : |o| < @
@ =-Q-G-G'; & =P—F" +GA(hh); &3 =a}Q+FA(h,h)+A" (h,h)F"
[URV)

* Moyenne fréquence : i < 0 < @, @y = —'5

& =-Q0-G-G'; &y =P+ j@yQ—F' +GA(h,h); ®3=—@,@0Q+FA(h,h)+AT (h,h)FT
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* Haute fréquence : |®| > @y,
=Q0-G-GT; & =P—FT +GA(h,h); ®3=—@}Q+FA(h,h)+AT (h,h)FT

Preuve 2.2.2 : Cas de basse fréquence
Nous allons démontrer I’équivalence entre (2.12) et (2.21). On suppose que (2.21) est vraie.
Soit

-0 P 0 G 5([)

2 = P &FQ+CT(h,h)C(hh) CT (h,h)D(h,h) X = F [:C=]| &0 |;
0 DT (h,h)C(h,h) —Y? I+ D" (h,h)D(h,h) H u(t)

% = | -1 Ak B | (2.23)

D’aprés le complément de Schur, I’équation (2.21) est équivalente a
2+ 2B+ B 2T <0 (2.24)

D’apres la condition (iv) du lemme de Finsler, avec les paramétres suivants

A(h,h)  B(hh)
0
1

A(
Bt =

ONE‘

et la condition (ii) du lemme de Finsler, on trouve la relation (2.12).

Pour démontrer les cas moyenne et haute fréquence, on utilise la méme démarche du cas

basse fréquence avec les choix suivants :

® Moyenne fréquence : 01 < ® < @, @y = w

-0 P+ janQ 0
2 = P —0®»Q+C"(h, h)C( h) CT (h,h)D(h,h) (2.25)
0 DT (h,h)C(h,h) —V21+ D" (h,k)D(h,h)

® Haute fréquence : |®| > oy

0 P 0
2 = | P —®Q+C"(hh)C(h,h) CT (h,h)D(h,h) (2.26)
0 DT (h,h)C(h,h) —Y2I+ D" (h,h)D(h,h)
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2.2 Systeme 1D flou modele T-S

D’apres le théoréme de stabilité au sens de Lyapunov, A(h, il) est stable si et seulement s’il
existe P = PT > 0 tel que :

AT(h,h)P + PA(h,h) <0 (2.27)

On réécrit I’inégalité (2.27) sous la forme suivant :

Aniy 1 To B[ AmN o 08)
I P 0 I '
Nous choisissons
_ |0 P | &) |G,
oo [or] e ft] o [0)
% = | -1 Ak |; %i:[fi(};’;’)] (2.29)

T
<0 (2.30)

T QU

0 P
P 0

Donc on retrouve I’expression (2.22).

2.2.2 Conception du modele réduit H.. flou

Dans la phase conception de réduction de modele, nous allons chercher les parametres
optimaux du modele d’ordre réduit (2.5) de telle sorte que le systeme d’erreur (2.7) est
asymptotiquement stable avec un niveau d’atténuation y > 0 de performance H.., dans un
domaine fréquentiel fini donné par 1’équation (2.11).

Théoreme 2.2.2 [54] : Le systeme d’erreur (2.7) est asymptotiquement stable avec un niveau

d’atténuation y > 0 de performance H.. dans un domaine fréquentiel fini donné par (2.11).

. . . .. P P .
S’il existe des matrices hermitiennes P = ! : ] 0= [ o & > 0, une matrice

* B * O3
P s . . = P] pz . ALy ALY Y A Y
symétrique et définie positive P = 5 | 0 et des matrices A(h), B(h), C(h), D(h),
* 3

G1, Gy, Fi, P>, G3, G4, F3, Fy, et V, avec A, (m =1, ...,4) satisfont les LMIs suivantes :
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® Basse fréquence : |®| < @

D (i)12 ci>13 (i)14 _Hl +GlB( )+B(;l) 0
* &)22 Ci)23 cT)24 GzB(/’l) + B(;l) 0
b * * (i)33 q_334 AT (h)Hl —|—FlB(/’l)+)L Eé(il) CT(h) <0
* * * (544 FzB(h)—F)u A(il) —éT(;l)
* * * * — 2I—kHlB(h)—FBT(h)HlT DT(h)—ﬁT(fz)
* * * * * —1I
(2.31)
Ou
I _ T. & _ T.
Py = —01—-G1—-Gj; P1u=—0—EV-Gy;
&)13 = P —FIT +G1A(h); &)14 =P —FZT —l—EAA(iZ),
Dy = —03-V-V"; Dyy=P—LV+A(h);
ci)23 = P —llvTET —|—G2A(h); &)33 = d)lel +F1A(h) —|—AT( )
Dy = @O +AT(WF) + MEA(h); Pay= @703+ Ma(A(R)+A (il))
® Moyenne fréquence : 0 < 0 < @, @By = @
(Y, Tn T Tu —HT +GIB( )+ B(h) 0 ]
* Tzz T23 T24 GZB —‘r B (il) 0
T— * * T33 T34 A (h)HT—I-FlB( )—I—)L ( ) CT(h) <0
* * * T44 FzB( ) (il) —CAT(;l)
* * * * —YI+H,B(h)+BT(WHT DT (h)—DT(h)
* * * * * —1I
(2.32)
Ou
< - _ 0+ @
Y1 = -01-G -G, Yu=-0—EV-GL; ap= 12602
Y135 = Pi+j@Qi —F +GiA(h); Yia =P+ jan0r — Fy +EA(h);
T = —03-V-V" Y3=P— jiQ, — MV'E" +GrA(h);
Yoo = Pi+jim0s— LV +A(h); Y33 =—0@0 +FAh)+A" (h)F
Y34 = —(I)](I}ZQ2+AT(h)F2T+llEA( )Y44——CO1(02Q3—|—A,2(A(;Z) A (]jl))
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2.2 Systeme 1D flou modele T-S

® Haute fréquence : |©| > @y

[ Q. Qn Qi Qu —H[ + G B(h)+B(h) 0 ]
« Qo Qo3 Qu G,B(h) + B(h) 0
o — * * Q33 .Q34 AT (h)Hl +FlB(h + A EB(;I) CT(]’l) <0
N * * * Q44 FzB(h) + A A(il) —CT(E)
* * * * —YI+HB(h)+BT(h)H D" (h)—D"(h)
* * * * * —1
(2.33)
On
Q1 = 01-G1—-Gl; Qpu=0—EV—-GL; Qi3 =P — F +GA(h);
Quu = P —F +EA(R); Qpn=03-V —VT; Qo =P~ LV +A(h);
Q3 = P—MVTET + GoA(h); Q33 = — @201 + FLA(h) + AT (h)FT;
Q34 = —@%QQ—FAT(/’L)FZT—FA]EA(/:L); Q44:—th3+;Lz( ( )—I—AT(;l))
Et
~-G3 -G} —EV-GY P +G3A(h) — F P — F4T +EA(h)
¥ * ~V VT P4+GiAh) —MLVTET  Py+A(h) — VT “0
B % * FAh) +AT(R)FF  EA(R)+AT (h)EF
* * * Aa(A(R)+AT (h))
(2.34)

Si les LMIs (2.31), (2.32), (2.33) et (2.34) sont faisables, les parametres du modele d’ordre
réduit peuvent €tre obtenus par :

(2.35)

Preuve 2.2.3 : Avec le théoreme 2.2.1 et le choix de structure particuliere des matrices P, Q

et P suivantes :
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Et les formes particulieres des matrices additionnelles G, F, H, G et F suivantes :

G _ |G EV| . _|F MEV | _ | Gy EV | B MEV |
G v T | B AV Gy Vv | B v
T
H = [Hl 0};E:[1 0} (2.37)

avec V une matrice inversible, les A;, i = 1, ...,4 sont des scalaires donnés et on considere

les changements des variables suivants :

>
oyle

(h) = VA(h); B(h)=VB(h);
C(hy = C(h); D(h)=D(h). (2.38)

On réécrit le théoreme 2.2.1 sous la forme ci-dessous :

Théoreme 2.2.3 [54] : Le systeme d’erreur (2.7) est asymptotiquement stable avec un niveau

d’atténuation 'y > 0 de performance H. dans un domaine fréquentiel fini donnée par I’équa-

. ,. . . .. P P
tion (2.11). S’il existe des matrices hermitiennes P = : : 0= Or & >0,
L & * 03
. s, . — pl pz . ~ A A A
une matrice symétrique P = P > 0 et des matrices A;, B;, C;, D;, Gy, Gy, I, P>,
* 3

G3, G4, F3, Fy, H etV telles que pour tous i, j € {1,2,...,r}

® Basse fréquence : || < @

[ & P, D3 P F] +EA ~H! +G\B; +B; 0 ]

* &322 cT323 PV -I-Al' Gsz-f-é,' 0
Ci)ij _ * * @33 ?34 A;HIT—FFlBj —|—A)L]EB,' C}: <0

* * * Dyy FZB]‘ + A B; —ClT

% % % —YI+HB;+B'H] DI -D

* * * * * -1

(2.39)
On

) = -01-G1-G;P=-0—-EV-G}; d3=P —F +GiA};
&)22 = -0V —VT; ci)23 =P —;L]VTET +G2AJ‘; &333 = (Dle] +F1Aj—|—AlTF1T;

D3 = OfQr+ATF + MEAj; duy = 0} 03+ (A +A]).
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2.2 Systeme 1D flou modele T-S

® Moyenne fréquence : 0 < @ < @, @Oy = w‘;“_’z
(Y, —0,—EV-GI T35 Y4 —HI+GBj+B 0 |
* —03—V— yT T23 T24 Gsz —i—é,‘ 0
7 7 TyT , 3 T
T,-j— * * 133 ¥34 AjHl +FIB]+AA'1EBt C{T <0
X % x  Yu F>Bj+ AB; -G
* * « x  —YI+HB;+B'H DI-Df
* * * * * —1I
(2.40)
O
Yii = —0i—-Gi—G{; Yis=Pi+jmQi —F +GiAj; Yo =P+ jin0s— MV +A4;
- - P . 0O+
Yiu = P+ j@Qr—F +EA; Yoa=P — j@n0r—MVET +GAj; @ = 12 ;
T3 = @Q1+FA+ATF: Ya=a7 0 +ATF + MEA; Yau= a7 Qs+ (A +A]);
® Haute fréquence : |®| > @y,
-Qu Qn Qi3 Qu ~H +G\B; + B, 0 ]
*  Qp Qo Qo G»B;+B; 0
o * * Q33 Q34 AT(//I)HIT—FFlBj—i-/l]EB\,‘ CJT <0
Y * * * Q44 Fsz + lzB\l' —élT
* * < * —YI+HBj+BH] DT -Df
* * * * * —1I
(2.41)
Ou
Qu = 01-G1—-Gi; Qu=0,—EV—-G}; Q=P —F +GiAj;
Qu = P—FI+EA; Qp=03-V-VT; Qu=P— LV +A;
Qs = P—MVET+GAj; Qa3 =—@;01 + RA;+ATF;
Qzy = -0 +ATF + MEA;; Quu=—@,03+ M(A(h) +AT (h))
Et
~G3—GY —EV-GI  P+GsA;—Ff P, — F] +EA;
- V-Vl P4 GiA;— BVTET Py A —MVT
¥ = ’ 2O~ s sHAZAMY 0 242
* * BA;+AT (h)F] 7L3EAI~—|—AJT-F4T
* * * Aa(A; +AT)
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Si les LMIs (2.39), (2.40), (2.41) et (2.42) sont faisables, les parametres du modele d’ordre

réduit peuvent €tre obtenus par

Ai = V_IA,', B; = V_lBi, éi = éb D;= lA)i' (2.43)

2.2.1
Z Z Eihjci)ij; Z Z ilithij; Z Z ilithij; Z Z ;l,hjli]l] (2.44)
pour obtenir le théoreme 2.2.2.

Remarque 2.2.4 : Les scalaires )L(s: 1,...,.4) doivent étre constants, pour que les inégalités
(2.39), (2.40) et (2.41) soient linéaires. Ceci permet d’obtenir une optimisation convexe de

telle sorte que les solutions puissent étre obtenues.

2.2.3 Exemples de simulation

Pour démontrer I’impact des conditions obtenues dans les théorémes ci-dessus, nous
allons considérer deux exemples numériques pour comparer nos résultats avec ceux de la
[141, 38].

Exemple 1 : Circuit de la diode tunnel 1

Soit le circuit de la diode tunnel donné par la figure 2.1 ci-dessous :

Lo

FIGURE 2.1 Schéma du circuit de la diode tunnel 1
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2.2 Systeme 1D flou modele T-S

La diode tunnel est caractérisée par :
ip(t) = 0.002vp (1) 4 0.01v3) (1) (2.45)

Les parametres du circuit sont donnés comme suit : Ry = 10Q, L; = 200mH, C| = 20mF,
Rr, =20Q, L, = 100mH, C, = 10mF .

On définit x; (1) = v (1), x2(1) = v (1), x3(t) = ver (t), x4(t) = vri(¢) comme les va-
riables d’état.

Donc, le circuit peut étre décrit par les équations d’état suivantes :

(%1 (1) = 0.2x; (1) — 3 (£) + 100x2(¢)
X (t) = —10x1 (1) — 66.6667x2 (1) — 3.3333x3(1) — 66.6667x4 (1)
43(t) = —33.3333x(¢) — 1.6667x3(t) — 16.6667x4(t) — 1.66667u(r)
x4(t) = —33.3333x (1) — 1.6667x3(t) — 33.3333x4(t) — 3.3333u(t)
[ y() =x1(r)

Avec x(t) = [x1(t) x2(t) x3(t) x4(2)]7 et x1(¢) € [-3 3].

En utilisant les techniques données dans [145], nous obtenons un modele flou T-S a deux
regles.
Quand —3 < x;(#) < 3, le terme nonlinéaire —x3 () peut étre représenté par

—x(1) = Mi(xi(1)).0.x1 () + Ma(x1 (1)) (=91 (1))
1 = M](xl(l)—l-Mz(xl(l‘) (2.46)

ot Mi(x1(t)), Ma(x1(t)) sont les fonctions d’appartenance. En résolvant les équations

ci-dessus, nous avons

Mi(xi(1)) = 1_)@;
Ma(xi (1)) = 1—=Mi(xi (1)) o

Ensuite, le systeéme non linéaire peut étre représenté par le modele flou T-S suivant :

Régle du systeme 1 : Si x; () est M (x;(¢)) Alors

x(r) = Awx(r) + Byu(r)
¥(t) = Cix(t)+Diu(t) (2.48)
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Regle du systeme 2 : Si x| () est Mp(x;(¢)) Alors

5(t) = Agx(t)+Boult)

y(t) = Cux(t)+ Dou(r) (2.49)
Ou
[ 0.2 100 0 0 T 0
4 _ | T10 —666667 33333 —66.6667 | . _ 0 _
b 0 —333333 —1.6667 —16.6667 | ' | —1.6667 |’
| 0 —33.3333 —1.6667 —33.3333 | ~3.3333
92 100 0 0 ] 0
4 _ | 710 —66.6667 33333 —66.6667 |  _ 0 .
2T 0 —333333 —1.6667 —16.6667 | > | —1.6667 |’
0 —33.3333 —1.6667 —33.3333 | ~3.3333

c = sz[l 00 o]; Dy =D =0.

D’apres la simulation du théoreme 2.2.3 [54], le niveau d’atténuation ¥, de performance
H.. est donnée dans la table 2.1, on peut conclure que les résultats obtenus sont beaucoup
plus faibles que ceux celle des algorithmes 1, 2 et 3 dans [38] et le corollaire donné par [141],

ce qui démontre clairement 1’avantage de la méthode proposée.

H Domaines des fréquences H M¢éthodes H Yin H Erreur Max H

| Fréquence entire EF)0 < @ <) || Corollaire 1 [141] || 1.0619 || 02527 |
Basse fréquence (BF)(|o| < 5) Algorithme 1 [38] 0.2194 0.0385
Basse fréquence (BF) (|o| < 5) Théoreme 2.2.3 [54] || 0.0159 0.0265

Moyenne fréquence (MF)(4 < @ < 8) || Algorithme 2 [38] 0.4598 0.0824
Moyenne fréquence (MF) (4 < @ < 8) || Théoreme 2.2.3 [54] || 0.0980 0.0420
Haute fréquence (HF) (jo| > 7) Algorithme 3 [38] 0.7894 0.1711
Haute fréquence (HF)(|®| > 7) Théoréme 2.2.3 [54] || 0.6021 0.0659

TABLE 2.1 Comparaison des performances H.. et des erreurs maximales par différentes méthodes

Les matrices de modele de réduction H., correspondant %, sont :

* Basse fréquence (0| <5):
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2.2 Systeme 1D flou modele T-S

Pour A} =2.7840, A, = 2.9183, A3 = 0.8346, Ay = 0.0164, Yin = 0.0159 et les parametres
de modele d’ordre réduit sont :

Al B [ —14.0027 74.0320 || —9.5541 |

[l U —2.67011 —6.1720 | —1.7257

LGl D] | 0.8078 1.1934 || 0.1426 |
SRR [ —14.0028 74.0322 | -9.5539 ]

(N P 26709 —6.1723 || —1.7257 (2.50)
L C2 | P2 | —0.8080 1.1936 || 0.1429 |

* Moyenne fréquence (4 < @ <8):
Pour A; = 1.8984, A, =2.3962, A3 = —0.0021, A4 = 0.0027, ¥in = 0.0980 et les
parametres de modele d’ordre réduit sont :

il 5 —6.575695.0532 || —5.0214

LLPL L | 2.8989-6.0322 || —1.8540

b | 07006 1.4304 | 02392

il 5 [ —6.575095.0530 | —5.0214 |

22 | —28991-6.0324 || —1.8544 (2.51)
e | 07004 14307 | 02396 |

* Haute fréquence (|o| > 7) :
Pour A; = 13.7389, A, = 28.0628, A3 = —0.0027, Ay = 4.3419, Yin = 0.6021 et les
parametres de modele d’ordre réduit sont :

SRR 32335 887541 || —2.0251

SUEL | 37646 —7.9301 || —1.9652

LGPl | 14673 24819 || —0.0498

sare [ 32337 88.7539 || —2.0248 |

22 | 37649 —7.9290 || —1.9655 (2.52)
L[ P2 ] | 14675 24821 || —0.0501 |

Les figures 2.2, 2.3 et 2.4 représentent les réponses de systemes d’erreur (2.7) pour un
signal d’entrée sinusoidal u(¢) = sin(t) et les conditions initiales nulles x(0) = [0 0 0 0],
#(0) =[0 0]T. O, les lignes pleines concernant le modele d’ordre réduit flou obtenu par
I’approche fréquentiel finie, les lignes pointillées représentent les résultats trouvés par la

méthode dans le domaine fréquentiel entier donné [141] et les points lignes concernent les
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FIGURE 2.2 Erreurs e(t) pour une perturbation sinusoidale dans les cas EF et BF
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FIGURE 2.3 Erreurs e(t) pour une perturbation sinusoidale dans les cas EF et MF
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2.2 Systeme 1D flou modele T-S

0.3 T T T T

Les erreurs de sortie e(t)

FIGURE 2.4 Erreurs e(t) pour une perturbation sinusoidale dans les cas EF et HF

On peut remarquer que 1’approche fréquentiel finie et les matrices additionnelles libres
utilisées dans cette partie fournissent des résultats illustrés dans le tableau et par les figures
ci-dessus sont moins restrictifs par rapport aux résultats existants dans la littérature [141, 38].
Pour plus d’illustration, nous proposons 1’exemple ci-dessous.

!-. -
m*] I

iL e

R Ve — C G

Vo

e

FIGURE 2.5 Schéma du circuit de la diode tunnel 2
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Exemple 2 : Circuit de diode tunnel 2

Considérons maintenant un exemple correspondant au circuit de la diode tunnel illustré
dans la figure 2.5 ci-dessous : Le modele flou de ce circuit est donné par [127], ou les états
du systeme sont x1(t)=vc(t), x2(t)=ir(t).

Le systeme peut étre approché par le modele flou T-S a deux regles :

Reégle du systeme 1 : Si x;(¢) est T (x;(¢)) Alors

x(t) = Ax(t)+Bu(t)
y(t) = Cix(t)+Dyu(t) (2.53)

x(t) = Ax(t)+ Bou(r)
y(t) = Cux(t)+ Dou(t) (2.54)

Ou

—0.1 50 —4.6 50
A= Ay = ;B =By =
-1 =10 -1 —10

;C1=C2=[1 O];D1:D2:1

Les fonctions d’appartenance pour les regles 1 et 2 sont données par la figure 2.6 ci-dessous.

FIGURE 2.6 Fonctions d’appartenances pour les deux ensembles flous

En résolvant LMIs (2.39), (2.40), (2.41) et (2.42), les résultats de simulation comparés au

résultats de la littérature sont illustrés dans la table 2.2.
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H Domaines des fréquences H Méthodes H Yinin H
| Fréqeunce entiere (EF) (0 < @ <) [ Corollaire 1 [141] [| 0.7110 ||
Fréquence finie (FF) (1 < w <4) Algorithme 2 [38] 0.5236
Fréquence finie (FF) (1 < w <4) Théoréme 2.2.3 [54] || 0.2470

TABLE 2.2 Comparaison des performances H., pour différentes méthodes

Pour A; = 4.9342, A, = 5.6085, A3 = —11.5566, Ay = 0.9167, ¥pin = 0.2470 et les
parametres du modele d’ordre réduit sont :

A
G
La courbe suivante représente la réponse du signal d’erreur e(z) = y(z) — y(¢) dans le cas ol

le signal d’entrée u(t) = (2+1'3)~! et les conditions initiales du systéme d’erreur nulles.
Ou la ligne pleine représente la méthode donnée dans le théoreme 2.2.3, tandis que le point

[ 66279 | —5.7545

B,
—1.4129 \ 0.7693

Dy

A
G

[ 66282 | 57547
~1.4130 | 0.7695

b

(2.55)

en pointillés représente la méthode donnée dans 1’algorithme 2 dans [38] et la ligne de points
concerne la méthode donnée au corollaire 1 dans [141].

On peut remarquer que le systeme d’erreur e(t) converge vers zéro, et I’approche fréquentiel
fini proposée donne a des résultats moins restrictifs par rapport aux résultats existants dans
[38, 141].

Erreur de sortie e(t)
)
n

! — — — EF Corollaire 1 [141]

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

-0.2} FF Algorithme 2 [38]
FF Théoréme 2.2.3 [54]

Les erreurs de sortie e(t)
S
- o
o j

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

FIGURE 2.7 Erreurs e(t) = y(t) — ¥(¢) comparé aux différentes méthodes
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2.3 Systeme 2D discret modele Roesser

Soit le systeme linéaire 2D discret modele de Roesser décrit dans I’espace d’état par :

x(i+1, )
x'(i,j+1)

y(i, J)

(0, /)

G,

A
x¥ (i,
-
C x <l7
X (i,

+ Bu(i, j)

+ Du(i, j) (2.56)

0(j) Vj and ¥(i,0) = 6(i) Vi

Ou x"(i, j) € R™, x"(i, j) € R™ (avec n = ny, + n,) sont respectivement les vecteurs d’état

horizontal et vertical du systeme, y(i, j) € R™ est la sortie mesurée, A, B, C et D sont des

matrices de dimensions convenables et u(i, j) € R™ représente 1’entrée des perturbations

exogenes avec une énergie bornée et une fréquence horizontale u;, et une fréquence verticale

u, de u(i, j) satisfaisont (up,u,) € Qj X Q,, o

Qp
Q,

(>

L

{wy € Rlwy, <wy, <wys wy Wy, € [T, 7|}

{wn € Rlwy, <wp <wpys wiy Wy, € [—TT, 7]}

(2.57)

avec wy,, wp,, Wy, et w,, sont des scalaires connus.

Notre objectif est de chercher a approximer le systeme 2D discret asymptotiquement

stable décrit par (2.56) par un 4" ordre (7 < n) modgle décrit par :

i+1, )
(i, j+1)

3, J)

#(0,k)

=0

NV
S

(i, ) |

Ny

LD L i, j) (2.58)
(i, ) |

£(0,k)=0; VY k

Ou #(i, j) € R™ et £¥(i, j) € R™ (avec /i = #y, + /1,)) sont respectivement les vecteurs d’état

horizontal et vertical estimés et $(i, j) € R est ’estimation de y(i, j). A,, B, C, et D, sont

des matrices a déterminer.
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En augmentant le systeme (2.56), pour inclure les états du systeme (2.58), on peut obtenir

le systeme d’erreur d’approximation qui s’écrit comme suit :

_h . 1 . _ . . _
TORLD N g R0 g
(i, j+1) x(i, J)
S
si.5) = ¢| 2D L pu ) (2.59)
x"(i, )
Ou
_ A _ B _ _
A= 0 ' B=d ];C:[C —r}dJT;D:D—Dr; ny = ny + Ay,
0 A, B,
. x(i, j XV (i, .
Pii)= | SO0 wah= | S 560 =yd) - 96,0 A=t
(i, j) £7(i, )
Et
L, 0 0 0
0 0 I, O
b = h (2.60)
0 I, 0 0
0 0 0 I

La fonction de transfert du systeme d’erreur (2.59) est :

T(eMn ve™) = Cldiag{eI;,,e""I;,} —A]"'B + D (2.61)

Le probleéme traité dans cette partie est formulé de la facon suivante : on cherche un
systeme de modele réduit de la forme (2.58) pour le systeme 2D discret modele de Roesser

donné par (2.59) tel que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

® Le systeme d’erreur (2.59) est asymptotiquement stable quand u(i, j) = 0.
® Pour un réel y > 0 donné. L’indice de fréquence finie est donnée par :

ST (wp,wy)] <y V(wp,wy) € QyxQ, (2.62)

Avant d’aborder la section suivante, les résultats obtenus et affichés au cours de cette
partie sont en principe des résultats qui se basent sur 1’utilisation de quelques lemmes

fondamentaux tels que les lemmes 1.8.1, 1.8.3 et 2.2.1.
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2.3.1 Analyse du modele réduit H.

Dans cette partie, nous allons chercher des nouvelles conditions qui garantissent un
niveau de performances H.. du systeme d’erreur (2.59) dans un domaine fréquentiel fini
définie par (2.62).

Proposition 2.3.1 [58] : Le systeme d’erreur (2.59) est asymptotiquement stable avec un
niveau d’atténuation y > 0 de performance H. dans un domaine fréquentiel fini donné par
(2.62). S’il existe des matrices hermitiennes Py, Qy, € Hj, P,, O, € Hj , matrices symétriques
P, e R™ P, € R™ et les matrices M, S € R*", R € R™*?" te] que Q = diag{Qy,0,} >0,
P =diag{P,,P,} >0 et

P—-M—-M" A*Q— ST + MAT MB—R" 0
* —WQ—-P+SA+ATST SB+ATRT cr
¥ = o _ <0
* * —y?I+RB+B'RT DT
* * * _I
(2.63)
P—-M—-MT —ST +MA
Y = _ _HMA <0 (2.64)
* —P+AS+STAT

Ou W et A sont définies par (1.52).

Preuve 2.3.1 : Pour démontrer la proposition ci-dessus, nous allons utiliser le Lemme gkYP
2.2.1, et le Lemme de Finsler 1.8.3, Nous allons démontrer tout d’abord I’équivalence entre
(1.51) et (2.63). Pour cela, on suppose l’inégalité (2.63) vérifiée et on choisit les parametres

suivantes :
[P A*Q 0 M
2 = QA —-WQ—-P+CTC C'D X =1 S |
0 D'C —y*1+D"D R
(A B
# = |1 0 ;ﬁz[—IAE} (2.65)
0 T

D’autre part, nous allons chercher I’équivalence entre les inégalités (1.36) et (2.64),
nous choisissons :

p
g:[ 0

;%:[Ag];@:[_z A];%L:[A] (2.66)




2.3 Systeme 2D discret modele Roesser

Utilisant la deuxieme et la quatrieme conditions du lemme de Finsler 1.8.3, On peut trouver

la proposition 2.3.1.

2.3.2 Conception du modele réduit H..

Dans cette partie, nous allons concevoir les parametres du modele réduit donné par I’équa-
tion (2.58) qui garantit la stabilité asymptotique du systeme d’erreur défini par 1’équation
(2.59) et qui assure un niveau d’atténuation y de performance H.. dans le cas des domaines

fréquentiels finis.
A. Cas de fréquence finie :

Théoreéme 2.3.1 [58] : Le systeme d’erreur (2.59) est asymptotiquement stable avec un
niveau d’atténuation 'y > 0 de performance H.. dans un domaine fréquentiel fini définie par
(2.62). S’il existe des matrices A, € R B, e RV €. e R D, e R M M, S, et
V € R™" u=1,2, Ry, matrices symétriques P, = diag{Po,, P>, }, P, = diag{Py,, Py},

s = 1,3 et des matrices hermitiennes P, = diag{ P>y, P>, }, Q2> = diag{Qan, 02},

P, = diag{Py,, Py}, Qs = diag{Qsn,Qsv}, s = 1,3 et les scalaires Ay, A, et A3 satisfaisant
les conditions LMIs (2.67), (2.68) et (2.69) telles que :

P P
R i so (2.67)
ES Q3 * P3
(¥, P—EV-MI W3 Py —RT +EB, 0 |
* P —v-vT li"zg, li”24 MzB—i—Br—)@VT 0
& x x Py Wiy SIA+ATRT+MEB.  CT —0
* * x Wiy SzB—l—ﬂ.zBr —l—ﬂgz@r —érT
* * * * WPss DT —pT
* * * * * —1
(2.68)
Y PB—-EV-M! MA—ST ST +EA,
i, Po—v—-vl L VTET 4 M)A VT +A
¥ = * 3 _1 + M i 2V Ay ) <0 (269
* * —P+S1A+ATST  —P+ATST + A3EA,
* * * P42 (A, +AT)

¥ = P—-M —MI'; $3=A"Q; +MA-ST;
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Py = NQ+EA -S Yy =P —M —M[;

Wos = QVA—MVTET +MrA; Woy = A Q35— VT +A,

W33 = —WQi—P+SIA+ATS]: Wyy=-WQr— P +A”S] + M EA,:;
Yo = WO+ (A, +A]); ¥ss=—yI+sym(RiB+3B,)

et W et A sont définies par (1.52).
Les parametres du modele réduit sont :
A, = V14, B.=Vv71B;
c, = C:; D.=D, (2.70)

Preuve 2.3.2 : Pour concevoir le modeéle réduit H.., nous sélectionnons les structures des

matrices M, N,R et E comme suit :

M, EV S, MEV
M= @| " o', s=a| " M ol
M, S, AV
T
R — [Hl lgV:|CDT; E:[l o} 2.71)

avec ® définit dans (2.60).

En outre, pour les variables matricielles P, Q > 0, P > 0 dans le théoreme 1.3.1, nous

définissons :
T
p - ol 2ler o—o 01 O o7
*x P * 03
_ B P |
p =o' o (2.72)
* P
De plus, les équations suivantes sont facilement obtenues :
_ A O - W 0
A = o', w=0a o’ (2.73)
0 A 0 w

En raison de ®T® =1, en remplacant (2.59) dans (2.63) et (2.64) et combinant (2.67),
(2.69) et (2.69), on obtient

¥ = nvn’; Y,==zrz" (2.74)

45
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Ou

N = diag{® @, I, In,}; E=diag{®,®}, A, =VA,

Er = VB, ér:Cr; Dr:Dra

avec WY et Y respectivement, sont dans le théoreme 2.3.1.

B. Cas de fréquence entiére :

Dans cette partie,on se basant sur le théoréme 2.3.1. Pour cela, on prend Qy = 0 pour
P P
* P3

I’inégalité donnée par (2.63).

k=1,2,3 et P est définie > 0 telle que la stabilité est également impliquée par

Proposition 2.3.2 [58] : Le systeme d’erreur (2.59) est asymptotiquement stable avec un
niveau d’atténuation y > 0 de performance H... S’il existe des matrices A, € R™"

B, e R €, e R*A D e RW>M M, S, etV e R y= 1,2, Ry, matrices
symétriques P, = diag{Poy, P>, }, Py = diag{ Py, Py}, s = 1,3 et les scalaires A1, A, et A3,

sachant que

P P
>0 (2.75)
x P
[ QU le M1A—S1T QM —R{—FEér 0 |
x Qo —MVITET4+MA Qo M>B+B, 0
o - x o« P+SIA+ATST Qs SIA+ATRT+MEB,  CT ~0
* * * Quu $»B+ A B, —C,T
% * x —yI+RB+B'RT D' -DI
* * * * * —I
) C(2.76)

Ou

Qi = P—M—M{; Qu=P,—EV—Mj;

Qu = EA—-SI; Qoy=Py—V -V,

Qo = P—V-VT; Qou=-0VT+A,

Qs = P+ATS] +MEA,;; Qua=P3+ (A, +AD).

Les parametres de modele réduit sont donnés par (2.70).
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Remarque 2.3.1 : L’inégalité matricielle linéaire (LMI) (2.68) a des variables complexes.
Selon [89], les LMIs dans les variables complexes peuvent étre converties en LMlIs de plus
grande dimension dans les variables réelles. Cela signifie que I'inégalité ¥, + j¥, < 0 est
¥y, ¥

L7 ] < 0, ce qui implique que les LMIs dans (2.68) peut étre adressée.

équivalente a
-, ¥

2.3.3 Exemple de simulation

Pour illustrer I’efficacité de la méthode proposée, dans cette section, on présentera un
exemple. On montrera que les résultats proposés peuvent fournir des résultats moins conser-

vatifs que les résultats récents proposés dans la littérature.

Nous considérons le systeme (2.56) avec les parametres suivants :

02 —100 0 10
01 0 100 0 1
A= 1]-01 0 010|:B=|00];
0O 0 00 1 0 0
0 0 000 [0 0|
o _ |02 _1010];02[10] 07
1 1 000 0 1

Notre objectif est de chercher les matrices du systeme de réduction de modele définie par
(2.58) de telle sort que le systeme d’erreur donné par (2.59) est asymptotiquement stable et
satisfait la performance H.. dans un domaine fréquentiel fini définie dans (2.62).

En résolvant les LMIs (2.67), (2.68), (2.69), (2.75) et (2.76), la performance H., et les erreurs

maximales comparées au résulat [114] sont illustrées dans les tables 2.3, 2.4.

H Domaines des fréquences H Méthodes H Ynin H Erreur Max H
| FE(E, Z]x[F, %) || Théoreme3[114] [ 0.1271 [ 0.1078 |
| FE(Z, 5] <[5 %) | Théoreme23.1[58] [ 0.1199 | 0.1064 ||
| FE(5E, 51 x[55 58D || Théoreme3[114] [ 0.0948 [ 0.0821 |
| FE(FE, 21 x [, %2) || Théoreme2.3.1[58] [ 0.0635 [ 0.0590 |

TABLE 2.3 Comparaison des valeurs minimales de performance H.. et les erreurs maximales

Les parametres de réduction du modele sont donnés comme suit :

A. Fréquence Finie : (Théoréme 2.3.1 [58])
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2.3 Systeme 2D discret modele Roesser

H des fréquences H M¢éthodes H Yinin H Erreur Max H
| EF (-7, n] x [-m, 7)) || Théoreme3[114] || Infaisable || - |
| EF (—7,7] x [-7,x]) | Proposition2.3.2[58] || 03687 | 02925 |

TABLE 2.4 Comparaison des performances H., et les erreurs maximales.

1. Pour le domaine ([Z%, %] x [Z%,%]), le niveau de performances H., optimal est
Y=0.1199. Ou A; = 0.0618, A, = 0.0302, A3 = 0.1792 et les matrices de réduction du
modele sont :

0.1817 —0.8731 |
Ar = > Br:[

—1.1442  0.0217 |
—0.0076  0.0512 ’

—-0.0176 —1.1309

o (01480 08497 | [ 09978 00180
" | —0.9270 —0.7754 "] —0.0189  1.0208

] (2.78)

2. Pour le domaine [F, %] x [, £], 41 =0.0618, A, = 0.0302 et A3 = 0.1792. On
obtient Y = 0.1199. Par conséquent, les parametres de réduction du modele sont :

A, — 0.1943  —0.8930 : B —
—0.0115 0.0979

—1.0978  0.0319 |
—0.0113 —0.9988 |’

1.0017 —0.0141
0.0128 1.0243

—0.1687 0.9044
Cr = 5 D, =

(2.79)
—-0.9210 —0.8213

B. Fréquance Entié¢re : (Proposition 2.3.2 [58])
Pour A; = 0.2173, A, = 0.2032, le niveau d’atténuation de performance H., optimal est
Y= 0.3687 et les parametres de réduction du modele sont :

2

A [ 02118 —1.0567 _ | —0.9787 —0.0034
" 100872 —0.0357 |’ " | —0.0045 —0.9344

c [ 02031  1.0947 . | 10111 0.0010
" | 21.0193 —1.0820 |’ "] —0.0245 0.9978

] (2.80)
Pour démontrer I’efficacité de la conception des modeles réduits. En connectant respective-
ment (2.78) et (2.79), (2.80) aux systemes dans (2.77), les réponses en fréquences du systeme
d’erreur sont représentées sur les figures 2.8, 2.9 et 2.10.
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On remarque que toutes les valeurs singulieres maximales de ces figures sont inférieures

au niveau d’atténuation y des performances H... Ces figures démontrent clairement I’ efficacité

de la méthode proposée dans cette partie.

Valeurs singulieres

X:-0.7854
Y: -0.7854
Z:0.1064

"

Yy

FIGURE 2.8 Courbes des valeurs singuliéres avec un modele réduit dans (2.78)

Valeurs singuliéres

X:-0.1927
Y: -0.3927
Z:0.05896

FIGURE 2.9 Courbes des valeurs singulieres avec un modele réduit dans (2.79)
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A\
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‘:\““ss\;\‘\\“‘\e:::‘“ W
A Sttt
7 0
sl

Valeurs singuliéres

A0 0
"i’«‘«‘&p‘o‘&’:’

FIGURE 2.10 Courbes des valeurs singuliéres avec un modele réduit dans (2.80)

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probleme de la réduction de modele H.. dans
un domaine fréquentiel fini pour les deux systemes dynamiques (systeme 1D continu flou,
systeme 2D linéaire a temps discret), avec des perturbations dans des domaines fréquentiels
connues. En utilisant le lemme gKYP et des matrices additionnelles, des nouvelles conditions
qui assurent un niveau d’atténuation de performance H.. restrictives dans des domaines
fréquentiels spécifiques, ont été développées et formulées en terms des LMIs facilement
résolvables par des techniques d’optimisation convexe.

En outre, I'efficacité et les avantages de la méthode FF proposée sont testés par des

applications numériques et comparés a des résultats existants dans la littérature.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons au probleme de filtrage H.. des systemes

dynamiques flous T-S dans un domaine fréquentiel fini.
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Chapitre 3

Filtrage H.. des systemes dynamiques
flous T-S dans un domaine fréquentiel
fini

3.1 Introduction

Les systemes flous, basés sur le modele de Takagi-Sugeno (T-S) [146] ont également
attiré une grande attention car il permet de rapprocher une large classe de systemes non
linéaires complexes par certains sous-systemes linéaires locaux, et ainsi, la plupart des
théories linéaires peuvent étre utilisées pour résoudre un ensemble de 1’estimation, le controle
et les problemes du filtrage.

D’un autre c6té, il est bien connu que de nombreux systemes non linéaires peuvent tre
affectés par des perturbations externes avec des plages de fréquences connues. Malheureuse-
ment, les lemmes gK'YP donnés dans [99] sont inapplicables aux systemes non linéaires car
il est difficile d’obtenir les représentations du systeme dans le domaine fréquentiel. En réalité,
la plupart des systemes physiques sont non seulement non linéaires et complexes mais aussi
dans le domaine FF. Ainsi, la combinaison des modeles T-S et de conception de performance
H., dans le domaine fréquentiel fini est un probleme tres important dans la réalité. Cependant,
on propose dans ce chapitre deux lemmes 1’un dans le cas continu [54] et I’autre dans le cas
discret [57] pour résoudre le probleme de la performance H.. sur un intervalle de fréquences
fini pour les systemes 1D non linéaires.

Dans la littérature, plusieurs travaux visant I’amélioration des performances des systemes

dynamiques flous via I’ utilisation des différentes méthodes. Parmi les travaux qui s’intéressent
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3.2 Formulation du probleme

au probleme de filtrage T-S des systemes dynamiques flous a temps continu et discret, ou
retrouve ceux abordés dans [164, 163, 24, 60, 71, 46, 57].

Dans ce chapitre, nous allons étudier le probleme de filtrage H.. dans un domaine
fréquentiel fini des systemes dynamiques 1D (modeles T-S flous continus et discrets). Les
fréquences des bruits exogenes sont supposées appartenir a un domaine fréquentiel connu,
Ainsi, des conditions suffisantes sont d’abord proposées via une fonction de Lyapunov a
parametres variables dépendant (la dépendance est définie vis a visdes les regles floues)
et I'utilisation du lemme de finsler 1.8.3, du lemme de projection 1.8.4. En proposant une
structure du filtre, nous proposons des conditions de conception des matrices des filtres moins
conservatives formulées en termes LMIs pour trois domaines de fréquences finies différentes
(BF/MF/HF). A la fin de ce chapitre, nous proposons quelques exemples numériques pour

valider les objectifs fixés par la méthode proposée.

3.2 Formulation du probleme

Considérons une classe de systemes non linéaires décrites par les regles floues T-S
suivantes :
Régle du systéme i : Si 0(7) est T7,... et 6, (¢) est T, Alors

Olx(r)] = Aix(t)+ Bu(r)
y(t) = Cix(t)+Diu(t) (3.1
z(t) = Lix(t), i=1,...,r.

x(t) € R" est le vecteur d’état, y(¢) € R? est la sortie mesurée, z(r) € R? est le signal a
estimer, u(r) € R™ est le vecteur exogéne de perturbations extérieures appartennant a ¢, [0, ),
avec un domaine de fréquence connue. A;, B;, C;, D; et L; sont des matrices réelles constantes
de dimensions compatibles. L’ opérateur o[x(¢)] désigne la dérivée de x(¢) par rapport au
temps pour les systemes a temps continu et 1’opérateur de décalage pour les systemes a
temps discret. 0y (¢) ,..., 6,(f) sont les variables des prémisses, T},j:1,2,...,p, i=1,2,...,1, est
I’ensemble flou, r est le nombre de régles Si — Alors.

Pour simplifier la notation, considérons V := {1,2,...,r} et on réécrit le systeme (3.1)
comme suit :

1) = C(h)x(t)+Dh)u() (3.2)
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r r r

hi(o(t))Ai; B(h) =Y hi(c(1))Bi; C(h) =) hi(c(1))C;; D(h)=Y hi(c(t))D;;

i=1 i=1 i=1

m(o()Li o(t) = {01(1),.. 0, (1), ) hi<c<z>>=zﬂfﬁ‘,,,“ 1[;’(?30)
1= j= 1

=
S
I
-

—_

=
=
|
™-

I
—_

avec U;j(o;(t)) sont les fonctions d’appartenance des ensembles flous o;(¢) dans T}, pour
toutr, hj(o(t)) >0,i eV, Y hi(o(t)) =1.

De méme, on présente la structure du filtre flou par la formule suivante :
Regles i : Si 0y (1) est T}.... et 0, (1) est T Alors

S[XF(Z)] = AF[XF(Z‘)-FBF,')/(Z)
zr(t) = Crixp(t) + Dpiy(1) (3.3)

Avec xp (1) € R" est le vecteur d’état du filtre, zx (1) € R? est la sortie du filtre, Ag;, Bri, CF;
et Dr; sont les parametres du filtre a déterminer.
La forme compacte du filtre (3.3) se définit par :

Sxr(t)] = Ar(h)xp(t)+Br(h)y()
zr(t) = Cr(h)xp(t) +Dr(h)y(t) (3.4)

Ou

-
-
-

Afp(h) =) hi(o(t))AFi; Br(h) = )_hi(o(t))Bri; Cr(h) =

hi(0(6))Cr: De(h) = Y. hi(0 (1)) D
1 i=1 i=1

1

Enposant & (¢) = [xT (t) xL(t)]T. Le systeme d’erreur est décrit par la représentation d’état :

D(h)u(r) (3.5)

Ou le signal d’erreur se manifeste a travers e(t) = z(t) — zr(t) et les matrices A(h), B(h),
C(h) et D(h) sont données comme suit :

AW = p et Ar)

A(h) 0 | &, , Aj 0],
] —i:”:ZIhz(G(t))hj(G(t)) [ BrC; A ]
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S B(h) vV B;
B(h) = [BF(h)D(h) _;;hl(c(t))hj( (1)) BeiD;
ch) = [L(h) —Cp(h)}:Xr;i:lhi(o(t))hj(o(t))[LJ —cF,],
i=1j=
D(h) = —Dp(h)D(/’l) = —i i hi(G(l))/’lj(G(t))DFiDj. (3.6)
i=1j=1

Objectifs : Notre but est de développer des nouvelles conditions pour I’existence du filtre
flou H.. pour trois domaines de fréquences finies différentes (BF/MF/HF) des perturbations
u(t). Plus précisément, il s’agit de construire un filtre flou de la forme (3.4) pour le systeme

(3.2), telles que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

1. Le systeme d’erreur du filtrage (3.5) est asymptotiquement stable dans le cas u(t) = 0.

2. Pour un réel y > 0 donné et les conditions initiales nulles &(0) = 0, ’indice de
fréquence finie est décrit par :
— Cas continu :

/ AET(a))E(co)a’a) <7 Ul (0)U(0)do (3.7)

weEN

avec /A est défini dans la table 1.1.
— Cas discret :

Y el (ke(k) < v* Y u” (kyu(k) (3.8)

est valable pour toutes les solutions de (3.8) avec u(k) € 1[0, o) , nous avons :
(a) Basse fréquence (BF)

Y (E(k+1) = E(k)(E(k+1) = E(K)" < (2sin%)2 Y EERT (39

& &
(b) Haute fréquence (HF)
L(EU+ )~ ER)EG+1) -0 < 2sin ) L EWEWT  G10
(¢) Moyenne fréquence (MF)
I Y (B4 1) - PERER+ )~ ERT <0 G

k=0
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Dans le paragraphe suivante, nous présentons le lemme que nous allons I'utiliser pour
développer des nouvelles résultats pour un cas a temps discret.

Lemme 3.2.1 [57] : Le systeme d’erreur donné par (3.5) est asymptotiquement stable avec
un niveau d’atténuation 'y > 0 de performance H. dans un domaine fréquentiel fini donné
par (3.8), s’il existe des matrices hermitiennes P(h*) = P(h™)T et Q = QT > 0 telles que :

Aw 5w ][ 4w Bw ] [ cwem  crwpmw ] o,
I o0 | | 1 o0 DT (h)C(h) —v*1+ D" (h)D(h) '
Ou
1. Basse fréquence (BF) : |6| < 6,
= | PO) ¢ (3.13)
- Q  —P(h)—2cos6,0 '
2. Moyenne fréquence (MF) : 6, < 6 < 0,, 6,.= 92;’91, 6,,= 92591
—_ | P(r) el%Q
T [ e 1%Q —P(h)—2co0s6,0Q ] G149
3. Haute fréquence (HF) : |6] > 6,
z_ | POY) -0 (3.15)
- —Q  —P(h)+2cos6,Q .

Ou h™ désigne les fonctions d’activation a linstant k+ 1 et peut étre obtenue par (1.31),

avec 0j(k) sont remplacées par cj(k+1).

Preuve 3.2.1 : (moyenne fréquence (MF))
On suppose que l’inégalité (3.12) est vraie. On multiplie ’inégalité (3.12) a gauche par
[E(K)T u(k)T] et a droite par son conjugué transposé, nous avons

E (k+ 1)P(WT)E (k+1) = ET(K)P(M)E (k) + e (K)e(k) — Yw(k) w(k)
<

+ tr(Q(e/*E(R)E(k+ 1) +e 1% E (k+ 1)E(K)T —2c0s6,,E(K)E(K)T)) <0 (3.16)

En prenant la somme de k = 0 a oo, étant donné que &(0) =0 et limy .. §(k) =0, ona

oo

Y o (k)e(k)— P Y wlk) w(k) +1r(0s) < 0 3.17)
k=0

k=0
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Ou

S=Y (e/*ER)ER+1) +e/%E(k+1)E(K)" —2c056,& (K)E(K)T) (3.18)
k=0
On peut facilement vérifier que —S est équivalent a l’'inégalité (3.11). et donc S est semi-
défini positif. Puisque Q > 0, le troisieme terme sur ’inégalité (3.17) est non négatif quand
I’inégalité (3.11) est satisfaite.

Remarque 3.2.1 : Les cas basse et haute fréquences ont une preuve similaire a celle du cas
moyenne fréquences donnée ci-dessus avec le petit changement 6, = 0; et 0 = —0; pour un

domaine basse fréquences et 0 = —0;, 01 = 0;, pour un domaine haute fréquences.

Remarque 3.2.2 : Lorsque nous fixons Q = 0 dans E, par simple manipulation matricielle,
la condition (3.12) se réduit a la condition de gain ¢, standard dans [162]

P(h) 21 ] <0 (3.19)

U

A(h)  B(h)

B A(h) B(h)
C(h) D(h)

C(h) D(h)

"I Pty 0
0 I

oit la fonction de Lyapunov est choisie comme V (k) = & (k)T P(h)& (k).

Remarque 3.2.3 : Si foutes les matrices du lemme 3.2.1 sont indépendantes de h, alors le
systeme flou donné par (3.2) devient un systeme linéaire et le lemme 3.2.1 est réduit au lemme
KYP généralisé 1.7.1.

3.3 Analyse du filtre H., T-S flou

Dans cette partie, nous présentons de nouvelles conditions qui garantissent un niveau y

de performances H.. avec la spécification FF dans (3.7) et (3.8) du systeme d’erreur (3.5).

3.3.1 Cas continu

Proposition 3.3.1 [60] : Le systeme d’erreur donné par (3.5) est asymptotigement stable
avec niveau d’atténuation 'y > 0 de performance H. dans un domaine fréquentiel fini donné
par (3.7). S’il existe des matrices hermitiennes P(h), Q > 0, une matrice symétrique et définie
positive P(h) > 0 et les matrices M(h), S(h), M(h), S(h) et R(h), satisfaisant les inégalités
(3.20) et (3.21) :
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[ @y(h) @i(h)  M()B(h)— R (h) 0
B * ®p(h)  S(h)B(h) +A(h)TRT (h) CT(h)
o(h) = * * —y*I+He[R(h)A(h)] D" (h) <0 20
* * * —1I
P(h) = [ ()17 (1) P(h)+MAGR) ST () | _ (3.21)
I * sym(S(h)A(h))
Ou
- Basse fréquences : |®| < @
@y (h) = —Q—M(h)—M"(h); ®12(h)=P(h)—S"(h)+M(h)A(h);
Dp(h) = @7 Q+sym((S(h)A(h)).
- Moyenne fréquences : 0 < ® < @,
@i (h) = —Q—M(h)—M"(h); <I>1z(h):P(h)+j(1>o_Q—S_T(h)+MA(h);
Plh) = OGO +SIAM)+AT (WS (h): @n = P2,

- Haute fréquences : |®| > @y

®i(h) = Q—M(h)—M"(h); ®1o(h)=P(h)—S" (h)+M(h)A(h);
Doy (h) —@}Q+He((S(WA(h)).

Preuve 3.3.1 : (Moyenne fréquences)
Considérons les matrices :

[ -0 P(h) + j@nQ 0 A(h)  B(h)
2 = | P(h)—jmQ ®@&Q+CT(WC(h)  CT(h)D(h) #=| 1
i 0 DT (h)C(h) —y2I + D" (h)D(h)
[ M(h) &(1)
2 o= | sm) |:¢=]|¢E0 | B= [ 1 A(h) B(h) (3.22)
| R(h) u(r)

Selon la condition (iv) du lemme de Finsler 1.8.3, la relation (3.20) est vérifiée, et par
utilisation de la condition (ii) nous obtenons (2.12), d’oi on peut remarquer I’équivalence
entre (2.12) et (3.20). En outre, I’équivalence entre les inégalités (2.28) et (3.21) peut étre
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3.3 Analyse du filtre H., T-S flou

trouvée de la méme maniere en considérant :
9 [ 0 P(h)]; c:[é“)]; %:[A@h)];
P(h) 0 (1) S(h)

# = | -1 A | 2" = [A(h) ] (3.23)

Par conséquent, la proposition 3.3.1 est équivalente a des inégalités (2.12) et (2.28).

3.3.2 Cas discret

Proposition 3.3.2 [57] : Le systeme d’erreur donné par (3.5) est asymptotiquement stable
avec un niveau d’atténuation y > 0 de performance H. dans un domaine MF 6, < 0 < 0,,
s’il existe une matrice symétrique et définie positive 0 < P(h), une matrice hermitienne floue

P(h), une matrice hermitienne définie positive Q > 0 et des matrices G(h), F(h), F (h), G(h)
et H(h) telles que :

®(h) e/%Q—FT(h)+G(h)A(h) G(h)B(h) — HT (h) 0
& — * D, (h) F(h)B(h) +AT (h)H" (h) C"(h) ~0
B * * —y?I+sym(H(h)B(h)) DT (h)
* * * -1
(3.24)
w _ | PO —FW)—F(n)  FWA(M)-G"(w) | _ (32%)

Oil
@y (h) = —P(") — G(h) — GT (h); ®o(h) = P(h) —2c0s6,0 + He((F(h)A(h)

Preuve 3.3.2 : Pour démontrer la proposition ci-dessus, nous allons utiliser le lemme 3.2.1,
le lemme de projection 1.8.4 et le lemme de complement de Schur 1.8.1. Premierement, nous
prouvons que les inégalités (2.12) et (2.14) (3.12) et (3.14) sont équivalentes a l’inégalité
(3.20). En admettant que l’'inégalité (3.20) est vraie et en utilisant le lemme de complément

du Schur 1.8.1. Alors, (3.20) peut étre écrite sous la forme suivante :

Y 4 sym(TTZA) <0 (3.26)
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Ou
—P(h") e%Q 0 G(h)
r = e %Q  P(h) —2c0s6,,0+CT (h)C(h) CT(h)D(h) s Z=| F(h)
0 DT (h)C(h) —y2 1+ DT (h)D(h) H(h)
A = | -1 A(h) B(h) |; T=I I''=0
A(h)  B(h)
Puisque, le complément orthogonal de A est A+ = I 0 . Donc, I’équivalence
0 1

est obtenue entre A- IAL < 0 et (3.26) par I’application de Lemme projection 1.8.2 et le
complément de Schur. Par conséquent, I’inégalité (3.26) est équivalente a |’ inégalité (3.12).

D’autre part, construisons une inégalité de fonction de Lyapunov, nous avons A(h) stable
si et seulement s’il existe P(h) = P(h)T > 0 tel que

AT (h)P(h")A(h) —P(h) <0 (3.27)
Qui est réécrite sous la forme :
_ T
A(h)
o

Nous appliquons le lemme de projection 1.8.2. Alors, I’équivalence entre les inégalités (3.28)

P(h") 0

0 —P(h) I

[ Ah) ] <0 (3.28)

et (3.25) est obtenue avec le choix des matrices ci-dessous :
P(ht _ A(h

_ [ (") ;A:[—I A(h)};Al: ()

0 1

—P(h)
r = I FLZO;ZZ[F(h) G(h)r

3.4 Conception du filtre H.. flou

Dans cette partie, nous allons déterminer les parametres de filtre flou dans (3.4) de telle
sorte que le systeme d’erreur donné par (3.5) est asymptotiquement stable avec un niveau
d’atténuation y > 0 de performance H.. satisfait a la spécification FF dans (3.7) et (3.8).

3.4.1 Cas continu

Théoreme 3.4.1 [60] : Le systeme d’erreur donné par (3.5) est asymptotigement stable avec
niveau d’atténuation y > 0 de performance H., dans un domaine fréquentiel fini (FF) donné
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par (3.7), s’il existe les matrices Ay, Br;, Cri, Dpi, My;, Mo, Syiy Sai, My;, Moy, S, Sai, Ry et

0= Qi o > 0, une matrice symétrique

V, matrices hermitiennes P: = ;
* Py * Q3

. T Py Py . .
et définie positive P, = i ]32 > 0 et les scalires Ay, (m = 1,2) satisfaisant les LMIs
* 3i
suivantes :
) f%-,-+<i>~ii <0, i€ {1,2,....,1’} | (3.29)
Qij+P;j+Q;i+P; <0, 1<i<j<r
P, <0, ie{1,2,..,
W<, ieil2r) (3.30)
VY,i+¥;<0, 1<i<j<r
Ou
—My;—M[; —V-ML ®i; —SL+Ap —R\j+MBj+ Bp:Dj 0
* —V-VT &y —AVT +Ap MyiBj+BpD; 0
‘iJ" _ * * &333,'j &334” A;R{i-l-S]iBj—f—AlBF,'Dj L; —CJTDQ
Y * * * A {AF,‘ +A;l} SZiBj + lzBFiDj —C;i
* x x x —YI+RB;+BIR],  —D'D[,
* * * * * —I
[ —wy—MT, —v—ML Py+MyuA;+BrC— ST P+ Ap— ST
1i 1i 2i 1i + My ]+ Fitj 1i hi T AF; 2i
& * ~V—VT Pl 4+ MyA;+BrC;—A3V7T Py +Ap;— VT
! * * sym{S1Aj+MBrC;}  ATSY + ACTBE 4+ M3Ar;
L * * * A{Api+ AL}
Pu3iji = —SL+MiAj+BriCj; Py =—MV" +MyA;+ BriCj:

q)33ij = He{SUAj+7LlI§F,~Cj}; &334,'1':)LlAAFi—I-AJT-S;-—I-)LzCJTB\;i.

La matrice €;; est définie comme suit :

- Basse fréquences : |o| < @

-0 -0 Py P 0 0

* -0 PL P 0 0

o, = * * @01 @0, 0 0
* * * (I)l2 g 0 O

* * * * 0O O

* * * * * 0
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- Moyenne fréquences : 0y < 0 < @, @y = w
~Q1 —03 Pi+jomQi Pui+jQ 0 0
# Qs Pj—j@Q] Pi+jdQ; 0 0
Q; = * * — 0101 —6?1(?2Q2 0 0
¥ * * —0;03 0 0
* * * * 0 0
* * " “ « 0
- Haute fréquences : |®| > @y
o O Py P 0 0
* O3 P, Ps; 0 0
o, = | ¥ * @201 —@0 0 0
. * * * —(D}%Q3 0 0
oo * * 0 0
* * % « « 0

Les gains des filtres s’éxpriment par :
Ari Bri vl oo Api Bpi
Fi Fi _ AFl AFz (331)
Cri Dr; 0 I Cri Dr;

Preuve 3.4.1 A partir du théoréme 3.3.1, nous supposons qu’un flitre H.. admissible flou
5’1l existe des focntions matricielles

4 P Py - J P Py 4 My, vV

Ph) = Yh P =Y m| 0; M(h)=Y h; ;
") 1:21 [PQT, P31] *) ,:21 Pl Py ®) ,:21 [MZi 14
r St MV . r M V . r S AV

Sthy = Y h s M(R)=Y hi| _ s S(hy=Y hi| :
i=1 S AV -1 My V = Sy MV

0o = |9 L., R(h):Zhi[Rl, o} (3.32)
* Q3 i=1
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Par ailleurs, en remplacant chaque terme dans (3.20) et (3.21), on obtient la transformation

suivante :
_ _ r - B r—1 r - B B B
Q) +®(h) = Y W{Qu+ P} + ) Y hinj{Q+ Py + Qi+ ji} <O
i=1 i=li<j
r r—1 r
Ph) = Y+ Y Y nh {4+ <0 (3.33)
i=1 i=1i<j

ce qui implique que les conditions dans (3.29) et (3.30) sont vraies.

3.4.2 Cas discret

Théoreme 3.4.2 [57] : Le systeme d’erreur donné par (3.5) est asymptotiquement stable
avec un niveau d’atténuation y > 0 de performance H. dans un domaine MF 0; < 0 < 0.
Ensuite, il existe des matrices Api, Bri, Ci, Dpi, Vi, Fii, Fai, Gy, Goiy Hyi, Hai By, B
Py Py

G1i, Goj, une matrice symétrique P, = > 0 et les matrices hermitiennes P, =

* P3l'

> 0 telles que :

Y * O3

Py; PZi] Q:[Ql O

ci)iil+Miil<0, q’iil+Niil<O> iE{l,...,l’},

Zé)ij[—i-M[j[ <0, 2‘;’5./1+N[ﬂ <0, 1<i<j<r (3.34)
Ol
My ... My Ny .. Nig F ¥
: .. >0, . > 0: ci)ijl _ ijl 5 ]ll’ lPijl _ ijl 5 Jjil
ML, . My NI, ... Ny
@, P Pz e/%Q, —Fl + Api —H,+G\Bj+ BpiD; 0
* (i)22 (i)23 eje"Q3 +AFi GQ,‘BJ' + EF,'D]' 0
(_bjjl _ * * P33 P —2c0s6,,0, +A§F27; A?HlTl + Fll’Bj L; — (;‘jTDgl
* * * P —2cos6,,03 F;B; — ;l.
ook * —Y'I+sym(HB;)  —D]Dp
* * * * * -1
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P —F;—F Py—V,—El FA; +§Ficj*G{i AF:‘*G;

& * Py -V, —vI FyA; + BriC; AFi
% * —Pii+sym(Gud;)  —Py+AT G,
* * % —P5;
_ - 0+ 6,
O, = —P;—G,;—Gl; dp=-Py—Vi—Gh; 6, = (2);
< ; A < 0, — 6
&3 = /%0~ FL+GuA;j+BrCj; &p=—-Py—Vi—V'; 6, = (2)

Oy = e %QL + GuAj+BriCj, @33 =Pi;—2c0s60,01 +He(FiAj).

Donc, si les LMIs dans (3.34) sont faisables, alors les parametres du filtre flou sont éxprimés

par:
Ap(h) =V ZhV Zh Ar;); Cr(h)=Cp(h) =Y hiCrj;
j=1
Br(h) =V~! ZhV Zh Brj); Dp(h)=Dp(h) =Y h;Dr; (3.35)
j=1

Preuve 3.4.2 : En se basant sur le théoréeme 3.3.2, le systeme d’erreur (3.5) est asympto-
tiguemnt stable avec un niveau y de performance Hw, si les conditions dans (3.34) sont
satisfaites. Nous supposons qu’un flitre flou H. admissible flou s’il existe des focntions

matricielles :

P Py

_ 01 O
PL Py

* 3

]>0 (3.36)

X’:hi[Pu Pzi]; P(h):zr:hi

T
i=1 Py Py

Pour les variables de pondération libres "slack", leurs structures sont les suivantes :

o = o v =[50 0] o= o]
o [Aw vy ] . Gi(h) 0
F(h) = B v | G(h) = Gath 0] (3.37)

V(h) = Zhivi; Fi(h) = ZhiFli; F(h) = ZhiFZi; Gi(h)= ZhiGli; Gy(h) = ZhiGZi;
i=1 i=1 i=1 i=1

Fi(h) = Y mFy; Fa(h) =Y hiFy; Gi(h) =Y hiGu: Ga(h) =) hiGy (3.38)
i=1 i=1 i=1 i=1
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Ensuite, on a :

Y hihih ®j = ﬁih%hﬁ@ﬁzi Y Zhwm

=1 i=11=1 =1 1<i<j<ri=

-
-

d(h) =

[
_
~
[
—

r

h,-zh;rci)m-i- Z Z

I
™-
-
M\

h j z]l

i=1l=1 i=11<i<j<ri=1
r r r r
< =YY hihy M — Z Y ) hihih (Mij+Mja)
=li=1 i=11<i<j<ri=1
T
. hll Mlll erl hll
==Y h| Do | <o (3.39)
- hI Ml My || R

De méme, on peut obtenus ‘i‘(h) < 0. Par conséquent, toutes les conditions du théoreme

3.3.2 sont vérifiées.

Remarque 3.4.1 Si nous prenons Q = 0, nous pouvons utiliser les théoremes 3.4.1 et 3.4.2.

pour résoudre le probleme filtrage H. dans une domaine fréquentiel entier (EF) des systemes
T-S flous.

Remarque 3.4.2 Les scalaires l( s=1,....4) peut étre obtenue par la résolution d’un probleme
d’optimisation convexe soit pour le théoréme 3.4.1. Nous remarquons que pour le théoréme
proposée, [utilisation de la fonction "fminsearch” est indispensable afin de chercher les

valeurs optimales des A(szl,..‘A) qui correspondent au minimum de 7.

3.5 Exemples de simulation

Cette section est réservée aux exemples de simulation, a travers lesquels on illustre
I’efficacité des approches proposées. Ces trois exemples sont implémentés sur Matlab en
utlisant Yalmip [111] et SeDumi [139].
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3.5.1 Exemple 1 : cas continu

Soit le systeme flou T-S a temps continu suivant avec deux regles, traité dans [34]

x(t) +D(h)u(t) (3.40)

Ou
i 0 1 0 0
A1 = 9.8 0 1 5 31 :Bz = 1 )
| —267.2906 —97.8545 —14.9834 10
i 0 1 0
Ay = 0 0 1 ;D1 =Dy =2
| —477.1594 —173.2151 —26.5881

G =G=[100]iL=L=[100]
Les fonctions d’appartenance sont données comme suit :

S (1) £0

X1 l‘)

1; x(t) =0; D(x (1) = 1=Ti(xi (1))

Tl(xl(t))Z{

Nous supposons que les perturbations sont dans les domaines basses et moyennes fréquences,
par exemple u(t) = 6sin(7t). Deuxiemement, en supposant que la fréquence du bruit u(z) est
| > 5 rad/s pour u(t).

supérieure a 12 Hz, c’est-a-dire,.

Pour montrer I’avantage de 1’approche proposée, nous montrons dans table 3.1 les ni-
veaux de performance de filtrage minimum H., calculés par les approches proposées dans ce
chapitre et les résultats proposée dans [34] dans tous le domaine fréquenciel de la perturbation.

A partir de la table 3.1, nous constatons :

— Dans le cas de fréquences enticre (EF), le théoreme 3.4.1 (Q=0) est meilleur que le
résultat trouvé dans le théoréme 3 dans [34].

— En cas de fréquences finie (FF), il est clair que le théoreme 3.4.1 fournit des résultats
excellents et moins conservatifs que le cas EF, ce qui démontre clairement I’avantage

de I’approche FF proposée dans cette partie.

65



3.5 Exemples de simulation

EF FF (Théoreme 3.4.1) [60]
Th 3 [34] | Th 3.4.1 (Q=0) BF (|jo| <2) |MF (1 <®w<4)| HF (|o| > 3)
0.0919 0.0610 0.0553 0.0442
A = 6.8661 A =8.4510 A =4.3285 A = 4.8303
0.1444 Ay =0.1585 Ay = 1.4223 Ay =5.7149 A» = 0.0029
Az = 2.0906 Az = 1.2982 Az =2.6081 Az =0.2710
Ay =0.5121 Ay = 1.1064 Ay = 0.6032 Ay = 1.9067

TABLE 3.1 Niveau d’atténuation y de performance H. comparé aux résultats de la littérature

En simulant du théoréeme 3.4.1, nous avons obtenu les résultats suivants :

— Pour toute la domaine de fréquences entiere (EF), le niveau d’atténuation de la

perturbation obtenu est Yy = 0.0919 et les matrices des filtres H., correspondant sont :

[AFI Bri
Cr1 || Dr1

Ar2 || Br2
Cr2 || Dr2

“1.1906 22206 —1.0520 || —0.0137
C1.0227 71874 22252 || —0.0071
~5.8065 —10.7447 —2.5964 || 0.0141
2.7588 117695 2.0220 | 0.0224
44937 27686 —0.5740 | —0.0168
~3.0781 —10.7178 2.0044 | —0.0078
—4.1328 —11.4310 —3.4495 | 0.0172
~1.6995 59127 0.8585 | 0.0025 |

(3.41)

— Pour un domaine BF (|| < 2), le niveau d’atténuation de la perturbation obtenu est

Y= 0.0610 et les matrices de filtrage H., correspondant sont :

Afr1 || Bri

Cr1 || Dr1

[AFZ Bp>
Cr2 || Dp2

~0.5437  1.0146  —0.0562 || —0.2922
12661  —2.1543 03695 | —0.8721
427482 235393 —3.4032 || 4.6669
~0.0465 —0.0442 0.0077 || 0.0047
—6.6521 —1.0074 —0.4164 || 0.1003
85928  0.9407  0.7613 —1.5681
~0.5168 —9.1356 —0.8710 || 2.1925

—0.1781 —0.0560 —0.0019 H 0.0066

(3.42)
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— Dans un domaine MF (1 < @ < 4), le niveau d’atténuation de la perturbation obtenu
est Y= 0.0553 et les matrices de filtrage H., correspondant sont :

—1.4649  0.4914  —0.0381 || —0.0469
Ar |l By ~10.9338 —4.7673  0.3639 —0.7817
Co1 | Dry ~26.6826 —15.7815 —5.0724 2.2081
| L1219 0.1015 00190 | —0.0049
14652 04916 —0.0381 | —0.0473
[Am B ~10.9342 —47673  0.3641 ~0.7816 a3
Cra | Dy —26.6823 —15.7812 —5.0726 2.2079 '
| —1.1223 0.1014 0.0188 H ~0.0052

— Enfin, lorsque un domaine HF (|@| > 3), le niveau d’atténuation de perturbation
obtenu est Yy = 0.0442 et les parametres du filtre d’ordre plein sont donnés par :

19775 15747  0.1472 0.0424
Ar || By ~89296 02784  0.1805 ~0.3509
Co | D, ~19.9961 —90.0448 —10.6439 || —9.3238
—04260 —0.1304 —0.0074 H 0.0010
17318 1.0410  0.0966 | —0.0631
Ap || B ~79159 03247 02213 —0.3649 Gt
Crs | Dra 24,6680 —57.3966 —8.4801 | —2.9225 ‘

—0.4340 —0.1134 —0.0069 H 0.0040

De plus, les figures 3.1, 3.2 et 3.3 représentent les réponses des erreurs d’estimation e(r) =
z(t) — zr () en fonction du temps avec les matrices de filtrage H., données dans (3.41),
(3.42), (3.43) et (3.44). Pour cela, nous définissons les conditions initiales des états comme
étant nulles (x(0) = x£(0) = [0 0 0]7) et les perturbations exogenes u(t) sont definies par
u(t) = 6sin(7t) (pour les cases BF et MF) et u(t) = 6sin(12¢t) (pour le cas HF), ou la ligne
pleine est obtenue par I’approche a FF proposée dans cette partie, tandis que les courbes
en pointillées est obtenus par la méthode de EF proposée dans ce chapitre, tandis que le
ligne des points sont obtenues par la méthode de EF donnée dans [34]. Donc, nous pouvons
conclure que 1’approche de FF fournit des meilleurs résultats que 1’approche de EF proposée

dans ce chapitre et dans [34]. Ceci montre 1’avantage de la méthode a FF.
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0.3

L'erreur d'estimation

LF:Th3.4.1

_0.3 - H
EF: Th 3.4.1 (Q=0)
— — —EF: [34]
04 ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.1 Erreurs e(f) comparé aux différentes méthodes dans le cas BF

0.3

L'erreur d'estimation

_03l ' MF : Th 3.4.1

EF: Th3.4.1 (Q=0)
— — —EF: [34]
04 ‘ ‘ : ‘
0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.2 Erreurs e(t) comparé aux différentes méthodes dans le cas MF

Par la suite, nous définissons le rapport r(z) de e(¢) comme :

r(t) = éeT(t)e(t)/liuT(t)u(t) (3.45)
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afin de vérifier la valeur obtenue de 7.
Enfin, pour le cas HF (|@| > 3), nous présentons le ratio r(k) par rapport a ¥ dans la figure
3.4. Par conséquent, la valeur obtenue des performances H.. est verifiée a travers le ratio r(k).

0.3 T T T T

L'erreur d'estimation

HF : Th 3.4.1

_0.3 L
EF : Th 3.4.1 (Q=0)
~ — —EF:[34]
04 ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.3 Erreurs e(f) comparé aux différentes méthodes dans le cas HF

0.05

radio r(t) |

Y

0 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300

time

FIGURE 3.4 Vérifications des performances H.. par r(k) pour le cas HF
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Remarque 3.5.1 : Dans [’exemple 2 ci-dessous, nous choisissons les matrices P, P, M, S,
R, M et S sont indépendantes de h et les scalaires 1(3217_”’4) =0. Ainsi que M = M,S = S et

Dy = 0. De plus, nous supposons le cas dans un domaine moyenne fréquence ( @ < @ < @ ).

3.5.2 Exemple 2 : cas continu (circuit de la diode tunnel)

Considérons un circuit de la diode tunnel (Voir, figure 2.5 dans chapitre 2), dont la
modélisation floue a été faite en [127], ot x| (t) = vc(t), x2(¢) = i (¢) soit les variables d’état,
u(t) correspond a I’entrée de bruit de perturbation, y(z) est le résultat de mesure, z(z) est la
sortie contrdlée.

Ensuite, le systeéme de circuit peut étre approché par le modele flou T-S suivant :
Regle du systeme 1 : Si x;(7) est T1(x; (7)) Alors

x(t) = Ayx(t)+Bu(t)
y(t) = Cix(t)+ Dju(r)
2(t) = Lix(r) (3.46)

x(t) = Axx(t)+ Bou(t)
y(t) = GCux(t)+ Dou(r)

z(t) = Lax(1) (3.47)
Ou
—0.1 50 46 50 0
A = ; Ay = ; Bi=By= ;
-1 =10 -1 -10 1
c, = sz[l o}; L1:L2:[1 0}; Dy =D,=1.

Les fonctions d’appartenance sont comme suit :

B 3<n () <0
0, xi(t) <=3
T 1)) = t T ) =1-T, t 3.48
1(x1(2)) 08 < () <3 et Tr(xi(1)) 1(x1(2)) (3.48)
0, xi1(t) >3

Ici, nous supposons que les perturbations sont dans la plage de FF, par exemple, u(t) =
0, 1 cos(6r)exp(—0, 1¢). Etant donné que la plage de fréquence des perturbations peut étre
considérée comme appartenant au domaine u(t) € [1,5] rad/s.
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Le but principal de cet exemple est de formuler un filtre flou sous la forme (3.4) de telle
sorte que le systeme d’erreur de filtrage résultant dans (3.5) soit asymptotiquement stable
avec H., niveau d’atténuation des perturbations avec une spécification a FF dans (3.6).

En résolvant le théoreéme 3.4.1 [60], 1a valeur ¥, est illustrée dans la table 3.2.

H Les intervalles des fréquences H Les méthodes H Y H
I EF (0 < @ < o) | [127] | 0.5700 |
H FF(1<w<)5) H Théoreme 3.4.1 [60] H 0.1809 H

TABLE 3.2 Comparaison des résultats en terme des performances H.,

A partir la table 3.2, nous concluons ensuite que la méthode proposée peut étre beaucoup
plus petite que celle de la méthode EF dans [127], ce qui démontre clairement I’avantage de
I’approche dans un domaine fréquentiel fini.

Les matrices du filtre H., flou sont :

. Cpi = [ _0.8138 —3.5191 ];

—4.9437 —7.1455 —3.0089
Ap1 = ; Bp1 =
—0.9940 —-6.9207 —0.5513

—4.9440 —7.1450 —3.0092
Apy = ; Bpy =

S Cra=| —0.8141 —3.5192 | (3.49
~0.9938 —6.9211 ~0.5521 F2 [ }( )

FF:Th3.4.1
~ _ _EF:[127]

L'erreur d'estimation

40 60 80 100
t

FIGURE 3.5 Erreurs e(f) comparé aux différentes méthodes
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0.2
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FIGURE 3.6 Vérifications des performances H.. par r(t)

Soient les conditions initiales sont choisies comme x(0) = [0.1 —0.1]7 et x#(0) = [0 0],
nous présentons I’erreur d’estimation a travers la figure 3.5 et le ratio r(k) dans la figure 3.6.

Ces figures confirment I’efficacité de notre méthode, ou la valeur du pic d’erreur d’es-
timation est minimale par rapport a la valeur du pic donnée dans [127] (Voir figure 3.5) et
converge vers 0. Puis, la valeur obtenue des performances H.. est verifiée a travers le ratio
r(k) (Voir figure 3.6).

3.5.3 Exemple 3 : cas discret

Considérons un systeme discret flou T-S dans la forme (3.2) pour r = 2, dont les matrices
s’éxpriment comme suit [163] :

105 035 0792 —0.432 —0.1 0.01

A = ; Ay = ; B = ; By = ;
042 —0.07 036 0 0.004 0.1

c, = { 171 2.85 }; Cy = [ ~19 228 }; L = { 081 0.27 }; L= { 04 12 };

Dy = Dy=0.005 (3.50)

Les fonctions d’appartenance sont définies comme suit :

SO pour x (k) # 0
17 pourxl(k) =0

Tl(xl(k)):{ | }; et Tr(x1(k))=1-Ti(xi(k)) (3.51)
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D’aprés la simulation de théoreme 3.4.2, le niveau d’atténuation ¥, de performance He.

est donnée dans la table 3.3.

| Domaines des fréquences || Méthodes | Yinin |
Théoréeme 3 [163] 1.5900
EF (-t <6< Théoreme 3 (Q = 0) [46] Infaisable
Théoréeme 3.4.2 (Q =0) [57] 0.7129
Théoreme 4 [46] 0.9555
FE (/30 <0=<7/14) | 1yéoreme 3.4.2 [57] 0.4374

TABLE 3.3 Niveau d’atténuation y de performance H.. obtenu par la simulation de théoréme 3.4.2

A travers la table 3.3, nous avons :

— Dans le cas EF, notre résultat est meilleur que le résultat trouvé dans [163], et il est
meilleur que le cas FF dans [46].

— Dans le cas FF, le théoreme 3.4.2 [57] peuvent obtenir ¥ beaucoup plus petit que
celui de I’approche dans [46] et c’est mieux que le cas EF, ce qui démontre clairement

I’avantage de notre méthode.

Par la suite, les matrices du filtre flou H.. sont :

1.7400 1.6652

Ap(h) = h? ] +hihy [

3.4801 3.3299
—0.8549 —0.7089

—1.7102 —1.4182

[ 17401 1.6647
+ W : Dp(h) = h?[0.2133] + h3[0.2132]:
*| ~0.8553 —0.7093 F(h) = kil I+ k] ]
[ 0.0361 0.0722 0.0362
Br(h) = i +hih + 13 ; (3.52)
| —0.0489 ~0.0979 ~0.0490

Cr(h) = R} 10439 —1.1063 |+/3| ~1.0463 —1.1123 |

Puis, nous définissons les conditions initiales comme x(0) = xz(0) = [0 0], Les figures
suivantes représentent successivement 1’évolution des I’états x(k) et xp (k) (Voir figure 3.7).
Nous pouvons constater que d’aprés un certain moment les états x;(k), x2(k), x1r(k) et
xar (k), tendent vers 0. Alors, les parametres du filtre obtenus sont meilleurs a savoir ses états

sont asymptotiquement stables.
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FIGURE 3.7 Etats du systeéme et filtre floue H..

Ensuite, la figure 3.8 représente 1’estimation erreur e(k) pour le signal d’entrée sinusoidal
w(k) = sin(k), avec la courbe pointillée indique le résultat de [46], la courbe de point indique
le résultat de [163] et la courbe en trait plein est obtenue par le théoreme 3.4.2. Ainsi, on peut

donc en conclure que la méthode de conception développée dans le théoreme 3.4.2 conduit a

des résultats moins conservateurs par rapport a [46] et [163].

0.15 T

0.1

0.05

L'erreur d'estimation e(k)

-0.25

T

FFTh3.4.2
- — —FF [46]
EF [163] ||

-0.35 ;
0 20

40

60

80 100

150

200

FIGURE 3.8 Erreurs e(k) soumise a une perturbation sinusoidale par différentes méthodes
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3.6 Conclusion

Des conditions moins conservatives, ont été présentées pour la synthese de filtrage He
pour les systemes dynamiques 1D T-S flou dans des domaines a FF spécifiques, en utilisant
la méthode du lemme gKYP, la méthode de Lyapunov, et des matrices additionnelles. Toutes
les conditions d’analyse et de synthese se présentent sous forme de LMIs qui peuvent étre
facilement résolues par des techniques d’optimisation convexe. En outre, 1’efficacité et les
avantages de la méthode FF proposée sont testées par des applications numériques et com-

parrés aux résultats existants dans la littérature.

Dans le chapitre 4 et toujours sur le méme axe, a savoir le filtrage H., nous abordons le
probleéme du filtrage H., robuste pour les systémes incertains dans un domaine fréquentiel
fini.
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Chapitre 4

Filtrage H.. robuste des systemes

incertains dans un domaine fréquentiel
fini

4.1 Introduction

Durant les dernieres années, le probleme du filtrage a été largement étudié puis appliqué
aux nombreuses applications dans les domaines d’ingénierie tels que la théorie de commande,
le traitement du signal et la communication en réseaux. En raison de ses avantages, la théorie
du filtrage H.. a fait I’objet de recherches croissantes dans diverses situations pratiques,
telles que le filtrage H.. pour les systemes linéaires incertains [72, 78, 124, 81, 42,75, 117],
les systemes stochastiques [159, 82, 20], le probleme de filtrage H. d’ordre réduit [107],
filtrage H. robuste [113, 160, 67], filtrage mixte H, /H [131, 137], I’approche polynomiale
présentée dans [77, 72,79, 80, 23, 161], et les systemes dynamiques de performance H.. a
parametres dépendants de parametre avec et sans retard dans [108, 43, 156, 132].

De plus, depuis les années soixante-dix, des modeles de systemes 2-D linéaires ont
été introduits par Roesser [136] et Fornasini-Marchesini [74]. Des recherches approfon-
dies sur les systemes bidimensionnels (2D) ont été menées en raison de leur importance
dans les applications théoriques et pratiques telles que le filtrage numérique multidimen-
sionnel, le traitement des images, le controle des processus répétitifs, le traitement de
données géo-physique, les processus thermiques, le traitement du signal ainsi que le contrdle
du processus. Pour ces modeles, ces dernieres années, on s’est beaucoup intéressé aux

problemes d’analyse et de syntheése des systemes 2D, et de nombreux résultats impor-
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tants sont disponibles dans la littérature. Par exemple, le probleme de 1’analyse de sta-
bilité peut €tre trouvé dans [1, 3, 2, 92, 30, 93, 14, 13, 16, 95], les systemes incertains
[21, 22, 19, 63, 64, 25, 9, 66, 91, 155], les systemes singuliers [105, 104, 106] et les pro-
blemes de controlabilité et d’observabilité sont étudiés dans [50, 135], ect.

En outre, les techniques mentionnées ci-dessus concernent le domaine fréquentiel com-
plet, cependant, de nombreux systemes physiques existants sont affectés par des perturbations
externes avec des gammes de fréquences connues. Ainsi, il est bien connu que pour obtenir
des conditions moins conservatrices, il serait tres utile de prendre en compte le domaine
fréquentiel des perturbations dans 1’analyse et la conception du filtrage des systemes dy-
namiques incertains. Les résultats de la littérature traitant ce probleéme sont donnés pour
systemes 1D incertains (voir, par exemple, [70, 112, 52, 55, 59]) et systemes 2D incertains
[49, 61, 53, 157, 115, 118, 116, 38, 58].

Dans ce chapitre, nous discuterons le probleme de filtrage robuste H., pour les systemes
incertains (1D en temps discret et continu, 2D a temps continu décrits par le modele de
Roesser). Notre objectif est proposons une nouvelle technique de conception du filtre ga-
rantissant une performance H.. lorsque les domaines de fréquence des bruits sont connues a
I’avance. Nous utilisons les lemmes gKYP [99], Finsler [99], projection [99], les matrices
polynomiales homogenes dépendantes des parametres de degré arbitraire, la méthode de
Lyapunov et des matrices additionnelles pour dériver des nouvelles conditions qui assurent
un niveau d’atténuation y de performance H.. moins conservatifs.

Enfin, nous soulignons que les résultats théoriques sont donnés sous la forme des LMIs,
qui peuvent étre résolus par un logiciel numérique standard, fournissant ainsi une méthodo-
logie simple. A la fin de ce chapitre, nous proposons quelques exemples numériques pour
illustrer les avantages des méthodes choisies.

4.2 Filtrage H.. robuste des systemes 1D incertains

4.2.1 Formulation du probléme

Considérons un systeme incertain décrit par le modele suivant :

S[x()] = Aqx(t) +Bow(r)
W) = Cax(t)+Dawlt) (@.1)
z2(t) = Lax(t)
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Ou x(r) € R™ est le vecteur d’état, y(r) € R™ est la sortie mesurée, z(t) € R" est le signal a
estimer, w(r) € R™ est le vecteur exogene des perturbations externes appartennant a ¢, [0, ),
avec un domaine de fréquence connu. L’opérateur &[x(¢)] désigne la dérivée de x(¢) par
rapport au temps pour le systeme continu et I’opérateur de décalage pour le systeme discret
et les matrices Ay, By, Cy, D¢ et Ly sont de dimensions convenables.

Les matrices du systeme (4.1) sont données par
Mo = {AOU B, Cq, Dq, La} 4.2)

appartiennent a un domaine polyédrique borné convexe, décrit par
T = {Mo|My=Y ot acT} (4.3)
i=1

Avec I' indique I’unité de simplexe donnée dans (1.57) et .#; := {A;, B;, C;, D;, L;} dénote
le ™ sommet du polytope.

Le filtre proposé se décrit par la forme suivante :

5[Xf(l‘)] = Afo(l)+ny(t) Xf(()):o
Zf(l) = Cfo(t)+ny(t) 4.4)

Ou xy(r) € R™ est le vecteur d’état du filtre, z;(r) € R™ est la sortie du filtre. les matrices
Ay, By, Cr et Dy sont les parametres du filtre a dimension appropriée.

Soit le signal d’erreur de filtrage e(t) = z(t) — z7(¢) et le vecteur d’état augmenté & (1) =
()" x%(r)]". A partire de filtre (4.4) et le systeme (4.1), on obtient le systeme augment :

e(t) = Cab(t)+Daw(r) (4.5)
Ou
_ Ae 0 | By , _
Ay = ; = ;Co=| Ly—DCqy —Cr |;Dq= —D¢D 4.6
[ Bf Cy Af o BfDa o [ o fla f } o Pa (4.6)

Nous définissons la fonction de transfert a partir de 1’entrée w(z) vers I’erreur du filtrage e(7)
par I’équation suivante :

G(p) = Calphn, —Aa]flga +Dg Voael 4.7)
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Avec p désigne jw pour le systeme a temps continu, et e/® pour le systéme a temps discret.
Le but principal de cette partie est de résoudre le probleme suivant :
Probleme de filtrage H.. robuste : Soit le systéme linéaire (4.1), des parametres incertains
donnés par (4.2). Le probleme de cette partie est de trouver un filtre adéquat (4.4), sachant que
le systeme augmenté (4.5) est robuste asymptotiquement stable pour tout o € 1" et vérifient
la performance H.. a fréquence finie suivante :
— Cas continu :

6{G(jo)} <y, YoweQ (4.8)
— Cas discret :
5{G(®)} <y, VoeA (4.9)

Ou Q et A sont respectivement, définis dans les tables 1.1 et 1.2.

4.2.2 Analyse du filtre H. robuste

Cette partie présente les résultats d’analyse de stabilité et de performance H., qui seront
utilisés dans 1’étape de conception du filtre Ho.

Proposition 4.2.1 : Le systeme augmenté (4.5) est asymptotigement stable avec niveau
d’atténuation y > 0 de performance Hw satisfait a la spécification FF dans (4.8) et (4.9), s’il
existe une matrice de Lyapunov dépendante de paramétre P, > 0, des matrices hermitiennes
dépendantes de parametres Py, Qo > 0 et les matrices dépendantes de parameétres My, Sq,
Mg, Sq et Ry, telles que :

[ @1(1 (bzd MaBa_Rg 0
d SoBo +AIRT c!
v, = | ° P Celetdella - Ca (4.10)
x % —YI+RoBy+BLRL DI
* * * .
(v, ¥
v, = e F20 1 (4.11)
x  Wag

— Cas discret :

e Basse fréquence : |0] < 6,

Do =Py — Sym(Ma)§ Drq = Q0a — 55 +MaAa§ D3 = —Py —2c050,Q0¢ "‘Sym(SaAa)
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e Moyenne fréquence : 6, < 0 < 6,

Dy = Py—Sym(My); oo =€'%Qu—Sy+MaA;
- 0,+06 6,—06
¢3a - _Pa _ 2COSGWQa +Sym(SaAa)’ 9(,‘ = (122)’ GW — (221)

e Haute fréquence : |6| > 6,
Do = Py — Sym(Mq); Pro = —Qa — So+MoAg; P30 = —Po +2c056,00 + Sym(SuA )
Et
Wi =Py —Sym(My); Waoq =MgAy —SL; Wsq = —Py +Sym(SqAy)

— Cas continu :

e Basse fréquence : 0| < @
Diig = —Qu —Sym(Ma); Pioa = Pu+MaAo—Sy; Pra = 07 Qu+Sym(SeAa)

e Moyenne fréquence : 01 < ® < 0,

Py = —Qu—Sym(My); Prag = Py+ j0.0q +MgAy— St
—_ o)+
Dy = _wla)ZQa+Sym(SaAa)§ wczg( 12 )

e Haute fréquence : |©0| > oy
Pi1o = Qo — Sym(Ma); Piog = P+ GoAa — St @rg = — 0 Qq + Sym(SeAq)
Et
Wig = Mo —Mg; WPra =Pou+MoAy—S; W3a = Sym(SeAq)

Preuve 4.2.1 : Pour démontrer la proposition ci-dessus, nous allons appliquer le lemme de
finsler. Premierement, nous démontrons que (1.46), (1.47), (1.48) et (1.46) sont équivalents a
(4.10). Admettons que les inégalités dans (4.10) et (4.11) vraies. Alors, (4.10) peut étre écrite

sous la forme suivante :

Q4+ 2B+ B 2T <0 (4.12)
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Ou
[ Qla Qla 0 5[5(1‘)]
2 = * Doq Cgba ; = &(t) ;
| x x  —YI+DIDy w(t)
i My Aq  Bq
2 = | Sa|s B=| 1 A Ba|iZ=| 1 0 4.13)
L Ra 0 I
Avec
o N 5 ) _ (o1+an)
Cas continu : moyenne fréquence (™ < © < ; @O, = -—5)
Ziqa = —Qa; Zrg=Py+ j0.Qa; Z3a=—010q
— Cas discret : moyenne fréquence ( 6, < 06 < 6;; 6, = (QLZG”; Oy = (62;9‘))
Qia = Pus Zoa= e‘ie"Qod D304 = =Py —2c056,,Qq

Qui, en utilisant la condition (ii) du lemme de finsler et le lemme de complément de Schur,
on trouve (1.40) et (1.46).

D’autre part, Aq est stable si et seulement s’il existe Py = Pg > 0 tels que :

— Cas continu :

_ T _ _
Aa ] E) Poa |1 Aa ] <0 (4.14)
1 P, O I
— Cas discret :
i 1'TB, o 1[4
[ ¢ [ “o [ “1<o0 (4.15)
I 0 -P, I
Nous définissons
S[E(1)] . n Ay
¢ [ o | -1 A ] ) (4.16)
Et
— Cas continu :
2 = f) P“];%:[M"‘] 4.17)
Py, O So
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— Cas discret :

P 0 M
9 — o s 2= ¢ (4.18)
0 —Py S«
Par le lemme de finsler 1.8.3, alors, les expressions (4.14), (4.15), (4.16), (4.17) et (4.18)

sont équivalentes a :
— Cas continu :

[1% %]+[A;:][—1 Aa]+[—1 AQ}T[A;:]T@ (4.19)
— Cas discret :
[% _(I)Sa]Jr g‘; [—1 Aa}+[—1 Aar[:‘;r@ (4.20)

Donc, on trouve ’expression (4.11).

Remarque 4.2.1 : Pour démontrer les cas basse et haute fréquence, on utilise la méme

démarche du cas moyenne fréquence.

4.2.3 Conception du filtre H.. robuste

Dans cette section, nous proposons une structure spéciale pour les matrices dépendantes
de parametre utilisées dans 1’étape d’analyse, pour concevoir le filtre H. (4.4), de tel sort
que le systeme augmenté (4.5) est robuste asymptotiquement stable garantissant un niveau
Y > 0 de performance H.. et satisfait a la spécification de FF dans (4.8) et (4.9).

Nous choisissons les structures des matrices dépendantes de parametre My, , So, Ror, My
et Sy suivantes :

— Cas discret :

M U S MU
My, = e ; Sa= o : 5 Ra:[Rla l3U};
My U Sra AU
_ M U _ S 0
M, = e C Sy = M 4.21)
M2a U SZ(X 0
— Cas continu :
M U S MU
M, = | M Sy = | e MY e { Rig O } (4.22)
MZ(X U SZ(X AZU
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Avec U une matrice inversible. A;, i = 1, ..., 3 sont des variables scalaires d’optimisation a
déterminer et les matrices dépendantes de parametre Py, Qg et Py sont partitionnées comme :

: Qa:[Qltx QZa]; pa:[pl(x [?205

4.23
* Q3a ( )

P P
Pa:[hx 2a

Ensuite, Nous avons adopté le changement de variable suivant :
Ar B u-' o A; B
A ) (4.24)
Cr Dy 0 1 Cr Dy

La théoreme 4.2.1, avec ce choix des matrices variables et les changements de variables

ci-dessus sera developpé comme suit :

Théoreme 4.2.1 [52] (Cas discret) : Le systeme augmenté (4.5) est robuste asymptotique-
ment stable avec niveau d’atténuation y > 0 de performance H.., s’il existe des variables
dépendantes des parametres P, Poo, P3o, O1a > 0, Qray Q30 >0, Pio >0, Pog, P3g >0,
Mo, Moo, Mio, Moo, Sia, Saa Sias Sra, U et Rig, les matrices Af, Ef, éf, ﬁf et les
scalaires A1, Ay et A3, telles que :

Qu+Py <0
« tPa (4.25)
Y, <0
On
~Mig—MF, —U-ML, ®pq ST, +A; D5 0
* —M—-M"T Dy, *AQUTJrAf Dys4 0
& - * * &)3305 l]Af —i—AgSga + /’chgéf (53505 Lg — CgD;
* * * * M(Af —i—AJTc) Dys4 —CA’JZ
* * * * D554 —DgD]Tc
* * * * * _1
[ Pig—Mig—MT, Poy—U—ML, MgAg+B/Co—ST, A —ST
la la la 2a 2a laAa + fLla la f 20
li’ * I'_)ga—U—UT MQaAa"‘éfCa Af
a _ Z _ _
* * Py +Sym(S10Aa)  —Pru +ALSS,
% * % —P3g
&31305 = _S{a +M1aAa +l§fCa; &31505 = _R{(x +M1aBa +éfDa;
Dr3q = —MUT +MagAq+B/Co; Prsq =MrgBy+BrDo—23U";

83



4.2 Filtrage H.. robuste des systemes 1D incertains

D33

Dys5q

sym(S1gAq + MéfCa);
MA% +S2aBo+MBfDy;  Pssq

La matrice Q, est définie comme suit :

e Basse fréquence (BF) : |6] < 6

Ploc
*

— *

e Haute fréquence (HF) :

Pio
*
— *
*
*

*

Py Oia
P3(x an
* —P]a —2COS91Q1a
* *
* *
* *

6: 6 =
Py Q14
Psg eijecan
x*  —Pig—2c0s0,,0i1q
* *
* %
* *
6] > 6y
Py _Qla
Psq _an
x*  —Pig+2c0s0,0¢
* *
% *
* *

Q2tx

Q3(x
_P2a — 260S91 an

—P3q —2¢056,Q3¢

1% Qg
/% Q3
—Poo —2¢056,,07¢,
—P3q —2¢056,,03¢,
*

*

_Q2a

_Q3a
—Poo +2c056,09,
—P3g +2c056,03,

*

*

= —VI+sym(RiaBo + A3B/Dy,).

¥ O o o o o ©c o o o o

*» O O O O O

P50 = AgRlTa + Afﬁ(jgé}; +S1aBo + A1§f’Doc;

S O O O o O

Les parametres du filtre concus se présentent comme suit :

Af Bf _ U*1 0 Af Ef (426)
Cr Dy 0 1)\ ¢ Dy
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Théoreme 4.2.2 [58] (Cas continu) : Le systeme augmenté (4.5) est robuste asymptotique-
ment stable avec niveau d’atténuation 'y > 0 de performance Hw. s’il existe des variables
dépendantes des parametres Pio, > 0, Pog, P3q >0, Q10 > 0, Oz, Q30 > 0, Piy Poot» P3»
Mo, Sio, S2a, U et Ryq, les matrices Af, Ef, C‘j-, ﬁf, et les scalaires Ay, Ay et A3 Ay, Ay,

telles que :

Tiia Yo Yia Yue —R],+MigBo+BsDq 0
*  Yoa Ima Yua MroBo+BfDq 0
n " T pT 5 T ~TAT
* * *  Yag S2aBa+ A2BfDg —Cy
* * * * —721 + sym[R 4By —DglA);
* * * * * .y
ill(x ilZoc P1a+M1aAa ‘|‘éfca—s{a pZ(x—SzTa +Af
— — A A A .
s * sym(S1gAq + M1 B¢Cq) MAf +A§ASZTO‘ Jixzch}
* * * Ma(Ay +A]7;)
O
Ellg = ~Mig—M]y; Eng=-U—Miy; Ejng=-U-U".
Et
e Basse fréquence (BF) : |0 < o
Tie = —Qia—Mag—Mly; Yig=—01a—U—Miy;
Yisa. = Pig+Siy+MaAq +l§’fCa; Y140 = Poo — S5y +Af;
Yonag = —030—MU—-MU"; Yozq =Py —MU" +MagAg+BiCq;
Tog = Pig—2U" +As Yizg = 0 Qo +sym[SiAg + 1B ;Cyl;
Taug = O/ +MAr+ALSSy + MCLBY: Yaso = 0F Q30+ Aa(Ay+AT).
e Moyenne fréquence (MF) : 01 < 0 < @,
Y_‘lloc = _Qla—Mloc—M1TO¢§ TIZ(x:—QZ(x_U—MzTa;
Tisa = Pia+jocQia+Sly+MaAa+BCoi Tiaa =Poa+ j0cQra—Shy+As:
Yona = —03a—MU—-MUT; Yozq = Pry— j@:Q20 — MU" +MogAg +B;Cqs
Yua = P+ jo03q— 20U +Ar; Yi3q = — 0100014 +sym[SiAg + MBsCql;
T = —01;Q0+MA;+ALSY, + AZC&?}; Yasq = — 010030 + Ma(Ay +A]Tv)'
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4.2 Filtrage H.. robuste des systemes 1D incertains

e Haute fréquence (HF) : |®| > oy

Tie = Qa—Mia—Miy Tia=0w—U—My;

Tisg = P1a+SlTa+M1aAa+éfCa; Y_'1405:onz—SZTO(—i—Af;

Yone = Q30— MU—-1UT, nga:Pza—MUT—i—MZaAa-i-cha;

Youag = Pig—2U"+As; Tig = —07Q14+sym[S1Aq + M BsCyl;

Tua = —;00+MAF+ALSS, —|—7LZC£I§]Z; Yiso = — 07 Q34 _|_),2(Af_|_AJTc).

Les parametres du filtre sont éxprimés par :

A; B u-' o Ar B
R = Jor (4.29)
C; Dy 0 I Cr Dr
Par la suite, nous étendons ces résultats au cas polyndmes homogenes.

4.2.4 Approche matrice polynome homogene

Dans cette partie, nous considérons les notations K(s,g), -#j(g), J(g), I(g), et [3]’ (g+1)
données par la définition (1.8.1) et les matrices dépendantes de variable ¢ dans les théoremes
421et4.22, Py, Pows Ovors Miat, My, Siars Siq (avec v=1,2,3 ett = 1,2) et Rj, comme
des matrices polyndmes homogenes de degré arbitraire g et dépendant polyndmialement avec
un parametre incertain o, i = 1,2,...,s. et s’écrivent sous la forme suivante

J(g)
Ploc = Z ai‘l (Xé‘%..(XfNP]kj(g), [kl,kz,...,kN] = Kj(g) (430)
j=1

Alors, le résultat principal dans cette partie est donné dans le théoréeme 4.2.3 suivant :

Théoreme 4.2.3 [52] (Cas discret) : Le systeme augmenté (4.5) est robuste asymptotique-
ment stable avec niveau d’atténuation y > 0 de performance H, s’il existe des variables
c{épendantes c_ies para_métres Piy;(g) > 0, Pog(g) P31§j(g) > 0_, Qik;(g) > 0, Qax;(g) Q3k;(e) > 0,
Pit(e) > 0. Pagse) Pakje) > 00 Mig(q), Sﬂgj(g); Mik;(g): Sikj(g) (avec t =1,2), Rijy), U,
Ki(g) €K(g),j=1,...,J(g) les matrices Ay, By, Cy, Dy et A1, Ay et A3 sont des scalaires
réels. LMIs suivantes soient vérifiées pour tout Kj(g+1) € K(g+1),1=1,....J(g+1) :

Z [Qk + Ci)k] <0
ich(g+1)

Y ¥<o 4.31)
i€l (g+1)

Avec, la matrice Q. est définie comme suit :
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e Basse fréquence (BF) : |0] < 6

Piryie)  Pois(e) Qik,(e) Q2k;e) 00

* Pk (g) Q2Tk i@ Os(s) 0 0

Oy = * * —Pii;(q) — 2c0s91Q1kj(g) —Po(g) — 2cos6; Qoiep 0 0
* * * —Psy;(g) —2¢056/Q31,5) O O

* * * * 0 0

* * * * * 0

(61+62). 6, — (62—61)

e Moyenne fréquence (MF) : 6; < 6 < 6,; 6. = — 5
Pii()  Paty(e) e Qiy(g) Qo (g) 00
* Pa;(g) e /% Qszj (g) eJGCQ3’<./ (3) 0 0
Qk _ * * _Plkj(g) — 2C0S6WQ1kj(g) —Pij(g) - ZCOSOWQij(g) 0 0
* * * —Psy(g) —2¢056,,Q31,5p O O
* * * * 0 O
| * * * * 0 ]

e Haute fréquence (HF) : |6] > 6y

Pisie)  Pat() —Qu(g) Qat;(9) 00
* Py ~Q3 (o) —Q31,(g) 0 0
Qk _ * * _Plkj(g) + ZCOSGthkj(g) —Pij(g) +2C0S9hQ2kj(g) 0 O
* * * —Psi(g) +2c0560,Q3,) O 0
* * * * 0 0
| x * * * * 0 ]
Et
D Pk Pz Pk Pisk 0
x Dy Doy Do Dos 0
&, — * x Dy ?34,{ C?%k Bi(g+1 )LiT_ ~Bilg + )¢l D}
* * * Dy Dysi —Bi(g+1)CF
< * * ¥ Dssp —Bi(g+ l)DiTlA)JZ
o * * * * —B;(g—l— 1)1
[ ¥ kaj(g) *[3}:(8+ l)U—Mszj(g) Wik ﬁ}(ng 1)A.f*§gkj(g>
¥ ¥ Py —Big+ DU —Big+ 1)U Py Bi(g+ 1Ay
k « * P —Poyy +AiTS_gk,( )
J j\8
| x * * —133kj(g)

87
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_M1k~( ) =My Pre=—Bi(g+ 1)U — My ;

ky(e) T Mk () Ai + Bj(g + 1)BCii ®rap = =Sy () +Bj(g + DA
—lej(g) + M, () Bi +[3j(g+ 1)B/D;;
—MBj(g+ DU + My, ()Ai + Bi(g+1)B/C;;
~MoBi(g+ DU +Bi(g+ DA ®ase = LaBi(g+ 1Ay + LBi(g+1)AL;
Moy, Bi+Bi(g+1)BsDi— A3 Bj(g + 1)U
sym(Myy, (o Ai + M Bi(g + 1)B4Ci); Psor = —Bi(g+1)D! DY
Mﬁ](g—l—l)Af—l-ATFZa +7Lzﬁj(g+l)C By;
ATRlTk )+ 3B (g + 1)C] BY + Sy, (0)Bi+ M Bj (g + 1)BsD;
A3Bj(8 + AT + So (o) Bi + M2 Bj(g + 1)B/D;:
—Bj(g+ 1)V +sym(Ryy, (o) Bi+ A3 Bj(g + 1)BsDy);
Pik;(g) =Mk () = My () Prak = My Ai+Bj(g +1)B/Ci = STy )3
Mij(g)A,-—FB}(g—l— )B/Ci; Pz = _P3k,-(g) —i—sym(glkj(g)Ai).

Ensuite, si les LMIs dans (4.31) sont vérifiés pour un certain degré donné g, alors les

LMIs correspondantes a n’importe quel degré g > g sont également satisfaits. Les matrices
de filtre H., sont données dans (4.26).

Preuve 4.2.2 : Notez que (4.25) pour (Ag, B, Cas Doy Lo, Eq) € Py et Py, P, Osa, S =
1,2,3, Mya, Suc, Muc, Sua, u = 1,2, et Ry, donnée par (4.30) sont des matrices polynomes

homogenes de degré g+ 1, donc, on peut écrire

Les conditions dans (4.31) imposée pour tout 1,1 =1,...,

(g+1)
(@) +O(a) = gz ik o (B, 1 B(0r) 1 (0]
J(g+1)
P(a) = Z T LT

tout o € T'. La 19" partie de la preuve est réalisée.

(4.32)

J(g+ 1) assures que (4.25) pour

Dans la 2™ partie, nous supposons que (4.31) et (4.33) est vériﬁée pour un certain

degré g, c-a-d, il existe J(§) matrices définies positives Ps[( @) QSK =1,2,3,

matrices PSK

et les

o Mk Suk; g Mukig Suk;g 4 =1,2, et Rig ), j = 1 ,J(8) telle que
Pso, Osar Psg, s =1,2,3, Myg, Suq, u = 1,2, et Ry, sont deﬁms dans (4.23) et (4.21) sont
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des matrices polynomiales dépendantes des parametres homogenes assurant les conditions
(4.25).

Ensuite, les termes des matrices polynomes :

P = (01,00,08,...,08)Pia; Osa = (01,00,05,...,05)Osa; Pig = (0t1,00,03, ..., 05) Py
MMOC - (a17a27a37"'7aN)MuOC; SMOC:(a]7a27a37"'7aN)SuOC; MMOC:(a17a27a37"'7aN)Mu(X;
Suw = (01,00,03,...,08)Suai Ria = (a1, 00,05,...,08)R1a (4.33)

avec s =1,2,3 etu= 1,2, satisfaire les inégalités du théoreme 4.2.1 correspondant au degré
g+ 1, qui peut étre obtenue dans ce cas par combinaison linéaire des LMIs du théoreme

4.2.1 pour degré 8.

Remarque 4.2.2 : Dans le théoreme 4.2.2 (cas continu), le parameétre o qui référe aux
incertitudes polytopiques, nous a permis l’usage de I’approche polynomiale définie dans la
définition (1.8.1), celle-ci se base sur la technique donnée dans le théoreme 4.2.3 ci-dessus
afin de résoudre ce probleme. Cela aide a minimiser le conservatisme en augmentant le

degré du polynome a résoudre comme c’est expliqué dans la définition (1.8.1).

Remarque 4.2.3 : Lorsque les scalaires A,,, (m = 1.2.3) dans le théorémes 4.2.3 sont fixes.
Alors, les conditions (4.27), (4.28), (4.31) sont des LMIs qui sont effectivement linéaires
dans les variables. Pour sélectionner des valeurs pour ces scalaires, I’optimisation peut étre

utilisée pour optimiser certaines mesures de performance.

Remarque 4.2.4 : Il est important de mentionner que les théorémes 4.2.2 et 4.2.3 présentent
une méthode de conception qui se base sur l’utilisation des parametres a polynomes ho-
mogenes. Cette approche joue un role important dans la réduction du conservatisme en

augmentant les degrés polynémiaux.

Remarque 4.2.5 : Si nous prenons Q = 0, nous pouvons utiliser les théoremes 4.2.2 et 4.2.3.
Pour résoudre le probleme filtrage H.. dans une domaine a fréquence entiere (EF) pour les

systemes 1D incertain (continu et discret).

4.2.5 Exemples de simulation

Afin de comparer la méthode proposée dans cette partie avec d’autres résultats existants
dans la littérature, nous proposons trois exemples démonstratifs dont le but est de confirmer
I’efficacité de la méthode proposée. Pour toutes les simulations proposées, nous utilisons
Yalmip [111] et SeDumi [139] sur Matlab comme interfaces numériques pour résoudre le

probleme de conception du filtre.
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A. Exemple 1 : (cas discret)

Considérons le systeme discret donné dans [75] :

(5 -05 6 0
x(k+1) = R | ]x(k)—i— [ 5 o ]w(k)
k) = | =100 10 [x(0)+] 0 1 |w(k) (4.34)
0 = [1 0 }x(k)—f— [ 0 0 }w(k)

Ol le paramétre incertain § est décrit par |§| < & tel que § = 0.25.

Pour cet exemple, en utilisant le résultat donné dans le théoreme 4.2.3 (Th 4.2.3 [52])

pour les différentes valeurs des degrés polynomiaux (g =0, g =1, g =2).

Nous présentons dans la table 4.1 dont le but est de comparer les valeurs optimales
obtenues des perfomances H.. avec un niveau d’atténuation du bruit 7y et leurs valeurs corres-
pondantes A, 7 3 trouvées via I’utilisation d’une fonction simplexe nommée "fminsearch",
ces valeurs se présentent pour plusieurs degrés polynomiaux. Donc, a partir de la table 4.1, il
est bien évident que 1’approche proposée fournit des résultats excellents et moins conservatifs

que certains travaux récents dans la littérature.

Les matrices de filtre H.., sont :

1. Fréquence entiere (EF)
Pour le degré g = 0, le niveau d’atténuation de perturbation obtenu est ¥, = 1.0494
et les matrices de filtre H.. correspondant sont :

il g 02093 —07442 | 0.0044
[JL / 0.5058  1.1290 0.0045 (4.35)
c, [p

e ~0.0430 —0.0956 || —0.0096

D’autre part, lorsque le degré g = 1, ¥y = 0.2815 et les matrices du filtre H., corres-
pondant sont :

il 0.8046 0.0069 0.0542
[JL N B 0.8335 0.8632 —0.0151 (4.36)
¢ Ip

FEs ~0.0134 —0.0012 || —0.0096
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Enfin, quand le degré g =2, ¥ = 0.2558 et les matrices du filtre H., correspondant

sont :

—~0.7178 —0.5175 0.0114
[Af By 0.5500  1.0740 0.0035 (4.37)
Cr || D
i —0.0329 —0.0967 || —0.0097

2. Fréquence finie (FF)

— Basse fréquence : |0 < g
Pour le degré g = 0, Y = 0.4579 et les matrices du filtre H.. correspondant sont :

il 0.6520 —0.0023 0.0447
Al B - 0.9481  0.8836 —0.0201 (4.38)
¢, [ by

S ~0.0161 —0.0050 || —0.0097

En outre, quand le degré g =1, ¥ = 0.1862 et les matrices du filtre H., corres-

pondant sont :

0.7468 —0.0034 0.0356
léf By 0.8791 09213 ~0.0085 (4.39)
D
s —0.0202 —0.0035 H —0.0097

Enfin, lorsque g =2, Y = 0.1688 et les matrices du filtre H., correspondant sont :

il s 0.8393 0.0010 0.0377
A - 0.7943 0.8951 —0.0080 (4.40)
c, b

) ~0.0183-0.0014 || —0.0097

— Moyenne fréquence : § <0 < % :
Pour le degré g = 0, le niveau d’atténuation de perturbation obtenu est Y = 0.7626
et les matrices du filtre H., correspondant sont :

il —0.6308 0.0781 0.0855
[JL L 12732 0.7919 | —0.0316 (4.41)
¢, [ by

g ~0.0155 —0.0160 || —0.0095
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En outre, lorsque le degré g = 1, Y = 0.2389 et les matrices du filtre H., corres-
pondant sont :

il g 07392 —02984 | 0.0138
[JL L - 0.5224  0.9946 0.0028 (4.42)
c, [p

) ~0.0302 —0.0978 H —0.0097

De plus, quand g = 2, ¥ = 0.2268 et les matrices du filtre H., correspondant
sont :

il g —0.7566 —02896 | 0.0145
!JL L - 0.5070  0.9901 0.0027 (4.43)
c, [ p

) —0.0310 —0.0984 || —0.0097

— Haute fréquence : 6| > £
Pour le degré g = 0, ¥ = 0.2000 et les matrices du filtre H.. correspondant sont :

il g 0.9482 0.0222 0.0297
[JL J 0.4485 0.4018 ~0.0255 (4.44)
c, [ p

) —0.0262 —0.0010 || —0.0098

De plus, quand le degré g = 1, Yy = 0.1453 et les matrices du filtre H., correspon-

dant sont :
il 0.8348 —0.0011 0.0305
[JL | = 0.8859  0.8745 —0.0082 (4.45)
c; [ b
S ~0.0235 —0.0015 | —0.0097

Finalement, quand g = 2, ¥ = 0.1453 et les matrices du filtre H., correspondant

sont :
il 0.8166 —0.0089 0.0352
[JL L - 0.9459  0.9833 —0.0028 (4.46)
c; | by
P —0.0200 —0.0013 || —0.0096

Pour illustrer I’efficacité de ces filtres concus. Nous considérons le cas polytopique (degré
g = 1), en connectant respectivement (4.36), (4.39), (4.42) et (4.45), les valeurs singulieres
maximales & de la fonction de transfert du systeme augmenté sont représentées dans les
figures 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4. Alors, toutes les valeurs singulieres de ces figures sont inférieures
au niveau d’atténuation Yy des perturbations de performance H.., ce qui démontre 1I’efficacité

de notre méthode proposée dans cette partie.
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Degré EF Th 4.2.3 (Q, =0) [52] FF Th 4.2.3 [52]
[75] | Th4.2.3(Qq = 0) 6] < Z Tje[<Z 6] > Z
1.0494 0.4579 0.7626 0.2000
g=0 A = —0.4859 A =4.4769 A =7.9212 A =2.7229
N Ay = —0.4999 Ar = 0.6600 Ar = 0.6948 Ay = —0.9996
Az = —0.0393 A3 =6.4018 Az = —1.4692 A3 =6.2135
0.2815 0.1862 0.2389 0.1453
A1 =5.1468 A = 3.6661 A1 = —0.5685 A1 = 2.8207
g=1 1.2492
A = —0.8016 Ay = —0.7709 Ay = —0.5539 Ay = —0.8827
A3 =4.1215 A3 =5.3333 A3 = —0.0136 A3 =5.6638
0.2558 0.1688 0.2268 0.1453
_ 5 B A =—0.4138 A1 =3.3936 A = —0.5337 A1 =3.3539
§= Ay = —0.4121 Ay = —0.8342 Ay =—0.5149 Ay = —0.8539
A =-0.1113 A3 =3.8570 Az = 0.0000 A3 =5.6793

TABLE 4.1 Comparaison des valeurs minimales des performances Hoo

0.35
5=-025
- —5=0
0.3 y=0.2815 - - -3=025
0.25
1]
<
)
2]
4 N
3 A
2o
> ~ -
\
0.1} !
\
A~ ~
s \ -
0.051, ’ \ Tl
-.7 N T =~ - -
/ —_——_ __
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

Fréquence en (rad/s)

FIGURE 4.1 Valeur & de la fonction de transfert de systéme augmenté avec un filtre (4.36).

Nous définissons les conditions initiales sont choisies x(0) = [—0.1 0.1]7 et £(0) = [0 0]7,

le parameétre incertain 6 = —0.25, le degré g = 1, le domaine BF (|0| < %), et les perturbations

exogenes w(k) sont definies par :

w(k) =

sin(k) [ S

B+1

r

(4.47)
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Cependant, dans la figure 4.5 nous donnons I’allure des erreurs du filtrage e(k) = z(k) —

A

z(k) correspondantes aux les matrices du filtrage (4.36) et (4.39). Cette figure démontre que

A

Ierreur du filtrage e(k) tend a zéro, ce qui signifie que 1’estimation z(k) suit z(k) bien.

0.35 T T T T T T
8=-0.25
- —=38=0
0.3F - ——-38=0.25

0.25F 1
wn
o
@ ’
=1 \
g 0.2 Iy v=0.1862 4
v \
4 / \
8 015} / g
© / \
> v, , \

N \
0.1 \ ]
\
\
0.05+ N ’ . A
0 ‘ ‘ ‘ ‘ L
0 n=80.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Fréquences en (rad/s)

FIGURE 4.2 Valeur G de la fonction de transfert de systtme augmenté avec un filtre (4.39).
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Par la suite, nous définissons le ratio d(k) par le rapport suivant :

dik) = | Y el (k)e(k)/ Y wT (k)w(k) (4.48)
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On peut voir que la valeur obtenue des performances H., est verifiée a travers le ratio d (k).
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FIGURE 4.6 Vérifications des performances H.. par d (k)

B. Exemple 2 : (cas discret)

Soit le systeme discret [108, 112] :

0 —0.5 6 0
x(k+1) = BIEY. x(k)—i—[ Lo w(k)
yk) = :—100 10}x(k)+[0 1}w(k) (4.49)
k) = [1 0 ]x®+][0 0w

Ou § est un paramétre réel incertain satisfaisant |3| < 0.45.

Notre objectif est de concevoir un filtre sous la forme (4.4) tel que le systeme augmenté
(4.5) soit asymptotiquement stable avec un niveau y de performance H...

En utilisant le théoreme 4.2.3 [52] dans différentes gammes de fréquences. Soit g = 1
(polyndme linéaire dépendant des parametres), nous obtenons les parametres du filtre Ho.,

robustes suivants :
— Pour un domaine EF, avec un indice de performance H. est Y =1.6398

il s —0.2488 —14571 0.0070
[JL LA - 0.2415 —0.0248 0.0100 (4.50)
c, [ p

FA=s —0.0073 —0.0675 H —0.0079
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Degré BF (16| < %) MF(<6<7) HF (|6] > )
[112] | Th4.2.3[52] [112] | Th4.2.3[52] [112] [ Th4.2.3[52]
1.1401 0.7173 0.1023
A1 = 2.2964 1 = 1.4778 21 = 1.2679
g=1 L1775 A2 = 14.7079 0.7487 A =0.3222 1.0069 Ay =2.0427
A3 = —3.6695 23 =0.1194 23 = 1.0079
1.1398 0.6881 0.0827
_, B A1 = 1.6140 B 21 =0.5514 B A =—1.2717
&= A = 63.2721 A2 =0.7101 A2 = 0.4402
23 = 0.0356 A3 = 0.6217 A3 = —0.8744

TABLE 4.2 Comparaison des performances H.. pour différentes domaines des fréquences finies

— Pour un domaine BF (|0] < %), quand y =1.1401

il s —2.0883 —0.5473 0.0035
!JL f 9.8404  2.4640 —0.0119
¢/ | b
FA=s ~1.9145 —0.3663 H —0.0063
— Pour un domaine MF (£ < 6 < %), lorsque y =0.7173
il s —0.7519 —0.1214 0.0255
!JL LA 1.8593  0.9560 ~0.0202
¢/ Ip
) —0.0552 —0.0305 || —0.0089
— Pour un domaine HF (|6 > %”), avec ¥ =0.1023
i s —1.0556 —0.0807 0.6321
[JL LA 0.0394 —0.9452 0.4902
¢/ Ip
) —0.0879 —0.1235 || —0.0093

4.51)

(4.52)

(4.53)

Tables 4.2 et 4.3 fournit une comparaison détaillée avec les méthodes éxistentes dans la

littérature sur les performances H... A travers ces tables, nous montrons les valeurs atteintes

en utilisant le théoréme 4.2.3 [52] et les approches proposées par [108][112]. Donc, Il est

clairement montré que le théoreéme 4.2.3 [52] donne des résultats moins conservateurs que
la méthode FF proposé dans [112], ainsi que les méthodes EF dans le théoréme 4.2.3 (Q=0)

et [108].
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4.2 Filtrage H.. robuste des systemes 1D incertains

| Degré | Théoréme 2 [112] || Théoréme 4 [108] ||

Théoréme 4.2.3 (Q=0) [52] |

Y= 16577 y= 16368

g=1 y=1.8199 A = 143 A= —1.3593
= 008 A= —0.2099

’ ' A= —4.5841

y= 1.6338

-2 _ _ A= —1.3552
o A= —0.2133
A= —4.6346

TABLE 4.3 Comparaison des performances H.. pour —7 < |0| < 7
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FIGURE 4.7 Valeur 6 de la fonction de transfert de systeéme augmenté avec un filtre (4.50)

De méme, nous continuons a démontrer I’efficacité de ces filtres proposées. Nous consi-
dérons un cas polytopique (degré g = 1), en connectant respectivement (4.50), (4.51) et (4.53)
aux systemes dans (4.49), les valeurs singulieres maximales & de la fonction de transfert du

systeme augmenté sont représentées sur les figures 4.7, 4.8, 4.9. D’apres les résultats, il est

clair que toutes les valeurs singulieres de ces figures sont inférieures au niveau d’atténuation

Y des perturbations de performance du filtrage H... Cela montre 1’efficacité de notre méthode
proposée par théoreme 4.2.3 [52].

Finalement, nous supposons que % <10 < %, degré g = 1 et les conditions initiales sont
choisies comme x(0) = [0 0] et £(0) = [0 0]”. Le rapport r(¢) dans (4.48) peut montrer
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Filtrage H.. robuste des systemes incertains dans un domaine fréquentiel fini

’influence de la perturbation w(k) dans (4.47) sur I’erreur de filtrage e(k), et le graphique du
rapport est montré dans la figure 4.10.

A partir de la figure 4.10, nous démontrons que les valeurs du ratio obtenues sont
inférieures aux valeur obtenues des performances H., de niveau 7.
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FIGURE 4.8 Valeur 6 de la fonction de transfert de systéme augmenté avec un filtre (4.51)
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FIGURE 4.10 Vérifications des performances H., par d (k)

C. Exemple 3 : (cas continu)

Considérons I’exemple académique donné dans [70] d’un systeme continu similaire au
systeme (4.1) dont ses parametres matriciels s’écrivent sous la forme suivante :

0 ~140.38 —2 0
Ag = ; Ba= ;
0.01+0.0568 0.9 1 0

Co = [—100+105 100};Da:{0 1];La:[1 0] (4.54)

Ou B et 3 sont des constantes appartenant aux intervalles d’incertitudes telles que || < 1,
o=2.

Le but est de concevoir des filtres optimaux qui garantissent une valeur minimale des
performances H.. du systeme augementé (4.5) avec une spécification a FF dans (4.8). Cette
valeur peut étre obtenue par la résolution d’une optimisation convexe soit pour le théoréme
4.2.2 [59].

Nous remarquons que pour le théoreme proposé, I’utilisation de la fonction "fminsearch"
est indispensable afin de chercher les valeurs optimales des A; et A, qui correspondent au
minimum local obtenu 7y des performances H.. dans un domiane fréquentiel finie.

Les résultats obtenus comparés avec [70], sont donnés dans la table 4.4. Notez qu’il est clair

que 1’approche proposée par le théoreme 4.2.2 est meilleure que celle proposée par [70].
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Filtrage H.. robuste des systemes incertains dans un domaine fréquentiel fini

Les fréquences entieres (EF) Les fréquences finies (FF)

Degré [70] Th 4.2.2 (avec Q, = 0) [59] [70] Th4.2.2 (|o| < 20) [59]
Y= 1.1185 Y= 1.0088
g=1 Y= 11511 A= 0.8945 Y= 1.1402 M= 10.8554
A= 0.3723 A= 1.3558
= 1.0913 Y= 09523
g=2 — A= 0.8050 — A= 0.2847
A= 04732 Ay = 0.4382

TABLE 4.4 Minimum 7 de performance H. obtenu pour différentes méthodes

Commencgons par la simulation du théoreme 4.2.2 (avec Q. = 0) [59], nous avous
obtenus les matrices de filtre H., correspondant %, qui sont :

- Pour degré g = 1, le niveau de performance H.. obtenu y = 1.1185 et les matrices de

filtre sont :
i s —0.4698 —3.5690 0.0111
[JL L - 0.1278 —3.0759 | —0.0030 (4.55)
¢ |l by
P 0.0441 —0.2786 || —0.0108

- Pour degré g =2, Y =1.0913 et les parametres du filtre d’ordre plein sont donnés par :

il s ~1.5402  0.5849 0.0257
!JL L - —0.0813 —1.4089 | 0.0014 (4.56)
c, [ p

FA=s 0.1439 —0.4503 [ —0.0122

Maintenant, en utilisant le théoreme 4.2.2 [59], nous avous obtenus les parameétres du filtres

robustes correspondant 7,,;, suivants :

- Pour degré g =1, On obtient Y = 1.0088 et les matrices de filtre sont :

il —2.9842 —1.0490 || 0.2342
[JL Ll — | —1.8046 —3.4523 || 0.1418 (4.57)
c | p

Ul 0.0085 —0.0731 || —0.0102

- Pour degré g =2, le niveau d’atténuation de performance H.. est Y = 0.9523 et les
parametres de filtre sont :

il s —1.2394 —1.4694 || 0.1553
!JL | — | —02101 —23163 || 0.0264 (4.58)

Cr || Dy

0.0031 -0.0520 | —0.0097

101



4.2 Filtrage H.. robuste des systemes 1D incertains
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FIGURE 4.11 Valeur & de la fonction de transfert de systéme augmenté avec un filtre (4.55)
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FIGURE 4.12 Valeur G de la fonction de transfert de systeme augmenté avec un filtre (4.57)

Pour démontre I’efficacité de ces filtres concus. Nous considérons le cas polytopique (degré
g = 1), en connectant respectivement (4.57) et (4.58) aux systemes dans (4.54), les réponses

en fréquence du systeme augmenté sont représentées sur les figures 4.12 et 4.11.
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On remarque que toutes les valeurs singulieres maximales de ces figures sont inférieures
au niveau d’atténuation ¥, des performance H.., ce qui démontre I’efficacité de notre
méthode proposée dans cette partie.

4.3 Filtrage H.. robuste de systeme 2D continu incertain

Considérons le systeme 2D en temps continu incertain, décrit par le modele Roesser :

2 (11,1) h

1,482 X'\,
351 , = Ag v( ) —l—BaW(l‘l,l‘g)
5% (t1,12) x'(t1,0)

h
xX"(t1,0
y(tl,tz) = Cia v< —i—DlaW(t],tz) (4.59)
X (tla 2
h
x'(11,12
Z(t,) = Ca (11,12) +Daw(ty,1)
x(tl,l‘z)

Ou x"(t;,t;) € R™ est le vecteur d’état dans la direction horizontale, x"(,1,) € R™ le
vecteur d’état dans le sens verticale, avec n = ny, +n,, y(t1,1) € R™ est le vecteur de signal
mesuré, z(71,12) € R™ est le vecteur de signal a estimer et w(zy,7,) € R™ est I’entrée exogene
avec I’énergie limitée et la fréquence horizontale wy, et la fréquence verticale w,, en w(ty,1,)
satisfait (wy, wy) € Qj x Q,, avec

Qy,
Q, £ {wy € Rlwy,;, <wy, <wy, Wy, Wy, € [0, 4o0]} (4.60)

{wh e Rlwp, <wp <wp,  wp,,wp, € [0,400]}

Les matrices de systeme (4.59) sont supposées incertaines et elles appartiennent a 1’en-
semble suivant :

Py 2 (Aa,Ba,C1y,D1,.Ca.Da) € X 4.61)

Ou Z est un domaine convexe polyédrique donné et délimité par N sommets :

N
RE{Po| Pou=) 0P €T} (4.62)
i=1
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4.3 Filtrage H., robuste de systeéme 2D continu incertain

Avec Z; & (A;,B;,C,,Dy,,C;,D;) désigne les sommets du polytope, et I" indique 1"unité de
simplexe donnée dans (1.57).

Considérons le filtre représenté par modele de Roesser :

- -
aplnn) | b aplnn) |
= y(t1,12)
[ T (10) ! | Xp(11,12) | !
- -
xXelt1,02
Zf(ﬁ,tz) = Cf {( ) +ny(t1,t2> (4.63)
i X (l‘l,tz) |
X0,) = 0 Xp(11,0)=0; V¥ 11,,>0

Ou x?(tl,tz) € R™ et x}(r1,12) € R™, sont, respectivement, les vecteurs d’état horizontal
et vertical, z¢(t1,12) € R™ est I’estimation de z(t1,72), Ar, By, Cr et Dy sont des matrices a
déterminer de dimensions appropriés.

Soit les vecteurs augmentés de 1’ état

X 1,0 x'(t1,t
(n,n) = [ h( ) 3 X(t,n) = v( ) ; (4.64)
xf(l‘l,tz) xf(l‘],tz)
Et I’estimation d’erreur :
2(h,n) = zh,n)—z(h,n) (4.65)
Donc, le systeme d’erreur du filtrage s’écrit dans ce cas sous la forme suivante :
d =h ~h
<X (11,t _ | 7, _
aé' —v( ! 2) = Aa —V( ! 2) +BaW(t]7t2)
372)6 (l],l‘z) X »(l],tz)
ch
= | X'(t,t _
(t1,1) = Cq _v( Lh) + Dgw(t1,1) (4.66)
(t1,t2)
Ou
L, 0 0 0
_ A 0 _ B 0 0 1, O
Ay = @| ° o By= o= " ;
ByCi, Ay BsDiq 0 I, 0 0
0 0 0 I,
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La matrice de transfert du systeme augmenté (4.67) s’écrit de la fagon suivante :
Ga(s1,52) = Ca [diag{5112><nh75212xnv} _Aa]_lgoc +Dg ael (4.68)

Ou s et 5o, respectivement, sont les opérateurs de transformation Z horizontaux et verticaux.
Nous donnons G(wp,w,) comme I’expression du domaine fréquentiel en G(s;,s2) avec

S1 = jwy et sp = jw,.

L’ objectif de cette partie est de concevoir un filtre d’ordre plein (4.63), sachant que le
systeme augmenté (4.66) est robuste asymptotiquement stable pour tout o € I' et vérifie la

performance H., avec des spécifications de fréquence finie (FF) suivante :

G[G(wp,wy)] <7y V(wp,wy) € Qp X Q, (4.69)

4.3.1 Analyse du filtre H.

Dans cette section, nous présentons des conditions suffisantes pour 1’analyses des perfo-
mances H., du systeme augmenté (4.66) est asymptotiquement stable avec une borne y de

performance H.. dans un domiane fréquentiel fini (4.69).

Théoreme 4.3.1 [53] : Le systeme augmenté (4.66) est robuste asymptotiquement stable
avec des performances H. de niveau d’atténuation du bruit 'y dans un domiane fréquen-
tiel fini (4.69) pour Py, € X, s’il existe des matrices hermitiennes dépendantes des para-
metres Po, Ong € Hoyy, Pyo, Ova € Hoy,, matrices de Lyapunov dépendantes des parametres,
symétriques P,y € R, P, € R¥ et matrices générales dépendantes des paramétres
Fy,Gg, € R?™, Hy € R™*2% telles que :

Qu = diag{Qa; Qva} >0, Po=diag{Pia; Pru} >0 (4.70)
[ _Qa_Fa_FaT Pa+AQa_G(x+FaAa F(XB(Z_H; 0
v o * W) = —WQq +sym(GeAy)  GoBy+ATHT  CT —0
* * —* 1+ sym(HyBy) DP
* * * —1
(4.71)
[ —Fy—FI Py+FyAq—GP
Y = a~fo Foat'a <0 (4.72)
* GoAa +A,Gy,

Ou A et W sont définies dans (1.55).
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Preuve 4.3.1 : Premi¢rement, nous prouvons que l’inégalité (1.54) est équivalent a (4.71).

On a, l'inégalité (1.55) peut étre écrite sous la forme suivante :

T

Aa Ba 0 0 PatAO, | [T 0 0
I 0| (o1 * * * +
Pi—AQy WQ4 010
0 0 -
0 Co Do | [1 0 0 Co D [ Ae Ba
‘e ) CTEDL T 0 | <o (4.73)
0o 0 I 0 —yiI 0o 0 I
| 0
Nous supposons
T L
Z=[F G4 HY | U=lwws #=| -1 A By 4.74)
D’apres le lemme de projection 1.8.1, alors (4.73) est équivalent a
(1 0
0 1 —Qq Py +AQq I 00 N
Po—AQa  WQa 010
0 0
[0 C, D I 0 0 Cy D
« Te ) * TNz + T’ <0 (475)
_0 0 I 0 —vI 0 O
AOC B(x
Puisque, le complément orthogonal de U est % - peut étre choisicomme %+ = | I 0
0 1

Donc, nous pouvons obtenir I’équivalence entre les équations (4.75) et (4.71). Par conséquent,
I’équation (1.55) est équivalente a l’équation (4.72).
D’autre part, nous prouvons que l’équation (1.37) est équivalente a I’équation (4.72).

Nous supposons que I’équation (1.37) s’écrit sous une autre forme :

R

(4.76)

(4.77)
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D’aprés le lemme de projection 1.8.1, (4.76) et (4.77) sont équivalents a

0 Py

+TTz% +4T7Z'T <0 (4.78)
P, 0O

Alors, on trouve ’expression (4.72).

4.3.2 Conception du filtre H.

Dans cette partie, nous allons déterminer les parametres de filtre dans (4.63) de telle
sorte que le systeme augmenté (4.66) est robuste asymptotiquement stable avec un niveau

d’atténuation y > 0 de performance H., satisfait a la spécification FF dans (4.69).

Théoreme 4.3.2 [53] : Le systéme augmenté (4.66) est robust asymptotiquement stable
avec des performances H. de niveau d’atténuation du bruit y (4.69) pour Py € X, s’il
existe des matrices hermitiennes dépendantes des paramétres Py = diag{Po, P20}, Q20 =
diag{QhZ(X; QVZ(X}’ Pyg = diag{Phs(xapvsa}’ Osa = diag{thaansa}’ s = 1,3, matrices sy-
métriques dépendantes des parametres Pyy, = diag{Ppg,Pra}, Pso = diag{Pusa,Pssa}
s = 1,3, et les matrices générales dépendantes des paramétres A r € R, l§f € Ry,
(ff € R%=x" ﬁf e R, F,o, Guo V€ R u=1,2, Hig € R™*" et les scalaires Ay et
Ay, sachant que :

i Py P
Qloc Q2tx > 0’ la _205 >0 (4'79)
* O3 * 3o
Vg Yia Pisa Pua —Hiy+FloaBa+ )LléfDla 0
*  Wg ¥Yua Pua FooBo+ 2B tDig 0
¥ _ * * @3305 @34(1 AngTa + Gi1gBg —I-BfDla CZ); — C{aD; <0
’ * * * @4405 G2aBq +l§fD1a _é;
* * * * —72I +sym(HyoBy) D! — DITQDJC
* * * * * 7
(4.80)
~Fig—FL, —MV—FL, TYig Pa+MA;—GE,
i} * —AV -Vl T Py + A, —VT
T, = 2 2 L2a Sa+AAy <0 @81
* * T3¢ Ysq
* * * Af —|—A§;
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Ou
Piig = —Qia—Fia—Fly Prog=—020— MV —Fiy;
P30 = Pig+AQig+FigAa+MBrCiq—Gly; Praa = Proy+A02q +MAf— Gl
Poag = —Qa—AV—LVT; Py =Py —AQrq— V! +FoAg+BCiy;

Poua = Pa+AQ3q— V' +hAs; P30 = WQ0iq +sym(GiaAg +BfCia);
Prua = WOra+Ar+ALGE, +Cl B Pasq =WQsq +As+AT;

Yie = Pia+FiaAa+MBiCia—Gly; You = Pog+ FogAq+MBCila —VT;
Y30 = sym(GigAq —|—I§fC1a); Yiq :AngTa—i—ClTaéfﬁ—Af.

Les parametres du filtre sont éxprimés par :

Ap B} (V0 (A By (4.82)
C; Dy o 1)\ ¢ by

Preuve 4.3.2 : En se basant sur le théoréeme 2.3.1, tant que les matrices du systeme et les va-
riables tiennent compte des incertitudes polytopiques, la structure des variables dépendantes

des parametres est comme suit

_ P P Py P
Qa - P Ql(x Q2a (I)T >0; Pa P lo _20: CI)T >0: Pa:q) la 2a CI)T;
I 0 *  Pig % Pyg
F MV G \%
Fy = ®| 1@ M a7 Gy=a| '@ dDT;Ha:[Hm o}qﬂ
Fo AV Gy V
(4.83)
Ou & dans (4.67).
En outre, les équations suivantes sont facilement obtenues :
A = ®diag{A\,A}®"; W = Pdiag{W,W}dT (4.84)

En raison de ®T ® = I, en remplagant I’équation (4.66) par des équations (4.71) et (4.72) et
combinant des équations (4.79), (4.80) et (2.69), nous avons :

Py = diag{®,®,1,,,1,. }Pediag{®,®,1,,.1,.}";
Yo = diag{®,®}¥ydiag{® &} (4.85)
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Filtrage H.. robuste des systemes incertains dans un domaine fréquentiel fini

Ou Af =VAy, éf =VBy, éf =Cy, Df = Dy, et Wo, Y sont dans le théoréme 4.3.1.

Remarque 4.3.1 : Pour résoudre les LMIs du théoreme 4.3.2, nous a permis l’'usage de
I’approche polynomiale définie dans la définition (1.8.1), celle-ci se base sur la technique
donnée dans le théoreme 4.2.3 [52] afin de résoudre ce probleme. Pour cela, les matrices
polynomiales (variables de décision dans les LMI dépendantes des paramétres, a savoir P,y ),
Poo, Ova, v=1,2,3, My S, t = 1,2 et Ry) sont traitées comme des polynémes homogenes
de degré arbitraire g et des LMIs suffisantes.

De plus, pour Ay et Ay des sclaires donnés, les inégalités (4.79), (4.80) et (4.81) sont
linéaires et le probleme de conception peut étre résolu facilement en utilisant les envi-
ronnements numériques Yalmip [111] et SeDumi [139]. Donc, pour trouver les valeurs
optimales de Ay et Ay qui aident a minimiser I’erreur du filtrage, nous utilisons un algorithme

d’optimisation convexe de telle sorte que les solutions puissent étre résolues.

Remarque 4.3.2 : Lorsque le degré g du polynome augmente, les conditions deviennent
moins conservatrices puisque de nouvelles variables libres sont ajoutées aux LMIs. Bien que
le nombre des LMIs soit également augmenté, chaque LMIs devient plus facile a remplir en
raison des degrés de liberté supplémentaires fournis par les nouvelles variables libres; par

conséquent, de meilleurs coiits garantis H., peuvent étre obtenus.

Remarque 4.3.3 : Si nous prenons Q = 0, nous pouvons utiliser le théoreme 4.3.2. pour
résoudre le probléme filtrage H.. dans un domaine de fréquence entiére (EF) de systeme 2D

a temps continu incertain, décrit par le modele Roesser.

Remarque 4.3.4 : Le théoreme 4.3.2 fournit des conditions suffisantes pour le filtrage a
fréquence finie (FF) Hs pour des systemes 2D linéaires a temps continu incertain dans diffé-
rentes domaines de fréquences. Les exemples numériques proposés montrent que 1’approche
FF propose les meilleures performances que les fréquences complétes existantes lorsque les

domaines de fréquences des bruits sont connues.

4.3.3 Exemples de simulation

Dans cette section, nous utilisons deux exemples afin d’illustrer les avantages, et pour
montrer I’efficacité de nos approches développés dans cette partie.
A. Exemple 1

Nous considérons le systeme (4.59) avec les matrices suivants [155] :
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Fréquence Entiere

Fréquence Finie

| Degré || Théoréme 3 [65] | Théoréme 4.3.2 (avec Q=0) [53] || Théoréme 4.3.2 [53] ||

y=1.5033 y=109234 7= 0.8796
g=0 A1 = 0.0129 A1 = 0.6484 A1 = 0.6271
A = 0.0100 A =1.3128 A = 1.3979
7= 0.8443 y=0.8107 y=0.7440
=1 A1 = 0.2373 A1 = 0.8365 A1 = —0.0844
A = 0.0976 Ay = 0.8745 A =0.2043
y=0.7953 7=10.7640 y=0.7317
g=2 A1 = 0.2847 A1 = 0.1066 A1 = 0.5488
Ay = 0.4382 A, =0.3144 A = 0.0239

TABLE 4.5 Niveaux d’atténuation y de performance H.. pour chaque degré g

1 02+4a| —05 03+a 0.2
L | 06 -2 0.2 0 | —05+a |
| —03 07 |-234+a 06 o 0.8 ’
01 02 | 01+4aq  -18 0.3
[ 08 —09]02 —o0.1 0.1
C = ; D=
05 —03| 0 05 0.3
c = |06 o1 —0.8 0.5 ]; D= [ 0.5] (4.86)

Ou les parametres incertains a; et ap sont bornés par |a;| < 1.35 et |az| < 0.90, donc le
systeme est décrit par un systeme polytopique de quatre sommets.

Supposons que la région a fréquence finie (FF) 0 < wj;, <5,0 <w, <5.

Par résolution des LMIs (4.79), (4.80) et (4.81), les résultats obtenus comparés avec [65],

sont donnés dans la table 4.5.

A partir de la table 4.5 nous avons les observations suivantes :
— Dans le cas de la fréquence entiere (EF), il est évident que 1’approche proposée via le
théoreme 4.3.2 (avec Q=0) [53] est meilleure que celles proposées dans [65].
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— En cas fréquence finie (FF), on peut constater que le minimum de 7y obtenu par notre

méthode est plus petit que celui donné par d’autres méthodes dans le cas EF, ce qui

démontre clairement 1’efficacité de I’approche dans un domaine fréquentiel fini.

Les matrices de filtre H., correspondant %, sont :

A. Fréquence entiere (EF) : [0,+c0] x[0,+cc] : (Th 4.3.2 (avec Q = 0) [53])

Pour le degré g = 0, le niveau d’atténuation de perturbation obtenu est y = 0.9234 et les

matrices de filtrage correspondant sont :

[ 12159 06514 0.1522 —0.2884 || —04735 —1.9176 |
il s 02280 —1.4046 0.0994  0.2636 ~1.1500 1.0344
[JL F 1| 00258 —02666 —0.6778 —0.2038 0.4216 —0.5199
Cr || Dr —0.5643 —7.3361 14614 —4.4898 02432 —6.9471
—0.1377 —0.1941 0.8158 —0.0391 H —0.2787 1.4161

(4.87)

D’autre part, lorsque le degré g =1, v = 0.8107 et les matrices de filtre H., correspondant

sont :
[ _46085 47438 —0.8033 0.1373 —4.4705 —1.9851
il 49312 —65010 1.0240 —0.2921 4.4390  1.5438
Al B — | —08070 13762 —1.2051 0.0920 —0.2416 —0.4388
Cr || Dy —12218 07630 02931 —1.1939 || —0.2237 —2.1667
—0.2810 —0.1488 0.7147 0.1734 H —0.7669 1.7362

(4.88)

Enfin, quand le degré g = 2, le niveau de performance H.. obtenu y = 0.7640 et les para-
metres de filtre H., correspondant sont :

—29137 28082 —0.3840 0.2083 _4.1466 0.2683
il s 19631 —3.0040 07433 —04353 | 29751 —12718
Al _ | —0.0628 0.1963 —0.5942 —0.0788 || —0.0118 0.1255
Cr || Dy —03627 05525 —02956 —1.0413 | —0.1046 —0.2716
| 01309 —0.1892 09731 08646 | —0.7218 19413 |

(4.89)
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B. Fréquence finie (FF) : [0 5]x [0 5]:(Th4.3.2 [53])

Pour le degré g = 0, le niveau d’atténuation y de performance H., est ¥ = 0.8796 et les
parametres du filtre H., correspondant sont :

—1.8828 1.3486 —0.0812 —0.0571 —1.4337 —-1.7719
0.4556 —1.7251 0.2303 —0.2208 —0.5408 0.5608
= 0.0363 —0.0157 -0.5732 —-0.4011 0.6804 —0.6620
0.4121 —2.5870 1.5115 —4.6649 3.4066 —5.3172

—0.1348 —0.2294 0.8144 —0.0737 H —0.3054 1.4339

2

(4.90)

En outre, pour le degré g = 1, le niveau d’atténuation y de performance H., est Y = 0.7440
et les matrices du filtre H., correspondant sont :

2202649 22096 —03553 0.3221 ~3.0777  0.0487
il g 14726 —2.0435 05520 —0.9415 26057 —1.2688
[JL F 1 _| 00187 06363 —1.2871 2.1829 —1.6131 27522
Cr || Dy 03082 —13322 1.0427 —5.1277 43877 —5.8523

—0.1588 0.0014 0.3410 0.0900 || —0.3021 1.6230

4.91)

Finalement, lorsque g = 2, le niveau de performance H.. obtenu y = 0.7317 et les parametres
de filtre H., correspondant sont :

[ 16788 1.6214 —0.3461 —0.0938 || —2.0594 —0.2318 |
il s 1.5835 22013 0.5033 —0.3618 | 2.3391 —0.7752
[JL L |~ | 02467 02834 —1.1081 0.7779 ~0.0925 1.1210
Cr || Dr ~0.1596 0.0847 —0.0255 —1.0835 | 0.5421 —0.9838
02778 0.0362 0.7241 05448 || —0.8391 1.9519

(4.92)

Pour illustrer I’efficacité de ces filtres congus, les normes H., calculées aux quatre sommets
et dans les degrés g = 0, 1,2 sont présentés dans les tables 4.6, 4.7 et 4.8, elles sont toutes en
dessous aux niveaux ¥ de performance H.. dans différentes bandes de fréquences.

Ensuite. nous considérons le cas polytopique (degré g = 1), les figures 4.13, 4.14, 4.15 et
4.16 présentent successivement I’évolution des I’états horizontal et vertical du systeme aug-

menté. Nous pouvons constater que les états & (t1,12), ¥ (t1,12), Xa(t1,t2), %5 (t1,12), X2 (t1,12),

112



Filtrage H.. robuste des systemes incertains dans un domaine fréquentiel fini

ap -1.35 -1.35 1.35 1.35
a -0.90 0.90 -0.90 0.90

| Y(EF) 04839 04854 04838  0.8277 ||
| y(FF) 04686 03990 04534  0.8080 ||

TABLE 4.6 Normes H., aux sommets (g = 0)

ai -1.35 -1.35 1.35 1.35
as -0.90 0.90 -0.90 0.90

| Y(EF)  0.4039 04927 04386  0.7952 |
| y(FF) 05854 04022 03093  0.7346 ||

TABLE 4.7 Normes H., aux sommets (g = 1)

% (t1,12), %1(t1,12) et ¥ (t1,12) tendent vers 0. Donc, les paramétres du filtre obtenus sont

meilleurs a savoir ses états sont asymptotiquement stables.

Xh1(tLt2)

-0.02
0

0.1 0.08 Ik

0.08 0.06 I

0.06 0.04

0.04 0.02

XVA(t1,12)

0.02
-0.02

-0.04 -l
0

50 50

100 100 tl . 100 100 n
t

2

FIGURE 4.13 Trajectoires des états horizontal et vertical ¥ (¢1,) et & (t1,12)

Finalement, nous définissons la perturbation exogéne w(t,,) par la forme suivante :

w(ti 1) = 0.35exp(0.10((r; — 6)> +2(tr — 11)?)). (4.93)
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ap -1.35 -1.35 1.35 1.35
a -0.90 0.90 -0.90 0.90

| Y(EF) 04053  0.6780 02343  0.7339 ||
| y(FF) 06471 03917 03073  0.7205 |

TABLE 4.8 Normes H., aux sommets (g = 2)

0.05

Xh2(t1,2)
Xv2(t1,12)

-0.055
0

FIGURE 4.14 Trajectoires des états horizontal et vertical %4 (t1,1,) et & (t1,12)

0.08 -

o
s
3}

0.06 4 ‘
0.04

o
o

0.02

Xh3(t1,12)
°
o
(9]
XV3(tLt2)

-0.02

o

-0.04

|
o
=}
oG

0 —0.0g> R 0
100 100 u u

FIGURE 4.15 Trajectoires des états horizontal et vertical ié’(tl b)) et T4(t1,12)
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La figure 4.17 représentée ’entrée de perturbation w(z,1,) et la réponse fréquentielle du
systéme augmenté (1,1, ), o les conditions initiales sont données comme suit :

K0,) = [0303]7 V0<n<l;

K0,) = 0 V>l

(1,00 = [0303]7 vVo<n<I;

x'(1,0) = 0 Vo>l (4.94)

XhA(t1,t2)
XVA(tL,12)

50 50

100 100 a 100 100 ”
2 2

FIGURE 4.16 Trajectoires des états horizontal et vertical & (t1,1,) et & (t1,12)

0.35

0.3

0.25 A
02 ;

Entrée de perturbation
2(11,12)

FIGURE 4.17 Trajectoires de 1’entrée des perturbations w(t1,1,) et d’erreur Z(#;,12)
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B. Exemple 2

Considérons les processus dynamiques d’absorption de gaz, chauffage a la vapeur d’eau,

séchage a I’air, qui peuvent €tre décrit par I’équation de Darboux suivante [44] :

I’S(xt)  3S(ot)  AS(x,1)
xar . T Ty

+aoS(x,t)+bf(x,1) (4.95)

Ot S(x,1) est une fonction inconnue, a I’abscisse x(espace) € [0, x¢] et au temps t(temps) €
[0, =], ag, a1, ay et b sont des coefficients réels, et f(x,7) est une fonction d’entrée.
En définissant

r(x,t) = %—@S(x,t) (4.96)

Alors, I’équation (4.95) peut se transformer au modele de Roesser de la forme (2.56) avec

b
A = [“1 dotmay | p_ : clz[o.s 0.2};
1 a+p
c — [0.2 0.6]; Dy =08 D=0 4.97)

Ouayp=02,a1=-3,ap=—1,etb=0.

Supposons que p est un paramétre incertain vérifient |p| < 0.15, donc le systéme est décrit
par un systeme polytopique a deux sommets. Nous considerons que la région a fréquence
finie (FF) 0 <wj, <10,0 <w, < 10.

En résolvant le théoreme 4.3.2 [53], les résultats de simulation sont illustrés dans la

table 4.9. Nous avons obtenu des résultats moins conservatifs par rapport aux résultats de la

littérature.
| EF | FF |
| Théoreme 3 [65] Théoréme 4.3.2 (avec Q=0) [53] || Théoréme 4.3.2 [53] ||
Y = 2.6698 y=1.3801 y=1.2513
A1=0.1547 A1=0.1676 21=0.1230
22=0.1550 22=0.4239 1,=0.5514

TABLE 4.9 Niveau d’atténuation 7y de performance H.. comparé aux résultats de la littérature

Les matrices du filtre H., correspondant le niveau d’atténuation y de performance H..

sont :
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— Fréquence entiere (EF) : (Théoreme 4.3.2 avec Q=0 [53])

o _ [ 107891 9.0005 [ —48216
T 13966 —1.3760 |7 7| 02186 |’
Cr = | ~00639 —06114 |, D;=02572 (4.98)

— Fréquence finie (FF), 0 <wj;, < 10,0 <w, <10 : (Théoréme 4.3.2 [53])

1.8085 —0.0278 37617
Af = ) Bf: 5
0.1809 —1.0377 2.4540
¢ = [ 02023 —0.0064 |: Dy =1.1366 (4.99)

Les résultats obtenus pour différents bandes de fréquences du filtre H., sont moins conserva-
tifs par rapport aux résultats de la littérature. Ce qui montre 1’amélioration apportée par notre
approche.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous sommes intéressés au probleme de filtrage H., robuste dans les
cas des systemes dynamiques incertains (1D discrets, 1D et 2D continu) en se basant sur
I’approche des polyndmes homogenes. Nous avons dérivé des nouvelles conditions d’analyse
de filtre robuste H.. qui garantissent un niveau d’atténuation y de performance H., moins
conservative avec la spécification FF et dans 1’étape de synthese, nous avons utilisé des
méthodes et des algorithmes mathématiques pour résoudre le probleme de non linéarité et de
synthétiser les parametres des filtres H... Ainsi, tous les résultats obtenus sont donnés sous
formes de LMIs strictes et les résultats obtenus sont moins conservatifs que ceux existants
dans la littérature. Enfin, nous soulignons que I'utilisation des exemples numériques s’avere
intéréssante pour démontrer 1’efficacité des méthodes proposées. Dans la partie restante
de cette these, nous procédons a I’étude du probleme de commande pour les systemes

dynamiques dans un domaine fréquentiel fini.

117



Chapitre 5

Commande des systemes dynamiques
dans un domaine fréquentiel fini

5.1 Introduction

Dans la littérature, le controle d’un systeme nécessite souvent la connaissance de 1’état
complet d’un systeme alors qu’en pratique la mesure de I’ensemble des variables est difficile.
Ces limites proviennent de considérations technologiques, lorsque la précision de la mesure
d’un capteur est nécessaire, le prix devient souvent élevé, ou pratiques, sensibilité au bruit,
etc... De maniere générale, on ne dispose que d’une partie de 1’état, que 1’on appelle la
sortie. On confondra ici sorties mesurées et variables a commander. Il est souvent difficile de

commander un systéme en utilisant seulement des sorties mesurables.

Notre objectif dans ce chapitre est presenté en deux parties : Dans la premiere partie,
nous allons étudier le probleme du controle d’état H. de systeme dynamique 1D T-S flou a
temps continu. L’ideé principale est de concevoir un nouveau contrdle a retour d’état basé sur
la structure de compensation distribuée parallele (PDC), pour traiter les bruits appartenant
a des domaines basses, moyennes et hautes fréquences (BF, MF, HF). Dans la deuxieme
partie, nous considérons le probleme du contrdle positif réel a fréquence finie pour le systeme
continu 2D. Plus précisément, il s’agit de chercher une commande telle que le systeme en
boucle fermée soit stable, et sa fonction de transfert soit positive.

Dans la littérature, plusieurs travaux visent ’amélioration de la commande H., des
systemes dynamiques flous via I’utilisation des différentes méthodes. Parmi ces travaux qui
s’intéressent au probleme de contrdle d’état des systemes dynamiques flous est traité dans
(par exemple, [6, 10-12, 126, 15, 32, 62, 100, 102, 128]).
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5.2 Commande H. du systeme 1D continu flou T-S

Le modele dynamique flou, proposé par Takagi et Sugeno [146] est décrit par des regles Si-
Alors floues, qui représentent localement les relations d’entrée/sortie linéaires d’un systeme.
Le modele flou T-S en temps continu est de la forme suivante :

Regle du systeme i : Si 0y (t) est T,... et 6,(¢) est T Alors

x(t) = Ax(t)+Lu(t)+

u v(t)
y(t) = Cix(t)+Eu(t)+

B;
Div(t) (5.1)

Ou x(r) € R™ est le vecteur d’état; u(r) € R™ est le vecteur d’entrée de controle; y(r) € R™
est le vecteur de sortie contrdlé ; v(r) € R™ est I’entrée délimitée par 1’énergie avec des plages
de fréquences finies connues; A;, L;, B;, C;, E; et D; sont des matrices réelles constantes de
dimensions compatibles. Les 01(¢) ..., 0,() sont les variables des prémisses qui peuvent
étre les fonctions des variables d’état et T]’, j=12,...,p,i=1,2,...,r est ’ensemble flous,
avec r est le nombre des regles Si-Alors.

Pour simplifier la notation, considérons V := {1,2,...,r} et on réécrit le systeme (5.1)
comme suit :

i(t) = A(h)x(t)+L(h)u(t)+B(h)v(r)
y(t) = C(h)x(t)+E(h)u(t)+D(h)v() (5.2)

Ou

A(h) = ihiAi; L(h) = zr:h,-Li; B(h) = ih,Bi; C(h) = ihici; E(h) = ihiEi; D(h) = ihl-Di
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

La structure classique de PDC basée sur le controle par rétroaction d’état pour le modele

T-S est considérée dans cette partie, avec la regle d’installation de i“™¢ est similaire a celle

donnée dans (5.1) et est décrite comme suit :
Regle i : Si 01(1) est Ty.,... et 6, (1) est T Alors

u(t) = Kx(t) (5.3)

Le contrdle flou globale est représenté par :

M(l) = ithjx(t) 5.4)
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En combinant (5.2) et (5.4), nous pouvons obtenir le systeme flou en boucle fermée suivant :

y(@t) = C.(h)x(t)+D(h)v(z) (5.5)

Adh) = A()+LIK(R); Co(h) = C(h)+E(R)K(h) (5.6)

Notre objectif est de concevoir un contrdleur par retour d’état (5.4) de telle sorte que les

deux conditions suivantes soient satisfaites :
1. Le systeme flou en boucle fermée (5.5) est asymptotiquement stable.

2. Soit ¥ un scalaire positif, le systeme (5.5) possede une performance H.. en fréquences
finies, si I’inégalité suivante satisfaite :

Y (o) (o)do <y Vi (o)V(o)do (5.7)

weQ weQ

Ou ’ensemble Q est défini dans la table 1.2.

5.2.1 Analyse de la commande H..

Basé sur les lemmes 1.8.1, 1.8.3 et 3.2.1, nous donnons le proposition suivant, présentant
des conditions suffisantes pour la résolution de 1’analyse du contréleur PDC, H.. satisfaisant
la spécification FF dans (5.7).

Proposition 5.2.1 : Soit un scalaire 'y > 0, le systeme en boucle fermée (5.5) est asympto-
tiguement stable et satisfait la spécification FF dans (5.7). S’il existe des matrices hermi-
tiennes P(h) € H,, 0 < Q = Q* € H,,, une matrice de Lyapunov, symétrique, définies positives
0 <W(h) =WT (h) € H, et les matrices F(h) € H,, G(h) € H, telles que :

) = [ —F(h)—F"(h) W(h)+F(h)A(h)—G" (h) 0 59
* sym[G(h)Ac(h)] '

Wii(h) Wio(h) F(h)B(h) 0
* T
Y(h) = ) %i(h) G(f)fﬁh) ZT((Z; <0 (5.9)

* * * —1I

120
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— Basse fréquence : (0| < @,

W (h) = —Q—F(h)—FT(h); ¥a(h) = P(h)+ F(h)A.(h) — GT (h);

Pn(h) = @FQ+sym[G(h)Ac(h)]

— Moyenne fréquence : @ < ® < @; @ = 252

Py (h) = —Q—F(h)—F"(h); Wo(h) = P(h)+ j@yQ+ F(h)Ac(h) — G" (h);

War(h) — @0 + sym[G(h)A.(h)]

— Haute fréquence : |®| > @y,

Wi (h)
Pp(h) = —@,Q+sym[G(h)A.(h)]

Q—F(h) = F"(h); Wia(h) = P(h) +F (h)A(p (1)) = G" (h);

Preuve 5.2.1 : Pour démontrer la proposition ci-dessus, nous allons appliquer le lemme de

finsler 1.8.3 : Premiérement, nous avous A(h) est stable si et seulement s’il existe W (h) =

W(h)T > 0 tels que

AL (MW (h) + W(h)A.(h) <0

c

Qui peut étre écrit comme suit :

Nous définissons :

Y [ 0 W(h)]; C:[X(t;]; Yy

B = [—1 Ac(h)}; %i:[Acih)

D’aprés lemme de finsler 1.8.3, les équations (5.11) et (5.12) sont équivalentes a

0  W(h)
[W(h) 0 ]+

Alors, on retrouve I’expression (5.8).

F(h)

G |1 A |+ -1 A }T

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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De plus, nous prouvons que les expressions (2.12), (2.13) et (2.14) sont équivalents a

I’expression (5.9).

Soient
21 212 0 (1) F(h)
2 = * Dy +CI(h)C.(h) CT (h)D(h) s C= | x(t) |5 2= G(h)
* * —y2I + D" (h)D(h) v(t) 0
# = | -1 a@m) B® | (5.14)
Ol

- Basse fréquence : |®| < @y
21 = —0: 2,=Ph); 2n=0/Q

- Moyenne fréquence : ®; < @ < n; Oy = d";@

21 = -0y 2n=Ph)+jm0Q; Z»n=-000
- Haute fréquence : |®| > @y,
21 = Q 2iu=Ph); 2n=-00
Par le lemme du complément de Schur, les expressions (5.14) est équivalent a
2+ X8+ B 27 <0 (5.15)

D’apres la condition (iv) du lemme de finsler, avec

Ac(h)  B(h)
Bt = I
0 I

En utilisant la condition (ii) du lemme de finsler, on obtient les expressions (2.12), (2.13) et
(2.14).

5.2.2 Conception de la commande H.

En se basant sur la proposition 5.2.1, dans la proposition 5.2.2 ci-dessous, nous présentons
des conditions suffisantes pour la solvabilité du probleme de controleur H. a retour d’état
avec la spécification FF dans (5.7).
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Proposition 5.2.2 : Le systeme en boucle fermée (5.5) est asymptotiquement stable avec
niveau d’atténuation 'y > 0 de performance H et satisfait la spécification de FF dans (5.7).
S’il existe des matrices hermitiennes P(h) € H,, 0 < Q = QT € H,,, matrice de Lyapunov,
symétrique, définies positives 0 < W (h) = WT (k) € H,,, matrices R(h) F(h) et un scalaire A
donnée, telles que :

) = | —FT(h)—F(h) W) +AWF (h)+BRR" (W)~ F(h) | _, 5.16)
I * sym[A(R)FT (h) + B(h)GT (h))]
[ ii(h) Pio(h)  B(h) 0
gy | * Pl ABG) PTG RWETD) | i
* * -yl DT (h)
i * * -1
Ou
- Basse fréquence : (0| < @y
Wii(h) = —Q—F"(h)—F(h); ¥n(h) = &7Q+symA(h)F" (h)+B(h)R" (h)];
Wia(h) = P(h)—F(h)+A(h)F" (h)+B(h)R" ()
- Meyenne féquence : @ < © < @; @ = 2%
Wii(h) = —O0—F"(h)—F(h); ¥n(h) = —@1@0+symA(h)F" (h)+B(h)R" (h)];
Wia(h) = P(h)+ j@Q—F(p(t)) +A(h)F" (h)+B(h)R" (h)

- Haute fréquence : |®| > @,

Wi (h) = Q—FT(h)—F(h); ¥an(h)=—d70+sym[Ah)FT (h)+B(h)RT (h)];
Wi(h) = P(h)—FE(h)+AR)ET (h)+B(h)RT (h)

Les matrices de gain du controleur dans (5.4) est données par
K(h) = [F'(mRMW)]" (5.18)

Preuve 5.2.2 : Premiérement, pour la variable matricielle G(h) dans la proposition 5.2.1,
nous définissons : G(h) = AF(h), aprés en remplacant (5.6) dans (5.8) et (5.9), respec-
tivement. De plus, soient F(h) = F~'(h), R(h) = F(WK', 0 = F~Y(h)QF T (h), P(h) =
F~YW)P(W)F~T(h) et W(h) = F~'(h)W (h)F~T (h). Respectivement, pré- et

post-multiplication (5.8) par des matrices non singuliéres & = diag{F~'(h), F~'(h)} et &7,

nous obtenons (5.8) est équivalent a (5.9). Enfin, respectivement, pré- et post-multiplication
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5.2 Commande H., du systeme 1D continu flou T-S

(5.9) par des matrices non singuli¢res & = diag{F ~'(h), F~1(h), I, I} et ET, nous obtenons
que (5.9) est équivalent a (5.17).

Un théoréeme important qui peut garantir la stabilité asymptotique et les performances

H.. de la stratégie de commande PDC floue par spécification FF dans (5.7) va étre proposé.

Théoreéme 5.2.1 : Le systeme en boucle fermée (5.5) est asymptotiquement stable avec
le niveau d’atténuation y > 0 de performance H- et satisfait la spécification de FF dans
(3.13). S’il existe des matrices hermitiennes P, € H,,, 0 < Q = QT € H,,, matrice de Lyapunov,
symétrique, définies positives 0 < W; = Wl-T € H,, les matrices F;, R; et un scalaire A donnée,
telles que la condition suivante est vérifiée :

‘i‘,‘,‘<0; Yi,'<0; 1<i<r

1 . 1 - -
r_l‘Pii+§[‘I’ij+‘Pji}<0; 1<i#j<r (5.19)
1 - | -
Yi+ X+ Y] <0; 1<i#j<r
r—1 2
P WP B 0
NV * lP2~2ij B; F_‘jCiT+GjEl"T
Y * * =Y DT
* * * —1
Y'ij = _F.I'T_Fj W/i+AiFJ'T+BiR./T'_Ff

* sym[AiF] + BiRY]

Ou

- Basse fréquence : (0| < @y

li!llij = —Q—FjT —Fj; lillzl‘j = 131 —Fj —I—A,‘FjT —|—BiRjT; li’zz,‘j = (D[zQ—i-Sym[A,‘FjT —I—B,'sz}

- Moyenne fréquence : ®; < 0 < n; Oy = “’IJZF )
Cij = —0—F —F;; Yiij=P+ joQ — F;+AF] +BR;
Wi = —@m0+ sym[AleT —|—B,~RJT-]

- Haute fréquence : |®| > @,

\illlij = Q—FJ-T —Fj; \iIIZij = ijl —Fj—l-AiFjT —I—B,’R;; \?22,']' = —(I),%Q—l—sym[A,-FjT —I—B,R;}
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Les matrices de gain du contr6leur dans (5.4) est donnée par

K; = (F'R)", 1<j<r (5.20)

Preuve 5.2.3 : En appliquant le lemme 1.8.4, on peut dériver le résultat correspondant.

Remarque 5.2.1 Dans le théoreme 5.2.1, @y, ®1, @, et @y, sont des limites de fréquence qui
sont données a ’avance. LMI dans (5.19) est donc [’optimisation ci-dessus le probleme est
convexe et peut étre facilement résolu par Yalmip [111] et SeDuMi [139] dans MATLAB 7.6.

Remarque 5.2.2 Si nous prenons Q = 0, nous pouvons utiliser le théoréme 5.2.1 pour
résoudre le probleme de commande H.. dans tout le domaine fréquentiel du systeme a temps
continu flou T-S.

Remarque 5.2.3 Les scalaires A doivent étre constants, pour que le le théoréme 5.2.1 soit
linéaire dans les variables. Ceci permet d’obtenir une optimisation convexe de telle sorte

que les solutions puissent étre résolues.

5.2.3 Exemple de simulation : Pendule inversé

Dans cette section, nous utilisons un exemple pour montrer 1’efficacité et le mérite de
notre approche.
Nous considérons le probleme de la commande d’un pendule inversé présenté sur la

figure 5.1. Les équations [47, 110, 151] de mouvement pour le pendule sont :

X1 = x+0.1v

amix3 sin(2x;)

sin(x;) — —25——— —acos(x])u
Xy = gsin(x1) m 2 (x1) +0.1v
+ —amlcos?(xy)
y = x1+x+0.1u (5.21)

Ou x| désigne I’angle du pendule par rapport a la verticale, x, est la vitesse angulaire, u
est la force appliquée au chariot, v est la variable de la perturbation externe, m est la masse
du pendule, M est la masse du chariot, 2/ est la longueur du pendule et g = 9.8m/s> est
la constante de gravité, a = m Nous choisissons m = 2 Kg, M = 8Kg 2/ = 1m dans la

simulation.
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W= M

)

FIGURE 5.1 Systeme de pendule inversé.

Le modele flou suivant est utilis€ pour concevoir le controleur floue de retour d’état

a3
=

I
g

hi[Aix(t) +L,~u(t) +Biv(t)]

~.

2
y(1) =Y hilCix(t) + Eu(t) + Dv(t))] (5.22)
i=1
Ou
0 1.0000 0 1.0000 0
A = ; Ay = ; L= ;
[ 172941 0 ] [ 12.6305 0 ] —0.1765]
0 0.1
L, = ; Bi=By = s Er=FE,=0.1, Di=D,=0; C;=C=|1 1 |;
’ [—0.0779] e [0.1 S e =a=[1 1]

Les fonctions d’appartenance sont :

Ti(x1) ={1- 1+exp(—]7(x1—%)) H 1+exp(—]7(x1+%)) b b)) =1-Ti(x) (5.23)

Premierement, disons si les perturbations sont dans des domaines a fréquences entieres

(EF) et moyenne fréquence (MF), par exemple,

2 2<t<3
v(t) = 2 5<t<6 (5.24)
0 autres
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Puisque la plage de fréquence des perturbations peut étre considérée comme appartenant a la
plage de moyenne fréquence (MF) v(¢) € [1, 5].

Deuxiemement, supposons que les perturbations sont dans le domaine des basses fré-
quences v(t) = 0.1sin(0.7¢) c’est a dire., |@| < 0.7 rad/s pour v(¢). Enfin, en supposant la
®| > 6 rad/s pour v(t).

fréquence du bruit v(z) est plus élevée que 12 Hz c’est a dire,

Pour montrer 1’avantage de notre approche proposée dans cette partie, nous fournissons
dans les tables 5.2 et 5.1 le niveau d’atténuation de performance H.. calculés par les approches
FF et EF proposées dans cette partie. Puis nous comparons nos résultats avec ce qui est
proposé dans [151]. nous pouvons voir que le théoreme 5.2.1 est moins conservatifs que les

conditions obtenues par [151].

Plages des fréquences Les Méthodes Vimin
BF (jo| <0.7) Théoréme 2 [151] || 1.3598
BF (jo| <0.7) Théoreme 5.2.1 | 0.2507

MF(1<w<)5) Corollaire 1 [151] || 1.3010
MF (1 <w<5) Théoreme 5.2.1 | 0.8355
HF (|o| > 6) Corollaire 2 [151] —

HF (Jo| > 6) Théoreme 5.2.1 || 0.5702

TABLE 5.1 Comparaison des performances H. pour différentes domaines des fréquences finies

Domaines des fréquences Les méthodes Yinin
EF (0 < @0 < ) [151] Infaisable
EF (0 < @ <) Théoréeme 5.2.1 (avec Q = 0) 1.1789

TABLE 5.2 Comparaison des valeurs minimales des performances H.. pour un domaine 0 < @ < o

En résolvant LMI (5.19), les résultats de simulation dans les différents cas s’illustre

comme Suit :

— Commengons par un domaine entier de fréquences (EF) (0 < @ <o) et A =0.9172,
le niveau d’attenuation de performance H. est Y = 1.1789 et les gains de commande
H., correspondant sont :

K1:[229.309O 51.4505]; K2=[411.9556 118.2251] (5.25)

— Maintenant, quand un domaine de basses de fréquences (BF) (|| < 0.7) et A =
0.0502, le niveau d’attenuation de performance H., est ¥ = 0.2507 et les gains de
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commande H., correspondant sont :

K| = [ 168.2205 22.9439 ]; K, — { 353.5002  115.2592 ] (5.26)

— Ensuite, pour un domaine de moyennes fréquences (MF) (1 < @ < 5) et A; = 0.5025,
le niveau d’attenuation de performance H. est Y = 0.8355 et les gains de commande

H.. correspondant sont :

K| = [ 186.8988  36.1978 ]; K, = [ 378.9459  109.7698 ] (5.27)

— Finalement, quand un domaine de hautes fréquences (HF) (|@| > 6) et A = 0.2478,
le niveau d’attenuation de performance He est Y = 0.5702 et les gains de commande

H.. correspondant sont :

K| = [ 203.4092 43.1392 ]; K> = [ 356.0428 101.8833 ] (5.28)

Ici, nous définissons les conditions initiales comme suit x(0) = [0.5 —0.2]7.
Pour un domaine (0 < |@| < +o9), les figures 5.2 et 5.3 représentent respectivement 1’évolu-
tion des 1’états x(¢) les estimations u(z) et y(¢) en fonction du temps. Nous pouvons constater

que les réponses x (), x2(t), u(t) et y(¢) convergent vers zéro dans un temps fini.

0.5 T
Réponse x1
— — — Réponse x2

x1 et x2

-0.5}

_1 1 ! !
5 10 15 20
Le temps (sec)

FIGURE 5.2 Réponses des états x;(¢) et x,(7) pour un domaine (0 < |@| < +o0)
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120 T T T 12
100 1 10
80 1 8
60 1 6
> >
40 1 4
207 1 2[]
0 0
—20 . . . 2 . . .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Le temps (sec) Le temps (sec)

FIGURE 5.3 Estimations d’entrée u(t) et sortie y(¢) contrdlées pour un domaine (0 < |@| < o)

0.5 ! ; an ; :
PDC: TH5.2.1 I ———PDC:TH5.2.1
— — —PDC: [151] I - — —PDC: [151]

0.4 1 LI

:

-4y

-6k

. .
0 5 10 15
Time (sec) Le temps (sec)

FIGURE 5.4 Réponses des états x; () et x»(#) pour un domaine (jo| < 0.7).

D’autre part, les réponses de x(t), x2(¢), y(z) et u(z) pour un domaine (j®| < 0.7)
comparé aux différentes approches sont représentées dans les figures 5.4 et 5.5 qui convergent
vers 0. Lorsque les lignes continues sont données par le théoreme 5.2.1, et les lignes pointillés
sont obtenues par [151]. Ensuite, nous pouvons conclure que notre approche fournit des

meilleurs résultats par rapport [151].
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800

600

400

200

o

—-200

—400 [

-600

———PDC:TH52.1
— — —PDC: [151]

5

Le temps (sec)

.
10 15

80

60

40

20

o

-20

-40

-60
0

———PDC:TH52.1
- — —PDC: [151]

5

.
10 15
Le temps (sec)

FIGURE 5.5 Estimations d’entrée u(t) et sortie y(¢) contrdlées pour un domaine (|| < 0.7).

Finalement, nous présentons les états x(z) a travers la figure 5.6 et les estimations u(t) et
y(t) dans la figure 5.7 comparé aux différentes méthodes a MF (1 < |w| < 5). Ces figures
confirment I’efficacité de notre méthode, ou les lignes pleines sont obtenues par le théoreme

5.2.1, tandis que les lignes pointillés sont données dans [151]. Alors, les valeurs du pic est

minimale par rapport a [151] et converge vers 0.

0.6

x1

:
——PDC:TH5.2.1
— — —PDC: [151]

Time (sec)

.
10 15

:
——PDC:TH5.2.1
— — —PDC: [151]

5

.
10 15
Le temps (sec)

FIGURE 5.6 Réponses des états x (¢) et x,(¢) pour un domaine ( 1 < |@| <5).
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140 T T 14

———PDC:TH5.2.1 ———PDC:TH5.2.1
120k - - —PDC: [151] || 1l - - -PDC: [151] ||
100} 1 10}

80 1 8

-20 . ’ -2
0

Le temps (sec) Le temps (sec)

FIGURE 5.7 Estimations d’entrée u(t) et sortie y(¢) contrdlées pour un domaine (1 < |@| <5).

5.3 Controle réel positif du systeme 2D continu

Dans cette section, considérons le systeme 2D décrit par le modele Roesser en boucle
ouverte avec une entrée de contrdle décrit par :

d . h h
2 x" (1,1 t,t
o v(l N A xv(1 2) + Lu(ty, 1) + Bw(ty, 1)
thx (l‘l,l‘g) X (1‘1,1‘2)
(1, ¢
z2(t,n) = C (1,12) +Eu(ty,t2) +Dw(t1,1) (5.29)
xV(tl,tg)

Ou x"(t1,1) € R™, x"(11,1,) € R™ sont respectivement les vecteurs d’état horizontal et
vertical du systéme, u(t1,t,) € R’ est I’entrée de contrdle, z(t1,t;) € RP la sortie contrdlée, A,
L, C, B, D et E sont des matrices constantes du systeme ayant des dimensions compatibles,
w(t1,1;) € R™ représente I’entrée des perturbations exogénes avec une énergie bornée et une
fréquence horizontale u, et une fréquence verticale u, de u(i, j) satisfait (wy,w,) ol

A = {(Wh7wv);wh1 Swp Swpyswy Swy, < sz} (5.30)

avec wy,, Wp,, Wy, et wy, € [0, +oo[.
Nous proposons le controle :

u(tl,lz) = K

xh([],tZ) ] (531)

xv(ll,tz)

Ou K est la matrice a déterminer.
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En connectant le contrdle (5.31) au systeme en boucle ouverte (5.29), le systeme en
boucle fermée est donnée par :

Jd h h

5-X"(f1,t 1t

aatlxv(l 2) = A, xv(l 2) —|—BW(11,[2)

lex (ll,lz) X (Z],l‘z)
h
X1, 1

() = C. (t1,12) +Dw(t,0) (5.32)

x"(tl,tz)

(5.33)

A. | B A+LK | B
C.|D C+EK|D

Objectifs : Notre objectif est de concevoir un contrdle de retour d’état dans (5.31) pour le

systeme (5.29) telles que les deux conditions soient satisfaites :
— Le systeme en boucle fermée (5.32) est asymptotiquement stable.

— DL’indice de fréquence finie suivante est décrit par :

G(wpy,wy) —|—GT(W;,,WV) >0 V(wp,wy) €A (5.34)

G(wp,wy) = Ce[Q— A ' B+D; Q = diag{ jwil,,, jwil,}; Y(wp,wy) €A (5.35)

5.3.1 Résultats principaux : controle réel positif

Nous utilisons le lemme 1.7.2 et I’équation dans (1.37), le résultat est donné dans le

lemme suivant :

Lemme 5.3.1 [61] : Le systeme en boucle fermée (5.32) est asymptotiquement stable et satis-
fait la spécification FF dans (5.34). S’il existe des matrices hermitiennes P = diag{ Py, P,} €
H,, 0 < Q = diag{Qy,, O,} € H,, et matrice de Lyapunov, symétrique, définie positive
0 < P =diag{P,, P,} € H, telles que :

I I 536

et les énoncés suivants sont équivalents

1.

(C[Q—A]'B+D)" + (C[Q—A] 'B+D)>0 (5.37)
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2.
_ T
A. B Q P+AQ || A B N 0 C! <0 (5.38)
I 0 P—AQ WQ I 0 -C, —(D+DT)
3.
Ao I P+A A 11" 0 B
¢ -0 +AQ ¢ + B <0 (539
C. 0 P—AQ WQ C. 0 -B" —(D+D")

avec Q est défini dans (5.35) et A, W sont définis dans (1.55).

Dans le théoreme suivant, nous présentons des conditions suffisantes pour la résolution du

probleme de contrdle réel positif via le controleur de retour d’état.

Théoreme 5.3.1 [61] : Le systéme en boucle fermée (5.32) est asymptotiquement stable
et satisfait la spécification FF dans (5.34). S’il existe des matrices hermitiennes P =
diag{P,, P,} € H,, 0 < Q = diag{Qy, O,} € H,, une matrice de lyapunov, symétrique,
définie positive 0 < P = diag{P,, P,} € H, et matrice F = diag{Fy, F,} € H,, telles que :

[ —Q—F—FT P+AQ—F+FTAT FTcT

o = * WQ+AF +FTAT  —B+FTCl | <0 (5.40)
i * * —(D+DT)
| _F—FT P—F+FTAT
v = A o (5.41)
* AF+FTAT

Ou A et W sont définis dans (1.56).

Preuve 5.3.1 : Pour démontrer le théoreme ci-dessus, nous utilisons le lemme de projection.
Pour I’appliquer, premierement, nous montrons que l’équation (5.39) est équivalente a (5.40),
nous choisissons

-0 P+AQ 0 —I
t=| P wo B s %=| A |:Z=|F F 0[;T=LT" =064
0 -B  —(D+D") C.
A. 1T 0
Le complément orthogonal de U est : U+ = ¢ .

La condition %%+ < 0 de lemme de projection coincide avec la condition (5.39). Par
conséquent, (5.39) est équivalent a (5.40).
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D’autre part, I’équivalence entre les équations (5.36) et (5.41) peut étre trouvée de
maniére similaire en réintroduisant :

zzlq P];%:[_I];%LZIAC];FZI; rLzo;Z:[F F}. (5.43)
P 0O A, I

C

Pour faciliter le calcul du gain de d’état K, nous considérons que les matrices suivantes sont
structurées par les blocs suivants :
L
L= "
L,

A An B B
Ay Ax | B

En utilisant le théoréme 5.3.1, le résultat garantissant I’existence d’un contrdleur de retour

;CZ[Cl C2};K:[K1 Kz} (5.44)

d’état est donné comme suit :

A. Fréquence finie (FF)

Théoreéme 5.3.2 [61] : Le systéme en boucle fermée (5.32) est asymptotiquement stable
et satisfait la spécification FF dans (5.34). S’il existe des matrices hermitiennes P =
diag{P,, P,} € H,, 0 < Q = diag{Qy, O} € H,, une matrice de Lyapunov, symétrique,
définie positive 0 < P = diag{P,, P,} € H,, et matrices Z1, Z, , F = diag{Fy, F,} telles que
les LMIs suivante sont vérifiés :

[ ®;; 0 @3 FrAL +ZTLY Frcl +Z ET
* &)22 @23 5324 FVTCg + ZgET
o = x o« Py ApR+LiZ+FIAL 47Ty —Bi+FIcT +ZTET | <0

* * *  —wywy, Oy +sym(AnF, +L2Z)) —By+FICY +ZTET

| x * * * —(D+DT)
(5.45)
—F,—F 0 i3 FlAS +Z{L)
_ x -F,—F ¥ Py —F,+F AL, +Z] L]
¥ = vy B T v e <0 (5.46)
* * W33 A12FV+LIZQ+Fh Ay +Z1 L,
* * * sym(ApF, + 1,7,)
Ou
D = —On—F—F; ®i3=P+jwyOn—F+F Al +Z[L];
Py = —0,—F—F; &5 =FAL+ZIL{; Y33 =sym(A11Fy+Li1Z,);
Dy = P jw, Qv —F+FAL +Z0 LY @33 = —wy,wi, O+ sym(A1 Fy + L1 Zy);
Wi = Py Byt BAL 4 ZIL]; By = FT AL, + Z5L]s wy, = 0T ;th; Wy, = ;sz

134



Commande des systeémes dynamiques dans un domaine fréquentiel fini

Les parametres des gains a retour d’état est donnée par :
K = |zF " 2R (5.47)

B. Fréquence entiere (EF)

Dans cette partie, nous discutons le cas a EF. Basé sur le théoreme 5.3.2, pour ce cas,
Q est défini comme Q = 0 alors que P est défini pour satisfaire P = diag{P,,P,} > 0 de
telle sorte que la stabilité est également impliquée par 1’inégalité dans (5.40). En résumé, la
proposition 5.3.1 est réduite au résultat suivant pour un probleme de controle réel positif pour

le systeme continu 2D via un contrdleur de retour d’état décrit par le modele de Roesser.

Proposition 5.3.1 [61] : Le systeme en boucle fermée (5.32) est asymptotiquement stable.
S’il existe une matrice de lyapunov, symétrique, définie positive 0 < P = diag{P,, P,} € H,, et
les matrices Zy, Z», F = diag{F,, F,} satisfait le LMI (5.48), telles que la condition suivante
est vérifiée :

[ &, 0 @3 FrAl +ZT'L} Frcl +zTET
x &y Dy P -F+FAL+ZILY FIcl+ZIET
O=| x x Py ApR+LiZ+FAY, +ZTL] —B +FICT+ZTET | <0 (5.48)
% % sym(AnF, + L, Z5) —By+FICl +ZTET
e * * * —(D+DT)
Ou
ci>11 = —F,— FhT; Ci)gz =—-F, — FVT; CT)23 = FVTA{Z +ZzTLT;
O3 = P—F+FA +Z[L]; &35 =sym(AnF,+LiZy)

Les matrices des gains a retour d’état est donnée dans (5.47).

5.3.2 Exemple de simulation

Dans cette section, nous présentons un exemple pour montrer I’efficacité de 1’approche
proposée. Considérons le systeme (5.29) avec les parametres suivants [154] :

[ 05 03 0.2 0.1 0.1 05 1
-1 05 |-0.1 03 0.6 —-0.3 0
A = ; L= |——|; B= ;
0 -05|03 -1 03 02 0.1
02 06 | 0.1 —-0.8 0.5 -0.8 —0.8
Cc = 0.6 0.2 ‘ 0 —03 }; E= [ 0.8 —1 ]; D=138 (5.49)
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5.3 Contrdle réel positif du systeme 2D continu

Supposons que la région a FF soit 1 <w;, <4, 1 <w, <4.
Les controleurs de retour d’état obtenus par le théoreme 5.3.2 [61] et la proposition 5.3.1
[61] sont :

—3.1745 —-2.0263 || 0.0856 —0.2873

Krr = (5.50)
—2.8256 —0.2603 || —0.7876  0.3035
—4.2500 —-2.3725 || 0.0145 —0.4408

Kgra = (5.51)
—3.0826 —0.3251 || —0.4807 0.0793

Nous pouvons voir que les controleurs de retour d’état ci-dessus sont meilleurs que le
controleur de retour d’état suivant obtenu par le théoreme 2 dans [154].

—13.1176 1.4601

(5.52)
—7.2462 3.0437

Kerp = [

—0.8423 1.9756
—1.0484 1.7918

Pour démontrer I’efficacité du contrdleurs congus, nous avons tracé les valeurs singulieres
minimales obtenues par les fonctions de transfert en boucle fermée sur les figures 5.8, 5.9 et
5.10. Nous pouvons montrer que les systemes en boucle fermée résultants ont une propriété de
positivité dans les régions de fréquences correspondantes. Ces figures démontrent clairement

I’efficacité de la méthode proposée.

Valeurs singuliéres

FIGURE 5.8 Ain(sym|[G(wy,wy)]) avec un contrdleur de retour d’état dans (5.50) pour Krp
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15

10

a1

Valeurs singuliéres

FIGURE 5.9 Ain(sym|[G(wp,wy)]) avec un contrdleur de retour d’état dans (5.51) pour Kgp,

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ (Y

\\\\\\\\\\\\'/’ -,

Valeurs singuliéres

FIGURE 5.10 A, (sym[G(wp,w,)]) avec un contréleur de retour d’état dans (5.52) pour Kgpp

Dans la table 5.3, nous donnons les valeurs singulieres minimales (A, (sym(G(wp,wy))))
obtenues par des fonctions de transfert en boucle fermée pour différentes méthodes. Nos

résultats qui concerne le domaine de fréquences finies (FF) sont plus excellents.
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5.4 Conclusion

H Domaines des fréquences H Méthodes H Amin (sym(G(wp,wy))) H
| EF | Théoreme2[154] | 2.0004 |
H EF H Proposition 2.3.2 [61] H 3.0183 H
| FF [1,4] x [1,4] | Théoreme 2.3.1[61] || 3.5289 I

TABLE 5.3 Aypin(sym|[G(wy, w,)]) obtenu par différentes méthodes

5.4 Conclusion

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons étudié le probleme de commande H..
pour le systeme dynamique 1D flou, en utilisant la méthode de Lyapunov, lemme gKYP,
et des matrices additionnelles pour dériver des nouvelles conditions qui assurent un niveau

d’atténuation y de performance H., moins conservatifs.

la dérniere partie de ce chapitre, nous avons traité le probleme de contrdle réel positif pour
le systeme continu 2D décrits par modele Roesser avec des spécifications dans un domaine
fréquentiel fini. A ’aide du lemme gKYP, une condition d’existence a été développée pour
la paramétrisation du contrdleur a retour d’état garantissant la stabilité asymptotique et la
positivité a fréquence finie du systeme en boucle fermée. Le résultat est caractérisé par
une positivité a fréquence finie sur toute région des fréquences rectangulaire dans des cas

particuliers.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette these, nous avons étudié les performances des systemes dynamiques dans
les domaines fréquentiels limités par 1I’approche H... Plusieurs cas ont été traités, selon
la nature du temps (continu, discret), les dimensions de propagation d’information (une,
deux dimensions), le type des systemes choisis (linéaires, non linéaires) ou les problemes

sélectionnés (réduction de modele, filtrage, commande).

Dans toutes les contributions et pour résoudre les problemes d’analyse et de synthese,
nous avons suivi une démarche en quatre étapes : formulation de probleme, analyse, concep-
tion et simulation des résultats via des exemples numériques académiques et pratiques. Dans
I’étape de la formulation du probleme, nous définissons le systeme a étudier, , les outils et
les conditions initiales pour bien poser le probleme a traiter. Dans I’étape d’analyse, nous
analysons le comportement des systemes erreurs (systeme + filtre) en termes de 1’astabilité,
de commande, de précision et d’autres performances. Dans I’étape de synthese, on cherche
a concevoir des systemes de commande, des filtres, des modeles de réduction,... Dans la
derniere étapes (simulation), nous testons la faisabilité et I’applicabilité des conditions éla-
borées dans les étapes d’analyse et de synthese via des exemples numériques physiques ou

académiques.

Dans ce contexte, nous avons traité dans le deuxieme chapitre le probleme de réduction
de modele H... Dans lequel, nous avons proposé des modeles d’ordre réduit permettant de
bien d’approcher des systemes complexes soumis a des entrées exogenes appartenant a des
domaines fréquentiels limités. Des conditions d’analyse et de synthese des parametres du
modele d’ordre réduit sont formulées en termes des LMIs.

Dans les troisieme et quatrieme chapitres, nous avons étudié le probleme de filtrage
H.. des systemes non linéaires flous de type T-S et des systemes linéaires incertains (1D
discret,1D continu et 2D continu). Nous avons considéré les fréquences des bruits extérieurs
appartenant a des domaines fréquentiels connus et limiés pour dériver des contraintes suf-

fisantes assurant un certain niveau de performance H... Nous avons obtenu les objectifs
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visés via utilisation de fonction de Lyapunov dépendante des parametres, lemmes de Finsler,
projection et version améliorée du lemme gKYP.

Dans le dernier chapitre, nous avons étudié dans la premiere partie le probleme du controle
H.. du systeme unidimensionnel (1D) T-S flou a temps continu soumis a des perturbations
dont ses fréquences sont connues. Nous avons proposé une nouvelle loi de commande H.
par retour d’état de type PDC ( Parallel Direct Componsator) pour traiter les bruits avec des
domaines de fréquences pré-définis ( basse, moyenne et haute fréquences (BF, MF, HF)).
Dans la deuxieme partie, nous avons traité le probleme de la synthese des lois de commande
positifs a fréquence finie. Les Systeémes 2D continus positifs dans des domaines fréquentiels
finis des perturbations. C-a-d, chercher une commande telle que le systeme en boucle fermée

est stable, et sa fonction de transfert est positive.

Dans tous les chapitres, nous avons formulé la synthese en des problemes d’optimisation
convexe sous contraintes LMIs, adaptés aux domaines de fréquences finies différentes
(BF/MF/HF) et qu’on peut résoudre facilement en utilisant des solveurs numériques (LMI
Toolbox, Sedumi, Yalmip ...).

les parametres des filtres et de controles sont présentes et résolues par un algorithme et

de solveurs numériques.

Perspectives :
La recherche réalisée dans ce travail indique que certains themes d’intérét peuvent étre
explorés dans de nouvelles directions. Parmi ces themes, on peut souligner ceux qui nous

paraissent étre les plus prometteurs :

— L’étude des observateurs de performance H. a fréquence finie.

— D’extension des approches proposées aux systemes dynamiques 2D non linéaires a
temps discret dans un domaine fréquentiel fini.

— Dextension des résultats obtenus aux systemes stochastiques et répétitifs dans un
domaine fréquentiel fini.

— Réduction du modele a fréquence finie pour systemes dynamiques avec retard
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RESUME

Cette these se focalise sur le theme : réduction de modele, filtrage et commandes des systemes
dynamiques 1D et 2D a fréquences finies. Elle aborde la synthese de réduction du modele H.,
filtres Ho. et de lois commande (H.. et réel positif) dans un domaine fréquentiel fini pour diffé-
rentes classes de systemes dynamiques 1D et 2D, tels que les systemes linéaires, les systemes
avec des incertitudes polytopiques et les systemes non linéaires de type Takagi-Sugeno (TS).
Les contributions portent sur le développement de nouvels outils d’analyse et de synthese de
réduction du modele Ho, filtres H. et de lois commande (H.. et réel positif) moins restrictifs
par rapport aux résultats existants dans la littérature et permettant de réduire le conserva-
tisme de celles-ci tout en garantissant que les méthodes proposées soient numériquement
efficaces. Les conditions de stabilité et de synthese de systemes visés pour les différentes
classes de systemes dynamiques sont formulées en des problemes d’optimisation convexe
sous contraintes d’inégalités matricielles linéaires (LMIs). Des exemples numériques et des
comparaisons avec des résultats récents de la littérature sont également présentés afin de
montrer les avantages et 1’intérét des approches proposées.

Mots clés : Fréquences finies ; Fréquences entieres ; Systemes linéaires a temps discret; Sys-
temes linéaires a temps continu ; Systemes multidimensionnels ; Performance H.. ; Contrdle
réel positif ; Réduction de modele ; Systemes flous ; Modeles Roesser ; Inégalités matricielles
linéaires (LMIs); Incertitudes polytopiques ; Filtrage H.. Robuste ; Commande H.. ; Fonction
de Lyapunov ; Parametres a polyndmes homogenes.

ABSTRACT

This thesis focuses on the theme : model reduction, filtering and control of 1D et 2D dynami-
cal systems in a finite frequency domain. It deals with synthesis of the H., model reduction,
H.. filters and control laws (H.. and positive real) in a finite frequency domain for different
classes of 1D et 2D dynamical systems, such as linear systems, systems with polytopic
uncertainties and Takagi-Sugeno (TS) non-linear systems. The contributions concern the
development of new tools for analysis and synthesis of H. model reduction, H.. filters filters
and control laws (Hs and positive real), which are less restrictive compared to existing results
in the literature and to reduce the conservatism of these while ensuring that the proposed me-
thods are numerically effective. The stability and synthesis conditions of targeted systems for
the different classes of dynamic systems are formulated into convex optimization problems
under linear matrix inequality constraints (LMIs). Numerical examples and comparisons with
recent literature results are also presented to show the benefits of the proposed approaches.

Keywords : Finite frequency ; Entire frequency ; Discrete time linear systems ; Continuous-
time linear systems; Multidimensional systems; H. Performance; Positive real control;
Model reduction ; Fuzzy systems ; Roesser Models ; Linear Matrix Inequalities (LMIs); Poly-
topic uncertainties ; Robust H.. filtering ; H., Control ; Lyapunov function ; Homogeneous
polynomial parameters.
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