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NOTATIONS. 

 

S              Surface de glissement. 

s              Equation décrivant la surface de glissement. 

r                 Degré relatif du système. 

ℜ             Ensemble des nombres réels. 

u                Commande du système. 

equ             Commande équivalente du système. 

ru               Commande robuste du système. 

p                Variable de la transformée de Laplace. 

∗A              Matrice complexe conjuguée transposée de la  matrice A  . 

cA              Matrice de commande. 

)( pG          Système nominal. 

)( pK          Correcteur. 

iλ              èmei  valeur propre. 

iσ               èmei  valeur singulière.  

σ               Valeur singulière maximale. 

)(, maxεε     Marge de stabilité (maximale). 

ε
γ 1= , minγ Niveau de tolérance admissible. 

∞
           Norme infinie. 

H
          Norme de Hankel. 

∆G             Modèle incertain défini. 

)( pRe        Partie réelle de la variable complexep  . 

∞L              L’ensemble des fonctions de transferts ou matrices de transferts de la variable     

                  complexe p . 

∞H           Ensemble des fonctions de transferts ou matrices de fonctions de transfert, de la      
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                 variable complexe p, appartenant à ∞L  et sans pole à 0)( >pRe . 

∞RH       Sous-ensemble de ∞H des fonctions rationnelles à coefficients réels. 

][◊LT          Transformation linéaire fractionnaire. 

NM
~

,
~

       Elément de factorisation première à gauche. 

NM ,       Elément de factorisation première à droite. 

DC            Courant continu (Directly Curent). 

 

ABREVIATIONS.  

LLFT         Transformation  linéaire fractionnaire inférieur (Lower Linear Fractionnal 

                  Transformation). 

ULFT        Transformation linéaire fractionnaire supérieur.(Upper Linear Fractional       

                  Transformation).  

NLCF        Factorisation Première à Droite Normalisée (Normalised Left Coprime        

                  Factorisation). 

BIBS        Entrée bornée et état borné (Borne Input Borne State). 

MCC         Moteur à courant continu. 

HMT         Hauteur manométrique totale.  
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INTRODUCTION  GENERALE. 

 

Les systèmes réels sont dans la plupart du temps non linéaires, mal définis, ont des paramètres 

variables et sont soumis à des perturbations externes. La modélisation de ces systèmes relève 

très souvent d'une approximation des phénomènes physiques mis en jeu. Or, c'est à partir de 

cette représentation approximative des systèmes que l'on souhaite construire une commande 

pour le système réel. Cette commande doit être alors robuste dans le sens où elle devra assurer 

une faible sensibilité aux incertitudes sur les paramètres, à leurs variations et aux perturbations 

externes. L'objectif de ce travail consiste à déterminer des commandes robustes, performantes 

et relativement simples à mettre en oeuvre.  

 Lorsque la partie commandée du processus est faiblement perturbée, les commandes 

classiques, par exemple à action proportionnelle intégrale dérivée, peuvent s'avérer suffisantes 

si les exigences en précision et en performance du système ne sont pas trop sévères. Dans le 

cas contraire, il faut concevoir des algorithmes de commande assurant une robustesse du 

comportement, du processus vis-à-vis des incertitudes sur les paramètres et leurs variations. 

On peut citer dans ce contexte, la commande ∞H  [Lava97], [Macf92], la commande par 

placement de pôle robuste [Del93], [Lan93], la commande par modes glissants [Utki92], 

[Sira83], [Leva03]. Dans ce travail, nous avons choisi la technique des modes glissants connue 

par sa grande robustesse en stabilité et en performance.  

 La caractéristique principale d’une commande par modes glissants est sa structure variable 

avec commutation sous certaines conditions prédéfinies lors de la synthèse de part et d’autre 

d’une surface choisie a priori, appelée surface de glissement. Le système commandé est dit 

alors en régime glissant et sa dynamique devient moins sensible aux variations paramétriques, 

aux erreurs de modélisation et à certaines perturbations externes, La mise en oeuvre d’une 

telle commande est relativement simple et ne  nécessite pas une représentation exacte du 

processus, ce qui est un avantage considérable. Cependant, l’utilisation de cette approche a 

longtemps été limitée par les vibrations résiduelles en hautes fréquences qui se manifestent sur 

les grandeurs asservies et les variables de commandes. Sur le plan expérimental, ce 

phénomène appelé réticence est un problème qui n’a été résolu qu’après les récents progrès de 

l’électronique de puissance, et plus particulièrement, des circuits de commutation, et les 

convertisseurs de puissances électriques, et des travaux de Slotine, Sira-Ramirez et autres 
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[Slot83], [Slot84], [Sira92]…, permettant ainsi l’application réelle dans plusieurs domaines 

dont, en premier lieu, celui de la robotique et de l’électrotechnique (où l’électronique de 

puissance). Les travaux relatés aux travers de ce travail, s’inscrivent dans le contexte de 

l’étude  des commandes robustes d’un système de pompage composé d’un convertisseur de 

puissance électrique de type ‘‘buck converter’’,  d’un  moteur à courant continu (MCC) muni 

d’une pompe centrifuge et d’un système constitué d’un robot manipulateur à deux 

articulations. 

 Ce travail est organisé  en quatre chapitres, dans le premier chapitre on présente les éléments 

théoriques nécessaires à la compréhension du mode de glissement, à la description des 

différentes méthodes qui permettent la détermination de la dynamique du système, l’approche 

∞H , la technique d’optimisation LMIs, et le choix d’un observateur triangulaire par mode de 

glissement. 

 Le deuxième chapitre est consacré au développement de commandes par modes glissants 

d’ordre un et leurs applications pour le système de pompage. La comparaison avec l’approche 

∞H  montre une meilleure performance de ces commandes par modes glissants d’ordre un. Le 

phénomène de réticence a été considérablement réduit par l’utilisation des fonctions de 

lissage.  

 Au troisième chapitre; une extension de la commande  précédente est présentée pour un 

robot manipulateur à deux articulations pour laquelle la conception de la surface de glissement 

est basée sur l’approche des inégalités linéaires matricielles (LMIs).  

 Dans le quatrième chapitre nous introduisons les observateurs non linéaires par modes 

glissants permettant d’estimer l’état complet du système que nous utiliserons pour les 

différentes lois de commande proposées, des simulations sont alors présentées pour illustrer 

d’une part la robustesse et d’autre part les performances de la commande et de l’observateur 

proposés.  

 Ainsi l’objectif de ce mémoire est la construire des schémas de commande et d’observation 

assurant à la fois, robustesse et performance, adaptés aux systèmes de pompages et robots 

manipulateur.
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Chapitre 1 
    

Généralités sur la Commande et Observateur par Modes glissants, 

Approche ∞H  et LMIs 

 

1.1 Introduction.  

 Ce chapitre est destiné à introduire les éléments théoriques nécessaires à la 

compréhension du fonctionnement des commandes par modes de glissement, des commandes 

∞H  et la mise en œuvre de la technique d’optimisation LMIs, or la mise en œuvre de lois de 

commandes basées sur le modèle non linéaire du système, nécessite la connaissance du 

vecteur d’état complet du système à chaque instant. Mais, dans la plupart des cas, les seules 

grandeurs accessibles du système sont les variables d’entrée et de sortie, il est nécessaire à 

partir de ces informations de reconstruire l’état du modèle choisi pour élaborer la commande. 

De ce fait, l’idée repose sur l’utilisation d’un observateur, notre choix s’est fixé sur un 

observateur triangulaire par mode de glissement.  

 Or, pour les systèmes linéaires, le problème de synthèse d’observateurs est résolu de 

manière théorique tandis que pour les systèmes non linéaires, la synthèse d’observateurs est 

encore un problème ouvert. Une des classes les plus connues des observateurs robustes est 

celle des observateurs par modes glissants, ce type d’observateur est basé sur la théorie des 

systèmes à structure variable. Ces derniers ont de bonnes propriétés de robustesse vis-à-vis 

des erreurs paramétriques et des perturbations bornées. 
 

1.2 Approche des modes  glissants.  

 Un modèle mathématique constitue souvent une description approchée de la réalité 

physique, et la loi de commande ne pourrait être construite que sur ce dernier. Ainsi la 

commande choisie devra être robuste dans le sens où elle devra garantir une faible sensibilité 

aux erreurs et aux incertitudes sur les paramètres, à leurs variations et aux perturbations. 

Notre choix s’est porté sur la commande par modes de glissement qui n’est autre qu’un cas 

particulier de la théorie des systèmes à structure variable et multifonctions. Basée 

essentiellement sur la résolution des équations différentielles à second membre discontinu, 
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initiée par Filippov en 1960 [Fili60], sera utilisée dès la parution des livres d’Emelyanov 

[Emel67], d’Itkis [Itki76] et d’Utkin [Utki78]. La communauté automaticienne s’est 

rapidement rendu compte de l’intérêt de cette technique qui allie simplicité de synthèse et 

robustesse [Edwa96, Sira93, Slot84, Slot86, Yang99]. 

. 

1.2.1 Définitions. 

 Considérons le système non linéaire suivant :         

                                 
)(

),,(

xhy

utxfx

=
=&

         avec      00 )( xtx =                 (1.1) 

et  l’hypersurface :          0)( =xs . 

f  un champ de vecteur suffisamment différentiable. 

                                  

.0)(]1,1[),(

0)(

0)(
),(

=−∈







<
>

=
−

+

xssitxu

xssiu

xssiu
txu

                  (1.2) 

ℜ⊂Ω∈u  : est la commande du système.  

Où x  est l’état du système de dimension n  évoluant dans une variété θ  isomorphe à nℜ , 

caractérisant le domaine physique de fonctionnement du système. Le système (1.1) avec la loi 

de commande (1.2) est intrinsèquement à structure variable [Utki78]. En revanche, le système 

rendu discontinu par le choix d'une commande discontinue, u est dit à discontinuité 

artificielle. 

Le système variable (1.1) avec la loi de commande (1.2) peut se ramener à l’écriture suivante  

                                






<
>

==
−

+

0),(),(

0),(),(
),,(

txssitxf

txssitxf
utxfx&                                 (1.3) 

Où ),( txf +  et ),( txf −  sont des champs de vecteurs complets dansnℜ . 

),( txs : est une surface dansnℜ  qui divise l'espace en deux parties disjointes 0),( >txs  et 

0),( <txs  qu'on notera respectivement +ε et −ε .  

 Remarque 1.1 : D'autres systèmes sont de conception naturellement discontinus, à titre 

d'exemples les circuits électroniques contenant des commutateurs [King82] et les systèmes 

mécaniques contenant un frottement sec [Utki78, Utki92]. Qu'ils soient à discontinuité 
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artificielle ou naturelle, les systèmes à structure variable de type (1.1) peuvent tous se 

ramener à la forme (1.3). 

En dehors de la surface de discontinuité les vecteurs vitesse +f  et −f  peuvent avoir 

différents comportements : 

• les vecteurs vitesse +f  et −f  traversent la surface d'un côté vers l'autre (Figure.1.1.a, 

Figure.1.1.b) 

•  les vecteurs +f  et −f  sont pointés chacun vers la surface (Figure.1.1.c) 

                                    

Figure.1.1.a                                                              Figure.1.1.b 

 

Figure.1.1.c 

Figure.1.1 : Différents comportements en dehors de la surface de discontinuité. 

 Le cas qui nous intéresse est celui où les deux vecteurs vitesses +f  et −f sont pointés 

chacun vers la surface, on dit alors que la surface est attractive (figure 1.1.c). 

 Définition 1.1. 

Une surface 0=s  est attractive pour un domaine de convergence donné si toute trajectoire 

évoluant dans le domaine d’attraction est dirigée vers cette surface. 
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 Définition 1.2. 

Une surface 0=s  est invariante si toute trajectoire débutant dans cette surface ou atteignant 

cette surface, ne peut en sortir et évolue donc sur cette surface. 

 Si l'état du système est de côté +ε de l'espace d'état  (ou du côté−ε ), il rejoindra forcément 

la surface 0=s . S'il dépasse de l'autre côté −ε (ou du côté +ε ), il se ramènera vers 

0=s (figure1.2). Cette surface 0=s  est donc appelée surface glissante et le mouvement sur 

cette surface est un mode glissant dont l’équation détermine la dynamique désirée du 

système. 

 

Fig.1.2 Mode de glissement idéal 

 Une surface de discontinuité 0=s , suivant que l'état du système est sur +ε  ou sur −ε , il 

atteint la surface respectivement avec les vitesses +f ou −f  . 

L'équation du mouvement est alors donnée par les solutions des équations différentielles à 

second membre continu ),( txf +   et ),( txf −  , à savoir: 







∈
∈

=
−−

++

ε
ε

xsitxf

xsitxf
x

),(

),(
&  

Où les solutions à ces deux équations différentielles ordinaires existent par hypothèses. 

 En général l’étude théorique de ce type de systèmes comportant des discontinuités n’est pas 

classique. En effet, les équations différentielles ne satisfont pas les conditions d’existence et 

d’unicité de solution à cause des termes discontinus non Lipchitziens, et en général non défini 

sur les surfaces de discontinuités. 

 

1.2.2 Phénomène de réticence. 

En pratique, le terme discontinu à droite de l’équation peut exciter des dynamiques hautes 

fréquences non modélisées qui entraînent l’apparition de ce qu’on appelle “ réticence’’  ou 
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 “ broutement’’ connu en anglais sous le nom de ‘‘chattering’’, et qui se caractérise par des 

fortes oscillations autour de la surface. 

  Du point de vue de la synthèse de commande, on procède généralement au choix de la 

surface de commutation 0)( =xs  en fixant le plus souvent la dynamique de glissement, puis 

on en déduit une commande discontinue ),( txu du type (1.2) qui rend cette surface attractive 

et assure ainsi l’apparition du mode de glissement. 

Ce mode de glissement idéal est illustré par la figure (1.2). Un mode de glissement idéal 

correspond à une commande qui commute à une fréquence infinie or il n’existe aucun organe 

de commande pouvant réaliser cette opération.  

Malgré les différents avantages de la commande par modes de glissement, son utilisation a été 

entravée par un inconvénient majeur lié au phénomène de réticence (broutement ou encore 

chattering) (figure (1.3)). Ce phénomène est une conséquence naturelle du comportement 

dynamique réel de l’ensemble actionneur système à commander. 

 La réticence peut provoquer une détérioration anticipée de l’organe de commande ou 

exciter des dynamiques hautes  fréquences non considérées dans la modélisation du système. 

Ainsi, nous allons chercher par différentes méthodes à limiter ce phénomène. Une approche 

consiste à remplacer la fonction signe par une fonction plus lisse. 

 

 

Fig.1.3  Mode de glissement avec réticence. 

 

1.2.3 Détermination de la dynamique de glissement.  

  Pour décrire le mouvement de glissement sur la surface 0)( =xs , de nombreux travaux 

existent et s’inscrivent tous dans le cadre de la résolution des équations différentielles à 

second membre discontinu. On citera principalement les ouvrages d’Utkin [Utki92],[Utki 93], 

celui de Filippov [Fili60], et de Slotine et Li [Slot91] qui traitent de manière détaillée le mode 
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de glissement. Quand la surface de glissement est atteinte, la théorie des équations 

différentielles ordinaires n’est plus applicable car le système (1.3) ne vérifie plus les 

conditions classiques d’existence et d’unicité de solutions du théorème de Cauchy-Lipshitz. 

En effet, la solution de l’équation (1.3) existe et  unique si la condition de Lipsitchz est 

satisfaite : 

                       212121 ),(),(,/0,0 xxLtxftxfxxLt −≤−∈∀>∃>∀ ϑ  (1.4) 

Cette condition n’est évidement pas vérifiée au voisinage de la surface de commutation à 

cause de la discontinuité du champf . 

 Il existe principalement trois méthodes pour la détermination du mode de glissement : 

� La méthode de Filippov [Fili60]. 

� La méthode de la commande équivalente [Utki78, Utki92]. 

� La méthode de régularisation. 

 

1.2.3.1 Méthode de Filippov pour la détermination de la dynamique de     

          glissement. 

Filippov [Fili60] s'est intéressé à la détermination du vecteur 0f (le champ de vecteurs 

vitesses sur la surface de glissement) pour des systèmes dont la variable commandée 

n'apparaît pas d'une manière explicite dans l'expression du champ f.  Selon lui, en tout point 

∗x  de la surface de discontinuité le vecteur vitesse0f  appartient au plus petit convexe fermé 

contenant toutes les valeurs de  f  et ceci quand x balaye tout le −δ voisinage du point ∗x  
considéré excluant le point lui-même. Ainsi, pour des systèmes avec une seule surface de 

discontinuité, la méthode de Filippov donne lieu au résultat suivant: 

• Le convexe minimal de tous les vecteurs f (x) du −δ voisinage de la surface de 

commutation (Figure.1.3) est un segment de droite reliant les deux extrémités de −f  

et +f . Où ( −
∗f et +

∗f  sont les limites respectives des champs )(xf −  et )(xf +  quand 

x  tend vers ∗x . 

• Puisque le vecteur
0f  prend la direction du plan tangent à la surface de commutation, 

l’extrémité de ce vecteur est le point d’intersection de ce plan avec le segment de 

droite reliant les deux extrémités de  −f  et  +f   . 
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• L'expression du vecteur vitesse
0f  en mode de glissement est donnée par : 

                            −+ −+= fff )1(0 µµ             )10( ≤≤ µ        (1.5) 

Le paramètreµ  est déterminé à partir de la résolution de l’équation 0. 0 =fsgrad  

(
0f appartient au plan tangent à la surface de commutation vecteur). Il vient alors: 

                            
)(

.
+−

−

−
=

ffsgrad

fsgradµ          (1.6) 

L'équation du mode de glissement selon Filippov est alors définie par : 

                            −
+−

+
+

+−

−

−
−

−
= f

ffsgrad

fsgrad
f

ffsgrad

fsgrad
x

)(
.

)(
.

&                (1.7) 

Lorsque le système est variant dans le temps (),( txs  ou ),( tsf , il faut poser le temps comme 

étant la èmen )1( +  variable d'état. L'équation (1.7) sera étendue avec la composante de temps 

et la relation (1.7) devient: 

         )(
)(

1
)(

.
)(

. +−
+−

−
+−

+
+

+−

−

−
−∂

∂−
−

−
−

= ff
ffsgradt

s
f

ffsgrad

fsgrad
f

ffsgrad

fsgrad
x&  (1.8) 

 

 
Fig.1.4  Construction de Filippov. 

 

1.2.3.2 Méthode de la commande équivalente [Utki 92]. 

 La méthode proposée par Utkin [Utki92], consiste à admettre qu’en mode de glissement, 

tout se passe comme si le système était piloté par une commande equ , dite commande 

équivalente qui permet de maintenir l’état du système sur la surface de  discontinuité  0=s  . 
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a) Synthèse de la loi de commande 

Considérons le système linéaire en commande défini par :    

                            utxBtxfx ),(),( +=&                           (1.9) 

                             m

ii

ii
i u

tssitxu

tssitxu
u ℜ∈







<

>
=

−

+

0)(),(

0)(),(
  

où )(tsi  est la èmei  composante de la fonction de commutation vectorielle s(t). 

Supposons que le comportement en mode glissant existe sur la surface de glissement ),( txs  

et essayons de trouver la commande continue telle que, à partir de la position initiale du 

vecteur d’état sur la région )),((( 00 ttxs  , la dérivée du vecteur ),( txs  demeure nulle : 

                                          0),( =
∂
∂+

∂
∂=

t

s
x

x

s
txs &&                         (1.10) 

 Supposons que la solution de l’équation (1.9) respectant u existe et notée  equ  . 

En remplaçant x&  par sa valeur, on trouve : 

0)),(),(( =
∂
∂++

∂
∂

x

s
utxBtxf

x

s
 

En supposant que t)(x,B
x

s

∂
∂

 est inversible on a : 

                                  )),(()( 1 txGf
t

s
GBueq +

∂
∂−= −          avec  

x

s
G

∂
∂=    . 

La trajectoire d’état en mode de glissement est obtenue par la substitution de equ  dans 

l’équation (1.9) on obtient : 

                              )),(())(,(),( 1 txGf
t

s
GBtxBtxfx +

∂
∂−= −&     (1.11) 

 De plus,  pour ces systèmes affines en commande, Utkin a montré que par rapport à la 

commande initialement commutante ),( txu donnée par (1.2), la commande équivalente n’est 

rien d’autre que la composante basse fréquence de la commande commutante réellement 

appliquée au système physique [Utki78], [Utki92]. Globalement le système réagit comme s’il 

est commandé par la commande équivalente equ . 

Dans le cas général, où le système n’est pas affine  en  u :               

),,( eqeq utxffx ==&  
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Il n’est pas facile de résoudre analytiquement l’équation d’invariance suivante : 

0),,( =
∂
∂+

∂
∂=

t

s
utxf

x

s
s eq&  

Il existe cependant, une méthode graphique pour trouver le vecteur eqf   (figure.1.5) pour les 

systèmes commandés entre maxu− et maxu+ . En variant u entre maxu− et maxu+ jusqu'à ce que 

le vecteur recherché soit tangent à la surface de discontinuité, il suffira ensuite de reprendre la 

procédure pour différents points de la surface de discontinuité. 

 

 

Fig.1.5  Construction par la méthode de la commande équivalente. 

  b) Robustesse des modes glissants vis à vis des perturbations. 

Considérons le système perturbé suivant :  

                                          ),()(),( txuxBtxfx η++=&   (1.12) 

Où η  représente l’effet des incertitudes paramétriques sur le modèle ou des perturbations 

externes. 

 Sur la surface de glissement la robustesse du régime glissant vis à vis des perturbations est 

donnée par le théorème suivant qui n’est autre que la généralisation de la condition classique 

d’invariance vis-à-vis des perturbations externes établie par Drazenovic [Draz69] dans le cas 

des systèmes linéaires. 

 Théorème1.1 [Sira88] : Le régime glissant sur s, du système perturbé (1.12), est 

invariant vis à vis de η , si et seulement si le vecteur perturbation η  est engendré par )(xB .                    

Cette condition est appelée condition de recouvrement connue sous le nom “matching 

condition”. 
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  Considérons la commande suivante, calculée en utilisant la méthode de commande 

équivalente pour le système perturbé (1.12) :  

)),((()( 1 txGf
t

s
GGBueq +

∂
∂+−= − η  

En substituant equ  dans (1.12) on a :  

)()))],((())[((),( 1 ttxGf
t

s
GGBxBtxfx ηη ++

∂
∂+−= −&   

Avec  

             ),(),(),( txtxBtx αη =       on a : ))],(())[((),( 1 txGf
t

s
GBxBtxfx +

∂
∂−= −&            (1.13) 

La trajectoire )(tx  déterminée par la méthode de commande équivalente est donc invariante 

vis à vis de η . 

 

1.2.3.3 Méthode de la régularisation. 

 Cette méthode introduit une zone d’implémentation )(δC  d’épaisseur δ2  autour de la 

surface de discontinuité (Fig.1.5), dans cette zone appelée couche limite, le vecteur vitesse 

)(xf  est remplacé pat le vecteur f , obtenu par une approximation du mouvement dans 

)(δC , et la dynamique pourra être décomposée en un mouvement lent sur la surface et un 

mouvement rapide normal dans )(δC  sera : 

                                ),,(),( δδ uxfxfx ==&  (1.14) 

 Le mode de glissement n’aura pas lieu exactement sur la surface de discontinuité mais sur 

la couche limite )(δC  (fig.1.5). L’équation du mode de glissement idéal pourra être obtenue 

en faisant tendre δ  vers zéro.    

 

Figure1.5 : Régularisation sur une zone δ2  
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1.2.4 Degré relatif et choix de la surface de glissement. 

 Le but de ce paragraphe est de montrer le lien entre le degré relatif du système et le choix 

de la surface de glissement pour la synthèse de la loi de commande. 

L’erreur de poursuite est défini comme étant )()()( tytyte r−= , où )(ty est la sortie du 

système et )(tyr  est le signal de référence. 

On définit le degré relatif du système par rapport à la sortie )(ty  comme étant le nombre 

minimum de fois qu’il faut dériver la sortie )(ty  par rapport au temps, pour y avoir apparaître 

l’entrée de manière explicite [Isi95]. 

  Théorème 1.2 [Itki76] : Un régime glissant d’ordre un existe sur la surface s si et 

seulement si le système (1.2) est de degré relatif un par rapport à ),( txs . 

La surface de glissement est choisie alors selon la remarque suivante : 

 Remarque 1.2 : 

  Soit 001122110 .........)..,,.........( zzzzzzs llll ααα ++++= −−−−    où les coefficients iα  

sont choisis tel que l’équation caractéristique : 01
2

2
1 ......... ααα ++++ −

−
− zzz l

l
l  possède ses 

racines strictement dans le demi plan complexe gauche. Alors 0).,,.........,( 1 =−leees &  est une 

équation linéaire ordinaire stable eeee l
l

l
01

2
2

1 ......... ααα ++++ −
−

− & .  

L’erreur de poursuite )()()( tytyte r−= ) tend alors asymptotiquement vers zéro en un temps 

fini si on peut trouver une loi de commande qui assure que  0).,,.........,( 1 =−leees &  ftt ≥∀   

avec 0tt f > . Où )(ty est la sortie du système et )(tyr  est le signal de référence. 

 

1.2.5 Description mathématique des modes glissants réels. 

  Soit le système suivant :          

                                           utxBtxfx ),(),( +=&           (1.15) 

Où u est la nouvelle commande qui permet la régularisation du problème. 

Pour distinguer les solutions de  (1.11) et (1.15) on note ex  la solution dite idéale et obtenue 

par application de la commande équivalente (1.11). Soit le −∆  voisinage de zéro comme 

suit:                  
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                                           ∆≤s            (1.16) 

et supposons que la distance)(xs de tout point dans le voisinage de (1.12) à 0)( =xs  est 

estimée par l’inégalité :      

∆< ptxr ),(        où       0>p . 

 Théorème 1.3 : [Utki92]. 

Si les hypothèses (1)-(4) suivantes sont vérifiées : 

(1) il existe )(tx  solution du système (1.15) sur l’intervalle de temps ],0[ T  tel que 

l’inégalité (1.16) est vérifiée. 

(2) pour la partie droite de l’équation différentielle (1.11) respectant ex  en utilisant la 

méthode de la commande équivalente (sous l’hypothèse 0)det( ≠GB ) : 

                                     ),()()],()()[,(),( 1 txfxGtxBxGtxBtxfx eeeeeee
−−=&   (1.17) 

             La  constante de Lipchitz L existe. 

(3) Les dérivées partielles de la fonction         

1)],()()[,( −txBxGtxB  

            Respectant tous les arguments existent, et sont bornés dans tout domaine borné. 

(4) pour la partie droite de l’équation des modes glissants réels (1.15) : 

           utxBtxfx ),(),( +=& , il existe des nombres positifs M et N tels que :      

xNMutxBtxf +≤+ ),(),(  

           Alors pour toute paire de solutions (1.11) et (1.17) sous les conditions initiales : 

           ∆≤− pxx e )0()0( , il existe un nombre positive H tel que : 

∆≤− Htxtx e )()(            pour  ],0[ Tt ∈ . 

 

1.2.6 Existence du mode de glissement. 

 L’étude de l’existence du mode de glissement, comme l’étude de la stabilité d’un point 

d’équilibre, est basée sur la deuxième méthode de Lyapunov. Afin de garantir l’attractivité de 

la surface s(x,t)=0, on considère une fonction de Lyapunov V définie positive dont la dérivé 

par rapport au temps le long des trajectoires du système en boucle fermée sera définie 

négative. 
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Dans certains cas, le glissement n’a lieu que sur une partie de la surface de commutation car 

l’attractivité de cette dernière n’est assurée que dans un domaine restreint Dg  c’est le 

domaine de glissement. Celui-ci est défini comme suit : 

 Définition.1.3 [Utki77] : Un domaine gD  dans la variété ),( txs  est un domaine de 

glissement si pour tout 0>ε  , il existe 0>δ , tel que tout mouvement commençant dans le 

−∆  voisinage de gD  ne peut quitter le −ε  voisinage de gD  qu’à travers le −ε  voisinage de 

la frontière extrême du domaine gD . 

 

1.2.6.1 Conditions d’existence du mode de glissement. 

 La condition d’existence du mode de glissement est l’attractivité de la surface de 

commutation 0)( =xs . Géométriquement, les vecteurs vitesses +f et −f  vont être dirigés 

vers la surface de commutation. Cependant, dans certains cas, le glissement n’a pas lieu sur 

n’importe quel point de la surface de commutation car l’attractivité de cette dernière n’est 

assurée que dans un domaine restreint gD , que l’on appelle domaine de glissement. Le 

théorème suivant, fournit les conditions d’existence du mode de glissement selon  Filippov. 

 Théorème 1.4 [Fili60] : considérons le système décrit par (1.1) satisfaisant la condition : 

                                       K
x

f

j

i ≤
∂
∂

        nji ..,.........1, =  

K  étant une constante. Cette condition étant vérifiée pour tout x  dans le domaine 

+− ∪= ssX . Soit une fonction s deux fois différentiable, telle que chacune des fonctions +
Nf  

et −
Nf  est continue par rapport à x  et t , pour x  solution de 0)( =xs , et le vecteur 

−+ −= NN ffh  est continûment différentiable. Si en chaque point de la surface 0)( =xs , les 

inégalités 0<+
Nf   et 0>−

Nf  sont vérifiées, il existe alors dans le domaine X , une solution 

unique )(tx  du système (1.1) qui dépend des conditions initiales de façon continue. 

On peut remarquer que les inégalités 0<+
Nf  et 0>−

Nf   signifient que s est attractive au 

moins dans un voisinage. 
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Un deuxième théorème, basé sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov, fournit les 

conditions d‘existence du mode de glissement selon Utkin. 

 Théorème 1.5 [Utki78] : Pour que le domaine gD  de dimension )1( −n  soit un domaine de 

glissement pour le système (1.1) et (1.2), il suffit que dans un domaine ϑ∈Ω  contenant gD , 

il existe une fonction de Lyapunov ),,( txsV  continûment différentiable par rapport à tous ses 

arguments et satisfaisant les conditions suivantes: 

 a- ),,( txsV est définie positive par rapport à s, i.e. V(s, x, t) > 0  pour 0≠s  avec ),( tx   

arbitraires et  0),,0( =txV  . 

b- sur la sphère              Ω∈∀= xRs ,  

0,),,(sup

0,),,(inf

>=−
>=−

=
RR

Rs

RR

HHtxsVii

hhtxsVi
 

Avec Rh   et RH  dépendant de R et 0≠Rh  si 0≠R  . 

 c- La dérivée totale de ),,( txsV  le long des trajectoires du système a un maximum 

négatif pour tout x  de Ω excluant la surface de commutation pour laquelle la commande u  

n’est pas définie et la dérivée de ),,( txsV  n’existe pas. 

 Théorème 1.6 [Utki92]: Pour obtenir un domaine de modes stables le long de 

l'intersection des surfaces de discontinuités (0=s ), il suffit que pour tout x  et t, il existe une 

fonction ),,( txsV  avec les conditions a, b et c du théorème 1.5 et la condition suivante doit 

être satisfaite:  

∞→
∞→ R

R
hlim  

Pour la suite nous choisissons la fonction de Lyapunov :      2

2
1

sV =   

Alors pour que la surface 0=s  soit attractive sur tout le domaine de fonctionnement ϑ , il 

suffit que la dérivée par rapport au temps de V  soit négative : 

                                                        θ∈∀< xss 0&                             (1.18) 

Pour une convergence en temps fini, la condition  (1.18)  qui ne garantie qu’une convergence 

asymptotique vers la surface de glissement est remplacée par une condition plus restrictive 
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dite  de −η attractivité et donnée dans [Slot83] : 

                                                        θη ∈∀−< xsss&                        (1.19) 

où η  est une constante positive. Dans ce cas on peut assurer que la surface 0=s  va être 

rejointe avec un temps de convergence finie cont   tel que : 

 

η
)0( =

<
ts

tcon  

Remarque 1.3 

Il n’est pas suffisant que la dynamique de glissement soit asymptotiquement stable, il faut 

aussi  que le domaine de glissement passe par le point d’équilibre désiré. 

 

1.2.6.2 Exemple illustratif du domaine de glissement [Bouk97]. 

                                                       
)(2

21

sksignx

xx

−=
=

&

&
 

Avec l’équation décrivant la surface de glissement choisie comme étant,  12)( cxxxs +=  où 

c est une constante positive et Txxx ][ 21= . 

Nous choisissons la fonction de Lyapunov : 2

2
1

sV =  , alors pour que la surface 0=s  soit 

attractive il suffit que :        

                                                        0<ss&   (1.20) 

La condition d’attractivité (1.20) donne lieu au développement suivant :  )(2 sksigncxs −=&                                             

 
c

k
xsets <⇒<> 200 &  

c

k
xsets −>⇒>< 200 &  

en notant respectivement  +
aD  et −

aD  les domaines d’attractivités pour s > 0 et s < 0 on a : 

                 






 <>=+

c

k
xetsxDa 20/                           







 −<<=−

c

k
xetsxDa 20/  
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 Et alors le domaine de glissement est donnée par : { }−+ ∩∈= aag DDxxD
vt

/   où +
aD
t

 et −
aD
v

  

sont les plus petits fermés respectifs de +
aD  et −

aD . 

 

Fig.1.8 : Domaine de glissement. 

 

1.2.7 Solutions pour la suppression du phénomène de réticence. 

  Le phénomène de réticence constitue un inconvénient majeur non négligeable, car même 

s’il est possible de le filtrer à la sortie du processus, il est susceptible d’exciter des modes de 

hautes fréquences qui n’ont pas été pris en compte lors de la modélisation du système. Ceci 

peut dégrader les performances et même conduire au problème d’instabilité [Utk92]. La 

réticence implique également d’importantes oscillations mécaniques au niveau des 

actionneurs, pouvant provoquer leur usure rapide, ainsi que des pertes énergétiques non 

négligeables au niveau des circuits de puissance électrique. Dans le but de réduire ou 

d’éliminer ce phénomène, de nombreuses solutions ont été proposées [Slot84], [Bond85], 

[Drak90]. 

 

1.2.7.1 Solution de couche limite. 

 Cette solution connue aussi par le nom “ boundary layer solution”, a été proposée par 

Slotine et Sastry en 1983 [Slot83] et Slotine1984 [Slot84] elle consiste à effectuer une 

approximation continue des discontinuités présentes dans la loi de commande au voisinage de 

la surface de glissement. 

Supposons que la commande discontinue qui provoque le phénomène de réticence s’écrit 

sous la forme : ))(()( tsksigntu −=       k  : constante positive 
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 La fonction ))(( tssign  est remplacée (continûment approximée), par une fonction plus lisse 

dans la couche limite de 0)( =ts . Parmi ces fonctions utilisées nous citerons la fonction de 

saturation:  

 
Fig.1.6  Fonction saturation. 













>

≤
=

1)(

1

)(

ε

εε
s

sissign

s
si

s

ssat  

 Le système ne converge plus vers la valeur désirée, mais vers un voisinage de cette 

dernière. Ainsi, la mise en place d’une commande continue dans une bande de la surface 

nécessite un compromis entre la robustesse et les performances. D’autres fonctions 

d’adoucissement existent telles que les fonctions ..).........tanh(,),arctan(
2

etc
s

s

ss

εεεπ +
 

 

1.2.7.2 Solution basée sur un observateur. 

 La solution de couche limite nécessite l’approximation continue du terme de 

discontinuité. Cependant, dans plusieurs applications les discontinuités de commande sont 

inhérentes au système. 

D’autre part, ce terme de discontinuité de commande permet de réaliser une convergence 

asymptotique de l’équation décrivant la surface de glissement vers zéro, ce qui n’est pas 

garanti en effectuant cette approximation continue. 

 En conséquence, Lors de l’application d’une commande discontinue, le placement d’un 

observateur asymptotique par mode de glissement peut éliminer la réticence due à cette 

discontinuité de la loi de commande. L’idée proposée par [Bond85] consiste à générer les 

modes glissants idéaux dans une boucle auxiliaire d’observation (figure 1.7), telle que cette 

boucle d’observateur n’intègre aucune dynamique non modélisée. La boucle principale est 

poursuivie de la boucle d’observateur. Sous les dynamiques de cet observateur, aucun 
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problème de réticence n’apparaît et le système évolue comme si la commande équivalente 

continue est appliquée. 

 

Fig.1.7 : Solution par placement d’un observateur. 

 

1.3 Modes glissants d’ordre supérieur. 

 La technique des modes glissants d’ordre supérieur a été introduite par Levantovsky 

[Leva96, Leva97], Emelyanov et Korovin [Emel86, Emel93] Elle permet, en plus des bonnes 

propriétés de robustesse, et de simplicité de mise en oeuvre des modes glissants classiques, la 

réduction du phénomène de réticence, tout en conservant les performances du système. Pour 

cela, on va donner quelques définitions concernant les modes glissants d’ordre supérieur 

[Djem99, Frid96, Frid02, Leva99]. 

 

1.3.1 Commande par modes glissants d’ordre deux. 

 Considérons un système dont la dynamique est décrite par :  

                                                         ),,( uxtfx =&         (1.21) 

Et la surface de commutation :         ),( xtss =         (1.22)    

Pour lesquelles nx ℜ∈  est l’état du système, ℜ∈u est la commande, ℜ∈s  et f  sont deux 

fonctions continues (en x  et t ). 

L’objectif de la commande est de contraindre la trajectoire du système à atteindre la surface 

de glissement s. 

Par dérivation successive de la fonction s, on peut définir le degré relatif r  [Isi95] du système 

(1.21) par rapport à la variable u, soit : 
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0=
∂
∂

u

si

 (i = 1, 2, ...r − 1)  et   0≠
∂
∂

u

sr

 . 

 Pour un degré relatif 1, l’approche par modes glissants classique, permet d’atteindre 

l’objectif de commande. Toutefois, la commande par modes glissants d’ordre deux peut être 

appliquée afin de réduire le phénomène de réticence [Leva98, Frid02]. 

Lorsque le degré relatif est supérieur à deux, l’approche par modes glissants d’ordre r  est la 

technique la plus conforme. 

 

1.3.2 Modes glissants idéaux et réels. 

 Le principe de la commande par modes glissants d’ordre supérieur, consiste à contraindre le 

système à évoluer sur une surface de glissement déterminée par 

0................. )1( ====== −rsssss &&&&&& , r  étant l’ordre de la commande, avec )(is  la èmei  

dérivée de la fonction s par rapport au temps. Outre la conservation des propriétés de 

robustesse, cette approche permet de réduire le phénomène de réticence et d’obtenir de 

meilleures performances. En d’autres termes, si nous avons une période d’échantillonnage δ, 

la précision sera de  l’ordre de )( 2δO , alors qu’elle ne serait que de l’ordre de )(δO  pour le 

premier ordre. Dans la littérature nous trouvons deux types de modes glissants d’ordre r   

idéaux et réels [Emel86, Frid96, Frid02, Leva95]. 

 Définition 1.4: La trajectoire ))(,( txt  ayant pour condition initiale ),0( 0x est une trajectoire 

à modes glissants idéaux d’ordre r par rapport à la surfaces 0=s , s’il existe 01 >t  tel que : 

1tt ≥∀ , les égalités suivantes soient vérifiées : 0))(,(.............))(,())(,( )1( === − txtstxtstxts r& . 

  La notion de modes glissants idéaux n’a pour but que d’exprimer une solution théorique, 

mathématiquement possible mais irréalisable pratiquement (à cause des imperfections et 

limitations physiques des organes de commutation). Elle permet d’atteindre de façon plus 

lisse la surface de contrainte. Ceci est généralement lié au phénomène d’intégration des 

discontinuités de  la commande. 

Définition 1.5 : Une commande par modes glissants réels sur 0=s  est dite d’ordre 0>r  par 

rapport à une fonction à valeur réelle )(εγ  , tels que 0→ε ⇒  0)( →εγ , si pour n’importe 
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quel ensemble compact appartenant au domaine de définition, il existe 01 >t  et une constante 

0>C  telle que 1tt >∀  l’inégalité suivante soit vérifiée :  r|)(| C )) (t, x (t,  s εγε ≤ . 

 La notion de modes glissants réels permet d’exprimer la dépendance de l’algorithme à 

modes glissants par rapport aux imperfections physiques du système réel (retard d’un 

actionneur, échantillonnage de la mesure, gain non infini de la fonction signe en zéro, 

etc...). Cet aspect est très important pour les systèmes à structure variable quand il s’agit de 

passer à une application réelle. 

 

1.4 Commande robuste ∞H . 

 L’approche ∞H du problème de stabilisation robuste est élaborée dans ce chapitre, a 

partir de la représentation d’état d’un système augmenté, cette approche consiste 

principalement à calculer à l’aide d’équations de Riccati, un correcteur sous la forme d’un 

retour d’état observé [Doyl89]. 

 

1.4.1 Synthèse par la méthode espace d’état. 

Soit le système P décrit par le schéma bloc suivant :  

w z

P

u

K

y

 
Figure 1.9: Problème sous forme standard 

 
Le système P admet pour équations d´état :  

                             








++=
++=

++=

)()()()(

)()()()(

)()()()(

tuDtuDtxCty

tuDtwDtxCtz

tuBtwBtAxtx

yuywy

zuzwz

uw&

 (1.23) 

)(tz  : Vecteur des sorties commandées. 

)(tw  : Vecteur des entrées de critère. 

)(ty  : Vecteur des sorties mesurées. 

:)(tu   Vecteur des entrées de commande. 
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 Dans le domaine de Laplace, les équations du système se réécrivent : 

( ) ( )uw
y

z

yuyw

zuzw

zuyw

zuzw
BBApI

C

C

DD

DD

pPpP

pPpP
pP 1

)()(

)()(
)( −−










+








=









=  









=









)(

)(
)(

)(

)(

pu

pw
pP

py

pz
  et   )()()( pypKpu =  

Soit : 

                          )())()()()(()()(()( 1 pwpPpKpPIpKpPpPpz ywyuzuzw
−−+=  

 

1.4.2 Problème ∞H  standard. 

1. Etant donné 0>γ , existe-il?  une loi de commande  telle que : 

� le système boucle KP +  soit asymptotiquement stable. 

              (Tous les pôles du système en boucle fermée sont a partie réelle strictement négative)                

� γ<+
∞

KP  

2. Si oui, construire une loi de commande qui  assure pour le système en boucle fermée 

les deux propriétés précédentes. 

  

1.4.3 Solutions par équations de Riccati et correcteur central. 

La loi de commande solution du problème∞H  standard existe si et seulement si: 

1. La matrice Hamiltonniène : 










−−
−

=
−

T
z

T
z

T
uu

T
ww

ACC

BBBBA
H

2γ
γ  n’a pas de valeurs 

propres sur l’axe imaginaire et il existe une matrice symétrique 0≥∞X telle que : 

                        0)( 2 =+−++ −
∞∞∞ z

T
z

T
uu

T
ww

TT CCBBBBXXAAX γ    (1.24) 

2. la matrice Hamiltonniène :   










−−
−

=
−

ABB

CCCCA
J

T
ww

y
T
yz

T
z

T 2γ
γ  n’a pas de valeurs 

propres sur l’axe imaginaire et il existe une matrice symétrique 0≥∞Y telle que : 

                       0)( 2 =+−++ −
∞∞∞

T
wwy

T
yz

T
z

TT BBCCCCYYAAY γ     (1.25) 
 

3. 2)( γρ <∞∞YX où  (.)ρ   correspond au module de la plus grande valeur propre (rayon 

spectral). 

De plus, l’ensemble des correcteurs )( pK  répondant au problème est donné par : 
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))(),((K)( a pppK φΓ=  où )( pφ  est  n’importe quelle fonction de transfert stable, de norme ∞H  

inférieure à γ   et     
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−

=
∞

∞∞∞∞

0:

0:

.............................

:ˆ

)(

pyy

m
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a

IC

IF
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pK
u

           (1.26) 

Avec : 

       

12

2

)(

ˆ

−
∞∞

−
∞

∞∞

∞∞
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−

∞

−=

−=

−=

+++=

YXIZ

CYL

XBF
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T
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yu
T
ww

γ

γ

 

Un correcteur particulier est le correcteur central, obtenu en prenant 0=φ , ce qui donne : 

                                        















 −
=

∞

∞∞∞

0:

.........:....

:ˆ

)(

F

LZA

pKO       (1.27) 

Les procédures exposées précédemment permettent, à partir de la représentation d’état du 

système augmenté et de la résolution des deux équations algébriques de Riccati, de définir un 

correcteur central stabilisant, de manière robuste, le système en boucle fermée.  

Remarque 1.4 : on peut utiliser l’approche développée par Glover et Mac Farlane [Glov89] 

qui conduit avec simplicité, à la quantification directe de la marge maximale de stabilité, puis 

à l’expression de l’ensemble des solutions des problèmes de stabilisation robuste (ensemble 

défini à partir d’une paramétrisation de la solution centrale), voir  annexe  B.  

 

1.5 Analyse convexe et inégalités matricielles linéaires. 

 La notion de convexité tient dans ce chapitre une place importante. En effet, les 

problèmes d’analyse et de synthèse dont il est question sont formulés, lorsque cela est 

possible, en termes d’optimisation convexe [Boyd94], [Chad02]. La convexité d’un problème 

d’optimisation a un double avantage :  

- les temps de calcul pour trouver une solution  sont raisonnables. 

- il n’existe pas de minimum local de la fonction coût à optimiser, le résultat obtenu      

correspond à un minimum global unique. 
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1.5.1 Analyse convexe.  

 La convexité est une notion à la fois ensembliste et fonctionnelle, voici les définitions 

dans chacun des cas. 

 Définition 1.6 : ensemble convexe. 

  Soit un ensemble ξξ ,nℜ⊂  est un ensemble convexe si et seulement si : 

                        ξλλξλ ∈−+∈∀ℜ⊂∈∀ 21
2

21 )1(,),(,]10[ xxxx             (1.28) 

 Définition 1.7 : fonction convexe. 
  Soit une fonction f  : ξξ avecn ℜ→ℜ⊂  un ensemble convexe, alors f est convexe 
si et seulement si : 
           )()1()())1((,),(,]10[ 2121

2
21 xfxfxxfxx λλλλξλ −+≤−+∈∀ℜ⊂∈∀     (1.29) 

 
1.5.2 Problèmes classiques LMI. 

 Depuis quelques années, de nombreux travaux ayant pour principal objectif de réduire 

une grande variété de problèmes de synthèse et d’analyse à des problèmes d’optimisation 

convexe impliquant des LMIs ont vu le jour. Parallèlement, des méthodes efficaces de 

résolution des problèmes d’optimisation convexes ont  été développées. Ces méthodes, 

appelées méthodes de point intérieur, développées initialement par Karmarkar [Karm84] pour 

la programmation linéaire, furent étendues ensuite par Nesterov et Nemirovskii [Nest94] au 

cas de la programmation convexe dans l’espace des matrices définies positives. 

 Définition 1.8 : Etant donnée une famille de matrices symétriques iPetP0 , { }ni ,.....,1∈  de 

ppR ×  et un vecteur nT
nxxxx ℜ∈= ].....[ 21 , une LMI stricte (resp. non stricte) en 

, n} ..., {1,, ∈ixi s’écrit sous la forme :  

                                        ∑
=

≥>+=
n

i
ii respPxPxF

1
0 )0.(0)(  .     (1 .30)                             

Remarquons que l’ensemble E  défini par  0}  (x) :  {x >ℜ∈= FE est convexe, ce qui nous 

amène a considéré une contrainte LMI comme une contrainte convexe. 

 Les trois problèmes d’optimisation convexe les plus rencontrés sous forme de LMI sont : 
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• Problème de réalisabilité (Faisabilité) :Il s’agit de trouver un vecteur S  tel que la 

contrainte convexe 0)( >xF   est satisfaite. Ce problème peut être résolu en cherchant 

le vecteur x  minimisant le scalaire t  tel que :    

                                                     ItxF .)( <−    (1.31) 

              Si la valeur minimale de t  est négative, le problème est réalisable. 

• Problème de valeurs propres (EVP, Eigenvalue Problems) : il s’agit de minimiser la 

plus grande valeur propre d’une matrice symétrique sous une contrainte de type LMI.  

                                        





>
>

0 (x) 

0  (x) - 
 scontrainte les sous

minimiser 

B

AIλ
λ

 (1.32) 

• Problème de valeurs propres généralisées (GEVP :Generalized Eigenvalue 

Problems): il s’agit de minimiser la plus grande valeur propre généralisé d’une paire 

de matrices, par rapport à une contrainte LMI : 

                                       

.

0  (x) 

0 (x) 

0  (x) - (x) 

scontraintelessous

minimiser 









>
>

>

C

B

ABλ
λ

    (1.33) 

Ces problèmes d’optimisation convexe peuvent alors être résolus par différents types de 

méthodes [Hass99] et [Boyd94] : 

              – Méthode des plans sécants. 

              – Méthode de l’ellipsoïde 

              – Méthode du type simplexe. 

              – Méthode des points intérieurs. 

 

1.5.3 Problèmes à base de contraintes LMIs. 

 Le but dans ce paragraphe est de donner des conditions de stabilité et de la stabilisation 

sous la forme d’un problème à résoudre composé de contraintes LMIs. La description des 

contraintes LMIs ainsi qu’une méthode permettant de résoudre les problèmes qui leurs sont 

associés sot présentées dans cette partie. Différents lemmes sont présentés en deuxième 

partie. Ils permettent de manipuler les inégalités matricielles afin de les rendre linéaires.  
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 1.5.3.1 Utilisation du formalisme LMIs. 

Les contraintes LMIs  s’écrivent sous la forme : 

                    ∑
=

<+=
m

i
ii FxFxF

1
0 0)(   avec   nnT

ii FF ×ℜ∈=  . (1.34) 

)(xF  est une fonction affine en les variables de décision , m} ..., {1,, ∈ixi [Boyd94]. 

L’ensemble des solutions { }0)(, <ℜ∈= xFxS m  est convexe. Un problème de Faisabilité 

LMI s’écrit : 

                               Trouver  m} ..., {1,, ∈ixi tels que 0)( <xF .        (1.35) 

L’inégalité (1.35) est équivalent à 0))((inf max <xF
x

λ . Cela revient doc à minimiser la 

fonction: 0))((: max <→ xFxf λ . Cette minimisation est possible car cette fonction est 

convexe [Sche04]. La résolution du problème  peut se faire par des algorithmes performants 

comme l’algorithme du point intérieur [Boyd 94]. Dans les problèmes qui seront abordés, les 

variables utilisées sont des matrices. Le passage des variables scalaires à des matrices se fait 

directement. 

 Par exemple, les problèmes de type : 0<++ TTT BPCBPCA  avec pour inconnue P  

peuvent être mis sous la forme : ∑
=

∆
<+=

m

i
ii FxFxF

1
0 0)( . Pour cela il suffit de décomposer la 

matriceP  dans une base de matrices symétriques, ainsi la LMI permet de trouver La matrice 

optimale afin de synthétiser la loi de commande  qui permet d’assurer la robustesse du 

système. 

 

1.5.3.2 Propriétés du formalisme LMIs. 

Des inégalités non linéaires convexes peuvent être  transformés en LMI. On suppose que 

)(sP , )(sX  et )(sQ  dépendent de façon affine du paramètre s . En utilisant les compléments 

de Schur : 

                                     0)(,0)()()()( 1 >>− − sPsXsPsXsQ T .  



          Généralités sur la Commande et Observateur par Modes glissants, Approche ∞H  et LMIs  

 28

 Lemme 1 (complément de Schur): Soient nnP ×ℜ∈  une matrice définie positive, 

nnX ×ℜ∈ une matrice de rang plein en ligne et nnQ ×ℜ∈  une matrice quelconque. Les deux 

inégalités suivantes sont équivalentes : 

1. 0)(,0)()()()( 1 >>− − sPsXsPsXsQ T .       

2.  0
)()(

)()(
>







 ∗
sPsX

sQ
 .     

Dans certains cas particuliers de ces inégalités non linéaire convexes, certaines propriétés sont 

présentées sur les deux inégalités :  

0<− QPAAT ,  0>P    et  0<++ QPAPAT . 

Pour la première on a le lemme suivant. 

 Lemme 2 : Soient  PLGA ,,, et Q  des matrices de taille appropriée. Les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

1)  0<− QPAAT , 0>P     (1.36) 

2)  0<








−
−

PPA

PAQ T

 (1.37) 

3)    0,0/ ><








+−−
−

∃ P
PGGAG

GAQ
G

TT

T

  [Oliv99].  (1.38) 

4)   0,0/, ><








+−−+−
+−++−

∃ P
PGGAGL

GALLALAQ
LG

TTT

TTT

  [Peau00]. (1.39) 

Preuve :  

(1.38)(1.37)⇔  : Complément de Schur. 

(1.40)et (1.39)(1.37)⇔  : Il suffit de choisir PG =  et 0=L . 

(1.37)(1.40)et (1.39) ⇒  : Par congruence avec[ ]TAI . 

Pour la seconde inégalité, on a les résultats suivants : 
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 Lemme 3 [Peau00] : Soient  PLGA ,,, et Q  des matrices de taille appropriée. Les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

1.  0<++ QPAPAT .     (1.40) 

2.  0/, <








−−+−
+−++

∃
TTT

TTT

GGAGLP

GALPQLALA
LG .   (1.41) 

Preuve : 

)40.1()41.1( ⇒  : Par congruence avec ][ TAI . 

)41.1()40.1( ⇒ : Si )40.1(  est vérifiée, 0>∃ ε  tel que 0
2

<+++ AAQPAPA TT ε
, en 

utilisant le complément de Schur il vient 0
2

<








−
++

IA

AQPAPA TTT

εε
ε

. Le résultat s’obtient 

en posant dans )41.1(  PL =  et IG ε= . 

 

1.6 Observateur classique par modes glissants. 

 Dans la plus part des problèmes de commande, l’état complet est utilisé dans la loi de 

commande. Cependant dans la majorité des cas l’état n’est pas complètement mesurable.  

Pour résoudre ce problème on utilise un observateur pour estimer l’état complet du système.  

La synthèse d’un observateur par modes glissants consiste à contraindre, à l’aide de fonctions 

discontinues, les dynamiques des erreurs d’estimation d’un système non linéaire d’ordre n 

ayant p  sorties à converger sur une variété d’ordre )( pn −  dite surface de glissement. 

L’attractivité et l’invariance de la surface de glissement sont assurées par des conditions 

appelées conditions de glissement. Les dynamiques sur la surface de glissement sont 

calculées par la méthode de la commande équivalente [Drak95, Drak92]. Ainsi, pour les 

systèmes non linéaires, tels que les robots que nous étudierons, de la forme : 

                            




=
=

)(

),(

xhy

uxfx&
 

Une  structure d’observateur par modes glissants s’écrit : 
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−Λ+=

)ˆ(ˆˆ

)ˆ(),ˆ(ˆˆ

xhy

yysignuxfx&
 (1.42) 

C’est une copie du modèle, à laquelle on ajoute un terme correcteur,  qui assure la 

convergence de x̂  vers x. La surface de glissement dans ce cas est donnée par : 

                             yyxs ˆ)( −=                         

Le terme de correction utilisé est proportionnel à la fonction discontinue signe appliquée à 

l’erreur de sortie où )(xsign  est définie par : 

                           








<−
=

>
=

01

00

01

)(

xsi

xsi

xsi

xsign      (1.43) 

L’étude de stabilité et de convergence pour de tels observateurs, est basée sur l’utilisation des 

fonctions de Lyapunov [Canu90, Slot86]. 

 

1.7 Conclusion. 

Dans ce chapitre, nous avons effectué une courte synthèse des principaux résultats sur la   

commande  par modes glissants d’ordre un et la commande ∞H  ainsi que des généralités sur 

l’analyse convexe et inégalités linéaires matricielles afin de construire une surface de 

glissement basée sur l’optimisation des LMIs. 

 L’intérêt majeur de ces approches se situe dans la simplicité de mise en oeuvre de la loi 

de commande. Une extension de ce travail sera faite pour un système de pompage constitué 

par un DC moteur de type ’buck’ muni d’une pompe centrifuge, et d’un robot manipulateur à 

deux articulations .  

 L’inconvénient majeur des modes glissants est l’apparition du phénomène de réticence 

qui se manifeste dans les grandeurs asservies. Les fonctions d’adoucissement permettent sa 

réduction, cependant elles font apparaître un compromis entre la robustesse de la commande 

et les performances du système.  

 La procédure exposée précédemment, en commande ∞H  permet à partir de la 

représentation d’état du système standard, et de la résolution des deux équations de Riccati, 

de définir les représentations d’état d’un correcteur central et d’une classe de correcteurs 

stabilisants de manière robuste le système corrigé en boucle fermé, cette dernière fera l’objet 
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d’une comparaison avec les modes glissants. Nous utilisons aussi une surface de glissement 

basée sur la technique LMIs où les inégalités matricielles linéaires afin d’obtenir une surface 

de glissement optimale.  

 Néanmoins, ces lois de commandes nécessitent souvent l’emploi d’observateurs, afin 

d’estimer avec la plus grande robustesse possible l’état du système, notre choix s’est porté sur 

les observateurs par modes glissants, nous allons nous intéresser en dernier lieu à l’étude de 

stabilité en boucle fermée, de l’observateur triangulaire par modes glissants couplé à une 

commande par modes glissants pour le système de pompage et le robot manipulateur. Des 

résultats de simulation illustreront les performances de l’observateur et la commande 

proposée.  

 Ainsi l’objectif de ce mémoire est de construire des schémas de commande et 

d’observation assurant à la fois, robustesse et performance, adaptés aux systèmes de pompage 

et aux systèmes robotisés pour des mouvements rapides. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                  Application à la commande d’un Système de pompage 

 

 32

Chapitre 2 

 

Application à la commande d’un Système de pompage 

 

2.1  Introduction.  

L’objectif de ce chapitre est le développement et la synthèse de commandes robustes par 

modes glissants d’ordre un et leurs applications à la commande d’un système de pompage, 

constitué par un convertisseur de puissance électrique de type ‘‘ buck ’’ et d’un moteur à 

courant continu (MCC) lié à une pompe centrifuge,  notre but est de commander la vitesse de 

rotation du moteur par le biais du rapport cyclique du convertisseur électrique en mode de 

conduction continu à continu (DC à DC) , puis nous envisageons une comparaison avec la 

technique de la commande  ∞H  avec linéarisation du système tout en procédant à un model 

d’ordre réduit. 

Les résultats des simulations montrent des  performances meilleurs des commandes par 

modes glissants du premier ordre par rapport à la commande ∞H . 

 

2.2 Modélisation du système de pompage.  

 Le système de pompage qui est l’objet de cette application est composé d’un 

convertisseur type ‘‘ buck ’’, d’un moteur et d’une pompe centrifuge,  où l’entrée et  la sortie 

du système  sont respectivement, la tension de commande et la vitesse angulaire. 

 

2.2.1 Principe du convertisseur buck.  

 Un convertisseur Buck, ou hacheur série, est une alimentation à découpage qui convertit 

une tension continue en une autre tension continue de plus faible valeur, il est aussi appelé 

hacheur abaisseur de tension. 
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2.2.1.1 Principe de fonctionnement. 

DV

LV

L

D

K

R OV
C

EVi =

 

                                     Fig.2. 1 : Schéma de base d'un convertisseur buck.        

Suivant l’état de l’interrupteurK  (fermé où ouvert) on peut distinguer le sens du passage du 

courant dans le circuit. 

 Le fonctionnement d'un convertisseur Buck peut être divisé en deux configurations suivant 

l'état de l'interrupteur K  (fermé où ouvert), on peut alors distinguer le sens du passage du 

courant dans le circuit. 

• Dans l'état passant, l'interrupteur K  est fermé, la tension aux bornes de l'inductance 

vaut : oiL VVV −= . Le courant traversant l'inductance augmente linéairement. La 

tension aux bornes de la diode étant négative, aucun courant ne la traverse.  

• Dans l'état bloqué, l'interrupteur est ouvert. La diode devient passante afin d'assurer la 

continuité du courant dans l'inductance. La tension aux bornes de l'inductance 

vaut : 0VVL −= .  Le courant traversant l'inductance décroît.  

2.2.1.2 Rapport cyclique.  

 Définition 2.1 :  Le rapport cyclique est défini comme le temps 1t  pendant lequel 

l’interrupteur est fermé divisé par la période de fonctionnement du montage T ,  soit :   
T

t1=α  

 Le  rapport cyclique α  est  aussi défini comme le rapport de la durée d'une pulsation par 

la période T  du signal rectangulaire, aussi En électronique, le rapport cyclique désigne, pour 

un  phénomène périodique, le rapport entre la durée du phénomène sur une période et la durée 

de cette même période. Ce rapport varie de 0 à 1, en pourcentage de 0 % à 100 %.On parle 

souvent de rapport cyclique lorsqu'on a un signal rectangulaire (forme du signal en créneau) :   
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Fig 2.2 : Rapport cyclique dans un signal rectangulaire 

•    1t   temps à l'état haut dans une période T ,  ainsi, Tt α=1   et si la tension vaut U à 

l'état haut et V0  à l'état bas, on a : UU α=      U  : Tension moyenne. 

2.2.2  Moteur et pompe.  

 Le moteur sera alimenté par la tension de sortie du convertisseur. Nous considérons un 

moteur à courant continu (MCC) à flux magnétique constant  et nous négligeons la réaction 

magnétique d’induit et le phénomène de commutation. L’équation électrique décrivant le 

modèle dynamique du moteur (MCC) à flux magnétique constant est décrite par l’expression 

suivante:    

                                    c
m

mm E
dt

di
LiRU ++= ..            (2.1)        

cE  : Force contre électromotrice   avec    ω.ec KE = . 

L  : L’inductance de l’enroulement de l’induit.   

R  : La résistance de l’induit.  

ω  : La vitesse de rotation du moteur en rad/s. 

Le couple électrique du moteur est donné par :                 mmm iKC .=              (2.2)    

  eK (V/rad/s) constante du force contre électromotrice  et mK  (N.m/A) constante du 

couple électrique.                                                           

Deux types de pompes sont couramment utilisés :  

En général sont utilisées : 

- les pompes volumétriques.  

- les pompes centrifuges. 
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 Les pompes centrifuges sont les pompes les plus utilisées dans le domaine industriel grâce à 

la large gamme d'utilisation qu'elles peuvent couvrir, de leur simplicité et de leur faible coût 

[Ghon06]. La pompe centrifuge transmet l’énergie cinétique du moteur au fluide. Elle est 

conçue pour une hauteur manométrique totale (HMT) relativement fixe [Arab04]. Le débit de 

cette pompe varie en fonction de la vitesse de rotation du moteur, son couple augmente très 

rapidement en fonction de cette vitesse, et la hauteur de refoulement dépend du carré  de la 

vitesse du moteur. La pompe centrifuge oppose au moteur un couple résistant de la forme :      

                                                   2.ωrr KC =         (2.3)                                                                                                                         

rK  :  Coefficient de proportionnalité en 2)//(. sradmN                                                                                                              

L’équation mécanique du système est donnée par :  
dt

d
JCC rm

ω=−    et à partir des équations 

(2.2) et (2.3) on a : 

                                                 
dt

d
JKiK rmm

ωω =− 2   (2.4)      

 J : Moment d’inertie du groupe moteur-pompe  exprimé en 2.mKg . 

 

2.3 Modélisation du système de pompage dans l’espace d’état.                                                                                                                              

 Le modèle de système considéré est celui montré dans la figure 2.3 constitué par  la 

combinaison d’un convertisseur de puissance électrique  de type ‘‘buck’’,  d’un moteur 

électrique à courant continu [Lina04] et d’une pompe centrifuge, l’ensemble est alimenté par 

une batterie ou d’un générateur électrique délivrant une tension E. 

 

 

 
 

 

 

Fig 2.3 :  Diagramme général de commande. 

Le  but est de commander la vitesse de rotation du moteur (MCC),  en agissant sur  le rapport 

cyclique du convertisseur buck.  

Ch 
DC/DC

Regulator 
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Buck 
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Contrôleur 

 
 

Tension 
d’entrée 
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Fig. 2.4 : Modèle du système de pompage 

 Le convertisseur  de puissance électrique  de type de ‘‘buck’’ est inséré entre le 

générateur de la tension d'entrée et l'inducteur de moteur. Son rapport cyclique noté u  peut  

prendre des valeurs dans l’intervalle ] 0,1[. Les équations électriques du convertisseur sont:  

                                               
di

L V uE
dt

= − +    et   m

dV
C i i

dt
= −  (2.5) 

Nous considérons un moteur (MCC) avec un flux magnétique constant et nous négligeons la 

réaction magnétique et le phénomène de commutation.  

Le modèle mathématique  du système considéré est:  

                                                .m
m m m e

di
V R i L K

dt
ω= + +   (2.6)      

Le moment de couple du moteur  est :                    m m mC K i=    

L équation dynamique  du système électrique moteur-pompe :  

                                                2ωωω
rmmm KiKB

dt

d
J −+−=     (2.7) 

Avec mB :  Coefficient du frottement exprimé en )/.( rdmN . 

Les différentes équations décrivant le modèle mathématique du système :  

                                          

















−+−=

−−=

−=

−=

ωωω

ω

rmmm

emm
m

m

m

KiKB
dt

d
J

KiRV
dt

di
L

ii
dt

dV
C

uEV
dt

di
L

 (2.8) 

 Considérons que 1x ω=  comme sortie du système, nous avons : 
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La sortie du système :  1y x ω= = .  

On note que la sortie désirée  est: ( )d dy t ω= , l’erreur de poursuite ( ) ( ) ( )d de t y t y t ω ω= − = −  

et : 

)(),,,( 2
111

2
2223113211232234114112233444321 xaxaxxaxxaxxaxxaxaxaxaxaxxxxf +++++++++−=

 .g b E= , avec : 

m

m

K
b

LL CJ
=  ,

4 ( )m m

m

B R
a

J L
= + , )

11
(

1
)(

1
3 LLC

BRKK
JL

a
m

mmme

m

+++= , 

m

m

m

m

CLL

R

LLCJ

B
a ++= )

11
(2 , )(

1
1 mmme

m

BRKK
JCLL

a += ,
23

6 rK
a

J
= , 

14

2 rK
a

J
= , 

                             
13

2 r m

m

K R
a

L J
= , 

12

2 r

m

K
a

L JC
= , 

m

rm

JCLL

KR
a =11 . 

 

2.4 Approche des modes glissants. 

  Dans ce chapitre, un contrôleur par mode glissant  est conçu pour le système de pompage 

précédent, ce dernier se compose d'un accouplement de moteur à courant continu (MCC) avec 

une pompe centrifuge, l’ensemble est  commandé par le commutateur du convertisseur 

d'alimentation de type ‘‘ buck’’.  

 Afin de forcer la vitesse de rotation du moteur à suivre  une valeur optimale désirée, on 

propose le coefficient du rapport cyclique du convertisseur comme une loi robuste de 

commande en employant l'approche de la commande en mode glissant, nous envisageons 

aussi une comparaison avec la technique de la commande ∞H , tout en utilisant un modèle 

d'ordre réduit. 
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2.4.1 Choix de la surface de glissement. 

  La surface de glissement est choisie selon  l'erreur de poursuite et le degré relatif du 

système. Nous définissons le degré relatif du système pour être le nombre entier positif, pour 

lequel la dérivée est une fonction explicite de la loi de commande, tels que : 

.1,.....,00
)(

0
)( )()(

−==
∂

∂≠
∂

∂
ripour

u

ty
et

u

ty ir

 

Soit la surface de glissement :  { }0)(......,),........(),((:)( )1( == − tetetestXS l&    avec dyye −=           

)()(........)()()(......,),........(),(()( 01
)2(

2
)1()1( tetetetetetetests l

l
ll ααα ++++== −

−
−− && . 

Où l  est le degré relatif du système. Les coefficients iα  sont sélectionnés sachant que le 

polynôme caractéristique associé  possède ses racines dans le demi complexe gauche 

(Remarque 1.2). 

Dans notre application le degré relatif 4r = , la fonction de glissement est : 

                                                  
234

)3(

35.055.12.2

35.055.12.2

xxxgufs

eeees

++++=
+++=

&

&&&
  (2.10) 

guFs +=&      avec     234 35.055.12.2 xxxfF +++=  

 

2.4.2 Commande par mode glissant proposée.  

 La commande proposée pour le système de pompage est composée de la commande 

équivalente equ  augmentée du terme robuste ru . 

Proposition 2.1 [Alao07a]: pour le système de pompage représenté par (2.8) et (2.9), la 

commande par modes glissants qui assure que )(te  tend asymptotiquement vers zéro en 

temps finie peut s’écrire comme suit:  

req uuu +=  

)()( sKsignutu eq −=    où K  est une constante positive,   et  )(sKsignur −= . 

 La commande équivalente :           

                                
g

F
tueq −=)(                (2.11) 

La fonction signe est définie comme suit :  
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Remarque 2.1 

En général, la convergence asymptotique de l'équation décrivant la surface de glissement vers 

zéro n'est pas garantie dès que l'approximation continue est prise en considération. 

        eq

F
u

g
= − : est la commande équivalente permettant à l'état de glisser sur la surface de 

glissement, la commande robuste :  ))(()( tsKsigntur −= . 

Démonstration: 

Pour une équation de glissement perturbée 0≠σ , on sélectionne la fonction de Lyapunov 

suivante :              

                                  
2

)(
)(

2s
sV =         

                                  sssV && =)(    

    Si   0)( >−= KavecsKsigns&      alors  0)()( <−= ssignKssV& ,  à partir de (2.10) 

et (2.11) on déduit l'expression de u(t) comme suit: )()( sKsign
g

F
tu −−= . 

     )()( sKsign
g

F
tu −−=   où  K est une constante positive.  0,0, ≠>= getm

g

m
K . 

Remarque 2.2. 

  La convergence asymptotique vers zéro est réalisée. Cependant comme le montre la 

figure 2.5, le phénomène de réticence est observé et entrave l’application de cette loi de 

commande, ce phénomène est dû au terme de discontinuité présent dans la loi de      

commande. 
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                             fig.2.5  Commande générale en présence du terme robuste discontinue 

 Dans cette partie on va considérer la solution de couche limite pour éliminer le problème de 

réticence en considérant la fonction de saturation [Boum04], [Boum05] qui remplacera la 

fonction signe. Le résultat devient selon le théorème suivant comme suit: 

Théorème 2.1 [Ala07a] : La loi de commande qui est le rapport cyclique du convertisseur, 

permettant de forcer la vitesse de rotation du moteur )(ty  à suivre la vitesse de rotation 

désirée )(tdy , ceci est donné par : 

 eq ru u u= +   avec:  eq

F
u

g
= −   et  )(ssat

g

m
ur −=     avec     0,0 ≠>= getm

g

m
K  









≤

>
=

ε
ε

ε

ssi
s

ssissign
ssat

)(
)(  

Démonstration: 

 Selon la démonstration de la proposition 2.1, Pour tout 0>ε , si 

))(())((;)( tssigntssatts => ε , la fonction )(sV&  est définie négative. Cependant, dans le 

ε - voisinage de l’origine 
ε

ε )(
))((),(())((),)((

ts
tssattssigntssatts ==<  est continue    

2))(()( s
K

sV
ε

−=&   et les trajectoires restent à l'intérieur d'une zone d'épaisseur 2ε (avec ε 

petit) autour de la surface de glissement 0=s   appelée  couche limite.     
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Remarque 2.3. 

 D'autres fonctions d’adoucissement existent et peuvent être utilisées comme suit :      

..).........tanh(,),arctan(
2

etc
s

s

ss

εεεπ +
      

  

2.4.3 Résultats de simulations.  

Moteur de type : DC moteur direct drive brushed type: 828500, de diamètre 42mm, et de 

puissance : WP 42=  , VVn 12= ,  A
n

i 25.4= , srad
n

/47..324=ω ,  Ω= 184..O
m

R ,  E=24V,       

       )2(410.14.0 mKgJ −= ,  )//(2750.0 sradVKK me == , )/.(541.2 AmNKm =  

)/.(10.499.4 5 radmNBm
−=  . 

Convertisseur statique:   mHL 75= , mFC 70= . 

Fréquence de commutation: KHzf 50= . 

Pompe centrifuge : kWuP 2.3= , srad
n

/47.324=ω , 27 )//(.10)5113.9( sradmNK r
−= . 
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            Fig.2.6 : Vitesse de rotation en (rad/s).                     Fig2.7 : Loi de commande du rapport       

                                                                                                                 Cyclique.          

 La figure 2.6 montre une bonne poursuite de la vitesse de rotation ω  vers la valeur désirée 

dω , quand à la figure 2.7, elle montre que la loi de commande du rapport cyclique, est: 

10 << u .  

Les deux figures illustrent des bonnes performances du système lorsque la commande proposée est 

appliquée. 
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2.5 Commande ∞H . 

 La synthèse de commande ∞H  par la méthode espace d’état est basée sur le modèle réduit 

du système nominal et la résolution des équations algébriques de Riccati. La procédure de 

détermination du correcteur central est citée au chapitre 1. 

 

2.5.1 Structure de commande ∞H . 

 Le schéma de la figure (2.8) précise la structure retenue pour l’analyse et le traitement du 

problème de commande pour notre système : 

 
Fig.2.8  Structure de la commande. 

Ce système bouclé comporte :  

� un correcteur K  à paramètre figé. 

� Le modèle nominal linéaire G  décrivant le comportement dynamique du processus. 

Différents signaux internes  au système, en l’occurrence : 

- le signal de sortie y du système (vitesse angulaire).  

- l’écart e entre la consigne et la mesure. 

- la commande u. 

Les entrées exogènes : 

- La consigne refy . 

- Le bruit ud affectant  le signal de commande. 

                          upGy )(=   et     udepKu += )(     avec        yye ref −=  

 La synthèse de commande ∞H  est basée sur le modèle réduit du système nominal 

(généralement d’ordre deux ou trois).  
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2.5.2 Modèle linéaire du système 

 L’analyse du système et son modèle  linéaire sont obtenus par la linéarisation des 

équations du modèle non linéaire au voisinage du point de fonctionnement approprié ce qui 

donne le système en représentation d’état (voir Annexe C): 
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DuCxe

BuAxx

e

ee&   (2.12) 

Avec: 
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= 000 , [ ]1000=C  et 0=D . 

  Où  4Rx∈  est l’état du système, Ru∈  est la commande du signal, Ry∈  est la sortie du 

signal, DetCBA ,,  sont des matrices réelles de dimensions appropriée 

La fonction de transfert du système est de forme suivante: 

0
1

1
2

2
3

3
4

01)()(
apapapap

b
BApICDpG

++++
=−+= −      (2.13) 

Avec: 

9
0 10).297.6(=b , 14 =a , 11813 =a , 4'

2 10).516.8(=a ,  5
1 10).07.7(=a , 7

0 10).23.1(=a . 

 

2.5.3 Définition des modèles d’ordres réduits pour la commande. 

 De nombreuses applications considèrent pour support de synthèse des correcteurs des 

modélisations dont l’ordre est peut élevé (en générale d’ordre 2 ou 3). Dans un tel contexte 

l’aspect des techniques de synthèse des commandes robustes, il convient d’opérer à partir de 

notre modélisation d’ordre 4, une déclinaison  du modèle d’ordre 2 où 3. 

Dans ce travail on va opérer une réduction de l’ordre du modèle par le biais, des 

caractéristiques fréquentielles  

 Le modèle linéaire du système est d’ordre 4. La synthèse du correcteur pour le système de 

pompage sera basée sur un modèle linéaire d’ordre réduit [Hard06]. 



                                                                  Application à la commande d’un Système de pompage 

 

 44

Le modèle nominal du système en fonction de transfert est : 

0
1

1
2

2
3

3
4

0)(
apapapap

b
pG

++++
=  

Les pôles et leurs amplitudes sont : 

  Pôles Amplitudes  

-3.38e+000 + 1.22e+001i 1.26e+001 

-3.38e+000 - 1.22e+001i 1.26e+001 

-6.98e+001 6.98e+001 

-1.10e+003 1.10e+003 

 

 En négligeant les dynamiques indésirées du système et ceci par élimination des pôles qui 

ont une amplitude assez grande (-1.10e+003), on obtient un modèle d’ordre réduit  qui est 

d’ordre 3 dont la fonction de transfert est la suivante :   

                                   
0

1
1

2
2

3
3

0)(
apapapa

b
pGr +++

=       (2.14) 

Où  :   10 =b , 13 =a , 5600.762 =a  , 1480.6321 =a , 4
0 10).1189.1(=a .    

Le tracé du diagramme de bode montre que l’amplitude du  système réduit reste inférieure à celle 

du système nominale, quand au diagramme fréquentielle, il présente un  déphasage de 
2

π−  entre les 

deux systèmes 
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Fig.2.9: Diagramme de bode. 
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 En négligeant les dynamiques indésirées on obtient notre système en représentation d’état 

nominale : 
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rere&                 (2.15) 

Le système en représentation d’état standard : 
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Avec : 
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La synthèse de la commande ∞H est basée sur la technique présentée dans le chapitre 1.  

Avec un choix numérique de 18.1=γ . 

Le correcteur central :     



















=

0         0.0009-   0.0005-   0.0001-   

0.0001    69.7977-  0.0013    0.0001

0.0027    4.58083.3800-    12.2004-  

0.0113    0.0001    12.20613.3563-

OK  

Ce dernier en représentation d’état est : 
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     (2.17) 

 KKK CandBA ,  sont des  matrices  réelles de dimensions appropriés, le correcteur central :               
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69.7977-0.00130.0001

4.58083.3800-12.2004-

0.000112.20613.3563-

KA                  ;                    

















=
 0.0001

 0.0027

0.0113

KB  ; 

                                                           [ ]0.0009-0.00130.0001-=KC  
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 2.5.4 Résultats de simulations.     

     2.5.4.1 Sans perturbation. 
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Fig.2.10  poursuite de sortie (vitesse de rotation en (rad/). 
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Fig2.11  Loi de Commande du rapport cyclique par commande ∞H .  

La figure (2.10) montre une bonne performance en poursuite lorsque la commande ∞H  

illustrée par la figure (2.11) est appliquée. 

 

2.6 Comparaison de la robustesse de la commande par mode glissant     

       et la commande ∞H . 

 Afin de faire une comparaison entre la technique de la commande par mode glissant et la 

technique par commande ∞H , nous perturbons la commande du système par un bruit 

aléatoire de forme:    

),1()05.0()( fu trandntd = ,        tel queft  : temps final 
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Fig.2.12 : Erreur de poursuite  (rad/s)                  Fig.2.13 : Erreur de poursuite  (rad/s) 

                    par commande en mode glissant .                                     par  commande ∞H . 
 

La perturbation aléatoire a été affectée successivement sur le système de pompage par mode 

glissant, et par commande ∞H . En mode glissant la perturbation )(tdu  vérifiant la condition 

dite de recouvrement,  permet au système d’être insensible  à cette dernière (Théorème1.1) , or 

nous constatons ici que le problème majeur de la commande ∞H est celui des oscillations 

atténuées ou ’’Dumping oscillations’’. 

 

2.7 Conclusion. 

 Ce chapitre a été consacré au développement et à l’application des commandes par modes 

glissants d’ordre 1,  pour le cas d’ un système de pompage en présence d’une perturbation 

aléatoire. On a commencé par application de la commande équivalente, augmentée du terme  

de robustesse, et en présence d’une classe de perturbations vérifiant la condition dite de 

recouvrement. La comparaison avec la commande ∞H   montre les bonnes performances en 

poursuite et en temps de réponse pour la commande par mode glissant.  

  Pour l’approche ∞H , la synthèse théorique d’un correcteur est fondée sur le concept de 

d’espace d’état standard et la résolution des deux équations algébriques de Riccati, cette 

dernière est basée uniquement sur le modèle nominal d’ordre réduit. Or lorsque ce modèle 

nominal est peu représentatif et occulte des modes résonnants de hautes fréquences, la loi de 

commande construite est incapable de compenser efficacement ces dynamiques négligées.  

 En effet, l’inconvénient des commandes par modes glissants est le phénomène de 

réticence, pour pallier ce problème nous avons remplacé la fonction signe par la fonction de 
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saturation, dans ce cas la commande devient lisse mais une chute des performances du 

système est observée. 

 Dans le cas où la réticence persiste, la technique des modes glissants d’ordre supérieur peut 

être utilisée. 
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Chapitre 3 

 

Commandes par modes glissants d’un robot à deux articulations 

 

3.1 Introduction. 

  Le modèle mathématique du système de robot est fortement non linéaire avec des 

variations de paramètres [Astr89], le choix de la structure de commande exige une robustesse 

vis-à-vis des perturbations et des variations des paramètres. La commande par mode glissant 

[Slot83, Slot87, Sira88, Utki92, Edou06] a été préférée pour soulever cet obstacle grâce à son 

caractère fortement robuste. Les résultats de simulation montrent les bonnes performances de 

la technique proposée 

Le travail présenté dans ce chapitre est composé en deux parties : 

 La première partie comporte la commande par modes glissants standard composée de la 

commande équivalente augmentée du terme de robustesse, appliquée à un robot à deux 

articulations. La  deuxième  consiste à faire un choix optimal de la surface de glissement, sur 

laquelle demeurent et glissent tous les états du système. Ce  choix  est réalisé en utilisant la 

technique de LMIs [Boyd 96, Sche97, Tan00], puis nous synthétisons la loi de commande par 

modes glissants d’ordre 1 qui permet de forcer l’équation de glissement à converger vers zéro 

en un temps fini. Pour la validation de cette technique en simulation, nous avons choisi 

comme système, le bras d’un robot manipulateur à deux articulations. 

 

3.2  Modélisation du robot à deux articulations.        

 Le système considéré dans ce chapitre est un robot manipulateur constitué par deux 

articulations et deux segments rigides comme le montre la figure suivante:       

 

Fig. 3.1: Schéma du bras manipulateur à deux articulations. 
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En appliquant le formalisme de Lagrange (Annexe A), nous obtenons les deux équations 

suivantes représentant le modèle dynamique du bras manipulateur : 

                             




−−=
=++

qEBJi

qGqqqCqqM

&&

&&&&

ττ
τ)(),()(

     (3.1) 

Où qetqq &&&,,  (vecteurs de dimension 2) représentent respectivement le vecteur des 

coordonnées généralisées en position, vitesse et accélération. 

En combinant les équations du (3.1), nous obtenons l’équation du robot avec ses 

actionneurs sous forme d’un seul étage : 

      
[ ] [ ] [ ]{ }
JiqM

qBGqGqEqqBCqqCqqBMqqCqMqMq

)(

)()(),(),()(),()()(
1

1

−

−

+
+++++++−= &&&&&&&&&&&&

  (3.2) 

)(qM  la matrice d’inertie, ),( qqC &   vecteur de dimension 2 représentant les forces de 

Coriolis, )(qG  le vecteur de gravité  de dimension (2 × 1) et τ les couples appliqués sur 

chacune des articulations du bras manipulateur. 

Le vecteur i  de dimension (2 × 1) représente les courants dans les servovalves; EBJ ,,  sont 

des matrices diagonales de dimension (2×2) appelées paramètres thermodynamiques. Elles 

dépendent de la température et des conditions initiales. 

Pour notre étude nous avons considéré le modèle (3.1) sous forme d’équation d’état, en 

prenant comme variables d’état les positions : 2411 , qxetqx == , ce qui conduit à la 

représentation suivante :  

Le modèle du système en représentation d'état : 
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              (3.3) 

Avec: 
         TTTT xxqxxqxxqqq ][,][,][][ 63524121 ==== &&& ,  Txxxxxxx ][ 654321= , TuuUi ][ 21== , 

                                                                       
 

                            







==−
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),(),(
),(),(

41224121

41124111
4141

1

xxgxxg

xxgxxg
xxgJxxM  (3.4) 
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Et  

[ ] [ ] [ ]{ }BGGxxEBCCxxBMCMM

xfxfxf
TT

T

+++++++−

==
− &&& ],[),(

)](),([)(

5263
1

21  

L’erreur de poursuite Teee ][ 41=  avec dxxe 111 −=  , dxxe 444 −= , et 1x  et 4x  sont les 

sorties commandées, ainsi que dx1   et dx4   sont les sorties désirées. 

 Nous définissons le degré relatif l du système comme le plus petit nombre entier positif  j 

pour lequel la dérivé )( jX  est une fonction explicite de la commande u, avec TxxX ][ 41=  tel 

que : 

                                   0
)()(

≠
∂

∂
U

tX r

 et  0
)()(

=
∂

∂
U

tX j

 pour  1,...,1,0 −= rj .       (3.5) 

  

3.3 Commande par modes glissants standard. 

 L’objectif principal consiste à utiliser l’approche des modes glissants pour chercher 

une loi de commande robuste vis-à-vis  des différentes variations des paramètres, permettant 

de forcer les positions à suivre les trajectoires désirées. La synthèse de la commande est 

basée sur le choix de la surface de glissement dont le polynôme caractéristique possède ses 

racines dans le demi plan gauche du plan complexe, la deuxième étape consiste à chercher 

cette surface en se basant sur l’optimisation LMIs, la loi de commande trouvée utilise la 

méthode de Lyapunov. 

 

3.3.1 Détermination de la surface de glissement. 

 Le degré relatif du système considéré  est  3=l , l’équation de la surface de glissement 

),,( eees &&&  a été choisie  comme suit :       

                                                     eees 01 αα ++= &&&   (3.6) 

Les coefficients 1α  et 0α  sont choisis selon la remarque 1.2.  

 

3.3.2 Conception de la loi de commande.  

 En se basant sur la surface de glissement ci-dessus, l’objectif est d’utiliser la fonction de 
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Lyapunov pour trouver une loi de commande par modes glissant qui force l’équation de 

glissement vers zéro en un temps fini. 

Théorème 3.1 [Path05] : Pour le modèle du système défini en (3.1), le contrôleur en mode 

glissant qui force les erreurs de poursuite asymptotiquement vers zéros dans un temps fini est 

donné comme  suit:  

req uuu +=  

Avec     )(),( 21
1 xxxgueq β−−=  ,   et :                                 

                                      T
dd xxeexfx ][)()( 6301 &&&&& −++= ααβ                 (3.7) 

  smgur
1−−=  : est le terme de commande robuste et m est une constante positive. 

Preuve : 

 Considérons la fonction de Lyapunov : 

                                                            ssV T

2

1=  

                                                            )(
2

1
ssssV TT += &&  

                                                           0, >−= mmss&  et smsV T−=&        

msxxgxxxgumsuxxgxmss ),()(),(),()( 41
1

41
1

41
−− −−=⇒−=+⇔−= ββ& req uuu +=⇔  

                                               

3.4 Commande et Surface de glissement basée sur l’approche LMIs. 

 Les idées principales considérées dans cette partie, concernent la commande et le choix 

de la surface de glissement [Choi03],[Tan00] par la technique LMIs peuvent être présentées 

selon deux  étapes : 

   La  première étape consiste à faire le choix d’une surface de glissement pour un système 

donné, en se basant sur la technique de LMIs. Cette dernière est employée pour choisir la 

fonction de glissement d'une manière optimale, et qui laisse obtenir une action de commande  

nécessaire pour maintenir le glissement. 

   La deuxième étape consiste à trouver un contrôleur en  mode glissant pour orienter la 

fonction de glissement à converger vers zéro en un  temps fini. L'approche  du mode glissant 

est préférée à cause de son caractère robuste à la dynamique non modelée et son insensibilité 
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aux perturbations externes. La synthèse du contrôleur est basée sur la surface de glissement 

choisie et utilise la fonction de Lyapunov.  

 

3.4.1 Formulation du problème en LMIs. 

 Soit un système en représentation dans l’espace d’état [Alao07] avec un degré relatif 2≥r .          

                            




=
=
CXy

UXfX ),(&
                       (3.8)     

Avec   X : le vecteur d’état    

 U : l’entrée du système  

Et  y : la sortie du système    

L’erreur de poursuite est : dyye −=   avec dy  : la trajectoire désirée 

 Considérons les dérivées successives de l’erreur de poursuite : )1()2( .,..,, −reee& , on pose en 

coordonnées locales :  

[ ] [ ])1()2(
121 ...... −

− == r
rr eeeezzzzZ &  

Alors nous obtenons le modèle de système :    

                                                       rzBAZZ += 11
&                                            (3.9) 

Avec :             

   

































=

0.......0

10.....0

........

........

........

0..01000

0...0100

00000010

A  , [ ]TB 1...0=  et  T
rr zzzzZ ]....[ 12211 −−=  

 

3.4.2 Choix de la surface de glissement par LMIs. 

 Notre objectif est de construire une surface de glissement optimale en employant la 

technique linéaire d'optimisation de l'inégalité  matricielle linéaire (LMI).  



                                                     Commandes par modes glissants d’un robot à deux articulations. 

 

 54

L’objectif principal est de choisir les coefficients de la surface de glissement d’une manière 

optimale. Ce qui revient à stabiliser le système (3.9) vers l'origine en un temps fini.  

 Théorème 3.2 [Alao07c ]: Pour le système (3.9), la surface de glissement peut être 

présentée sous la forme:                                   1KZzs r −=                                    

Avec : 
1−= LQK ,  L et Q sont les solutions de réalisation de l’inégalité matricielle linéaire :     

                                           0<+++ BLBLAQQA TTT  (3.10) 

Q : matrice symétrique semi définie positive,  0<L . 

Preuve : 

En remplaçant  1KZzr =   dans (3.9).                                (3.11)       

                                                    1)(
1

ZBKAZ +=&                                          (3.12) 

Le système (3.12) est asymptotiquement stable  si  0>∃ P   telle que : 

                                                0)()( <+++ BKAPPBKA T          (3.13)                    

 L’inégalité (3.13) est une inégalité non linéaire de Lyapunov et qui est équivalente en LMIs 

à  0<+++ BLBLAQQA TTT  telle que : 

                                         KQLPQQ T === − ,1     et    TT QKL =  

La surface définissant le glissement optimal :   

                                     [ ]Trr eeeeKes )2()2()1( ... −− −= &     (3.14) 

Avec K : gain optimal apporté par la solution de réalisation du LMIs. 

 

3.4.3 Synthèse de la loi de commande. 

 Nous considérons dans cette application, la poursuite de sorties d'un robot à deux 

articulations, nous employons la technique proposée dans le Théorème 3.2. Pour formuler 

d’une manière optimale la surface de glissement, et par la suite on cherche une loi de 

commande qui forcera la fonction de glissement à tendre vers zéro en un temps fini. 

 En considérant le modèle de système (3.9), le degré relatif du système est  3=r . 

La surface de glissement est : 

                                                    TeeKes ][ &&& −=      (3.15) 
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Avec : Teee ][ 41= , dxxe 111 −=  et  dxxe 444 −= . 1x , 4x  sont les sorties commandés  et dx1 , 

dx4   sont les sorties désirées. 

 Pour le modèle du système défini en (3.1), le contrôleur par mode glissant qui force les 

erreurs de poursuite à tendre asymptotiquement vers zéros en un temps fini peut être écrit 

comme suit:     

                                            req UUU +=       

Où eqU  est la commande équivalente :    

                                   ( )
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  (3.16) 

Et  )(1 ssatgmU r
−−=  : est la commande robuste  avec m: une constante  choisie positive. 

La trajectoire du système est alors confinée à l’intérieur d’une couche  de frontière ε2  

appelée ‘‘ boundary layer’’ où couche de turbulence glissante.  

3.5 Résultats de simulation. 

3.5.1 Approche par mode glissant standard. 

 Pour un robot à deux articulations décrites par le modèle du système (3.1); les 

trajectoires désirées sont :      

                                       )2cos(1 tx d =  ; )2sin(4 tx d = . 

On considère les paramètres numériques du modèle:  

81.9=g (ms-2), les longueurs des deux segments : ( ml 11.01 = , ml 15.02 = ). 

Les  masses des deux tiges :  ( Kgm 6.01 = , Kgm 4.02 = ). 

Les  inerties sont : ( )(07.0 2
1 KgmI = , )(025.0 2

2 KgmI = ).  

Les coefficients du polynôme caractéristique:    11 =α  ;    25.00 =α . 

Et  les paramètres thermodynamiques sont: 









=

50

05
E , 








=

100

010
B   et 








=

1000

0100
J  

Les figures suivantes montrent les trajectoires réelles et désirées des positions1x , 4x , dx1  et 

dx4  ainsi que la commande des courants 1u  et 2u  dans les servo-valves. 
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   Fig. 3.2 : Trajectoires réelle x1(-)  et désirée x1d (-- )          Fig. 3.3 : Trajectoires réelle x4(-) et désirée x4d (--)                                                                                          
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Fig.3.4 : Courants de commande des deux axes du bras manipulateur. 
 

 Les courbes des figures (3.2) et (3.3) montrent une bonne poursuite des trajectoires 

réelles, lorsque le contrôleur par mode glissant est appliqué.  

Les figures (3.4) montrent les courants de commande appliqués aux actionneurs des deux 

axes du robot. Nous obtenons une commande lisse  justifiant le choix de la commande 

proposée.  

 Remarque 3.1 : Seul le vecteur position est mesurable, pour pouvoir estimer l’état 

complet on va placer un observateur par mode glissant afin d’estimer tous les états inconnus 

du système, cette étude fera l’objet du chapitre 4. 
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3.5.2 Approche par mode glissant basé sur LMIs. 
 
 Pour un robot à deux articulations décrites par le modèle du système (3.1); les trajectoires 

désirées sont :  

 )cos(
21 tx d
Π=   et )sin(

24 tx d

Π=   

Et avec les mêmes  paramètres numériques cités en (3.5). 

L’approche LMIs en  MATLAB donne les valeurs optimales suivantes : 
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02.0=m  est choisi tel que V&  est négatif (théorème 3.1). 

 Pour  des différentes positions initiales sans et avec incertitudes de paramètres, les figures 

(3.7), (3.12), (3.17) , (3.22)   montrent  la trajectoire réelle (--) et  la trajectoire désirée  (- -) 

pour la position de l’extrémité du bras de robot  . 

Les figures (3.8), (3.13), (3.18), (3.23)  et (3.9), (3.14), (3.19), (3.25) montrent respectivement 

la position angulaire de la première tige et de la deuxième tige. Les figures (3.10), (3.15), 

(3.20), (3.25) et (3.11), (3.16), (3.21), (3.26)  montrent respectivement le couple  appliqué à 

l’articulation 1 et le couple appliqué à l’articulation 2. 

 Pour montrer la robustesse de la loi de commande vis-à-vis des perturbations nous 

choisissons un bruit aléatoire affectant les masses des deux axes, les incertitudes sur les  

paramètres de charge sont considérées comme: 

                     ),()06.0(6.0 01 fttrandnm +=   et  ),()04.0(4.0 02 fttrandnm +=  

avec  0t   temps  initial et ft  :temps final . 
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   Fig. 3.5: Variation de la masse 1m                             Fig. 3.6: Variation de la masse 2m  

 
Nous présentons les résultats de simulation pour la position angulaire , le couple articulaire et 

la position du bout de robot [Edou06],[Marc02] pour différents cas de position,  position 

initiale stable sans et avec incertitudes et  position instable avec et sans incertitudes 

Cas 1:  

Position initiale stable )0()0( dYY = ,  )0()0( dXX =   sans incertitudes. 
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Fig.3.7:  Trajectoire de l’extrémité du bras dans le plan horizontal (-) avec trajectoire désirée (…) 
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Fig. 3.8:  Position angulaire mesurée (-),       Fig.3.9:  Position angulaire mesurée (-), 

et référence(…)(rad) .                                     et référence (…)(rad). 
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Fig.3.10 : Couple appliqué à l’articulation 1.     Fig.3.11 : Couple appliqué à l’articulation 2. 

Cas 2:  

Position initiale instable et sans incertitudes: 1117.0)0()0( −=− YYd et 0911.0)0()0( =− XXd . 
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Fig.3.12 : Trajectoire de l’extrémité du bras dans le plan horizontal (-) avec trajectoire désirée (…). 
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Fig.3.13 : Position angulaire mesurée (-)        Fig.3.14 : Position angulaire mesurée (-) 

                                   et référence(…)(rad).                                        et référence(…)(rad). 
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       Fig.3.15 :  Couple appliqué à l’articulation 1          Fig.3.16 : Couple appliqué à l’articulation 2 

Cas 3:   

Position initiale stable avec incertitudes:  )0()0(),0()0( dd XXYY ==  . 
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Fig.3.17 :  Trajectoire de l’extrémité du bras dans le plan horizontal (-) avec trajectoire désirée (…) 
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Fig. 3.18 :  Position angulaire mesurée (-)                Fig. 3.19 :  Position angulaire mesurée (-) 

                             et référence(…)(rad).                                                et référence(…)(rad). 
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Fig.3.20 :  Couple appliqué à l’articulation 1.        Fig.3.21 :  Couple appliqué à l’articulation 2. 

Cas 4:  

 Position  initiale instable et avec incertitudes: 01117)0()0( −=− YYd , et 091.0)0()0( =− XX d . 
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Fig.3.22 :  Trajectoire de l’extrémité du bras dans le plan horizontal (-) avec trajectoire désirée (…). 
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 Fig. 3.23 Position angulaire mesurée (-)                Fig. 3.24  Position angulaire mesurée (-) 

et  référence(…)(rad) .                                       et référence(…)(rad). 
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Fig.3.25 :  Couple appliqué à l’articulation 1.          Fig.3.26 :  Couple appliqué à l’articulation 2. 

 
 Les résultats obtenus montrent une bonne  poursuite de la position angulaire des deux 

axes, ainsi qu’une robustesse du contrôleur appliqué par les modes glissants lorsque la surface 

de glissement est déterminée par LMIs, quand à la représentation en coordonnées cartésiennes 

de la trajectoire de l’extrémité du bras manipulateur dans le plan horizontal pour différents 

cas de position,  position initiale stable sans et avec incertitudes et  position instable avec et 

sans incertitudes, les résultats obtenus montrent l'efficacité du contrôleur proposé en mode 

glissant , dont la surface de glissement  a été choisie en utilisant la technique de résolution de 

LMIs. 
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3.6 Conclusion.  

 Dans ce chapitre nous avons appliqué les modes glissants classiques sur le système de 

robot à deux articulations. Les premiers résultats de simulations montrent de meilleures 

résultats concernant  les erreurs de poursuite quand le contrôleur est appliqué  par les modes 

glissants. Dans la deuxième partie de ce chapitre on a proposé une technique pour la 

conception de contrôleur robuste en utilisant le concept de surface de glissement basé sur le 

LMIs comme outil, nous avons considéré la commande de la trajectoire de l’extrémité du bras 

manipulateur dans le plan horizontal  pour différents cas de position,  position initiale stable avec 

et sans  incertitudes et  position instable avec et sans incertitudes. Les simulations montrent 

des résultats satisfaisants quand le contrôleur par mode glissant utilisant la surface de 

glissement proposée est appliqué. 
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Chapitre 4 

Observateurs  par modes glissants 

 

4.1- Introduction. 
 La mise en œuvre de lois des commandes basées sur le modèle non linéaire du système, 

nécessite la connaissance du vecteur d’état complet du système à chaque instant. Mais, dans 

la plupart des cas, les seules grandeurs accessibles du système sont les variables d’entrées et 

de sorties, il est nécessaire qu’ à partir de ces informations de reconstruire l’état du modèle 

choisi pour élaborer la commande. De ce fait, l’idée repose sur l’utilisation d’un observateur. 

Un observateur est un système dynamique que l’on peut appeler capteur informatique, 

puisqu’il est souvent implanté sur calculateur afin de reconstituer ou d’estimer en temps réel 

l’état courant d’un système, à partir des mesures disponibles, des entrées du système et une 

connaissance à priori du modèle. Il nous permet alors de suivre l’évolution de l’état en tant 

qu’information sur le système.  

 La possibilité de reconstituer une information interne sur le système au moyen des 

grandeurs externes disponibles peut être utile à plusieurs niveaux : 

- La commande du procédé, qui nécessite bien souvent la connaissance de son état 

interne. 

- La surveillance du procédé, à travers les écarts entre le comportement de l’observateur 

et celui du procédé. 

- L’identification du procédé, au moyen de l’estimation des grandeurs constantes qui 

paramétrisent  le modèle. 

 Or, la stabilité en boucle fermée ne peut être garantie à priori si la loi de la commande et  

l’observateur sont synthétisé séparément [Bouk97], [Mana97], [Djem97], le principe de 

séparation est vérifié seulement pour les systèmes linéaires, dont le problème est résolu par les 

observateurs de Luenberger [Luen71].   

Pour les systèmes non linéaires, la synthèse d’observateurs est encore un problème ouvert. 

Une des classes les plus connues des observateurs robustes est celle des observateurs par  
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modes glissants. Ce type d’observateur est basé sur la théorie des systèmes à structure 

variable. 

 

4.2 Observabilité et observateurs. 
 L’observabilité d’un processus est un concept très important en automatique. En effet, 

pour reconstruire l’état et la sortie d’un système, il faut savoir, a priori, si les variables d’état 

sont observables ou non. 

 En général, pour des raisons de réalisation technique, de coût, etc..., la dimension du 

vecteur de sortie est inférieure à celle de l’état. Ceci entraîne qu’à l’instant donné t , l’état 

)(tx  ne peut pas être déduit algébriquement de la sortie )(ty  à cet instant. Par contre, sous 

des conditions d’observabilité qui seront explicitées plus loin, cet état peut être déduit de la 

connaissance des entrées et sorties sur un intervalle de temps passé: ]),0([]),,0([ tytu . 

 Le but d’un observateur est de fournir avec une précision garantie une estimation de la 

valeur courante de l’état en fonction des entrées et sorties passées. Cette estimation devant 

être obtenue en temps réel, l’observateur revêt usuellement la forme d’un système 

dynamique. 

 Définition 4.1 [Foss 93] : on appelle observateur (ou reconstructeur d’état) d’un système 

dynamique  (S) : 
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             (4.1) 

Un système dynamique auxiliaire O dont les entrées sont constituées des vecteurs d’entrée et 

de sortie du système à observer et dont le vecteur de sortie )(ˆ tx  est l’état estimé : 
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           (4.2) 

telle que l’erreur entre le vecteur d’état x(t) et )(ˆ tx  tend asymptotiquement vers zéro. 

                       0)(ˆ)()( →−= txtxte  quand   ∞→t  (4.3) 

Le schéma d’un tel observateur est donné sur la figure (4.1).  
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Fig. 4.1.  Schéma de principe d’un observateur. 

L’existence d’un tel observateur est liée à la notion d’observabilité de )(S . 

L’observabilité caractérise la propriété de pouvoir récupérer (de façon statique ou dynamique) 

par une combinaison des mesures et de leurs dérivées toutes les grandeurs d’un système. 

 

4.3. Observabilité des systèmes linéaires.  

 Considérons le système dynamique linéaire 
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     (4.4) 

nRtx ∈)( , mRtu ∈)(   et pRty ∈)( . Les matricesA , B  et C  ont des dimensions appropriées. 

La matrice d’observabilité du système (4.4) est définie [Foll85] par : 
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L’observabilité du système (4.4) est garantie si le rang de la matrice d’observabilité O  est 

égal à n [Kalm60]. O’Reilly [O’Rei83] a présenté un deuxième critère; le système (4.4) est 

complètement observable si : 

                                                           n
C

AsI
rang =







 −
  .   (4.6) 

 Pour tout s complexe. Si un système linéaire est complètement observable, il est 

globalement observable, c’est-à-dire que toutes les composantes du vecteur d’état du système 

sont observables, et donc peuvent être reconstruites par un observateur. Si le système est non 

linéaire, nous devons distinguer l’observabilité globale de l’observabilité locale. 

 

S 
 

 
O  

)(tu  )(ty  
)(ˆ tx  
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4.4. Observateur non linéaire. 

  Considérons un système non linéaire d’un système dynamique )(S  : 

                                




=
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txhty

tutxftx&
  (4.7) 

Où les variables : nRXx ⊂∈ ,  mRUu ⊂∈  et pRYy ⊂∈  représentent respectivement 

l’état, l’entrée ou la commande et la sortie du système. f  et  h  sont des champs de vecteurs 

supposés  suffisamment continûment dérivables sur X . 

La plupart des observateurs qui existent dans la littérature ont la structure suivante 
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            (4.8) 

C'est-à-dire une copie du modèle plus un terme correcteur )ˆ,( xyη  qui établit la convergence 

de x̂  vers x . 

 

4.4.1  Observateur classique par mode glissant. 

 La mise en oeuvre des lois de commandes basées sur le modèle non linéaire du système, 

nécessite la connaissance du vecteur d’état complet du système à chaque instant. Cependant, 

dans la plupart des cas, seule une partie de l’état est accessible à l’aide de capteurs. Pour 

reconstituer l’état complet du système, l’idée repose sur l’utilisation d’un .capteur  logiciel, 

appelé observateur [Nico89], [Kris96]. Un observateur est un système dynamique qui à 

partir de l’entrée )(tu  du système (la commande), de la sortie )(ty  mesurée, ainsi que d’une 

connaissance a priori du modèle, fournira en sortie un état estimé )(ˆ tx  qui devra tendre vers 

l’état réel )(tx  (figure (4.1)). 

Une des classes les plus connues des observateurs robustes est celle des observateurs par 

modes glissants [Kris96, Sira94, Slot87, Utki95].  

  Pour le système (4.7), une structure d’observateur par modes glissants classique s’écrit : 
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Dans ce cas, la surface de glissement est donnée par : 

                              yyxs ˆ)( −=  

Le terme de correction utilisé est proportionnel à la fonction discontinue signe appliquée à 

l’erreur de sortie. L’étude de la stabilité et de la convergence pour de tels observateurs, est 

basée sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov. 

 L’étude de la stabilité et de convergence utilise les concepts de résolutions de Filippov 

[Fili60] , ainsi que les méthodes dites du vecteur équivalent développées par Utkin pour la 

commande, et par Drakunov [Utki92, Drak92, Drak95] pour les observateurs. 

      Notre choix de ce type d’observateurs se justifie par les bonnes propriétés qui peuvent 

être obtenues et parmi lesquelles nous citerons : 

- Une convergence en temps fini vers la surface de glissement 0ˆ)( =−= yyxs  si 

entre autre les conditions d’attractivité  vers cette surface sont vérifiées. 

- Une réduction de dimension du système d’observation à pn −  états avec n la 

dimension de l’état  x  ,  et p  la dimension du vecteur de sortie. 

- Comme la fonction signe est équivalente à un grand gain au voisinage de 

l’origine, nous obtenons une certaine robustesse vis-à-vis d’erreurs de modèle et 

de perturbations bornées.  

 L’exploitation de ces propriétés, et l’utilisation d’observateurs à modes glissant à 

structures particulières, nous permettent d’obtenir des dynamiques d’erreurs d’observation 

plus simple et plus facilement stabilisables pour des formes de système plus large que la 

forme injection de sortie [Kren83]. Ainsi, pour des systèmes qui se mettent sous forme 

d’observation triangulaire [Arim85, Bouk97], nous allons voir dans le paragraphe suivant 

comment nous obtenons la convergence de l’erreur d’observation vers zéro en temps fini. 

 

4.4.2 Principe de séparation. 

 La dynamique de l’erreur d’observation xxe −= ˆ  est aussi non linéaire dépendante de 

l’état de l’entrée du système. 

                              )ˆ,()(),( xyexfuxfe η−−−=               (4.9) 
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 Le  principe de séparation n’est donc plus vérifié et la commande n’étant plus indépendante 

de l’observateur. Par ailleurs il faut tenir compte de la dynamique de (4.9) si on veut faire la 

synthèse d’une commande basée sur x̂  . 

 Il  est à noter que ces contraintes ne se posent pas pour les systèmes linéaires et également 

pour les systèmes qui se mettent sous injection de sortie c'est-à-dire dans le cas où  la non 

linéarité ne dépend que des grandeurs connues (les entrées et les mesures) [Bouk97]. 
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Un observateur avec compensation du terme non linéaire peut s’écrire : 
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      (4.11) 

et permet alors d’obtenir une dynamique d’erreur d’observation linéaire indépendante de 

l’entrée et de l’état : 

                               eGCAe )( −=&          (4.12) 

 De manière générale pour des systèmes quelconques, il existe différentes classes 

d’observateurs, nous avons choisi d’étudier des observateurs par modes glissants pour les 

avantages qu’ils présentent en simplicité de mise en œuvre.      

 

4.5 Description et modélisation du robot à une articulation. 

  Les robots manipulateurs sont généralement actionnés de manière à augmenter au 

maximum leur mobilité [West92]. Ces systèmes servent pour l’étude des problèmes de 

stabilisation statique dans des environnements inconnus. Les non linéarités du modèle et des 

actionneurs rendent les problèmes de commande et d’observation assez compliqués. 

Le modèle dynamique du robot est celui du (3.1). 
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                         (4.13) 

L’unique variable supposée mesurable est la position articulaire (une partie de l’état). Cette 

information va nous servir pour la reconstruction de la vitesse et de l’accélération. 
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Pour notre étude nous mettons le modèle (4.13) sous forme d’équations d’état. En prenant 

comme vecteur d’état : qx =1 , qx &=2 , qx &&=3 , le modèle peut être réécrit sous forme de 

représentation d’état comme suit : 
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        (4.14) 

Où l'on définit la sortie mesurée par : 

                                               1xqy ==  

Et  le vecteur d’état : 

                                        Txxxx ][ 321=  

Et  

              ])()[(),( 23
1 JiBGGxEBCCxBMCMMixf −+++++++−= − &&&         (4.15) 

  Dans le but d’estimer l’état complet du système (positions, vitesses et accélérations 

articulaires) on propose un observateur non linéaire basé sur les modes glissants, qui n’est 

autre qu’une combinaison de l’observateur par modes glissants classique  présenté dans le 

chapitre 1 et l’observateur triangulaire [Baeb97, M’Sir97]. L’utilisation de cet observateur  

permet, après la convergence en temps fini de l’erreur d’observation en position et en vitesse 

de réduire le système à une seule composante. La structure de l’observateur proposé est la 

suivante : 
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      (4.16) 

Où  l’état estimé est donné par : 

                                              TTTT xxxx ]ˆˆˆ[ˆ 321=  

                                              ]ˆˆ[ˆ 211 qqxT =  

            ]ˆˆˆˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆ)ˆˆˆˆ[(ˆ),ˆ(ˆ
23

1 iJGGBxECBCxMBCMMixf −+++++++−= − &&
       (4.17) 

La variable 2x  est donnée par :   

                                            )~(ˆ 11122 xsignxx eqΛ−=        (4.18) 
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Où xxx −= ˆ~  représente l’erreur d’observation. La fonction (.)2sign  est mise à zéro tant que 

0~
1 ≠x , sinon (.)2sign  est égale à la fonction (.)sign  classique. Le terme v  pouvant être 

fonction de variables connues ou mesurables, est introduit pour augmenter la robustesse de 

l’observateur.  Les matrice1Λ et 2Λ sont choisies diagonales positives : 

),( 21111 λλdiag=Λ , ),( 22122 λλdiag=Λ  et la matrice non linéaire (.)3Λ  sera déterminée en 

utilisant la condition de convergence sur 3
~x , étudiée en boucle fermée avec l’équation de 

l’erreur de suivi. 

En soustrayant les équations du système (4.15) et les équations de l’observateur (4.17), nous 

obtenons les erreurs d’estimation : 
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     (4.19) 

  Dans le but de maintenir les dynamiques du système à l’intérieur de la région attractive, 

nous devons procéder comme précédemment, par étape. Nous déterminons une surface 

attractive et nous définissons le domaine de convergence correspondant, ensuite nous 

étudierons la dynamique du système sur cette surface glissante. 

� Etape 1 :   

 Comme la fonction )ˆ( 22 xxsign −   est mise à zéro, dans la première étape, nous obtenons 

la dynamique de l’erreur d’observation suivante : 

                                              










+−=

=

Λ−=

vixfixfx

xx

xsignxx

),(),ˆ(ˆ~

~~
)~(~~

3

32

11121

&

&

&

         (4.20)  

Prenons l’équation 0~
1 =x  et vérifions qu’une partie au moins de cette surface est une surface 

glissante pour le système. Pour ceci nous choisissons comme fonction de Lyapunov :  

                                                    111
~~

2

1
xxV T=       (4.21) 

Il est facile de montrer [Canu91] que 1V&   est négative sous les conditions suivantes :      

                                                   { }2,1~
112 ∈< ix i λ   (4.22) 
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 Ainsi, en choisissant ix211
~>λ , nous obtenons la convergence de l’erreur d’observation 1

~x  

vers zéro après un temps fini 1t , et donc 1
~x& .  Sur la surface de glissement nous avons 

0)~(~~
11121 =Λ−= xsignxx& ,  impliquant  22 xx =  car : 

                                       0)~(~~
2211121 =−=Λ−= xxxsignxx&        (4.23) 

Une fois 2x  obtenu nous passons à la dynamique de 2
~x  . 

� Etape 2 : le but de cette étape est d’atteindre 0~~
21 == xx , sur la surface 0~

1 =x ; la 

dynamique de l’erreur d’observation devient : 










+Λ−−=

Λ−=

=

vxsignixfixfx

xsignxx

x

)~(),(),ˆ(ˆ~
)~(~~

0~

2233

22232

1

&

&

&

 

Soit la nouvelle fonction de Lyapunov:        

222
~~

2

1
xxV T=  

La dérivé par rapport au temps de V2  est donnée par : 

))~(~(~
22322 xsignxxV T Λ−=&  

Par conséquent, si { }2,1~
32 ∈> ix i

iλ , alors 2
~x converge vers zéro après un temps fini 12 tt > . 

Donc, après un temps fini  2tt =  ,  nous  avons 0~,0~
22 == xetx & . 







=Λ−=

=

0)~(~~
0~

22222

1

xsignxx

x

eq
&

&

 

D’où en moyenne :   

2
1

222
~)~( xxsigneq

−Λ=  

 Nous pouvons maintenant considérer la dynamique réduite de l’erreur d’observation sur la 

surface 0~~
21 == xx  comme :   

                                          vxixfixxxfx +ΛΛ−−= −
2

1
233213
~),(),ˆ,,(ˆ~&        (4.24) 

Avec : 
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( ) ( )GMBGMxEMBCMCMiJM

xBMCMMxBCMMMixfixxxf

&&

&&

11
2

1111

3
1

3
11

321
~)(ˆ)(),(),ˆ,,(ˆ

−−−−−−

−−−

+−++−−

++−++−=−
 

Où  pour toutes matricesA , B  etC  données nous avons : 







−=

−=

ABCCBAABC

ABBAAB

ˆˆˆ

ˆˆ
 

 Dans ce paragraphe nous avons obtenu la dynamique du système réduit de l’erreur 

d’observation;  la condition de convergence sur3
~x  pourra être étudiée en boucle fermée avec 

l’équation de l’erreur de suivi [Cher01]. 

 

4.6 Forme d’observation triangulaire. 

 L’observateur triangulaire par modes glissants a été développé pour des systèmes qui 

peuvent se mettre sous la forme suivante appelée forme triangulaire d’observation [Bouk97]: 

                                           



















=





























+
+

+
+

=





























−−−

1

1211

2123

112

1

2

1

),()(

),,...,,(

.

.

.

),,(

),(

.

.

.

xy

uxgxf

uxxxgx

uxxgx

uxgx

x

x

x

x

nn

nnn

n

n

&

&

&

&

   (4.25) 

 Où les ig  et nf  pour ni ,...,2,1=  sont des fonctions analytiques, nT
n Rxxxx ∈= ]...[ 21  

l’état du système, mRu ∈  est le vecteur d’entrée et Ry∈  la sortie que nous considérons pour 

des raisons de simplicité d’écriture. 

La structure de l’observateur proposé est la suivante : 
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      (4.26) 

Où les variables  ix sont données par : 

)ˆ(ˆ 111,1 −−−− −+= iiimoyiii xxsignxx λ  

Avec 1, −imoysign  désignant la fonction 1−isign  filtrée par un filtre passe bas ; la fonction 

(.)isign  est mise à zéro s’il existe }{ ij ,1∈  tel que 0ˆ ≠− jj xx  (par définition 11 xx = ), si non 

(.)isign  est prise égale à la fonction (.)sign  classique. Grâce à cela nous imposons que le 

terme correcteur ne soit ‘‘actif’’ que si la condition 0ˆ =− jj xx  pour ij ,...,2,1=  est vérifiée. 

  Pour ce type d’observateur, nous avons une convergence en temps fini (par étapes) de 

l’erreur d’observation. En outre, il permet la séparation de la synthèse de l’observateur et de 

la commande; il facilite l’étude de stabilité en boucle fermée. La convergence en temps fini 

de l’observateur est assurée par le théorème suivant : 

 Théorème 4.1 [Mana98] : Considérons le système (4.25) et l’observateur (4.26). Si le 

système est à entrées bornées et à états bornés (BIBS) pour une durée finie [ ]T,0 , alors pour 

tout état initial )0(x , )0(x̂  et toute entrée bornée u , il existe un choix de iλ  tel que l’état de 

l’observateur x̂  converge en un temps fini  vers l’état x  du système. 

       Elément de démonstration. 

Considérons la dynamique de l’erreur d’observation xxe ˆ−=  et procédons étape par étape. 

Pour  111 x̂xe −= ,  nous avons : 

                             )( 1121 esignee λ−=&           avec    222 x̂xe −=          
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Si 21 e>λ   pour  1tt <  alors la surface de glissement 01 =e  est attractive et est atteinte après 

un temps fini 1t   ce qui fait  que 01 =e& . 

Il existe une fonction continue notée eqsign  définie par 0)( 112 =− esigne eqλ  impliquant 

22 xx =  sur la surface de glissement,  puisque moyeq signsign = ,  alors : 

0))(ˆ( 22112221 =−=−−−= xxxxsignxxe eq

s
& λ  

Une fois 2x  connu, nous allons passer à la dynamique de 2e  . Nous avons après 1t  comme 

nous l’avons vu, 22 xx =  ce qui implique que : 

0),(),( 212211 =− xxgxxg . 

Alors )( 2232 esignee λ−=& , et suivant le même raisonnement si 
max32 e>λ pour 2tt < , nous 

aurons après un temps fini 12 tt >  la convergence vers la surface 021 == ee . La dynamique 

du reste de l’erreur d’observation sur la surface de glissement est donnée par 02 =e& et on 

déduit donc 33 xx =  car : 

0)(ˆ 3322232 =−=−−= xxesignxxe eqλ&  

En réitérant )1( −n  fois ce processus, nous avons après un temps 1−nt  convergence de toute 

l’erreur d’observation vers la surface 0...... 121 ==== −neee  et par conséquent x  tend vers 

x , en un temps fini 1−nt  tout l’état est connu et l’erreur d’observation est nulle. 

 Nous allons maintenant nous intéresser à la stabilité de l’observateur en déroulant étape 

par étape le processus de convergence de l’observateur. 

A partir de (4.25) et (4.26) et en considérant les conditions initiales )0(ˆ)0( 11 xx ≠  (si ce n’est 

pas le cas nous sommes sur la surface de 01 =e  à l’instant initial, nous passons directement à 

l’étape 2). 

� Etape 1 : Vu que les fonctions isign  sont prises égales à zéro pour 1>i .nous obtenons la 

dynamique suivante pour l’erreur d’observation  xxe ˆ−= . 
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 (4.27) 

Etant donné que nous prenons une entrée u bornée, le système n’explose pas en temps fini (le 

système est supposé (BIBS) en temps fini par hypothèse); l’erreur d’observation est aussi 

bornée. Soit alors une fonction de Lyapunov : 

                                                            
2

2
1

1

e
V =  

Nous avons alors ))(( 11121111 esigneeeeV λ−== && . En  choisissant 
max21 e>λ  pour 1tt <  

l’erreur d’observation 1e  converge vers zéro en un temps  fini1t . 

� Etape 2 : comme dans l’étape 1, l’erreur  2e  reste bornée par hypothèse. Il faut, 

cependant, que 
max21 e>λ pour rester sur la surface   01 =e , mais cela est vérifié de part 

le fait que 2e  est strictement décroissante  après1t . 

Le but de cette étape est d’atteindre la surface   021 == ee . En utilisant les mêmes arguments 

que Drakunov dans [Drak95],  sur la surface   01 =e ,  la dynamique de l’erreur d’observation 

devient : 
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    (4.28) 

 

Soit la nouvelle fonction de Lyapunov : 

22

2
2

2
1

2

ee
V +=  
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Alors, si la condition 
max21 e>λ est satisfaite pour 1tt > , nous avons 02 =e , 

0)( 112 =− esigne eqλ ,  et : 

))(( 12322 esigneeV eqλ−=&  

Par conséquent, si 
max32 e>λ  alors 2e  converge vers zéro après un temps 12 tt > . De  plus 

02 <V& , et l’erreur d’observation est strictement décroissante durant la période ],[ 21 tt  ce qui 

implique que si la condition sur1λ  est vérifiée avant 1t  elle est obligatoirement aussi après1t . 

Nous obtenons, en vertu du principe du vecteur équivalent,  après 2t   33 xx = . 

Ainsi étape par étape nous obtenons la convergence des composantes de l’erreur 

d’observation vers zéro et celle de x~  versx , sous les conditions que durant ],[ 1+ii tt , 

max1+> ii eλ . 

� Etape n : cette étape commence à l’instant  1−nt  , à cet instant 0=ke  pour tous nk < . 

Alors, la dynamique de l’erreur d’observation devient : 
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     (4.29) 

 

Alors, ne  converge en un temps fini 1−> nn tt   pour toute valeur de 0>nλ  si, évidement toutes 

les conditions sur les kλ , nk <  sont elles aussi vérifiées. Ces conditions resteront satisfaites  

après 1−nt .  Ainsi le théorème est vérifié. 

 

4.6.1  Application de l’Observateur à un robot à deux articulations. 

 L’observateur que nous venons d’étudier s’applique parfaitement au modèle d’un bras 

manipulateur à deux articulations qui s’écrit sous forme triangulaire. Il a été retenu pour la 

mise de ces propriétés de robustesses discutées précédemment et à la propriété de séparation 
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(grâce à la convergence en temps fini) qui nous permet d’utiliser la commande par modes 

glissants développée précédemment. 

Rappelons que le modèle du robot (4.13), qui peut être représenté par les équations suivantes : 

                              )(),(),()()( qGqqqCqqqCqqMqqM &&&&&&&&&&&&&& ++++=τ      (4.30) 

                                 [ ] qEqGqqqCqqMB

qGqqqCqqqCqqMqqMJi

&&&&&

&&&&&&&&&&&&&

−+++
++++=

)(),()(

)(),(),()()(
     (4.31) 

Et   

 
[ ] [ ] [ ]{ }
JiqM

qBGqGqEqqBCqqCqqBMqqCqMqMq

)(

)()(),(),()(),()()(
1

1

−

−

+
+++++++−= &&&&&&&&&&&&

 

4.6.2 Mise sous forme triangulaire du modèle dynamique. 

 Pour écrire l’observateur sous forme triangulaire, il faut choisir pour cela le vecteur d’état 

Tqqqqqqx ][ 212121 &&&&&&=  et comme vecteur de commande TiiU ][ 21= . 

En posant qXqX &== 21 , et qX &&=3  on obtient : 
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          (4.32) 

Avec iuuUJXM
XgXg

XgXg
XgXXXX TT ===
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4.6.3 Observation par modes glissants sous forme triangulaire a injection   

          de sortie.  

  Dans ce chapitre, un observateur non linéaire par modes glissants est proposé en vue de la 

commande d’un robot manipulateur à deux articulations. Il donne une erreur d’observation 

asymptotique linéaire et stable. La classe des systèmes pour lesquels il est conçu peut-être 

considérée comme une forme triangulaire d’observation. Le but est d’assurer la stabilité du 

robot dans la perspective d’une commande  robuste et rapide. 
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 Pour commander le robot par retour d’état, il est nécessaire de connaître avec précision 

les états qui sont la charge, les positions, les vitesses et les accélérations. En pratique, ces 

deux dernières dérivées ne sont pas facilement mesurables en raison des contraintes 

techniques et économiques quand elles ne sont pas le plus souvent contaminées par le bruit ou 

encore pas du tout disponibles, d’autant plus que la mise en oeuvre d’un filtre numérique 

n’est pas, non plus aisée. C’est pourquoi, il est intéressant d’envisager le contrôle du robot à 

partir de la mesure des positions et de l’observation des vitesses et des accélérations. Par 

conséquent, le recours à un observateur est indispensable car seules, les positions du robot 

sont mesurables dans de bonnes conditions. 

Dans la littérature, il existe plusieurs types de structures d’observateurs: linéarisation, 

modification des coordonnées et injection de sortie [Xia88], systèmes à structure variable 

[Slot86, Haki02] synthèse basée sur la méthode Lyapunov [Thau73]. 

 Outre la recherche effectuée sur les méthodes d’observation, plusieurs études ont été 

menées visant la simplification des problèmes d’observation des systèmes non linéaires. 

Ainsi, à partir d’un simple observateur linéaire [Luen71] et un terme non linéaire connu, une 

nouvelle forme de systèmes [Kren83], appelée forme à injection de sortie a été introduite. Sa 

spécificité réside dans la linéarité de l’erreur dynamique d’observation et son indépendance 

vis à vis de la commande et de l’état. 

 

4.6.4 Observateurs par modes glissants sous forme triangulaire. 

 L’observateur  sous forme triangulaire associé au système (4.32) s’écrit : 
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   (4.33) 

Avec     

T
kkkkkk

T
kkk

T
kkk

T
kkk xxxxXXxxXxxXxxX ]ˆˆ[ˆ,][,]ˆˆ[ˆ,][ 33333 +++++ −−=−===

)ˆ(ˆ,)]ˆ()ˆ([)ˆ( 11,2,13333, 2,1 −−+−++++ −Λ+=−−=−
+− kkmoykkkk

T
kkkkkkkkkk XXsignXXxxsignxxsignXXsign

kk

,)]ˆ()ˆ([)ˆ( 222,111,112,1,
T

kkkmoykkkmoykkkkmoy xxsignxxsignXXsign +++−−−−−+− −−=−  

Et  par définition 11 XX =  
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On peut réécrire le système (4.32) sous la forme (4.34) et l’observateur (4.33) sous la forme 

(4.35) : 
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−+++=

−+=

−+=

−+++=

−+=

−+=

)ˆ(),(),(),,,,,(ˆ

)ˆ(ˆˆ

)ˆ(ˆˆ

)ˆ(),(),(),,,,,(ˆ

)ˆ(ˆˆ

)ˆ(ˆˆ

6666241221412165432126

555565

444454

3333241121411165432113

222232

111121

xxsignuxxguxxgxxxxxxfx

xxsignxx

xxsignxx

xxsignuxxguxxgxxxxxxfx

xxsignxx

xxsignxx

λ

λ

λ

λ

λ
λ

&

&

&

&

&

&

       (4.35) 

 

4.6.5 Convergence de l’observateur. 

 La dynamique de l’erreur d’observation xxe ˆ−=  s’écrit : 
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 (4.36) 

Et:  )ˆ(ˆ 111,1 −−−− −+= iiimoyiii xxsignxx λ . 

Avec 1, −imoysign  désignant la fonction 1−isign  filtrée par un filtre passe bas; la fonction 

(.)isign  est mise à zéro s’il existe { }ij ,1∈  tel que 0ˆ ≠− jj xx  si non (.)isign est égale à la 

fonction (.)sign  classique. Grâce à cela nous imposons que le terme correcteur ne soit actif 

que si la condition  0ˆ =− jj xx  pour ij ,...,2,1=  est vérifiée. 
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Appliquons l’algorithme de convergence par étape au système (4.35) et à l’observateur (4.36) 

pour prouver la convergence de l’observateur en temps fini. 

� Première étape : 

Nous avons 0(.) =isign  pour 2≥i  .       
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Avec T

r xxxxx ][ 6532=    et   ),()( 14 riii xxfxff −=∆     pour i=1,2. 

Comme le système est supposé BIBS (entrée et état bornés) puisque le courant d’entrée est 

borné, l’état observé et l’état réel restent bornés durant cette étape. 

Pour la convergence de 1e  en temps fini (respectivement de 4e ) considérons la fonction de 

Lyapunov : 

2
11 2

1
eV =  (respectivement 2

44 2

1
eV =  ). 

))(( 11121111 esigneeeeV λ−== &&  (respectivement  ))(( 44454444 esigneeeeV λ−== && ) 

En choisissant 
max21 e>λ (respectivement 

max54 e>λ ) on obtient la convergence de 1e  

(respectivement de 4e ) après un temps fini 1t  vers zéro. 

Après 1t , l’état atteint la surface de glissement et sur cette surface, nous avons 011 == ee &  

(respectivement 044 == ee & )  d’où : 22 xx =  (respectivement 55 xx = ). 

� Deuxième étape : 

Tout en respectant la condition de convergence de la première étape ; montrons la 

convergence de 2e  en temps fini (respectivement de 5e ). 

 En remplaçant 2x  par 2x  (respectivement 5x  par 5x ) on obtient : 

)( 2232 esignee λ−=&   (respectivement )( 5565 esignee λ−=& ) ; l’erreur d’observation s’écrit : 
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En choisissant la fonction de Lyapunov :  

( )2
2

2
12 2

1
eeV +=  (respectivement  ( )2

5
2

45 2

1
eeV +=  ) . 

On a après le temps1t , 01 =e (respectivement 04 =e )  d’où : ))(( 22232222 esigneeeeV λ−== &&  

(respectivement ))(( 55565555 esigneeeeV λ−== && ). 

En choisissant 
max32 e>λ (respectivement

max65 e>λ ) on obtient la convergence de 2e  

(respectivement de 5e )  après un temps fini 12 tt >  vers zéro. 

Après 2t , l’état atteint la surface de glissement et sur cette surface, nous avons 022 == ee &  

(respectivement 055 == ee & ) d’où : 33 xx =  (respectivement 66 xx = ). 

� Troisième étape : 

Tout en respectant les conditions de convergence des deux étapes précédentes ; montrons la 

convergence de 3e  en temps fini (respectivement de6e ). 

En remplaçant 2x  par 2x  , 3x  par 3x  (respectivement 5x  par 5x , 6x  par 6x ) on obtient : 

)( 333 esigne λ−=&   (respectivement  )( 666 esigne λ−=& ) 

La dynamique de l’erreur devient : 
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En choisissant la fonction de Lyapunov : 



                                                                                                         Observateurs  par modes glissants. 

 

 83

( )2
3

2
2

2
13 2

1
eeeV ++=  (respectivement ( )2

6
2

5
2

46 2

1
eeeV ++=  ) 

On a après le temps 2t , 021 == ee (respectivement 054 == ee ) d’où : 

))(( 3333333 esigneeeV λ−== &&  (respectivement ))(( 6666666 esigneeeV λ−== && ). 

En choisissant 3λ  (respectivement6λ ) au voisinage de zéro on obtient la convergence de  3e  

(respectivement de6e )  après un temps 23 tt > . 

Remarque 4.1 : 

 Comme la convergence vers la surface de glissement est assurée  seulement par les valeurs 

de 1λ  et 4λ , nous pouvons choisir 1λ  et 4λ  de manière que cette durée 1−nt  soit aussi petite 

que l’on veut. D’ailleurs nous pouvons initialiser l’erreur d’observation sur les mesures à 

01 =e  et 04 =e , si nous connaissons la valeur réelle de 11 qx =  et 24 qx = , ceci rend la 

convergence quasi instantanée ce qui rend la propriété de séparation vérifiée [Mana 98]. 

 

4.6.5.1 Application pour le système de pompage. 

  Considérons le système (2.1) vu au chapitre 2 :  
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     (4.37) 

Avec que 1x ω= comme sortie du système, nous avons représenté le système en représentation  

d’état : 
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 Proposition.4.1 [Alao08]: Pour le modèle du système défini en (4.29), l'observateur 

triangulaire en mode glissant qui fait les erreurs observées tendent vers zéro en un temps fini 

peut être écrit comme suit: 
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      (4.39) 

Avec ( )111 −−− −+= iimoyiii xxsignxx
)) λ , .4,3,2=i  11 xx =  et moysign  est l'approximation continue 

de la fonction  signe comme par exemple :             

                                   






 −=− −−−− )(
2

)( 1111 iiiimoy xxarctgxxsign
))

π
       (4.40) 

Preuve:   La dynamique de l'erreur d'observation : iii xxe
)−=  avec .4......1=i   est: 
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   (4.41) 

La démonstration de la convergence  de l’observateur par mode glissant sous forme 

triangulaire en utilisant   la stabilité  de la fonction de Lyapunov, s’effectue en 4 étape:  

� Etape 1 : 

Pour la convergence de  1e  en un temps fini, on considère la fonction de Lyapunov : 2
11 2

1
eV =  

( )( )1121111 esigneeeeV λ−== &&  

Par le choix 
max21 e>λ  nous obtenons la convergence de 1e  vers zéro après le temps  1t  

Apres le temps1t ,  l’état atteint la surface de glissement et sur cette surface nous avons :     

011 ==ee & : alors on a   22 xx = .  

Notons que la même procédure de démonstration est utilisé pour montrer la convergence en 

temps fini de 2e , 3e  et 4e . 
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4.6.5.2 Résultats de simulation pour le système de pompage. 

 Nous rappelons que notre système de pompage se compose d’un convertisseur de type‘‘ 

buck’’, un moteur (MCC) à courant continu et d’une pompe centrifuge. Les paramètres 

nominaux du modèle sont ceux déjà utilisés au chapitre 2. 
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Fig.4.2 : Erreur d’observation )(1 te .                       Fig.4.3 : Erreur d’observation )(2 te . 
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              Fig.4.4 : Erreur d’observation )(3 te .                        Fig.4.5:  Erreur d’observation )(4 te . 

 

Les résultats de simulations obtenus pour le système de pompage montrent des bonnes 

performances de l’observateur triangulaire par mode glissant, les schémas de la figure 4 

montrent que le temps de convergence augmente avec la dérivée de l’erreur d’observation 

1234 tttt >>> . 
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4.6.5.3 Résultats de simulations pour le robot à deux articulations. 

  Nous allons discuter les résultats de simulation effectués sous Matlab avec les paramètres 

du modèle  du robot qui ont été utilisés au chapitre 3.   

Les simulations présentées ci-dessous représentent la dynamique du bras manipulateur. 

L’objectif de la commande est de suivre la trajectoire désirée en utilisant une commande par 

modes glissants. Les trajectoires de référence choisie sont des sinusoïdes. 

Les trajectoires désirées sont: 

)2cos(1 tx d =  ; )3sin(4 tx d =  

Les paramètres nominaux du modèle sont: 

81.9=g (m/s2), les longueurs et les masses des deux segments (11.01 =l (m), 15.02 =l (m)),  

 (( 6.01 =m (Kg), 4.02 =m (Kg)), les inerties ( ).(07.0 2
1 mkgI = , ).(025.0 2

2 mkgI = ), et les 

paramètres thermodynamiques: 
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Les résultats de simulations obtenus de la figure (Fig.4.6.a) à la figure (Fig.4.11.a) montrent 

respectivement les trajectoires réelles (--) et les trajectoires désirées (- -) des positions, 

vitesses et accélérations, et les résultants de simulations obtenus de la figure (Fig.4.6.b) à la 

figure (Fig.4.11.b) montrent respectivement les trajectoires réelles (--) et les trajectoires 

observées (- -) des positions, vitesses et accélérations. 

Les résultats de simulation montrent que le système en boucle fermée avec la commande et 

l’observateur assure une bonne poursuite et une bonne estimation des vitesses et accélérations 

dérivées. 
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                                Fig:  4.6.a.                                                                 Fig.: 4.6.b. 

          
      Fig: 4.7.a .                                                                   Fig: 4.7.b. 

 
                                Fig: 4.8.a.                                                                 Fig.: 4.8.b. 
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                              Fig:  4.9.a.                                                                   Fig : 4.9.b. 

 
                             Fig : 4.10.a.                                                                   Fig :4.10.b. 

 
Fig : 4.11.a.                                                             Fig : 4.11.b. 

 



                                                                                                         Observateurs  par modes glissants. 

 

 89

0 5 10 15 20 25 30
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

temps en second

co
ur

an
t 

de
 c

om
m

an
de

 u
1

 
0 5 10 15 20 25 30

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

temps en second
co

ur
an

t 
de

 c
om

m
an

de
 u

2
 

Fig: 4.12.  Courants de commande des deux axes du robot. 

 

Les Figures 4.12 montrent les deux courants de commande des axes 1 et 2  du robot, nous 

constatons que la commande obtenue est lisse. 

 

4.7 Conclusion. 

 Dans ce chapitre nous avons proposé deux observateurs non linéaires par mode glissant 

qui présentent l’avantage d’être robuste aux incertitudes sur les paramètres du modèle. Cette 

étude sur les observateurs a été faite pour l’implémentation des commandes étudiées vu la 

nécessité des vitesses et accélérations articulaires. Le premier observateur étudié est une 

extension de celui présenté par Canudas de Wit [Canu91]  [Canu90] ; il a été développé par 

[Cher01]  et qui lors des simulations présente des difficultés des réglages des gains. Dans ce 

travail,  nous avons proposé un second observateur par mode glissant sous forme triangulaire 

à laquelle se prête parfaitement le modèle du robot manipulateur à deux articulations. Cet 

observateur non linéaire est robuste par rapport aux incertitudes dans le modèle et présente 

l’avantage de la convergence en temps fini qui permet pour la commande une propriété de 

séparation. 

 Les résultats de simulations montrent l’efficacité d’un tel observateur. Les dérivées des 

sorties obtenues par des méthodes numériques introduisent du retard et les résultats sont plus 

ou moins bruités car le choix d’un filtre numérique approprié n’est pas facile. Nous avons 
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montré l’utilité de l’observateur non linéaire par mode glissant  pour le cas de commande en 

position, vitesse et accélération du bras manipulateur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                        Conclusion générale et perspective. 

 

 91

Conclusion générale et perspective. 
 

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux problèmes de  commande  et d’observateur 

robustes par modes glissants pour deux systèmes, un système de pompage et un robot 

manipulateur à deux articulations. 

Le système de pompage considéré est constitué d’un convertisseur de puissance électrique de 

type ‘‘ buck ’’, d’un moteur à courant continu (MCC), combiné à une pompe centrifuge. La 

technique par mode glissant d’ordre un a été appliquée pour commander la vitesse de rotation 

du moteur. La comparaison avec la commande robuste ∞H  montre de meilleures 

performances pour la commande en modes glissants que ce soit en temps de réponse, ou en 

précision du suivi de trajectoire. L’utilisation des fonctions de lissage, telles que, la fonction 

de saturation a largement réduit le problème de réticence qui est le problème principal 

rencontré pour les systèmes à structures variables. De  point de vue théorique, une nouvelle 

stratégie basée sur la technique d’optimisation LMIs a été proposée dans le chapitre 3 pour 

réaliser un choix optimal de la surface de glissement, cette stratégie a été appliquée pour la 

commande d’un robot manipulateur à deux articulations. 

Dans le chapitre 4 nous avons aussi proposé un schéma de commande basé sur l’intégration 

d’un observateur triangulaire par modes de glissements, ce dernier est utilisé pour déterminer 

la vitesse, l’accélération des bras du robot, et la dynamique de l’erreur d’observation pour le 

système de pompage. Les résultats de simulations ont montré une meilleure performance que 

ce soit en poursuite de trajectoires ou en robustesse, ce qui favorise largement la possibilité de 

réaliser une expérimentation implémentant les différentes commandes proposées.    

Au terme de ce mémoire, il s’avère intéressant de préciser les perspectives à aborder dans le 

futur. Dans tous les cas, la technique d’optimisation LMIs  est un outil important pour le choix 

des gains au niveau des techniques, d’observateurs et de modes glissants d’ordres supérieurs. 
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Annexe A 
 

Modélisation du bras manipulateur 
 
 
A.1 Modèle dynamique d’un robot manipulateur. 
 

Nous montrons dans cette annexe le cheminement qui permet d’obtenir le modèle dynamique 

du bras manipulateur à partir des équations de Lagrange. Nous faisons l’hypothèse qu’ils sont 

rigides et sans frottements. En effet, le cas des robots ayant des frottements non négligeables 

pourrait être étudié de façon à peu près similaire. Nous choisissons de ne pas les considérer 

pour ne pas trop compliquer l’exposé des résultats. 

 
A.1.1 Les équations de Lagrange. 

Soit un système mécanique de dimension n, T
nqqqq ]......[ 21=  étant les coordonnées 

généralisées du système et T
n ]..........[ 21 ττττ =  le vecteur des forces généralisées agissant 

sur le système, on peut définir le Lagrangien du système comme étant la différence entre 

l’énergie cinétique et l’énergie potentielle du système. 

                               pc EEL −=  

Les équations de Lagrange se traduisent alors par : 

                              τ=
∂
∂−

∂
∂

q

L

q

L

dt

d
&

 

Dans le cas des robots manipulateurs rigides et sans frottement, l’énergie potentielle )(qEp   

ne dépend que de la position, elle n’est pas fonction des vitesses généraliséesq& , et l’énergie 

cinétique ),( qqEc &  est une fonction quadratique des vitesses généralisées q&  

                               
{ }
∑

∈
==

nji
jiij

T
c qqqmqqMqE

,.....1,

)(
2

1
)(

2

1
&&& . 

M (q) est la matrice d’inertie de dimension n × n, elle est symétrique, définie positive pour 

tout nq ℜ∈ .  Le lagrangien s’écrit alors:     

                               
{ }

)()(
2

1

,.....1,

qEqqqmL p
nji

jiij −= ∑
∈

&& , 
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On  a d’une part :    

                          ∑=
∂
∂

j
jkj

k

qqm
q

L
&

&
)(       

Et donc              

                         ∑∑∑∑ +=+=
∂
∂
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kj

j
jkj

j
jkj

j
jkj

k

qqq
dt

dm
qqmqqm

dt

d
qqm

q

L

dt

d

,

)()()()( &&&&&&&
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Les équations de Lagrange pour un tel système se traduit donc par : 

k
k

ji
j k

ij

i

kj

j
jkj q

P
qq

q

m

q

m
qqm τ=

∂
∂+









∂
∂

−
∂
∂

+∑∑ &&&&
2

1
)(      { }nk ,........,1∈∀  

 
En interchangant  l’ordre de la somme dans le deuxième terme et en utilisant la symétrie de la 

matrice d’inertie, on peut montrer que : 

ji
ji j

ki

i

kj

ji
ji

i

kj qq
q

m

q

m
qq

q

m
&&&& ∑∑
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,, 2
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Et ainsi, en définissant  les coefficients ijkC  connus sous le nom de symbole de Christoffel, 

par : 













∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
k

ij

j

ki

i

kj
ijk q

m

q

m

q

m
C
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Et en posant : 

k
k q

P
C

∂
∂=  

On peut écrire les équations de Lagrange sous la forme : 
 

kkji
j

ijk
j

jkj qCqqqCqqm τ=++∑∑ )()()( &&&&     { }nk ,.......,1∈∀  

que l’on peut regrouper sous la forme matricielle suivante : 

                                       τ=++ )(),()( qGqqqCqqM &&&&  (A.1) 
 

qqqC &&),(  est  formé d’éléments quadratiques en  q&  dont les coefficients peuvent dépendre de 

q. Ils sont classés en deux catégories : les termes en 2
iq&   représentent les forces de centrifuges 

et les termes en jiqq ji ≠&& , , représentent les forces de Coriolis. Plusieurs représentations de 
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la matrice ),( qqC &  peuvent être choisies, on prendra de préférence celle dont les éléments sont 

définis par : 

                                              ∑
=

=
n

i
iijkkj qqCqqC

1

)(),( &&  

car elle a des propriétés intéressantes. )(qG  représente  les termes de gravité du système et τ 

les couples appliqués sur chacun des éléments du bras manipulateur. 

 

A.1.2 Représentation d’état du système. 

Pour notre étude, nous mettons le modèle dynamique du robot manipulateur. 

(A.1) sous forme d’équation d’état en prenant comme vecteurs d’état 1x   le vecteur des 

positions articulaire et  2x  le vecteur des vitesses articulaires ; on obtient : 





+−−=

=
− ])(),()[( 12211
1

2

21

τxGxxxCxMx

xx

&

&
 

De plus, nous supposons que seules les positions articulaires sont mesurées, on a donc 

l’équation de sortie : 

1xy =  

 

A.1.3 Propriétés dynamiques du modèle du robot 

Dans ce paragraphe, nous énonçons quelques propriétés liées à la dynamique du système qui 

seront très utiles pour la conception de la commande dans les chapitres de ce mémoire. Les 

propriétés de bornitude des différentes matrices, pour tout nx <1 , ne sont valables 

théoriquement que pour les liaisons rotoïdes. Dans la pratique, elles sont aussi valables pour 

les liaisons prismatiques grâce aux butées mécaniques. 

 

A.1.3.1 La matrice d’inertie )( 1xM . 

Comme nous l’avons déjà souligné précédemment, la matrice d’inertie )( 1xM , qui n’est une 

matrice carrée de dimension nn×  et qui ne dépend que de la position, est symétrique définie 

positive pour tout nx <1  . 

P.1 0)()( 11 >= TxMxM . 
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Il en résulte directement qu’elle est inversible 

               P.2. TxM )( 1  existe. 

Les éléments de la matrice d’inertie et de son inverse dépendent de la position mais ils sont 

aussi bornés. Il existe deux constantes positives qui bornent respectivement la norme de la 

matrice d‘inertie et celle de son inverse pour tout nx <1   

 P.3. 11)( mxM ≤  . 

                   P.4. 11
1 )( nxM ≤−  . 

 

A.1.3.2  Les termes de gravité )( 1xG . 

Le vecteur )( 1xG  de dimension n, représente les termes de gravité. Chacun de ses éléments, 

fonction des positions, est borné. 

                     P.5. 11)( gxG ≤  . 

 

A.1.3.3  Les forces centrifuges et de Coriolis 221 ),( xxxC . 

Le vecteur 221 ),( xxxC , de dimension n, est formé d’éléments quadratiques en 2x , vitesse 

articulaire, représentés par : 

 P.6.{ } 212221 )(),( xxNxxxxC k
T

k =          { }nk ,.......1∈∀                                   

où les )( 1xN k sont des matrices carrées de dimension nn× , symétriques et bornées. 

                             ∞<)( 1xNk            { }nk ,.......,1∈∀ . 

Les éléments de la matrice sont les symboles de Christoffel : 

{ }
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+
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∂
+

∂
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==
k
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j

ik

i

jk
kjijik q

m

q

m

q

m
CxN

2

1
)( 1  

On peut majorer la norme de 221 ),( xxxC  par une fonction du carré de la vitesse articulaire 2x  

                      P.7.  
2

21221 ),( xcxxxC ≤  

Le vecteur 221 ),( xxxC  étant donné, il existe plusieurs paramétrisations possibles pour la 

matrice 221 ),( xxxC . Nous avons cité précédemment celle définie par les symboles de 

Christoffel : 
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{ } ∑=
i

ikjijk xxCxxxC 21221 )(),(  

Dans la littérature on peut rencontrer par exemple : 

{ } i
i k

ji

i

jk

jk x
x

m

x

m
xxxC 2

11
221 )

2

1
(),( ∑ ∂

∂
−

∂
∂

=  

On peut montrer [Orte89] que, quelle que soit la définition de la matrice ),( 21 xxC , la relation 

suivante est vraie : 

                      P.8. 0)],(2))(([ 22112 =− xxxCxM
dt

d
xT  

C’est une propriété de conservation d’énergie. 

 

Preuve 3 [Orte89] : 

Pour démontrer cette propriété, on définit l’hamiltonien du système : 

),( 212 xxLxpH T −=  

Où  L est le Lagrangien du système et p est le vecteur des moments généralisés :
2x

L
p

∂
∂=   

Il en résulte que H est égale à la somma de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle du 

système. 

                    )()(
2

1
1212 xExxMxH p

T +=  (A.2) 

 

La définition de l’hamiltonien est les équations de Lagrange conduisent aux équations de 

Hamilton du système : 

{ }ni
x

H
p

p

H
x

i
i

i

i
i

,......,1
1

2

∈∀+
∂
∂−=

∂
∂=

τ&

 

De ces équations, on définit la dérivée totale de l’hamiltonien par rapport au temps 

 

τT
i

i
i

i i

xp
p

H
x

x

H

dt

dH
22

1

=
∂
∂+

∂
∂=∑ &  

D’autre part, d’après l’équation (A.2), on a : 
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221
1

22

2
1

2
1

2212
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2

1
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xxxC
dt

xdM
xx

x
x

p
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dt
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Car 
1

2121 ),()(
x

p
xxCxxM

∂
∂−−= τ&  d’après l’équation du modèle obtenue par les équations de 

Lagrange.  

On a donc montrer que quelle que soit la paramétrisation de 221 ),( xxxC  choisie, elle vérifie 

la propriété (P.8). 

Mais il existe une propriété plus générale pour certaines paramétrisations de la matrice 

),( 21 xxC , notamment pour celle définie par les symboles de Christoffel. On peut montrer que 

pour une telle définition de 221 ),( xxxC , la matrice ),(2)( 211 xxCxM −&  est antisymétrique 

[Orte89].  

On a alors : 

           P.9. nT xxCxM
dt

d ℜ∈∀=− ζζζ 0)],(2))(([ 211  

Preuve 4 [Orte89] : 

Les éléments de la dérivée de la matrice d’inertie par rapport au temps sont donnés par : 

i

n

i i

jk

jk

x
x

m

dt

xdM
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1 1

1)(
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= ℑ
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Ceux de ),( 21 xxC  sont donnés par :  

i
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i k
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Les éléments de la matrice ),(2)( 211 xxCxM −&  sont : 

kji
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i j
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ji
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Car la matrice d’inertie est symétrique. 
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A.2 Modèle dynamique du système. 

 Le modèle dynamique présenté dans le chapitre 3 (équation (2.1)) représente la partie 

mécanique du système étudié : 

τ=++ )(),()( qGqqqCqqM &&&&  

Nous présentons dans ce paragraphe les termes de chaque matrice, ainsi que de leurs dérivés 

utilisées dans la loi de commande. 

En sachant que : 

21, mm  : les masses du premier et du second segment de la patte, 

21, ll  : les longueurs respectives du premier et du second segment de la patte, 

21, II : les inerties respectives du premier et du second segment du bras manipulateur. 

g : le terme de gravité, 

                )cos( ii qc =    )sin( ii qs = , )sin( jiji qqs += , )cos( jiji qqc += . 

Nous avons pour : 
 
La matrice d’inertie : 
 

                                    








+
++++
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222122

221222212
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 La matrice des effets Coriolis et centrifuge, 
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Le vecteur représentant la gravité, 
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+
+++

=
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&&&&
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Pour plus de détails sur la modélisation du système mécanique  voir : [Mana98] [Mana96] 

[M’Sir96].
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Annexe B 
 

Compléments sur la Synthèse de commande par ∞H  
  

 
B.1 Synthèse théorique d’un correcteur par factorisation première à     
       gauche normalisée. 
 

 
 

Figure B.1  Configuration du système avec factorisation première 

 

Considérons le système bouclé de la figure B.1 pour lequel : 

• Le système nominal G est supposé linéaire, rationnel, stationnaire, continu, de dimension 

finie et caractérisé par une factorisation première à gauche normalisée (NLCF), [Vidy88] : 

                            ∞
− ℜ∈= HNMNMG

~
,

~~~ 1  (B.1) 
 

Tell que : 

                            INNMM =+ ∗∗ ~~~~
    (B.2) 

 

• ∆G   Représente le système nominal affecté d’incertitudes non structurées de modèle. 

Autrement dit, ∆G  désigne le modèle incertain défini, dans ce contexte, par l’expression : 

                       )
~

()
~

( 1
NM NMG ∆+∆+= −

∆      (B.3) 

 

Pour laquelle ∞ℜ∈∆∆ HNM ],[  caractérisent les incertitudes de modèle affectant 

respectivement les facteursM
~

et N
~

 de la NLCF du modèle nominal. 
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• ),
~

,
~

( εNMN  désigne la famille des systèmes ∆G  fondée sur l’expression d’un ε –

voisinage fondamental de la factorisation première à gauche normalisée de G, à savoir : 

                        { }εε <∆∆∆+∆+=
∞

−
NMNM NMNMN ,/)

~
()

~
((),

~
,

~
( 1            (B.4) 

 

• ),
~

,
~

( εNMN  désigne le système bouclé 

 

Théorème B.1 (Glover et Mac Farlane 1989 [Glov89]) : Tous les correcteurs satisfaisant au 

problème sous optimal de stabilisation robuste d’un système décrit par une factorisation 

première à gauche normalisée sont définis par une transformation linéaire fractionnaire 

 ][◊LT : 

                     1
22211211][ ))((~ −++== LLLLTK L φφφ      (B.5) 

 

Pour laquelle le paramètre  pmH ×
∞∈φ  vérifie   1≤

∞
φ   et L est caractérisée par la 

représentation d’état suivante 
 

 
Pour laquelle 2

12 )1( −= γζ  où 
ε

γ 1=  désigne le niveau des incertitudes admissibles. 

)( 2IXZIW γ−+=  où  X  et Z  désignent les solutions respectives des équations de Riccati, 

GCARE  et  GFARE.  ],,,[ DCBA  est une représentation d’état du modèle nominal, 

∗+= DDIS  , F est le gain de filtrage défini par )(1 XBCDSF ∗∗− +−=  est cA  la matrice de 

commande  définie par :  BFAAc +=  . 

En annulant à présent le paramètre libre φ de la LFT, on définit alors la représentation d’état 

du correcteur central de la paramétrisation: 

 
Corollaire B.2 (Glover et Mac Farlane 1989[Glov89]): 

Le correcteur central possède pour représentation d’état : 
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−
++

=
∗∗

∗−∗∗−∗

DXB

ZCWDFCZCWA
K

c 1212
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    (B.6) 

 

 

Pour laquelle ],,,[ DCBA désigne une représentation d’état du modèle nominal, X et Z sont 

les solutions respectives de GCARE et GFARE, F est le gain de filtrage défini 

par )(1 XBCDSF ∗∗− +−= , cA  est la matrice de commande définie par BFAAc += et 

)( 2IXZIW γ−+=  

Remarque : il découle des dimension de chaque composante de la représentation d’état des 

correcteurs sous optimaux que ceci que ceci possède un ordre supérieur où égale à celui du 

système nominale.  

Au regard du théorème B.1 et du corollaire B.2, la synthèse d’un correcteur ∞H  suivant une 

approche par factorisation première, présente une partie systématique et une partie empirique 

(optionnelle). La partie systématique correspond à la détermination de la base fondamentale 

de la structure de compensation constituée par le correcteur central. Cette phase conditionne 

ainsi en grande partie les performances et la stabilité du système en boucle fermée. La 

seconde partie, inhérente à la définition du paramètre libre de la paramétrisation, autorise, 

quant à elle, une certaine modulation du compromis stabilité/performance en fonction de la 

stratégie de commande adoptée par l’automaticien. 

 
 
B.2 La norme ∞H . 

 1.1 Outils mathématique . 
 1.1.1 Espace ∞H  et norme associé . 

Définissons d’abord l’espace ∞L comme l’ensemble des fonctions associées de transferts ou 

matrices de transferts de la variable complexe p sans pole et essentiellement bornée sur l’axe 

imaginaire, possédant donc une norme ∞L  finie définie comme suit : 

))(())((sup)( sup ωσσ
ω

jGpGpG
ℜ∈

==  

L’espace ∞H  est un sous espace de  ∞L  des fonctions de transferts de la variable complexe 

p   tel que 0)( >pRe , la norme ∞H  d’une fonction de transfert )( pG  est donnée par : 
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))(())(()( supsup
0)(

ωσσ
ω

jGpGpG
pRe ℜ∈>

==  

 
Calcul de la norme ∞H  d’un opérateur : 

Les différentes méthodes de calculs de la norme∞H , sont fondés sur les résultats suivant, à 

savoir : considérons un système G dont une représentation d’état minimale est ],,,[ DCBA . 

On lui associe une matrice hamiltonienne γH   tel que : 

                             










+−−
+

= ∗∗−−∗

∗−∗−

)( 11

11

CDBRACSC

BBRCDBRA
H

γγ

γγ
γ γ

γ
 

 
Avec )( 2 DDIR ∗−= γγ  et  )( 2 ∗−= DDIS γγ  

 

Si )(Gσγ >  , autrement dit si γ<)( pG , alors γH  ne possède pas de valeurs propres 

situées sur l’axe imaginaire.  

De part cette propriété, le calcul de la norme ∞H  s’opère par la recherche de la plus petite 

valeur de γ  pour laquelle la matrice hamiltonienneγH  ne possède pas des valeurs propres  

sur l’axe imaginaire. Cette recherche est ainsi généralement opérée suivant une approche 

dichotomique (Cf. algorithme de Boyd et al [Boyd 89]). 

 
1.1.2 Valeur singulière et norme de Hankel. 

En préliminaire à la définition de la norme de Hankel, introduisons les notions de gramiens de 

commandabilité et d’observabilité. En rappelons les Equations Algébriques de Riccati 

relatives à la commande et à l’observation : 

Définition B.1 

Considérons une fonction (ou matrice) de transfert  stable )( pG  dont une représentation 

d’état minimale est ],,,[ DCBA . On définit les gramiens de commandabilité et d’observabilité 

notés respectivement  P et Q à travers les relations suivantes : 

 

∫
∞

∗ ∗

∆
0

dteBBeP tAAt  
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∫
∞

∗ ∗

∆
0

dteCCeQ tAAt  

Nota : on démontre que P  et Q  représentent également les solutions uniques et définies 

positives des équations de Lyapunov suivantes : 

 
0BBPAAP =++ ∗∗  

 
0CCQAQA =++ ∗∗∗  

 
Valeurs singulières et norme de Hankel : 

Définition B.2 

Considérons une fonction (ou matrice) de transfert  stable  )( pG  , de degré n dont une 

représentation d’état minimale est ],,,[ DCBA . Considérons de plus le gramiens de 

commandabilité P  et  le gramiens d’observabilité Q  définie conformément aux relations  

(B.3) et (B.4), alors : 

• .les valeurs singulières de Hankel  de )( pG  sont données par : 

niPQpG ii .....,.........1,)())(( 2/1 ==
∆

λσ  

et ordonnées par convention, dans l’ordre décroissant ).....( 21 nσσσ ≥≥≥  

• La norme de Hankel  de la fonction (ou matrice) de transfert )( pG , notée : 

))((max()( pGpG iH
σ=  

Notons que la norme de Hankel  de la fonction (ou matrice) de transfert )( pG  peut être 

définie de manière équivalente à partir des solutions uniques Z  et X   des Equations 

Algébriques de Riccati (respectivement GCARE et GFARE) associé à une représentation 

d’état minimale de )( pG  [Doyl 89], à savoir : 

))1(()( 12/1
max

−
∞

+= ZXZXpG λ  
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1.1.3 Transformation linéaire fractionnaire. 

  

P

H

w z

     

P

H

w z

 
                                         (a)                                                                   (b) 
Figure B.1 : schéma associé aux transformations linéaires fractionnaires (a) inférieures (b) supérieurs 

 

Considérons les systèmes définis au travers des figures B.1.(a) et B.1.(b) pour lesquelles P 

désigne la matrice d’interconnexions partitionnée comme suit : 

















=

2221

1211

PP

PP

P

M

LML

M

 

En respect de ces configurations, la matrice de transfert zwT  entre l’entrée w et la sortie z par 

le biais des transformation linéaire fractionnaire inférieur (LLFT),  notée ),( HPFL  , et définie  

par :  

                    21
1

221211

2221

1211

)(),(),( PHPIHPPH

PP

PP

FHPF LL
−−+=

















=
M

LML

M

 

Avec : 0)det( 22 ≠− HPI . 

 

Lemme B.4 : toute transformation linéaire fractionnaire, conforme a la définition précédente, 

pour laquelle 22P  est inversible (i.e. 0) det(P22 ≠ ) peut être également définie par : 

1
22211211 ))((][ −++= UHUUHUHTU  

Avec :               
















−

−
=

















=
−

−−

1
212221

1
211122

1
211112

2221

1211

PPP

PPPPPP

UU

UU

U

M

LML

M

M

LML

M
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Définition B.5 : En se référant à la figure  B.1 (b), une transformation linéaire fractionnaire 

supérieur, (ULFT) notée ),( HPFU , et définie par : 

12
1

112122

2221

1211

)(),(),( PHPIHPPH

PP

PP

FHPFT UUzw
−−+=

















==
M

LML

M

 

 

1.2. Problème standard . 

La plupart des configurations de commande peuvent en effet, par simple transformation 

topologique, être mise sous la forme standard représentée au travers de la figure B.2 

suivante :                                         

w z

u y

 

Fig B.2 

Configuration pour laquelle w  désigne le vecteur des entrées exogènes (consigne, 

perturbations,…..), u est le vecteur de commande, y est le vecteur des sorties mesurées et z 

désigne le vecteur des sorties à contrôler (à annuler, borner ou minimiser). Le bloc P  

représente quand à lui, la matrice d’interconnections intégrant le modèle nominale et les 

éventuels transferts relatifs aux performances souhaitées, ∆   caractérise les incertitudes (ou 

perturbations) attachées au système et K   désigne le correcteur. 

En notant alors respectivement  ),( KPFL  l’opérateur d’entrée w et de sortie z lorsque 0=∆ , 

et ),( ∆PFU  l’opérateur d’entrée u et de sortie y lorsque K=0, il en résulte des critères de 

stabilités (entrées-sorties) établie notamment par Zames au travers du théorème des petits 

gains [Zam 66], le résultat fondamental suivant [Vid 85], [Macf 92]. 

Théorème B.6: Un correcteur K  stabilise ),( ∆PFU  de la figure B.2 pour toute perturbation 

admissible ∆  telle que ε≤∆
∞

 et tout système standard P  stabilisant  les conditions 

d’observabilités et de commanditaire, si et seulement si : 
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i) K  stabilise )0,(PFU  (i.e K  stabilise le modèle nominale )( pG ). 

ii)  1),( −
∞∞

≤= εKPFT Lzw . 

ε  désigne la marge de stabilité ( avec 10 << ε ) et zwT  représente la matrice de transfert 

entre les entrées exogènes et les sorties à contrôler. 

 Ainsi le problème générique de commande robuste ∞H  peut être exprimé comme la 

recherche d’un correcteur qui stabilise (de manière interne) le système en boucle fermé et qui 

minimise (problème optimal) la norme ∞H  de la matrice de transfertzwT . 

Notons toute fois que la commande ∞H ne désigne essentiellement qu’un formalisme et un 

concept associé à l’analyse et à la résolution des problèmes de commande robuste. Cette 

approche regroupe, de fait, un certain nombre de techniques de synthèse qui représentent 

chacune leurs singularités. Ces spécificités sont relatives notamment aux hypothèses 

fondamentales (nature de la représentation du système P….), au niveau de complexité de mise 

en œuvre et au degré d’implication de l’automaticien dans l’élaboration de la loi de 

commande.



ANNEXE C  
                                                                                                                                              Linéarisation 

 115

ANNEXE C  
 

Linéarisation 

 

Cet appendice rappelle quelques règles pour la linéarisation des relations non linéaires 

 

C.1 Fonction non linéaire d’une variable. 

Considérons la variable y fonction non linéaire de la variable x. :    

           )(xfy =  

On peut linéariser  cette fonction par introduction de petites variations autour du point de 

fonctionnement 0P   en posant : 

)(

)(

00

0
00

xfy

x
x

f
xfyyy

=

∆+≅∆+=
δ
δ

 

 

D’où          
0x

f

δ
δ

représente la pente au point de fonctionnement 0P  

Ainsi 

xcx
x

f
y ∆=∆=∆

0δ
δ

      avec     
0x

f
c

δ
δ=  

   

 C.2 Fonction non linéaire de deux variables : 

Soit une fonction non linéaire de deux variables 1x  et 2x  : 

                                     ),( 21 xxfy =  

Cette fonction peut être linéariser par l’énoncé : 

2

02
1

01
02010 ),( x

x

f
x

x

f
xxfyyy ∆+∆+≅∆+=

δ
δ

δ
δ

 

2

02
1

01

x
x

f
x

x

f
y ∆+∆=∆

δ
δ

δ
δ

 

2211 xcxcy ∆+∆=∆  
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Avec 

                               
01

1 x

f
c

δ
δ=              

02
2 x

f
c

δ
δ=  

Les cœfficients 1c  et 2c  dépendent du point de fonctionnement0P . 

Cas particuliers : 

.Produit de deux variables 1x  et 2x  tel que 21xxy =  

D’après le principe de décomposition présenté précédemment on a : 

2

02

21
1

01

21 ),(),(
x

x

xx
x

x

xx
y ∆+∆=∆

δ
δ

δ
δ

 

201102 xxxxy ∆+∆=∆  

Quotient de deux variables 1x  et 2x  tel que 
2

1

x

x
y =   

En décomposant comme précédemment, on a : 

2

02

21
1

01

21 )/()/(
x

x

xx
x

x

xx
y ∆+∆=∆

δ
δ

δ
δ

 

2

02

1
21

1

01

1
21 )()(

x
x

xx
x

x

xx
y ∆+∆=∆

−−

δ
δ

δ
δ

 

2
2
02011

1
02 xxxxxy ∆−∆=∆ −−  

2
02

01
1

02

1
x

x

x
x

x
y ∆−∆=∆  

C.3 Fonction non linéaire de n variables. 

Soit                  )..,,.........,( 21 nxxxfy =  

Une fonction non linéaire de n variables nxxx .,,........., 21  

Cette fonction peut être linéarisée par : 

nn xcxcxcy ∆++∆+∆=∆ .........2211  

Avec  

    
0i

i x

f
c

δ
δ=       Les coefficients ic dépendent du point de fonctionnement0P . 


