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NOTATIONS.

S Surface de glissement.

n

Equation décrivant la surface de glissement.

r Degré relatif du systéeme.

Pat Ensemble des nombres réels.

u Commande du systeme.

U Commande équivalente du systeme.
u, Commande robuste du systeme.

p Variable de la transformée de Laplac
A" Matrice complexe conjuguée transpaela matriceA .
A° Matrice de commande.

G(p) Systeme nominal.

K(p) Correcteur.

A i valeur propre.

o, i ™ valeur singuliére.

o Valeur singuliere maximale.

& (&) Marge de stabilité (maximale).

y= 1 , Vin Niveau de tolérance admissible.
£

|| ||w Norme infinie.
|| ||H Norme de Hankel.
G, Modéle incertain défini.

R.(p) Partie réelle de la variable complgxe

L, L’ensemble des fonctions de transfeutsnatrices de transferts de la variable
complexe.
H® Ensemble des fonctions de transferts atrioes de fonctions de transfert, de la
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variable complexe p, appartenahf &t sans pole & (p) > .0
Sous-ensemble de * des fonctions rationnelles a coefficients réels.

Transformation linéaire fractionnaire.

Elément de factorisation premiére a gauche.
Elément de factorisation premiére a droite.

Courant continu (Directly Curent).

ABREVIATIONS.

LLFT

ULFT

NLCF

BIBS

MCC
HMT

Transformation linéaire fractionnairgérieur (Lower Linear Fractionnal

Transformation).
Transformation linéaire fractionnaingogrieur.(Upper Linear Fractional

Transformation).
Factorisation Premiére a Droite Normsedi (Normalised Left Coprime

Factorisation).
Entrée bornée et état borné (BornetliBmuine State).
Moteur & courant continu.

Hauteur manomeétrique totale.
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Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE.

Les systemes réels sont dans la plupart du temp$imé&aires, mal définis, ont des paramétres
variables et sont soumis a des perturbations eedetra modélisation de ces systemes releve
trés souvent d'une approximation des phénomenesqui®s mis en jeu. Or, c'est a partir de
cette représentation approximative des systémed'@uesouhaite construire une commande
pour le systeme réel. Cette commande doit étrs abdnuste dans le sens ou elle devra assurer
une faible sensibilité aux incertitudes sur lesap@tres, a leurs variations et aux perturbations
externes. L'objectif de ce travail consiste a dwileer des commandes robustes, performantes
et relativement simples a mettre en oeuvre.

Lorsque la partie commandée du processus est rfale perturbée, les commandes
classiques, par exemple a action proportionnetégnale dérivée, peuvent s'avérer suffisantes
si les exigences en précision et en performancgysigme ne sont pas trop sévéres. Dans le
cas contraire, il faut concevoir des algorithmescdenmande assurant une robustesse du
comportement, du processus vis-a-vis des inceed#tuglir les parametres et leurs variations.
On peut citer dans ce contexte, la commahtié [Lava97], [Macf92], la commande par
placement de pdle robuste [Del93], [Lan93], la cande par modes glissants [Utki92],
[Sira83], [Leva03]. Dans ce travail, nous avonsigiia technique des modes glissants connue
par sa grande robustesse en stabilité et en peafuen

La caractéristique principale d’'une commande padesalissants est sa structure variable
avec commutation sous certaines conditions prédéfiors de la synthése de part et d’autre
d’'une surface choisie a priori, appelée surfacgldsement. Le systeme commandé est dit
alors en régime glissant et sa dynamique deviemsrsensible aux variations parameétriques,
aux erreurs de modélisation et a certaines petiorisaexternes, La mise en oeuvre d'une
telle commande est relativement simple et ne 1B#eepas une représentation exacte du
processus, ce qui est un avantage considérablen@anpt, I'utilisation de cette approche a
longtemps été limitée par les vibrations résidseie hautes fréquences qui se manifestent sur
les grandeurs asservies et les variables de comawarfsur le plan expérimental, ce
phénomeéne appelé réticence est un probleme géité’eésolu qu’apres les récents progres de
I'électronique de puissance, et plus particulieneineles circuits de commutation, et les

convertisseurs de puissances électriques, et deautt de Slotine, Sira-Ramirez et autres
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[Slot83], [Slot84], [Sira92]..., permettant ainsi pialication réelle dans plusieurs domaines
dont, en premier lieu, celui de la robotique etl'déectrotechnique (ou I'électronique de

puissance)lLes travaux relatés aux travers de ce travail,ssfiment dans le contexte de

'étude des commandes robustes d'un systeme d@ggemcomposé d’'un convertisseur de
puissance électrique de type “buck converter’und moteur a courant continu (MCC) muni

d'une pompe centrifuge et d’'un systeme constituandrobot manipulateur a deux

articulations.

Ce travail est organisé en quatre chapitres, @apemier chapitre on présente les éléments
théoriques nécessaires a la compréhension du medgligkement, a la description des
différentes méthodes qui permettent la déterminadi® la dynamique du systéeme, I'approche
H*, la technique d'optimisation LMIs, et le choix d'wbservateur triangulaire par mode de
glissement.

Le deuxieme chapitre est consacré au développedeecbmmandes par modes glissants
d’ordre un et leurs applications pour le system@a®page. La comparaison avec I'approche
H® montre une meilleure performance de ces commaraten@des glissants d’'ordre un. Le
phénoméne de réticence a été considérablementt ngduil’utilisation des fonctions de
lissage.

Au troisieme chapitre; une extension de la commarpiécédente est présentée pour un
robot manipulateur a deux articulations pour lalgukel conception de la surface de glissement
est basée sur 'approche des inégalités linéaisgaaelles (LMIs).

Dans le quatrieme chapitre nous introduisons lesemateurs non linéaires par modes
glissants permettant d’estimer I'état complet distéspe que nous utiliserons pour les
différentes lois de commande proposées, des siimngasont alors présentées pour illustrer
d’'une part la robustesse et d’autre part les paidoces de la commande et de I'observateur
Proposeés.

Ainsi I'objectif de ce mémoire est la construiresdehémas de commande et d’observation
assurant a la fois, robustesse et performancetéglapx systemes de pompages et robots

manipulateur.
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Chapitre 1

Généralités sur la Commande et Observateur par Modeglissants,

Approche H” et LMIs

1.1 Introduction.

Ce chapitre est destiné a introduire les élémemiSoriqgues nécessaires a la
compréhension du fonctionnement des commandes @aesrde glissement, des commandes
H® et la mise en ceuvre de la technique d’optimisdtidis, or la mise en ceuvre de lois de
commandes basées sur le modele non linéaire densystnécessite la connaissance du
vecteur d’état complet du systéme a chaque ingstéais, dans la plupart des cas, les seules
grandeurs accessibles du systeme sont les varidiglesée et de sortie, il est nécessaire a
partir de ces informations de reconstruire I'étaintbdéle choisi pour élaborer la commande.
De ce fait, I'idée repose sur l'utilisation d’un s@yvateur, notre choix s’est fixé sur un
observateur triangulaire par mode de glissement.

Or, pour les systemes linéaires, le probléeme dehege d’observateurs est résolu de
maniere théorique tandis que pour les systemedim@ares, la synthése d’observateurs est
encore un probleme ouvert. Une des classes lescplusues des observateurs robustes est
celle des observateurs par modes glissants, cedtgpservateur est basé sur la théorie des
systemes a structure variable. Ces derniers oodaes propriétés de robustesse vis-a-vis

des erreurs parameétriques et des perturbationgésrn

1.2 Approche des modes glissants.

Un modéle mathématique constitue souvent une béseri approchée de la réalité
physique, et la loi de commande ne pourrait étnesitoite que sur ce dernier. Ainsi la
commande choisie devra étre robuste dans le sealeodevra garantir une faible sensibilité
aux erreurs et aux incertitudes sur les paraméérdsurs variations et aux perturbations.
Notre choix s’est porté sur la commande par mo@eglidsement qui n’est autre qu’un cas
particulier de la théorie des systémes a structumdable et multifonctions. Basée

essentiellement sur la résolution des équatiorférdiftielles a second membre discontinu,
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initiée par Filippov en 1960 [Fili60], sera utilsées la parution des livres d’Emelyanov
[Emel67], d'ltkis [Itki76] et d'Utkin [Utki78]. La communauté automaticienne s’est
rapidement rendu compte de l'intérét de cette tigclenqui allie simplicité de synthese et
robustesse [Edwa96, Sira93, Slot84, Slot86, Yang99]

1.2.1 Définitions.

Considérons le systeme non linéaire suivant :

x = f(x,t,u)
avec Xx(t,) = (1.1)
y = h(x) o) =%
et I'hypersurface : s(x) = 0.

f un champ de vecteur suffisamment différentiable.
+ H > 0
u(x t) = u §| S(X)
u si s(x)<0 (1.2)
u(x,t) g [-11] si s(x)=0.
ul QO O : estlacommande du systéeme.

Ou x est I'état du systéme de dimensianévoluant dans une varié# isomorphe ai",
caractérisant le domaine physique de fonctionnemhestysteme. Le systeme (1.1) avec la loi
de commande (1.2) est intrinséquement a strucaniable [Utki78]. En revanche, le systéme
rendu discontinu par le choix d'une commande distoe, u est dit a discontinuité
artificielle.

Le systéme variable (1.1) avec la loi de commaadd peut se ramener a I'écriture suivante
fr(x,t) si s(x,t)>0

: (1.3)
f7(x,t) si s(xt)<0

x= f(xt,u) :{

ouf "(x,t) et f "(x,t) sont des champs de vecteurs complets dahs
s(x,t) : est une surface daris" qui divise l'espace en deux parties disjoinsest) >0 et

s(x,t) <0 qu'on notera respectivementet £”.

Remarque 1.1: D'autres systemes sont de conception naturefiediscontinus, a titre
d'exemples les circuits électroniques contenantcdesmutateurs [King82] et les systémes

mécaniques contenant un frottement sec [Utki78,i92tk Qu'ils soient a discontinuité
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bY

artificielle ou naturelle, les systemes a structuagiable de type (1.1) peuvent tous se
ramener a la forme (1.3).

En dehors de la surface de discontinuité les vextgitlesse f* et f~ peuvent avoir
différents comportements :

les vecteurs vitessé* et f~ traversent la surface d'un coté vers l'autre (€idul.a,
Figure.1.1.b)

« lesvecteursf* et f~ sont pointés chacun vers la surface (Figure.1.1.c)

Figure.1.1.b

Figure.1.1.c

Figure.1.1 : Différents comportements en dehoradarface de discontinuité.

Le cas qui nous intéresse est celui ou les deutewss vitesses * et f “sont pointés
chacun vers la surface, on dit alors que la sudatattractive (figure 1.1.c).
Définition 1.1.

Une surfaces=0 est attractive pour un domaine de convergence &snkoute trajectoire

évoluant dans le domaine d’attraction est dirigées ¢ette surface.
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Définition 1.2.

Une surfaces =0 est invariante si toute trajectoire débutant dzeie surface ou atteignant
cette surface, ne peut en sortir et évolue doncedte surface.

Si I'état du systéeme est de c@téde I'espace d'état (ou du céié, il rejoindra forcément
la surface s=0. S'il dépasse de l'autre c6# (ou du cotée’), il se ramenera vers
s=0(figurel.2). Cette surface =0 est donc appelée surface glissante et le mouvesnent
cette surface est un mode glissant dont I'équatétermine la dynamique désirée du

systeme.

-

Mode de glissement

X

Fig.1.2 Mode de glissement idéal

Une surface de discontinuig= 0, suivant que I'état du systéme est stirou sure™, il

atteint la surface respectivement avec les vite$sesi f ~ .
L'équation du mouvement est alors donnée par legi@es des équations différentielles a
second membre continfi* (x,t) et f “(x,t) , a savoir:

| FT(xt) si xOe*

X_{f‘(x,t) si xO&
Ou les solutions a ces deux équations difféereeiekdinaires existent par hypothéses.

En général I'étude théorique de ce type de sys@omportant des discontinuités n’est pas

classique. En effet, les équations différentieiessatisfont pas les conditions d’existence et
d’'unicité de solution a cause des termes discostiraun Lipchitziens, et en général non défini

sur les surfaces de discontinuités.

1.2.2 Phénomeéne de réticence.
En pratique, le terme discontinu a droite de I'démumapeut exciter des dynamiques hautes

fréquences non modélisées qui entrainent I'apparie ce qu’on appelle “ réticence” ou



Généralités sur la Commande et Observatepar Modes glissants, ApprocheH © et LMIs

“ broutement” connu en anglais sous le nom dédttering”, et qui se caractérise par des
fortes oscillations autour de la surface.
Du point de vue de la synthese de commande, atege généralement au choix de la

surface de commutatiog(x) =0 en fixant le plus souvent la dynamique de glissgmeuis
on en déduit une commande discontinfg,t) du type (1.2) qui rend cette surface attractive

et assure ainsi I'apparition du mode de glissement.
Ce mode de glissement idéal est illustré par larég1.2). Un mode de glissement idéal
correspond a une commande qui commute a une fréguefinie or il n'existe aucun organe
de commande pouvant réaliser cette opération.
Malgré les différents avantages de la commandenpdes de glissement, son utilisation a été
entravée par un inconvénient majeur lié au phénenaenréticence (broutement ou encore
chattering) (figure (1.3)). Ce phénomene est unmeséguence naturelle du comportement
dynamique réel de I'ensemble actionneur systenmra@ander.

La réticence peut provoquer une détériorationcgée de I'organe de commande ou
exciter des dynamiques hautes fréquences nondgsass dans la modélisation du systéme.
Ainsi, nous allons chercher par difféerentes métsagdimiter ce phénomene. Une approche

consiste a remplacer la fonction signe par unetionlus lisse.

Fig.1.3 Mode de glissement avec réticence.

1.2.3 Détermination de la dynamique de glissement.
Pour décrire le mouvement de glissement sur tiasei s(x) =0, de nombreux travaux

existent et s’inscrivent tous dans le cadre deékolution des équations différentielles a
second membre discontinu. On citera principalertenbuvrages d’Utkin [Utki92],[Utki 93],

celui de Filippov [Fili60], et de Slotine et Li [@O1] qui traitent de maniére détaillée le mode
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de glissement. Quand la surface de glissement tsinta, la théorie des équations
différentielles ordinaires n’est plus applicabler da systeme (1.3) ne vérifie plus les
conditions classiques d’existence et d’unicité dieittons du théoreme de Cauchy-Lipshitz.
En effet, la solution de I'équation (1.3) existe enique si la condition de Lipsitchz est
satisfaite :
Ot>0,0L>0/ 0x,% 08 ||f(x,t) = f (.1 < L|x =, (1.4)
Cette condition n’est évidement pas veérifiée awsimaige de la surface de commutation a
cause de la discontinuité du champ
Il existe principalement trois méthodes pour leedéination du mode de glissement :
» La méthode de Filippov [Fili60].
» La méthode de la commande équivalente [Utki78,92ki

» La méthode de régularisation.

1.2.3.1 Méthode de Filippov pour la détermination d la dynamique de
glissement.
Filippov [Fili60] s'est intéressé a la déterminatidu vecteur f,(le champ de vecteurs

vitesses sur la surface de glissement) pour detersgs dont la variable commandée

n'‘apparait pas d'une maniere explicite dans I'sspe du champ Selon lui, en tout point
x" de la surface de discontinuité le vecteur vitégsappartient au plus petit convexe fermé
contenant toutes les valeurs de et ceci quand balaye tout led~ voisinage du pointx”

considéré excluant le point lui-mémainsi, pour des systemes avec une seule surface de

discontinuité, la méthode de Filippov donne lieu@aultat suivant:
* Le convexe minimal de tous les vectefir§) du o~ voisinage de la surface de
commutation (Figure.1.3) est un segment de dreitant les deux extrémités die”
etf . Ou (f et fJ sont les limites respectives des chanfpgx et ¥ *(x) quand
x tend versx".
 Puisque le vecteur, prend la direction du plan tangent a la surfaceafemutation,
'extrémité de ce vecteur est le point d’'intersectde ce plan avec le segment de

droite reliant les deux extrémités de" et f* .
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 L'expression du vecteur vitesgeen mode de glissement est donnée par :
fo= i *+Q-p)f (O pu<1) (1.5)
Le parametrg est déterminé a partir de la résolution de [|'équatgrads.f, =0

( f,appartient au plan tangent a la surface de comiomtaecteur). Il vient alors:

rads.f -
p=—aest (1.6)
grads(f~—-f7)
L'équation du mode de glissement selon Filippoakst définie par :
grads.f o grads.f £ (1.7)

“grads(f -7y grads(f —f")
Lorsque le systéme est variant dans le tenspgt) ouf (s,t), il faut poser le temps comme
étant la(n+1)°™ variable d'état. L'équation (1.7) sera étendue éveomposante de temps
et la relation (1.7) devient:

grads.f~ e grads.f” ‘- 0s 1

= —— ——— -— —(f - f7) (1.8)
grads(f™ - f7) grads(f™ - f7) ot grads(f™ - f7)

Fig.1.4 Construction de Filippov.

1.2.3.2 Méthode de la commande équivalente [Utki P2
La méthode proposée par Utkin [Utki92], consistadanettre qu’en mode de glissement,

tout se passe comme si le systeme était pilotéupar commandeu_,, dite commande

eq’

équivalente qui permet de maintenir I'état du systéur la surface de discontinuige=0 .
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a) Synthése de la loi de commande
Considérons le systeme linéaire en commande dedimi
x = f(x1t)+B(xt)u (1.9)

! :{ur(x,t) sis0>0 o,
U (x,t) si  s(t)<0

ou s (t) est lai®™ composante de la fonction de commutation vecteri().

Supposons que le comportement en mode glissaneesus la surface de glissemesfi, t)

et essayons de trouver la commande continue take @ partir de la position initiale du

vecteur d’état sur la régiofs(x(t,),t,) , la dérivée du vectews(x,t) demeure nulle :

S(x,t)=%x+‘;—ts=o (1.10)

Supposons que la solution de I'équation (1.9)eesmiu existe et notéeu,, .

En remplacgantk par sa valeur, on trouve :

ﬁ(f (x,t) + B(x,t)u) + s _ 0
ox ox
En supposant qu{%§ B(x,t) estinversible on a:
X

~,0S 0s
u_ = —(GB) (= + Gf(x,t avecG=—
o = ~(GB) (at (x,1)) x

La trajectoire d’etat en mode de glissement eseral# par la substitution de,, dans
I'équation (1.9) on obtient :
x=f(xt)- B(x,t)(GB)‘%%’ +Gf (x,t)) (1.11)
De plus, pour ces systemes affines en commanttte) Bl montré que par rapport a la

commande initialement commutantéx,t) donnée par (1.2), la commande équivalente n’est
rien d’autre que la composante basse fréquenca @@rhmande commutante réellement
appliquée au systeme physique [Utki78], [Utki92lolialement le systeme réagit comme s'l
est commande par la commande équivalente

Dans le cas général, ou le systeme n’est pas affime :

X= fo = (Xt Uy)

10
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Il n'est pas facile de résoudre analytiquementuatepn d’invariance suivante :

0s s
§=—f(xtu,)+—=0
ox (X Ueg) ot

Il existe cependant, une methode graphique pouvérle vecteuf,, (figure.1.5) pour les

systémes commandés entre, et +u,.... En variantu entre —u,_, et +u,. jusqu'a ce que

le vecteur recherché soit tangent a la surfacesdemtinuité, il suffira ensuite de reprendre la

procédure pour différents points de la surfaceisieodtinuite.

Flxtu )
plan tangent

+ Umax

Fig.1.5 Construction par la méthode de la commauagévalente.

b) Robustesse des modes glissants vis a vis desyrbations.
Considérons le systeme perturbé suivant :
x = f(x1)+B(X)u+n7(xt) (1.12)

Ou n représente I'effet des incertitudes paramétricaiesie modéle ou des perturbations
externes.

Sur la surface de glissement la robustesse dmeéglissant vis a vis des perturbations est
donnée par le théoreme suivant qui n'est autrelagénéralisation de la condition classique
d’invariance vis-a-vis des perturbations exterrtablée par Drazenovic [Draz69] dans le cas

des systémes linéaires.

Théorémel.l [Sira88] Le régime glissant sus, du systeme perturbé (1.12), est
invariant vis a vis dey, si et seulement si le vecteur perturbatipest engendré p&(x) .

Cette condition est appelée condition de recouvménmennue sous le nom “matching

condition”.

11
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Considérons la commande suivante, calculée disanti la méthode de commande

équivalente pour le systéme perturbé (1.12)
U, = ~(GB) (G + (% +GF(x,1))
En substituanti,, dans (1.12) on a :
x= f(xt) - B(Y[(GB)™(Gn + (; +Gf(x,1)))] +7(t)
Avec
n(xt) =Bxa(xt) onax=f(xt)- B(x)[(GB)*(% +GF(x,1)] (1.13)

La trajectoirex(t) déterminée par la méthode de commande équivadshteéonc invariante

vis a vis dery .

1.2.3.3 Méthode de la régularisation.

Cette méthode introduit une zone d’implémentati@) d’épaisseur2d autour de la
surface de discontinuité (Fig.1.5), dans cette zap@elée couche limite, le vecteur vitesse
f(x) est remplacé pat le vectedr, obtenu par une approximation du mouvement dans
C(9), et la dynamique pourra étre décomposee en un enwet lent sur la surface et un
mouvement rapide normal da@{od) sera:

x=f(x,d) = f(xu,0) (1.14)
Le mode de glissement n'aura pas lieu exactemgnassurface de discontinuité mais sur
la couche limiteC(Jd) (fig.1.5). L’équation du mode de glissement idéalirra étre obtenue

en faisant tendr@ vers zéro.

4 '-é\gectoire
Chattering -\_

> 1

Surface de glissement, 5=0

Figurel.5 : Régularisation sur une za2@

12
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1.2.4 Degreé relatif et choix de la surface de glissient.

Le but de ce paragraphe est de montrer le liae émndegré relatif du systeme et le choix
de la surface de glissement pour la synthése ldoéda commande.
L’erreur de poursuite est défini comme étaft) = y(t) -y, (t), ou y(t) est la sortie du
systeme ety, (t st le signal de référence.
On définit le degré relatif du systeme par rap@ott sortie y(t) comme étant le hombre
minimum de fois qu'il faut dériver la sortig(t) par rapport au temps, pour y avoir apparaitre
'entrée de maniére explicite [Isi95].

Théoréme 1.2 [Itki76] : Un régime glissant d’ordre un existe sur la swfacsi et
seulement si le systéme (1.2) est de degré relafifar rapport &(x,t) .

La surface de glissement est choisie alors seloent@rque suivante :

Remarque 1.2 :

Soit 5(z,,.......... )T, 0, +a,z, +a,z, ou les coefficientsa;
sont choisis tel que I'équation caractéristique™ +a, ,z' > +......... +a,z+a, posséde ses
racines strictement dans le demi plan complexelgauklors s(eé,......... ,€™) =0 est une
équation linéaire ordinaire stabds™ + a,_€ > +......... +ae+age.

L'erreur de poursuite(t) = y(t) - vy, (t)) tend alors asymptotiquement vers zéro en un temps
fini si on peut trouver une loi de commande quiuassjue s(eé,......... €M)= 00t=>t,

avec t, >t,. Ou y(t)est la sortie du systeme wgt(t) est le signal de référence.

1.2.5 Description mathématique des modes glissamézls.
Soit le systeme suivant :
x= f(x1)+B(x,t)u (1.15)
Ou u est la nouvelle commande qui permet la régalidon du probleme.

Pour distinguer les solutions de (1.11) et (Ldbnotex, la solution dite idéale et obtenue

par application de la commande équivalente (1.$@)t le A— voisinage de zéro comme
sulit:

13
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|s|<a (1.16)

et supposons que la distars(e) de tout point dans le voisinage de (1.12p(%) =0 est

estimée par I'inégalité :
r(xt) < pA ou p>0.

Théoreme 1.3 : [Utki92].
Si les hypothéses (1)-(4) suivantes sont vérifiées

(1) il existe x(t) solution du systeme (1.15) sur lintervalle de psni0,T] tel que
l'inégalité (1.16) est verifiée.
(2) pour la partie droite de I'équation différentie(le.11) respectank, en utilisant la
méthode de la commande équivalente (sous I'hypetie&B) # 0) :
% = £ (%,1) = B, DIG¢) B, D] *G(%) f (X..1) (1.17)
La constante de Lipchitz L existe.

(3) Les dérivées partielles de la fonction
B(x,1)[G(X)B(x,t)]™
Respectant tous les arguments exisesgnt bornés dans tout domaine borné.
(4) pour la partie droite de I'équation des modes glissréels (1.15) :
x = f(x,t) + B(x,t)u, il existe des nombres positifs M et N tels que :
£ (x.t) + B t)u| < M + N[x|
Alors pour toute paire de solutions (3.4t (1.17) sous les conditions initiales :

[(0) = %, (0)| < pA, il existe un nombre positive H tel que :

[x(t) = x,(t)| < HA pourt O [0,T].

1.2.6 Existence du mode de glissement.

L’étude de I'existence du mode de glissement, centigiude de la stabilité d’'un point
d’équilibre, est basée sur la deuxieme méthodeydpunov. Afin de garantir I'attractivité de
la surfaces(x,t=0, on considére une fonction de Lyapunodéfinie positive dont la dérivé
par rapport au temps le long des trajectoires diiémye en boucle fermée sera définie

négative.

14
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Dans certains cas, le glissement n’a lieu que sarpartie de la surface de commutation car
l'attractivité de cette derniere n’est assurée daes un domaine restreilltg c'est le

domaine de glissement. Celui-ci est défini comnie:su

Definition.1.3 [Utki77] : Un domaine D, dans la variétés(x,t) est un domaine de
glissement si pour tout >0 , il existe d >0, tel que tout mouvement commengant dans le
A - voisinage deD, ne peut quitter lee” voisinage deD, qu'a travers les” voisinage de

la frontiére extréme du domair[eg .

1.2.6.1 Conditions d’existence du mode de glissenien

La condition d’existence du mode de glissement I'a¢tractivité de la surface de
commutation s(x) = 0. Géométriquement, les vecteurs vitesde'etf =~ vont étre dirigés

vers la surface de commutation. Cependant, dangirtgicas, le glissement n'a pas lieu sur

n'importe quel point de la surface de commutatian lGattractivité de cette derniere n’est

assurée que dans un domaine restr@gt que I'on appelle domaine de glissement. Le

théoreme suivant, fournit les conditions d’existeda mode de glissement selon Filippov.

Théoreme 1.4 [Fili60]: considérons le systéme décrit par (1.1) sasiafdila condition :

of,

<K =1 n
ox. ] =1

K étant une constante. Cette condition étant vérifour tout x dans le domaine

X =s” Os". Soit une fonction s deux fois différentiable/déejue chacune des fonctiorig
etf, est continue par rapport & et t, pour x solution de s(x) =0, et le vecteur
h=fy - fy est continiment différentiable. Si en chaque pdmtla surfaces(x) =0, les
inégalités f; <0 et f >0 sont vérifiées, il existe alors dans le domale une solution
unique x(t) du systéeme (1.1) qui dépend des conditions iegide facon continue.

On peut remarquer que les inégalités <0 et f, >0 signifient que s est attractive au

moins dans un voisinage.

15
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Un deuxiéme théoreme, basé sur lutilisation desctions de Lyapunov, fournit les
conditions d‘existence du mode de glissement Sgt&im.

Théoreme 1.5 [Utki78] :Pour que le domain®, de dimension(n-1) soit un domaine de
glissement pour le systeme (1.1) et (1.2), il suffie dans un domain@ 009 contenantD

il existe une fonction de Lyapuno(s, x,t) continOment différentiable par rapport a tous ses

arguments et satisfaisant les conditions suivantes:

a- V (s, x,t) est définie positive par rapport a s, i.e. V(st)% 0 pouis# 0 avec(x,t)

arbitraires etV (0, x,t) =0 .

b- sur la sphére Isl=R OxOQ

i —infV(s xt) = hg, hg >0
il —supV(s,x,t) = Hg, H,>0

Isl=R

Avec h, et H; dépendant dRet h; #0 siRZ0 .

c- La dérivée totale d¥(s,x,t) le long des trajectoires du systeme a un maximum

négatif pour toutx de Q excluant la surface de commutation pour lagualedmmandes

n'est pas définie et la dérivée Ugs, x,t) n’existe pas.

Théoreme 1.6 [Utki92]: Pour obtenir un domaine de modes stables le loag d
I'intersection des surfaces de discontinuits Q), il suffit que pour toutx ett, il existe une
fonction V (s, x,t) avec les conditions a, b et ¢ du théoreme 1.8 ebhdition suivante doit
étre satisfaite:

limhg, — o
R- o R

: . . 1
Pour la suite nous choisissons la fonction de Lyapu  V :ESZ

Alors pour que la surface =0 soit attractive sur tout le domaine de fonctionaetm?, il
suffit que la dérivée par rapport au temps/dsoit négative :

$<0 Ox0O86 (1.18)
Pour une convergence en temps fini, la condititrl8) qui ne garantie qu’'une convergence

asymptotique vers la surface de glissement estlezdg par une condition plus restrictive
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dite den —attractivité et donnée dans [Slot83] :
s<-nd OxO8 (1.19)
ou 77 est une constante positive. Dans ce cas on peuteasgue la surfacs =0 va étre

rejointe avec un temps de convergence figje tel que :

. st =0)|

tCOT'I ,7

Remarque 1.3
Il nest pas suffisant que la dynamique de glissgnseit asymptotiquement stable, il faut

aussi que le domaine de glissement passe par le paqudibre désiré.

1.2.6.2 Exemple illustratif du domaine de glissemefBouk97].

X =X,
X, = —ksign(s)

Avec 'équation décrivant la surface de glissendisie comme étants(x) = x, +cx_ ou

c est une constante positiveset[x, X,]".
Nous choisissons la fonction de Lyapunov ;%SZ , alors pour que la surface=0 soit

attractive il suffit que :
$<0 (1.20)

La condition d’attractivité (1.20) donne lieu awdb®ppement suivant s =cx, —ksigns )

k
s>0ets<0 = X, <—
C

. Kk
s<0ets>0 = x,>——
C
en notant respectivemer, et D, les domaines d’attractivités posi> 0 ets<Oon a:

D;:{x/s>0etx2<%} D;:{x/ s<0etx2<—%}

17
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Et alors le domaine de glissement est donnée pﬁﬁbr:.{x/ xOD; n D;} ou D, et D,

a

sont les plus petits fermés respectifsje et D, .

R

Domaine de glissement

Fig.1.8 : Domaine de glissement.

1.2.7 Solutions pour la suppression du phénomene déicence.

Le phénomene de réticence constitue un inconmémajeur non négligeable, car méme
s'il est possible de le filtrer a la sortie du pFssus, il est susceptible d’exciter des modes de
hautes fréquences qui n'ont pas été pris en colopade la modélisation du systeme. Ceci
peut dégrader les performances et méme conduirprebléeme d’instabilité [Utk92]. La
réticence implique également dimportantes osaiied mécaniques au niveau des
actionneurs, pouvant provoquer leur usure rapidesi ajue des pertes énergétigues non
négligeables au niveau des circuits de puissaneetrigue. Dans le but de réduire ou
d’éliminer ce phénoméne, de nombreuses solutionsétn proposées [Slot84], [Bond85],
[Drak90].

1.2.7.1 Solution de couche limite.

Cette solution connue aussi par le nom “ boundaygr solution”, a été proposée par
Slotine et Sastry en 1983 [Slot83] et Slotine1984btB4] elle consiste a effectuer une
approximation continue des discontinuités préseta®s la loi de commande au voisinage de
la surface de glissement.

Supposons que la commande discontinue qui provégyghénomeéne de réticence s’écrit

sous la forme u(t) = —ksign(s(t)) k : constante positive
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La fonction sign(s(t)) est remplacée (continlment approximeée), par unetitomplus lisse
dans la couche limite d¢t) =0. Parmi ces fonctions utilisées nous citerons fction de

saturation:

A
=
sag| —
=

Fig.1.6 Fonction saturation.
S S
£

Si <1

sat(s) =
sign(s) si ; >1

Le systeme ne converge plus vers la valeur désings vers un voisinage de cette
derniere. Ainsi, la mise en place d'une commanddicoe dans une bande de la surface
nécessite un compromis entre la robustesse et éeformances. D’autres fonctions

S

5+

. . 2
d’adoucissement existent telles que les fonct}er&rctané),
T &

1.2.7.2 Solution basée sur un observateur.

La solution de couche Ilimite nécessite I'approxiora continue du terme de
discontinuité. Cependant, dans plusieurs applioaties discontinuités de commande sont
inhérentes au systeme.

D’autre part, ce terme de discontinuité de commamelenet de réaliser une convergence
asymptotique de I'équation décrivant la surfaceglissement vers zéro, ce qui n'est pas
garanti en effectuant cette approximation continue.

En conséquence, Lors de I'application d’'une condeadiiscontinue, le placement d’un
observateur asymptotique par mode de glissemertt glgniner la réticence due a cette
discontinuité de la loi de commande. L'idée progopér [Bond85] consiste a générer les
modes glissants idéaux dans une boucle auxiligiiesdrvation (figure 1.7), telle que cette
boucle d’observateur n’integre aucune dynamique modélisée. La boucle principale est

poursuivie de la boucle dobservateur. Sous lesanygues de cet observateur, aucun
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probleme de réticence n’apparait et le systtmeuévobmme si la commande équivalente

continue est appliquée.

Actionneur de

Controlenr .
Commande

Sysizme

v

o |
H6) M . »
IO L O =) [0 g

Fig.1.7 : Solution par placement d’'un observateur

1.3 Modes glissants d’ordre supérieur.

La technique des modes glissants d'ordre supérewdté introduite par Levantovsky
[Leva96, Leva97], Emelyanov et Korovin [Emel86, H&3 Elle permet, en plus des bonnes
propriétés de robustesse, et de simplicité de emsgeuvre des modes glissants classiques, la
réduction du phénoméne de réticence, tout en ceanrseles performances du systéme. Pour
cela, on va donner quelques définitions concerfesitmodes glissants d’ordre supérieur
[Djem99, Frid96, Frid02, Leva99].

1.3.1 Commande par modes glissants d’ordre deux.
Considérons un systeme dont la dynamique estteléa :
x = f(t,x,u) (1.21)
Et la surface de commutation : s =s(t,X) (1.22)
Pour lesquellexd 0" est I'état du systémey [0 [J est la commandes 00 et f sont deux

fonctions continues (er ett).

L’objectif de la commande est de contraindre Igettire du systeme a atteindre la surface
de glissement s.

Par dérivation successive de la fonction s, on géfinir le degré relatif [Isi95] du systéme

(1.21) par rapport a la variable u, soit :
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0s' 0s’

—=0(0=1,2,..r—-1) et 0 .
ou ou

Pour un degré relatif 1, I'approche par modessghss classique, permet d’atteindre
I'objectif de commande. Toutefois, la commande pades glissants d’ordre deux peut étre
appliquée afin de réduire le phénomene de rétichresa98, Frid02].

Lorsque le degré relatif est supérieur a deuxpfaphe par modes glissants d’ordreest la

technigue la plus conforme.

1.3.2 Modes glissants idéaux et reels.

Le principe de la commande par modes glissantsldsupérieur, consiste a contraindre le
systeme a évoluer sur une surface de glissement erndéée par
S=$=8§=§=.............. =s'?=0, r étant l'ordre de la commande, avet la i®™
dérivée de la fonction s par rapport au temps. €@ldr conservation des propriétés de
robustesse, cette approche permet de réduire leopténe de réticence et d'obtenir de
meilleures performances. En d’autres termes, ss myons une période d’échantillonnage
la précision sera de I'ordre d&(d?), alors qu’elle ne serait que de I'ordre @) pour le
premier ordre. Dans la littérature nous trouvonexdigpes de modes glissants d’ordre
idéaux et réels [Emel86, Frid96, Frid02, Leva9s].

Définition 1.4: La trajectoire(t, x(t)) ayant pour condition initial€0, X,) est une trajectoire
a modes glissants idéaux d’ordre r par rapportsaittacess = 0, s'il existet, >0 tel que :
Ot>t,, les égalités suivantes soient vérifiésl, x(t)) = $(t, X(t)) = ............ s (t,x(t)) =0.

La notion de modes glissants idéaux n'a pourdugt d’exprimer une solution théorique,
mathématiquement possible mais irréalisable pratiggnt (& cause des imperfections et
limitations physiques des organes de commutatiBh¢. permet d’atteindre de fagon plus

lisse la surface de contrainte. Ceci est généralerie au phénomene d’intégration des

discontinuités de la commande.

Définition 1.5 : Une commande par modes glissants réelssud est dite d’ordrer >0 par

rapport a une fonction a valeur réell¢s) , tels que -~ 0= y(¢) — 0, si pour n'importe
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quel ensemble compact appartenant au domaine ohitioéf il existet, >0 et une constante
C >0 telle queD t >t, l'inégalité suivante soit vérifiée fs (t, x (t, €))| < C| y(¢)|'.

La notion de modes glissants réels permet d’'exgrilm dépendance de l'algorithme a
modes glissants par rapport aux imperfections plgs du systeme réel (retard d'un
actionneur, échantillonnage de la mesure, gain infini de la fonction signe en zéro,

etc...). Cet aspect est tres important pour leesyss a structure variable quand il s’agit de
passer a une application réelle.

1.4 Commande robusted .

L'approche H” du probléme de stabilisation robuste est élabosées e chapitre, a
partir de la représentation détat d'un systeme namgé, cette approche consiste
principalement a calculer a l'aide d’équations decBi, un correcteur sous la forme d’'un
retour d’état observé [Doyl89].

1.4.1 Synthese par la méthode espace d’état.

Soit le system® décrit par le schéma bloc suivant :

W Z
—_—> —>
> P
u y
K
LN

Figure 1.9: Probléme sous forme standard
Le systemd® admet pour équations d”état :
X(t) = Ax(t) + B, w(t) + B,u(t)

z(t) = C,x(t) + D,,w(t) + D, u(t) (1.23)
y(t) =C, x(t) + D ,u(t) + D u(t)

Z(t) : Vecteur des sorties commandées.
w(t) : Vecteur des entrées de critére.
y(t) : Vecteur des sorties mesurees.

u(t): Vecteur des entrées de commande.
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Dans le domaine de Laplace, les équations duragsse réécrivent :

(Pu(P) Pu(P) (Do D) (Co) A\
P(p)_(wa(p) qu(p)j—(Dyw DWHCYJ(F" A (B, B.)

(Z(p)j: P(p)(w(p)j et u(p) = K(p)Y(p)
y(p) u(p)
Soit :

z(p) = (P, (p) + P, (PK(P)(I =P, (P)K(P)™ P, (P))W(p)

1.4.2 ProblemeH* standard.
1. Etantdonné >0, existe-iI? une loi de commandelle que :
» le systeme boucl® + K soit asymptotiquement stable.
(Tous les pbles du systeme en bdacheée sont a partie réelle strictement négative)
> |P+K| <y
2. Sioui, construire une loi de commande @sisure pour le systéme en boucle fermée

les deux propriétés précédentes.

1.4.3 Solutions par équations de Riccati et correetir central.
Laloi de commande solution du probleMé& standard existe si et seulement si:

A y?B,B!l -B,B

1. La matrice Hamiltonniéne H =( J n'a pas de valeurs

-CJC, - A
propres sur I'axe imaginaire et il existe une ncatsymeétriqueX , > Otelle que :
X, AT +ATX_ +X_(y?*B,B,-B,B])+CIC,=0 (1.24)
. . N A “?clc,-clc
2. la matrice Hamiltonniéne : J, :( B " Ve ZA Y VJ n'a pas de valeurs
propres sur I'axe imaginaire et il existe une ncatsymétriquey, > €elle que :
Y, A" +A'Y, +Y,(y?C;C,-C/C), +B,B; =0 (1.25)

3. p(X, Y,)<y? ou p(.) correspond au module de la plus grande valeur er@pyon

spectral).

De plus, 'ensemble des correctel€g p) répondant au probleme est donné par :
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K(p) =T (K,(p),@Ap)) ou ¢(p) est nimporte quelle fonction de transfert stalle normeH *

inférieure ay et

A, -Z,l, Z,B,
K.(p)=| = .................... (1.26)
F, : 0 IrTL
_Cy Ipy 0
Avec :

A, = A+ y"ZBWBVTVXoo +B,F, +Z°0LOOCy

F,6 = —BJXoo

L, :—YmC;

Z,=(l,=y2XY)"
Un correcteur particulier est le correcteur centbtenu en prenargt = 0, ce qui donne :

A

A, o -Z.L,
Ko(pP) =] oo T e (1.27)
F, : 0
Les procédures exposées préceédemment permettpattiade la représentation d’état du
systeme augmenté et de la résolution des deuxiéns@gebriques de Riccati, de définir un

correcteur central stabilisant, de maniere roblstgysteme en boucle fermée.

Remarque 1.4 :on peut utiliser I'approche développée par Glove¥ac Farlane [Glov89]
qui conduit avec simplicité, a la quantificatiomedite de la marge maximale de stabilité, puis
a I'expression de I'ensemble des solutions deslgnods de stabilisation robuste (ensemble

défini & partir d’'une paramétrisation de la solnte@ntrale), voir annexe B.

1.5 Analyse convexe et inégalités matricielles liages.

La notion de convexité tient dans ce chapitre plece importante. En effet, les
problemes d’analyse et de synthése dont il esttignesont formulés, lorsque cela est
possible, en termes d’optimisation convexe [Boydf@had02]. La convexité d’un probléme
d’optimisation a un double avantage :

- les temps de calcul pour trouver une solution saisbnnables.

- il n’existe pas de minimum local de la fonction ta@loptimiser, le résultat obtenu

correspond a un minimum global unique.
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1.5.1 Analyse convexe.

La convexité est une notion a la fois ensemblkttéonctionnelle, voici les définitions

dans chacun des cas

Définition 1.6 : ensemble convexe.
Soit un ensemblé 0 O",& est un ensemble convexe si et seulement si :
O0A0[01 OO, O(x,X%,) O, Ax, + L—A)x,0& (1.28)

Définition 1.7 : fonction convexe.
Soit une fonctionf : £0 0" - 0O avec® un ensemble convexe, alofsest convexe

Si et seulement si ;
0AD[01] OO, O(x,%,) D&%, f(Ax +A-A)x,) <M (x)+@A-A)f(x,)  (1.29)

1.5.2 Problemes classiques LMI.

Depuis quelques années, de nombreux travaux ggamtprincipal objectif de réduire
une grande variété de problemes de syntheése etlgsana des problémes d’optimisation
convexe impliquant des LMIs ont vu le jour. Paileléent, des méthodes efficaces de
résolution des problémes d'optimisation convexet o&té développées. Ces méthodes,
appelées méthodes de point intérieur, développéedement par Karmarkar [Karm84] pour

la programmation linéaire, furent étendues enguaieNesterov et Nemirovskii [Nest94] au

cas de la programmation convexe dans I'espace dg&eas définies positives

Définition 1.8 : Etant donnée une famille de matrices symétrigues P, iC{L,.....,n} de
RP™P et un vecteux =[x, X, ... x 1"00", une LMI stricte (resp. non stricte) en

x,i 0{1, ...,n}, s’écrit sous la forme :
F(X)=Py+>_xP >0 (resp=0) . (1.30)
i=1

Remarquons que I'ensemble défini par E ={x O0: F (x) >0} est convexe, ce qui nous

ameéene a considéré une contrainte LMI comme uneaiaté convexe.

Les trois problémes d’optimisation convexe lespkncontrés sous forme de LMI sont :
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* Probléme de réalisabilité(Faisabilité) :Il s’agit de trouver un vecte& tel que la

contrainte convexE(x) >0 est satisfaite. Ce probleme peut étre résolthercbant

le vecteurx minimisant le scalair¢ tel que :
-F(x) <t.l (1.31)
Si la valeur minimale deest négative, le probleme est réalisable.
» Probléeme de valeurs propregEVP, Eigenvalue Problems) : il s’agit de mininmitze
plus grande valeur propre d’une matrice symétrgpues une contrainte de type LMI.
minimisen
Al - A(x)>0 (1.32)

souslescontraint®
{B x)>0

 Probleme de valeurs propres généraliseeSGEVP :Generalized Eigenvalue
Problems): il s’agit de minimiser la plus grandéeva propre généralisé d’'une paire
de matrices, par rapport a une contrainte LMI :
minimiserA
AB (X) - A(x) >0
souslescontraints  <B(x)>0 (1.33)
C(x)>0

Ces problemes d'optimisation convexe peuvent afdre résolus par différents types de
méthodes [Hass99] et [Boyd94] :

— Méthode des plans sécants.

— Méthode de I'ellipsoide

— Méthode du type simplexe.

— Méthode des points intérieurs.

1.5.3 Problemes a base de contraintes LMIs.

Le but dans ce paragraphe est de donner des iomisdie stabilité et de la stabilisation
sous la forme d'un probléme a résoudre composéodeaintes LMIs. La description des
contraintes LMIs ainsi qu'une méthode permettantaé®udre les problemes qui leurs sont
associés sot présentées dans cette partie. Difetemmes sont présentés en deuxieme

partie. lls permettent de manipuler les inégalit@dricielles afin de les rendre linéaires.

26



Généralités sur la Commande et Observatepar Modes glissants, ApprocheH © et LMIs

1.5.3.1 Utilisation du formalisme LMIs

Les contraintes LMIs s’écrivent sous la forme :
F(X)=F, +> xF <0 avec F =F'0O™ . (1.34)
i=1

F(x) est une fonction affine en les variables de déwis|,i {1, ...,m} , [Boyd94].

L’ensemble des solutionS = {xD O™ F(x) < 0} est convexe. Un probléme de Faisabilité
LMI s’écrit :
Trouvee,i {1, ...,m} tels que~(x) <O. (1.35)

L'inégalité (1.35) est équivalent &nf A__ (F(x)) <0. Cela revient doc a minimiser la

max

fonction:f : x - A__ (F(X)) < 0. Cette minimisation est possible car cette fomctEst

max
convexe [Sche04]. La résolution du probleme peuiase par des algorithmes performants
comme l'algorithme du point intérieur [Boyd 94]. m¥ales problemes qui seront abordés, les
variables utilisées sont des matrices. Le passage/atiables scalaires a des matrices se fait
directement.
Par exemple, les problémes de typa+BPC+C'P'B" <0 avec pour inconnueP

A m

peuvent étre mis sous la forme(x)=F, +in F. <0. Pour cela il suffit de décomposer la
i=1

matriceP dans une base de matrices symétriques, ainsi lapekinet de trouver La matrice
optimale afin de synthétiser la loi de commandei gprmet d’assurer la robustesse du

systeme.

1.5.3.2 Propriétés du formalisme LMIs.
Des inégalités non linéaires convexes peuvent étamsformés en LMI. On suppose que

P(s), X(s) et Q(s) dépendent de facon affine du paramétrdn utilisant les compléments

de Schur:

Q(s) - XT (9P X)X () >0, P(s) >0,
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Lemme 1 (complément de Schur):Soient POO™ une matrice définie positive,

X OO™ une matrice de rang plein en ligne@tJ O™ une matrice quelconque. Les deux

inégalités suivantes sont équivalentes :

1. Q(s)-X"(s)P™*(s)X(s) >0 ,P(s)>0.

QA9 O,
X(s) P(9

Dans certains cas particuliers de ces inégalitédinéaire convexes, certaines propriétés sont
présentées sur les deux inégalités :

ATPA-Q<0, P>0 et AIP+PA+Q< 0.

Pour la premiére on a le lemme suivant.

Lemme 2: Soient A G, L, P et Q des matrices de taille appropriée. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1) ATPA-Q<0, P>0 (1.36)
_ T
"9 APl (1.37)
PA -P
_ T
3) 0G/ TQ Af’ <0, P>0 [Olivog]. (1.38)
G'A -G-G"+P
~Q+A'L"+LA -L+AG
4) OG, L/ o h <0, P>0 [Peau00]. (1.39)
~-L"+G'A  -G-G'+P
Preuve :

(1.37) = (1.38): Complément de Schur.
(1.37) = (1.39) et(1.40) : Il suffit de choisirG=P etL =0.

(1.39)et(1.40)=(1.37) : Par congruence avbc ATJ.

Pour la seconde inégalité, on a les résultats stdva

28



Généralités sur la Commande et Observatepar Modes glissants, ApprocheH © et LMIs

Lemme 3 [Peau00] Soient A, G, L, P et Q des matrices de taille appropriée. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

1. AP+PA+Q<0. (1.40)
T T _ T

2.0G, L/ | AL FEATQ PLrAG (1.41)
P-U'+G'A -G-G

Preuve :

(141) = (L40) : Par congruence avgt A" . ]
(140) = (141): Si (140) est vérifiée, C£>0 tel que AP+ PA+Q+%ATA< 0, en

ATPT+PA+Q AT

utilisant le complément de Schur il vieEn " o J < . IDe résultat s’obtient
£ —

en posantdangl4l) L=PetG=4d.

1.6 Observateur classique par modes glissants.

Dans la plus part des problemes de commandet tétaplet est utilisé dans la loi de
commande. Cependant dans la majorité des cas hé&at pas completement mesurable.
Pour résoudre ce probléme on utilise un observateur estimer I'état complet du systeme.
La synthése d’'un observateur par modes glissantsiste a contraindre, a I'aide de fonctions
discontinues, les dynamiques des erreurs d’estmatiun systeme non linéaire d’ordre n

ayant p sorties a converger sur une variété d’'ordre- p) dite surface de glissement.

L’attractivité et l'invariance de la surface de sgiement sont assurées par des conditions
appelées conditions de glissement. Les dynamiqueslas surface de glissement sont
calculées par la méthode de la commande équiva[®msk95, Drak92]. Ainsi, pour les
systemes non linéaires, tels que les robots que éioudierons, de la forme :

x = f(xu)

{y: h(x)

Une structure d’observateur par modes glissagtsis’
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%= f (% u)+Asign(y - ¥
{A F(%.u) + Asignty - 9) (1.42)
y =h(X)

C’est une copie du modele, a laquelle on ajoutetarme correcteur, qui assure la

convergence d& vers x. La surface de glissement dans ce ca®estd par :
s(x)=y-y
Le terme de correction utilisé est proportionnda donction discontinue signe appliquée a
I'erreur de sortie otsign(x) est définie par :
1 si x>0
signx) =4 0 si x=0 (1.43)

-1 si x<0

L’étude de stabilité et de convergence pour dedietervateurs, est basée sur l'utilisation des

fonctions de Lyapunov [Canu90, Slot86].

1.7 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons effectué une courtthésse des principaux résultats sur la
commande par modes glissants d’ordre un et la @rdeH * ainsi que des généralités sur
'analyse convexe et inégalités linéaires matriegelafin de construire une surface de
glissement basée sur I'optimisation des LMIs.

L'intérét majeur de ces approches se situe dasisrplicité de mise en oeuvre de la loi
de commande. Une extension de ce travail seragaite un systtme de pompage constitué
par un DC moteur de type 'buck’ muni d’'une pompetiuge, et d’'un robot manipulateur a
deux articulations .

L’inconvénient majeur des modes glissants estphaition du phénomeéne de réticence
qui se manifeste dans les grandeurs asserviesdohesons d’adoucissement permettent sa
réduction, cependant elles font apparaitre un comjgrentre la robustesse de la commande

et les performances du systéeme.

by

La procédure exposée précédemment, en commatfle permet a partir de la
représentation d’état du systeme standard, et déstdution des deux équations de Riccati,
de définir les représentations d’'état d’un cornecteentral et d’une classe de correcteurs

stabilisants de maniere robuste le systeme coerggoucle fermé, cette derniere fera I'objet
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d’'une comparaison avec les modes glissants. Nolisoos aussi une surface de glissement
basée sur la technique LMIs ou les inégalités wiatiés linéaires afin d’obtenir une surface
de glissement optimale.

Néanmoins, ces lois de commandes nécessitent rdoligmploi d’observateurs, afin
d’estimer avec la plus grande robustesse possité Hu systeme, notre choix s’est porté sur
les observateurs par modes glissants, nous allous intéresser en dernier lieu a I'étude de
stabilité en boucle fermée, de I'observateur tridaige par modes glissants couplé a une
commande par modes glissants pour le systéme depguaret le robot manipulateur. Des
résultats de simulation illustreront les perfornemale I'observateur et la commande
proposeée.

Ainsi l'objectif de ce mémoire est de construiresdschémas de commande et
d’observation assurant a la fois, robustesse ébmpesince, adaptés aux systemes de pompage

et aux systémes robotisés pour des mouvementegpid
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Chapitre 2

Application a la commande d’'un Systeme de pompage

2.1 Introduction.

L'objectif de ce chapitre est le développementetyinthese de commandes robustes par
modes glissants d’'ordre un et leurs applicatiots @mmande d’'un systeme gempage,
constitué par un convertisseur de puissance éeetrile type “ buck ” et d’'un moteur a
courant continu (MCC) lié & une pompe centrifugetre but est de commander la vitesse de
rotation du moteur par le biais du rapport cycliglieconvertisseur électrigue en mode de
conduction continu a continu (DC a DC) , puis neasisageons une comparaison avec la
technigue de la commandeél ” avec linéarisation du systeme tout en procédamt gnodel
d’ordre réduit.

Les résultats des simulations montrent des pedoces meilleurs des commandes par

modes glissants du premier ordre par rapport artentandeH .

2.2 Modélisation du systeme de pompage.
Le systtme de pompage qui est l'objet de cette iGgijpin est composé d'un
convertisseur type ““ buck ”, d’'un moteur et d'upempe centrifuge, ou I'entrée et la sortie

du systeme sont respectivement, la tension de eomienet la vitesse angulaire.

2.2.1 Principe du convertisseur buck.
Un convertisseur Buck, ou hacheur série, est ungeatation a découpage qui convertit
une tension continue en une autre tension contileuplus faible valeur, il est aussi appelé

hacheur abaisseur de tension.
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2.2.1.1 Principe de fonctionnement.

—_1

K- G Y
VT E T
> N il

M

Fig.2. 1 : Schéma de base d'un convertisseur buck.

Suivant I'état de l'interrupteuf (fermé ou ouvert) on peut distinguer le sens disage du
courant dans le circuit.

Le fonctionnement d'un convertisseur Buck peuwt éivisé en deux configurations suivant
I'état de l'interrupteulk (fermé ou ouvert), on peut alors distinguer lessdn passage du

courant dans le circuit.
- Dans I'état passant, l'interrupteldr est fermé, la tension aux bornes de l'inductance

vaut: V, =V, -V,. Le courant traversant l'inductance augmente ilieggent. La
tension aux bornes de la diode étant négative racourant ne la traverse.

- Dans I'état bloqué, l'interrupteur est ouvert. i@dd devient passante afin d'assurer la
continuité du courant dans linductance. La tensaux bornes de linductance

vaut VvV, =-V,. Le courant traversant l'inductance décroit.

2.2.1.2 Rapport cyclique.

Définition 2.1: Le rapport cyclique est défini comme le tempspendant lequel

l'interrupteur est fermé divise par la période dedtionnement du montadge, soit: a ::[I'_l

Le rapport cycliguer est aussi défini comme le rapport de la duréeedpulsation par
la périodeT du signal rectangulaire, aussi En électroniqueapport cyclique désigne, pour
un phénomene périodique, le rapport entre la ddugghénomene sur une période et la durée
de cette méme période. Ce rapport varie de 0 & poarcentage de 0 % a 100 %.0On parle

souvent de rapport cyclique lorsqu'on a un sigaetiingulaire (forme du signal en créneau) :
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-

y=al (1- ail

Fig 2.2 : Rapport cyclique dans un signal rectaaigeil

* t, temps a l'état haut dans une péridde ainsit, =aT et si la tension vaut U a

I'état haut eOV a I'état bas, onald =aU U : Tension moyenne.

2.2.2 Moteur et pompe.

Le moteur sera alimenté par la tension de sortieahvertisseur. Nous considérons un
moteur a courant continu (MCC) a flux magnétiquastant et nous neégligeons la réaction
magnétique d’induit et le phénoméne de commutatioéquation électrique décrivant le

modéle dynamique du moteur (MCC) a flux magnétiqmestant est décrite par I'expression

suivante:

U =R +L9m g
it

m m

E. : Force contre électromotrice ave&, =K,.w.

L : L'inductance de I'enroulement de l'induit.
R : La résistance de l'induit.
« : La vitesse de rotation du moteur en rad/s.

Le couple électrique du moteur estdonné par: C_=K_i,,

(2.1)

(2.2)

Ke(V/rad/s) constante du force contre électromotriee K (N.m/A) constante du

couple électrique.
Deux types de pompes sont couramment utilisés :
En général sont utilisées :
- les pompes volumétriques.

- les pompes centrifuges.
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Les pompes centrifuges sont les pompes les pilisgas dans le domaine industriel grace a
la large gamme d'utilisation qu'elles peuvent coude leur simplicité et de leur faible colt
[Ghon06]. La pompe centrifuge transmet I'énergieétigue du moteur au fluide. Elle est
congue pour une hauteur manometrique totale (HMIBEtivement fixe [Arab04]. Le débit de
cette pompe varie en fonction de la vitesse ddiootalu moteur, son couple augmente tres
rapidement en fonction de cette vitesse, et lachaude refoulement dépend du carré de la
vitesse du moteur. La pompe centrifuge oppose aaunan couple résistant de la forme :

C, =K,.of (2.3)
K, . Coefficient de proportionnalité exm/(rad/s)

da

L’équation mecanique du systéeme est donnée [@r+-C, =J m et a partir des équations
(2.2) et (2.3)on a:
K, i K, J:J% (2.4)

J : Moment d'inertie du groupe moteur-pompe expranég.m?.

2.3 Modélisation du systéme de pompage dans I'espat état.

Le modéle de systeme considéré est celui montré tafigure 2.3 constitué par la
combinaison d’'un convertisseur de puissance élgelri de type “buck”, d’'un moteur
électrique a courant continu [Lina04] et d’une pengentrifuge, I'ensemble est alimenté par

une batterie ou d’'un générateur électrique délivuae tension E.

Tensior Buck
d’entrée DC/DC

L

Fig 2.3 : Diagramme général de commande.

Contréleur

Le but est de commander la vitesse de rotatiomakeur (MCC), en agissant sur le rapport

cyclique du convertisseur buck.
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1 u L
1/ AR N i'"i\""f\ ; Mf(\f_
o U i m Im R;r
. C —= +
G !

Pompe Charge

Fig. 2.4 : Modéle du systeme de pompage
Le convertisseur de puissance électrique de Oge‘buck” est inséré entre le

générateur de la tension d'entrée et l'inducteundeeur. Son rapport cyclique naié peut
prendre des valeurs dans lintervalle ] 0,1[. Legations électriques du convertisseur sont:

L%:—V+UE et CC;—\::i—im (2.5)
Nous considérons un moteur (MCC) avec un flux mtgné constant et nous négligeons la
réaction magnétique et le phénomene de commutation.
Le modéle mathématique du systéme considéré est:

V=R, i+ Lm%+ K.w (2.6)

Le moment de couple du moteur est : C.=K,i,

L équation dynamique du systeme électrique mqteuamnpe :

‘jj—‘t“:—Bmm K~ K, o 2.7)

Avec B, : Coefficient du frottement exprime ga.m/rd).

Les différentes équations décrivant le modéle nma#ti€gue du systeme :

L9 v e
at
cVoii
d(;i 2.8)
L 8oy _Ri -K.w
m dt Rmm e
199 B K. i ~Kw
dt

Considérons que, =w comme sortie du systéme, nous avons :
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X =X,
Z:f (2.9)
=%

X, = (X, %, %,%,) +gu
La sortie du systeme y = x = w.
On note que la sortie désiree egf:t =(a),, 'erreur de poursuite t(3y t( y (35 w—w,
et:

F (%0 X, X,) = (8%, + 8% + X, +8yX +8yX X + 8ygXoXg + XX, + 8% X + 850X +X)
g=hE, avec:

K B, R 1 1,1 .1
=—m g =(=2+_m), &=— (KK, +R B )+=(—+—-),
o LL,CJ 2= (5 Lm) % JLm( Rof) C(Lrn L)
Bn,,1 1 R, 1 6K 2K
a =—(——+—) + y = KeKm+RmBm y =—1r, =—1L,
S NIRRT R
_2K,R, _ 2K _ RK

a,

AT T 3e ™M ucL,

m

2.4 Approche des modes glissants.

Dans ce chapitre, un contrdleur par mode glisssitcongu pour le systéeme de pompage
précédent, ce dernier se compose d'un accoupletaenbteur a courant continu (MCC) avec
une pompe centrifuge, I'ensemble est commandélgparommutateur du convertisseur
d'alimentation de type “ buck’.

Afin de forcer la vitesse de rotation du motewsuavre une valeur optimale désirée, on
propose le coefficient du rapport cycliqgue du cotisseur comme une loi robuste de
commande en employant l'approche de la commandmacete glissant, nous envisageons
aussi une comparaison avec la technique de la cadertd ”, tout en utilisant un modéle

d'ordre réduit.
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2.4.1 Choix de la surface de glissnent.

La surface de glissement est choisie selon ellerde poursuite et le degré relatif du
systeme. Nous définissons le degré relatif du systgour étre le nombre entier positif, pour
lequel la dérivée est une fonction explicite deiale commande, tels que :

0) 0)
M #0 et M=0 pour i=0,.....,;r =1
ou ou
Soit la surface de glissementS = {X(t) s s(e(t), &(t), e el = 0} avece=y-y,
S(t) = s(e(t), &t),............. M) =e" ) +a, e 2t) +........ +a,&(t) + aeft).

Ou | est le degré relatif du systeme. Les coefficiemtssont sélectionnés sachant que le

polyndme caractéristique associé possede sesesacdans le demi complexe gauche
(Remarque 1.2).
Dans notre application le degré relatif 4, la fonction de glissement est :

s=e® + 228+ 1556+ 035e

(2.10)
§=1f +gu+ 22x, + 155x, + 0.35x,

$§=F+gu avec F =f+22x,+155%,+ 035X,

2.4.2 Commande par mode glissant proposée.
La commande proposée pour le systeme de pompagsmposée de la commande

équivalenteu,, augmentée du terme robuste

Proposition 2.1 [Alao07a]: pour le systeme de pompage représenté par (2.8.9t la
commande par modes glissants qui assure eftle tend asymptotiquement vers zéro en

temps finie peut s’écrire comme suit:

U=Ug,+U,

u(t) =u,, —Ksign(s) ouK est une constante positive, @&t =-Ksign(s).

La commande équivalente :
F
ueq(t) = _E (211)

La fonction signe est définie comme suit :

38



Application a la commande d’'un Systéme de pompage

sign(s(t))=1 si s(t) > ¢
sign(s(t))=0 si s(t)=0
sign(s(t))=-1 si s(t)<e

Remarque 2.1
En général, la convergence asymptotique de I'équatcrivant la surface de glissement vers
zéro n'est pas garantie des que l'approximatiotimeanest prise en considération.

F L et
u,=—-—: est la commande équivalente permettant a |'@ailidser sur la surface de

eq g
glissement, la commande robuste,:(t) = —Ksign(s(t)) .

Démonstration:

Pour une équation de glissement perturbee 0, on sélectionne la fonction de Lyapunov

suivante :
(9
V(s) =—
(s) 5
V(s)=s
Si  $=-Ksign(s) avec K>0 alors V(s)=-Kssign(s)< Q a partir de (2.10)
et (2.11) on déduit I'expression dg) comme suitu(t) = —% - Ksign(s) .

u(t) = F Ksign(s) ou K est une constante positivk. = m , m>0,et g#0.
g g

Remarque 2.2.

La convergence asymptotique vers zéro est réali€épendant comme le montre la
figure 2.5, le phénomeéne de réticence est obsenenteave I'application de cette loi de
commande, ce phénomeéne est di au terme de disdtdtiprésent dans la loi de

commande.
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0.8 T T T T T
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fig.2.5 Commande géteen présence du terme robuste discontinue

Dans cette partie on va considérer la solutionalehe limite pour éliminer le probleme de
réticence en considérant la fonction de saturaiBoumO04], [Boum05] qui remplacera la

fonction signe. Le résultat devient selon le théwéuivant comme suit:

Théoreme 2.1 [Ala073a] :La loi de commande qui est le rapport cyclique dovertisseur,

permettant de forcer la vitesse de rotation du orotgt) a suivre la vitesse de rotation

désireey,, , ceci est donne par :

F m m
u=u,+u avec:u,=-— etu =-—safs) avec K=— m>0etg#0
g g
sign (s) si|s|> ¢
sat (s) =
gi si |s|< e

Démonstration:

Selon la démonstration de la proposition 2.1, Potwut &£>0, Si
|s(t)| > &, saf(s(t)) = sign(s(t)), la fonction V(s ) est définie négative. Cependant, dans le
£- voisinage de [lorigine (|s(t)|<£), saf(s(t)) = sigr(s(t), sais(t) :Tt) est continue

V(s) = —(5)(3)2 et les trajectoires restent a l'intérieur d'uneez d'épaisseure2(avece
£

petit) autour de la surface de glissemsnt0 appelée couche limite.
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Remarque 2.3.

D'autres fonctions d’adoucissement existent ev@euétre utilisées comme suit :

2 arctané), i, tanhé) ......... etc
Vs g’|g+e £

2.4.3 Résultats de simulations.
Moteur de type : DC moteur direct drive brushedety®28500, de diameétre 42mm, et de

puissanceP =42V ,V =12V, in = 425A, @ =32447rad/s, R =0.840, E=24V,

3201410 *(kgm?), K, =K, = 00275V /rad/s), K =254 N.m/A)
B, = 4.49910°(N.m/rad) .
Convertisseur statique:L = 75mH ,C = 70mF.

Fréquence de commutatio:=50KHz.

Pompe centrifuger, =32kw, @ =32447rad/s, K, = (9.5113107" N.m/(rad/ s)*.

325

w
[N)
=

w w
RN N
N w

Rotation speed (rad/s)
8
=
Duty cycle

w
R
=]

w
=
©

w
=
®

Fig.2.6 : Vitesse de rotation en (rad/s Fig2.7 : Loi de commanderdpport
Cyclique.
La figure 2.6 montre une bonne poursuite de lasgi¢ de rotatiol vers la valeur désirée
w,, quand a la figure 2.7, elle montre que la loicdenmande du rapport cyclique, est:
O<ux<l.

Les deux figuredllustrent des bonnes performances du systéemeuerkgcommande proposée est

appliquée.
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2.5 CommandeH .

La synthese de command¢” par la méthode espace d’état est basée sur le enoetblit
du systéme nominal et la résolution des équatitgibeques de Riccati. La procédure de

détermination du correcteur central est citée apitte 1.

2.5.1 Structure de commandeH .

Le schéma de la figure (2.8) précise la structetenue pour I'analyse et le traitement du
probléme de commande pour notre systeme :

€ i y
@ K(p) + G(p)

Fig.2.8 Structure de la commande.

Ce systeme bouclé comporte :

» un correcteurk a parametre fige.

» Le modéle nominal linéair& décrivant le comportement dynamique du processus.
Différents signaux internes au systéeme, en I'oenge :

- le signal de sortie y du systeme (vitesse angQlaire

- I'écart e entre la consigne et la mesure.

- la commande u.

Les entrées exogenes :

- Laconsigney, .
- Le bruit d, affectant le signal de commande.
y=G(pu et u=K(p)etd, avec e=yy -y

La synthese de commandd® est basée sur le modéle réduit du systeme nominal
(généralement d’ordre deux ou trois).
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2.5.2 Modéle linéaire du systéme

L’'analyse du systéme et son modele linéaire siménus par la linéarisation des
équations du modele non linéaire au voisinage dot g2 fonctionnement approprié ce qui
donne le systéme en représentation d’état (voireikarC):

X, = AX, +Bu
(2.12)
e=Cx, +Du
Avec:
0 -1 0 0
C
% 0 %1 0 E T
A 0 1 -Ry -K, ’B:[I 00 0} ,C=[O 00 1] etD=0.
L, L, L,
0 0 & _(Bm+2Krwd)
L J J ]

Ou xOR* est I'état du systemeyJR est la commande du signalJR est la sortie du
signal, A, B,C et D sont des matrices réelles de dimensions appropriée
La fonction de transfert du systeme est de formeaste:
bO

G(p)=D+C(pl -A)'B=—, 3 > I
p*+a,p’+a,p®+a,p' +a,

(2.13)

Avec:

b, = (6.297.10°, a, =1, a, =1181, a, = (8516).10*, a, = (707).10°, a, = (123).10".

2.5.3 Définition des modeles d’ordres réduits poua commande.

De nombreuses applications considérent pour stpmoisynthése des correcteurs des
modélisations dont I'ordre est peut €levé (en gdeél’'ordre 2 ou 3). Dans un tel contexte
'aspect des techniques de synthese des commamioigstes, il convient d’opérer a partir de
notre modélisation d’ordre 4, une déclinaison dweéfe d’ordre 2 ou 3.

Dans ce travail on va opérer une réduction de frdu modele par le biais, des
caractéristiques fréquentielles

Le modéle linéaire du systéme est d’ordre 4. lrdt®dse du correcteur pour le systéme de
pompage sera basée sur un modele linéaire d’oédret{Hard06].
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Le modele nominal du systéme en fonction de transés :

b
G( p) = 4 3 ° 2 1
pr+tap +a,pT+tap +a,
Les pdles et leurs amplitudes sont :

Poles Amplitudes
-3.38e+000 + 1.22e+001i 1.26e+001
-3.38e+000 - 1.22e+001i 1.26e+001
-6.98e+001 6.98e+001
-1.10e+003 1.10e+003

En négligeant les dynamiques indésirées du sysétmoeci par élimination des pbéles qui
ont une amplitude assez grande (-1.10e+003), aerwhin modéle d’ordre réduit qui est
d’ordre 3 dont la fonction de transfert est |la ante :

b,
a,p’+a,p’+ap +a
Ol : b,=1a,=1, a =765600, a, =6321480, a, = (1.1189.10".

G (p) = (2.14)
Le tracé du diagramme de bode montre ¢aregdlitude du systeme réduit reste inférieureltece
du systéme nominale, quand au diagramme fréquientieprésente un déphasage fle]zZ entre les

deux systémes

Bode Diagram

100

g -100

-200

-300

-90

-180

Pese@D

-270

-360
10

Frequency (rad/sec)

Fig.2.9: Diagramme de bode.
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En négligeant les dynamiques indésirées on obtiette systéeme en représentation d’état
nominale :
X, =AX,+Bu
e A’ e r (2.15)
e=Cx,+D,u
Le systéme en représentation d’état standard :
X, =AX,+Bu+B,w
z=C,x,+D,u+D,w (2.16)
e=Cx,+Du+D, w

Avec :
-3.3800 12.2000 0 0
A =|-12.2000 -3.3800 0.2863 | ;B =| 0 |;C, =[0.5726 0 0| ;
0 0  -69.800 0.5000
01 §
100 0 00
B,=|0 0|;C,= D, =| |;D,,= ;D,,=[0 0] ;D, =0.
Lo 001 0 0 0

La syntheése de la comman#E” est basée sur la technique présentée dans lerehapit

Avec un choix numérique dg = 118.
Le correcteur central :

-3.3563 12.2061 0.0001 0.0113
-12.2004 -3.3800 4.5808 0.0027
°~| 0.0001 0.0013 -69.7977 0.000
-0.0001 -0.0005 -0.0009 0

Ce dernier en représentation d’état est :

{XK = Acx¢ +Bye 2.17)

A, B, and C, sontdes matrices réelles de dimensions ap@upe correcteur central

-3.3563 12.2061 0.0001 0.0113
A, =|-12.2004 -3.3800 4.5808 : B, =|0.0027|:
0.0001 0.0013 -69.797 0.0001

C, =[-0.0001 0.0013 -0.0009
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2.5.4 Résultats de simulations.

2.5.4.1 Sans perturbation

O.14
0o.12

o.1

008 - ———- - - - ———————

0O.06

0.04

0.02

Erardemis e

) e ey O e

Temps(s)

Fig.2.10 poursuite de sortie (vitesse de rotatioiirad/).

T
|
—

"
|

4
|
1
5

Time(s)

Fig2.11 Loi de Commande du rapport cyclique panmandeH * .

La figure (2.10) montre une bonne performance earquote lorsque la commandd ®

illustrée par la figure (2.11) est appliquée.

2.6 Comparaison de la robustesse de la commande paode glissant

et la commandeH ~.

Afin de faire une comparaison entre la technigegdéadcommande par mode glissant et la

technigue par commandél ®, nous perturbons la commande du systeme par uih bru

aléatoire de forme:

d,(t) = (009randnLt,),

tel que, : temps final
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Erreur de poutsuite e(rad/s)

Time(s)

Fig.2.12 : Erreur de poursuite (rad/s) Fig.2.13 : Erreur de poursuite (rad/s)
par commande en mode glissant . par commartde€ .

La perturbation aléatoire a été affectée succesmne sur le systeme de pompage par mode
glissant, et par commandé ” . En mode glissant la perturbatiaf) (t vérifiant la condition
dite de recouvrement, permet au systeme d’étengilsle a cette derniere (Théorémel.1l), or

nous constatons ici que le probleme majeur de lantande H “ est celui des oscillations
atténuées ou "Dumping oscillations”.

2.7 Conclusion.

Ce chapitre a été consacré au développementagii¢ation des commandes par modes
glissants d’ordre 1, pour le cas d’ un system@a®page en présence d’'une perturbation
aléatoire. On a commencé par application de la camde équivalente, augmentée du terme
de robustesse, et en présence d'une classe debaéidns vérifiant la condition dite de
recouvrement. La comparaison avec la commadde montre les bonnes performances en
poursuite et en temps de réponse pour la commaardagule glissant.

Pour I'approcheH *, la synthese théorique d'un correcteur est forsiéde concept de
d’espace d'état standard et la résolution des dmuations algébriques de Riccati, cette
derniere est basée uniqguement sur le modéle nomioadre réduit. Or lorsque ce modele
nominal est peu représentatif et occulte des mogkemnants de hautes fréquences, la loi de
commande construite est incapable de compensea&dinent ces dynamiques négligées.

En effet, linconvénient des commandes par modéssamts est le phénomene de

réticence, pour pallier ce probléme nous avons lampa fonction signe par la fonction de
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saturation, dans ce cas la commande devient lisgie une chute des performances du
systeme est observée.
Dans le cas ou la réticence persiste, la techrdgganodes glissants d’ordre supérieur peut

étre utilisée.
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Chapitre 3

Commandes par modes glissants d’un robot a deux aculations

3.1 Introduction.

Le modéle mathématique du systéme de robot estnient non linéaire avec des
variations de parametres [Astr89], le choix dettacsure de commande exige une robustesse
vis-a-vis des perturbations et des variations @eameétres. La commande par mode glissant
[Slot83, Slot87, Sira88, Utki92, Edou06] a été gréé pour soulever cet obstacle grace a son
caractere fortement robuste. Les résultats de atronl montrent les bonnes performances de
la technique proposée
Le travail présenté dans ce chapitre est composéwnparties :

La premiére partie comporte la commande par mglissants standard composée de la
commande équivalente augmentée du terme de robestappliquée a un robot a deux
articulations. La deuxieme consiste a faire umixclbptimal de la surface de glissement, sur
laquelle demeurent et glissent tous les états dteése. Ce choix est réalisé en utilisant la
technigue de LMIs [Boyd 96, Sche97, Tan00], puissngynthétisons la loi de commande par
modes glissants d’ordre 1 qui permet de forcenatipn de glissement a converger vers zéro
en un temps fini. Pour la validation de cette tégi@ en simulation, nous avons choisi

comme systéme, le bras d’'un robot manipulateuua deticulations.

3.2 Modélisation du robot a deux articulations.
Le systéme considéré dans ce chapitre est un robotpulateur constitué par deux

articulations et deux segments rigides comme letrada figure suivante:

£

Fig. 3.1: Schéma du bras manipulateur a deux &ations.
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En appliquant le formalisme de Lagrange (Annexend)s obtenons les deux équations
suivantes représentant le modele dynamique duneagulateur :

M(a)g+C(q,9)q+G(q) =1 (3.1)
7 =Ji-Br-Eq |

Ou q,q,et§ (vecteurs de dimension 2) représentent respectinente vecteur des
coordonnées généralisées en position, vitesseélesaation.
En combinant les équations du (3.1), nous obten@vtuation du robot avec ses
actionneurs sous forme d’un seul étage

4 =-M " (@M (@ +C(a.) + BM(@)]a+|C(a.c) + BCa. ) + Ela+ 6@ + BE@]} 5 )

+M (q)Ji

M(qg) la matrice d’inertie,C(q,q) vecteur de dimension 2 représentant les forces de
Coriolis, G(q) le vecteur de gravité de dimension (2 x 1k és couples appliqués sur
chacune des articulations du bras manipulateur.
Le vecteuri de dimension (2 x 1) représente les courants ldarservovalves], B, E sont
des matrices diagonales de dimension (2x2) apppkiesnetres thermodynamiques. Elles
dépendent de la température et des conditional@sti
Pour notre étude nous avons considéré le modelg $8dus forme d'équation d'état, en
prenant comme variables d'état les positions =q,,et x, =q,, ce qui conduit a la
représentation suivante :

Le modéle du systeme en représentation d'état :

X =X

X =%

Xs = F1(X0s Xa0 X0 %45 Xs5 X6 ) + G35 (X0, X, )Uy + Gy, (X, %) U, (3.3)
X, = X

X5 = Xg

Xo = F2(X00 X0 X3 X4y Xs1 X5 ) + G0 (X4, X JUp + Gpp (X4, X, ) U

Avec:
q=[q, CIz]Tz[Xl X4]T’ q=[x, Xs]T1 4 =[x, XG]T' X=[X X X3 Xy % X]T, i =U=[uyu,]",

(3.4)

M ‘1(X1,X4)J = g(xl’ X4) — |:gll(X1’ X4) glz(Xl,X4):|

ng(Xl’X4) gZZ(Xl’X4)
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Et
FO) =[1,09, F,091" =
~M M +C+BM]x;, %) +[C + BC + E]x,,x]” +[6 + BG]
L’erreur de poursuitee=[g, e,]" avece =x, —X, , € =X, —X,,, €t X, et x, sont les
sorties commandées, ainsi gyg etx,, sont les sorties désirées.
Nous définissons le degré reldtiflu systéeme comme le plus petit nombre entier pogiti

pour lequel la dérivéX ) est une fonction explicite de la commande u, aXee[x, x,]" tel
que :

ax (D (t) 4

ax(i)(t)
ou oU

0 et =0 pour j=04..,r-1. (3.5)

3.3 Commande par modes glissants standard.

L’objectif principal consiste a utiliser 'approehdes modes glissants pour chercher
une loi de commande robuste vis-a-vis des diftésenariations des parametres, permettant
de forcer les positions a suivre les trajectoirésirdes. La synthése de la commande est
basée sur le choix de la surface de glissementldgralyn6me caractéristique posséde ses
racines dans le demi plan gauche du plan complaxggeuxieme étape consiste a chercher
cette surface en se basant sur I'optimisation LNésloi de commande trouvée utilise la

méthode de Lyapunov.

3.3.1 Détermination de la surface de glissement.
Le degré relatif du systéeme considéré kst3, I'équation de la surface de glissement

s(e €,€) a été choisie comme suit :

s=é+ae+aye (3.6)

Les coefficientsa, et a, sont choisis selon la remarque 1.2.

3.3.2 Conception de la loi de commande.

En se basant sur la surface de glissement ci-sledsiojectif est d’utiliser la fonction de
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Lyapunov pour trouver une loi de commande par magissant qui force I'équation de

glissement vers zéro en un temps fini.

Théoreme 3.1 [PathO5} Pour le modéle du systeme défini en (3.1), letrédbeur en mode
glissant qui force les erreurs de poursuite asytigptement vers zéros dans un temps fini est
donné comme suit:

U= Uy, +U,

Avec U, =-97(x,%,)B(x) , et:
LX) = F() +a,&+a,e—[Xy Xgql (3.7)

u =-mg's : est le terme de commande robuste et m est urgtaste positive.

Preuve :
Considérons la fonction de Lyapunov :
v=1gs
2

/ =%(STS+ s's)

$=-ms, m>0 etV =-ms's

§=-ms = B(X) +9(x, X,)u=-MS=U=-g7(x,%,) B(X) =97 (X, X, )MS = U=Ug, +U,

3.4 Commande et Surface de glissement basée suppaoche LMIs.

Les idées principales considérées dans cetteepadncernent la commande et le choix
de la surface de glissement [Choi03],[Tan00] paethnique LMIs peuvent étre présentées
selon deux étapes:

La premiére étape consiste a faire le choixe’surface de glissement pour un systeme
donné, en se basant sur la technique de LMIs. Cetteiere est employée pour choisir la
fonction de glissement d'une maniere optimaleuetaisse obtenir une action de commande
nécessaire pour maintenir le glissement.

La deuxieme étape consiste a trouver un contréda mode glissant pour orienter la
fonction de glissement a converger vers zéro enamps fini. L'approche du mode glissant

est préférée a cause de son caractére robustyadaique non modelée et son insensibilité
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aux perturbations externes. La synthése du contr@st basée sur la surface de glissement

choisie et utilise la fonction de Lyapunov.

3.4.1 Formulation du probleme en LMls.
Soit un systeme en représentation dans I'espatatdAlao07] avec un degré relati=2.

{X:f(X,U)

. (3.8)

Avec X :le vecteur d'état
U : I'entrée du systeme
Et y: la sortie du systeme

L’erreur de poursuite este=y -y, avecy, : la trajectoire désirée
Considérons les dérivées successives de I'erepodrsuite :¢,e? ,...,e"™ | on pose en
coordonnées locales :

z=lz z, ..z, z,]:[eee‘z’ ...e‘“‘l)]
Alors nous obtenons le modeéle de systéeme :

z'1 =AZ +Bz (3.9)
Avec :
01 00 0O0O0O
0 010 . . 0
O o010 . .0
A= ,B=[0 1 et z,=(z2..2,2,]
0 .o 0 1
0 . 0

3.4.2 Choix de la surface de glissement par LMIs.

Notre objectif est de construire une surface dssgient optimale en employant la

technique linéaire d'optimisation de l'inégalitétritielle linéaire (LMI).
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L’objectif principal est de choisir les coefficiantle la surface de glissement d’'une maniere

optimale. Ce qui revient & stabiliser le system®)(@ers l'origine en un temps fini.

Théoréme 3.2 [Alao07c ]:Pour le systeme (3.9), la surface de glissement ptre

présentée sous la forme: s=z —-KZ

Avec: K= LQ_l, L et Q sont les solutions de réalisation dettjalité matricielle linéaire :
QA"+ AQ+L'B"+BL< 0 (3.10)
Q : matrice symétrique semi définie positivie,< 0.
Preuve :
En remplacantz, = KZ, dans (3.9). (3.11)
Z, =(A+BK)Z; (3.12)
Le systéeme (3.12) est asymptotiguement stablé& sP >0 telle que :
(A+BK)'P+P(A+BK)< 0 (3.13)
L'inégalité (3.13) est une inégalité non linéailee Lyapunov et qui est équivalente en LMIs
a QA" + AQ+L'B" +BL< Otelle que :
Q=Q" =P L=KQ et L =QK’
La surface définissant le glissement optimal :
sz -Kleee® .. e (3.14)

Avec K : gain optimal apporté par la solution de réal@watiu LMIs

3.4.3 Synthése de la loi de commande.

Nous considérons dans cette application, la pdersle sorties d'un robot a deux
articulations, nous employons la technique propaes le Théoréme 3.2. Pour formuler
d'une maniére optimale la surface de glissementpagtla suite on cherche une loi de
commande qui forcera la fonction de glissemennhdrgevers zéro en un temps fini.

En considérant le modele de systeme (3.9), leededmtif du systéme est=3.

La surface de glissement est :

s=é-K[e¢]" (3.15)
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Avec:e=[g gl", € =X —X, €t € =X, —X,. X, X, sont les sorties commandés xgt,
X,q sontles sorties désirées.

Pour le modéle du systéme défini en (3.1), lerébetir par mode glissant qui force les
erreurs de poursuite a tendre asymptotiguementzéeos en un temps fini peut étre écrit
comme suit:

U=U,+U,

OuU,, estla commande équivalente :

X5 = Xoq
Ueg=-g7 f(x)-K %~ % —[).(3"J (3.16)
X3 ~ Xgq Xsd
Xe ~ Xed
Et U =-mg™sat(s) : est la commande robuste awvecune constante choisie positive.
r g p

La trajectoire du systéme est alors confinée &éfiaur d’'une couche de frontierzs

appelée “ boundary layer” ou couche de turbuleglgsante.

3.5 Résultats de simulation
3.5.1 Approche par mode glissant standard.

Pour un robot a deux articulations décrites pamiedele du systeme (3.1); les
trajectoires désirées sont :

Xy =COS@t ;) X,q =Sin(2t).
On considére les paramétres numériques du modele:

g =981(ms?), les longueurs des deux segments= 011m, |, = 015m).
Les masses des deux tigesm, € 0.6Kg, m, = 04Kg).
Les inerties sont :I{ = 007(Kgn? )Y, = 0.025Kgnr)).
Les coefficients du polyndme caractéristiquer, =1; a, = 025
Et les paramétres thermodynamiques sont:

E{s o} B:{ 10 0 } etJ:FOO 0 }

05 0 10 0 100

Les figures suivantes montrent les trajectoirelag@t desirées des positiogs x,, x, et

X,4 ainsi que la commande des couramt®t u, dans les servo-valves.
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15 | | . . . . . . . 15

0.5

o
3

and x4d(--)

S
5

The position x1(-) and x1d(--)
o

The position x4(-)

-1.5F

= Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time(s) Time(s)

Fig. 3.2 : Trajectoires réellgxet désirée % .y Fig. 3.3 : Trajectoires réellex et désirée x

0.2

0.151

0.1

0.05+

The curent control ul

-0.05-

The curent control u2
o

-0.1r

-0.15r

0.2 I I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time(s) Time(s)

Fig.3.4 : Courants de commande des deux axes dunfaaipulateur.

Les courbes des figures (3.2) et (3.3) montrerd bhanne poursuite des trajectoires
réelles, lorsque le contréleur par mode glissanaggliqué.
Les figures (3.4) montrent les courants de commap@iqués aux actionneurs des deux
axes du robot. Nous obtenons une commande lissgifigat le choix de la commande

proposeée.

Remarque 3.1 :Seul le vecteur position est mesurable, pour piouestimer I'état
complet on va placer un observateur par mode glissfan d’estimer tous les états inconnus

du systeme, cette étude fera I'objet du chapitre 4.
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3.5.2 Approche par mode glissant basé sur LMIs.

Pour un robot a deux articulations décrites pandelele du systéme (3.1); les trajectoires

désirées sont :
.
X :%coso et X,q =Esm(t)

Et avec les mémes parametres numeériques cité&s®n (

L’approche LMIs en MATLAB donne les valeurs optiegmsuivantes :

60.4839 0 -20.1613 0
|l o 60.4839 0 -20.161
Q_-20.1613 0 604839 0 |
0 -20.1613 0 60.4839
I_:[—605172 0 -302586 0 4 _ K:[—13125 0 -09375 0 ;
0 -605172 0 -30258 : 0 -13125 0 -0937

m= 002 est choisi tel qu¥ est négatif (théoréme 3.1).

Pour des différentes positions initiales sarsvet incertitudes de paramétres, les figures
(3.7), (3.12), (3.17), (3.22) montrent la tcagere réelle (--) et la trajectoire désirée )(- -
pour la position de I'extrémité du bras de robot .

Les figures (3.8), (3.13), (3.18), (3.23) et (3(3)14), (3.19), (3.25) montrent respectivement
la position angulaire de la premiére tige et deldaxiéme tige. Les figures (3.10), (3.15),

(3.20), (3.25) et (3.11), (3.16), (3.21), (3.26)ontrent respectivement le couple appliqué a
I'articulation 1 et le couple appliqué a l'artictitan 2.

Pour montrer la robustesse de la loi de commarnsi@-vis des perturbations nous
choisissons un bruit aléatoire affectant les mastss deux axes, les incertitudes sur les
parametres de charge sont considérées comme:

m, = 06+ (00Grandnt,,t;) et m, = 04+ (004)randnt,,t, )

avec t, temps initial et, :temps final .
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Fig. 3.5: Variation de la massg, Fig. 3.6: Variation de la mass®a,

Nous présentons les résultats de simulation popos#&ion angulaire , le couple articulaire et
la position du bout de robot [Edou06],[Marc02] palifférents cas de position, position

initiale stable sans et avec incertitudes et msihstable avec et sans incertitudes

Cas 1.
Position initiale stableY (0) =Y, (0), X (0) = X,(0) sans incertitudes.

0.25

0.2

0.15

0.05 -

Tip Y position(m)
o

_025 } I I 3} Il I Il I Il I
0.105 0.112 0.115 0.12 0.125 0.13 0.135 0.14 0.145 0.15

Tip X position(m)

Fig.3.7: Trajectoire de I'extrémité du bras damglan horizontal (-) avec trajectoire désirée (...)
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Angular position x1(rad)
Angular position x4(rad)
S o
o o w
T T

“
.

-1.5¢

“o 2 4 6 8 10 12 14 ) 2 4 6 8 10 12 14
Time(s) Time(s)

Fig. 3.8: Position angulaire mesurée (-), g.¥B: Position angulaire mesurée (-),

et référence(...)(rad) . et référence (...)(rad).

15 . . . . - - 0.6

0.4

0.2

=)

Torque 1 (Nm)
Torque 2 (Nm)

-0.2F

0.4F

-0.61

15 L L L L L L -0.8 L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

Time(s) Time(s)

Fig.3.10 : Couple appliqué a l'articulation 1Fig.3.11 : Couple appliqué a l'articulation 2.

Cas 2:

Position initiale instable et sans incertitudég0) —Y (0) = -0.1117et X, (0) - X (0) = 0.0911L

0.3

0.1r

-0.11

Tip Y position(m)

-0.3+ 4

0.4 I I I I I I I I I
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 o0.16

Tip X position(m)

Fig.3.12 : Trajectoire de I'extrémité du bras denglan horizontal (-) avec trajectoire désirée {...)
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Angular position x1(rad)
Angular position x4(rad)

“o 2 4 6 8 10 12 14 “o 2 4 6 8 10 12 14
Time(s) Time(s)

Fig.3.13 : Position angulaire mesurée (-) g.Fil4 : Position angulaire mesurée (-)
et référence(radl). etéefnce(...)(rad).

15 : : ‘ ‘ ‘ ‘ 0.8

Torque 1 (Nm)
Torque 2 (Nm)

o 2 4 6 8 10 12 14 o 2 s 6 8 10 12 14
Time(s) Time(s)
Fig.3.15: Couple appliqué a I'articulatibn Fig.3.16 : Couple appligué a l'artidida 2
Cas 3

Position initiale stable avec incertitude¥(0) =Y, (0), X(0) =X, (0)

0.25

TipY positia(m)

0.105 0.11 0.115 0.12 0.125 0.13 0.135 0.14 0.145 0.15 0.155
Tip X position(m)

Fig.3.17 : Trajectoire de I'extrémité du bras dnplan horizontal (-) avec trajectoire désirée (...
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o
o

Angular position x4(rad)
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@ o

Angular position x1(rad)
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6 8 10 12 14

o
N E
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0 2 4 6 8 10 12 14

Time(s) Time(s)
Fig. 3.18 : Position angulaire mesurée (-) Fig. 3.19 : Position angulaire mesurée (-)
et référence(...)(rad). éfarence(...)(rad).
0.8 15
0.6
1
0.4
0.5
_ 02f =
E £
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o OF o 0
o5
04l
4
-0.6-
0.8 : . . - : : -1.5 : . . : . :
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Time(s) Time(s)

Fig.3.20 : Couple appliqué a l'articulation 1. Fig.3.21 : Couple appliqué a I'articulation 2.

Cas 4:
Position initiale instable et avec incertitudgs(0) - Y (0) = -01117, et X, (0) - X (0) = 0.091.

0.3

Tip Y position(m)

-0.04 -0.02 [0} 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Tip X position(m)

Fig.3.22 : Trajectoire de I'extrémité du bras denplan horizontal (-) avec trajectoire désirée)(...
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Angular position x1(rad)
Angular position x4(rad)

0 2 4 6 8 10 12 14 “o 2 4 6 8 10 12 14

Time(s) Time(s)
Fig. 3.23 Position angulaire mesurée (-) Fig. 3.24 Position angulaire mesurée (-)
et référence(...)(rad) . et référence(...)(rad).
15
0.8
1 0.6
0.4
0.5
g = 0.2
’__0.57 E-O.Zf
0.4F
.1,
0.6F
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 08 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Time(s) Time(s)

Fig.3.25: Couple appliqué a l'articulation 1.  Fig.3.26 : Couple appliqué a I'articulati®n

Les résultats obtenus montrent une bonne poarsigtla position angulaire des deux
axes, ainsi qu’une robustesse du contréleur appligu les modes glissants lorsque la surface
de glissement est déterminée par LMIs, quand @desentation en coordonnées cartésiennes
de la trajectoire de I'extrémité du bras manipulatdans le plan horizontal pour différents
cas de position, position initiale stable sanavec incertitudes et position instable avec et
sans incertitudes, les résultats obtenus montleffichcité du contréleur proposé en mode
glissant , dont la surface de glissement a été&iehen utilisant la technique de résolution de
LMls.
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3.6 Conclusion.

Dans ce chapitre nous avons appliqué les modssaglisclassiques sur le systeme de
robot a deux articulationd.es premiers résultats de simulations montrent e@dlaures
résultats concernant les erreurs de poursuitedjlegaoontroleur est appliqué par les modes
glissants. Dans la deuxieme partie de ce chapitrea goroposé une technique pour la
conception de contrdleur robuste en utilisant lecept de surface de glissement basé sur le
LMIs comme outil, nous avons considéré la commat®léatrajectoire de I'extrémité du bras
manipulateur dans le plan horizonabur différents cas de position, position ingiatable avec
et sans incertitudes et position instable avexaas incertitudes. Les simulations montrent
des résultats satisfaisants quand le contréleur npade glissant utilisant la surface de

glissement proposée est appliqué.
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Chapitre 4

Observateurs par modes glissants

4.1- Introduction.

La mise en ceuvre de lois des commandes basé&smodéle non linéaire du systeme,
nécessite la connaissance du vecteur d’'état cormdpleysteme a chaque instant. Mais, dans
la plupart des cas, les seules grandeurs accessiblsystéme sont les variables d’entrées et
de sorties, il est nécessaire qu’ a partir de sEgmations de reconstruire I'état du modéle
choisi pour élaborer la commande. De ce fait, idépose sur 'utilisation d’'un observateur.
Un observateur est un systeme dynamique que l'art pppeler capteur informatique,
puisqu’il est souvent implanté sur calculateur afénreconstituer ou d’estimer en temps réel
I'état courant d’un systeme, a partir des mesurggodibles, des entrées du systéme et une
connaissance a priori du modele. Il nous permasale suivre I'évolution de I'état en tant

gu’information sur le systéme.

La possibilité de reconstituer une informationeme sur le systeme au moyen des
grandeurs externes disponibles peut étre util@sigurs niveaux :
- La commande du procédé, qui nécessite bien solaecbnnaissance de son état
interne.
- La surveillance du procédé, a travers les écatts &ncomportement de I'observateur
et celui du procédé.
- L'identification du procédé, au moyen de I'estimatides grandeurs constantes qui

paramétrisent le modele.

Or, la stabilité en boucle fermée ne peut étrargar a priori si la loi de la commande et
'observateur sont synthétisé séparément [Bouk@vrna97], [Djem97], le principe de
séparation est vérifié seulement pour les systéimesires, dont le probleme est résolu par les

observateurs de Luenberger [Luen71].

Pour les systemes non linéaires, la synthese dadiseirs est encore un probleme ouvert.

Une des classes les plus connues des observatdwurstas est celle des observateurs par
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modes glissants. Ce type d'observateur est basdasthiéorie des systémes a structure

variable.

4.2 Observabilité et observateurs.

L’'observabilité d’'un processus est un concept tnggortant en automatique. En effet,
pour reconstruire I'état et la sortie d’'un systerh&gut savoir, a priori, si les variables d’état
sont observables ou non.

En général, pour des raisons de réalisation tgqolenide codt, etc..., la dimension du
vecteur de sortie est inférieure a celle de I'éGHci entraine qu’a I'instant donrte I'état

X(t) ne peut pas étre déduit algébriguement de laesg(t) a cet instant. Par contre, sous

des conditions d’observabilité qui seront explietélus loin, cet état peut étre déduit de la
connaissance des entrées et sorties sur un ineedeatemps passé([0,t]), y([0,t]) .

Le but d’'un observateur est de fournir avec uréeipion garantie une estimation de la
valeur courante de I'état en fonction des entréesodies passées. Cette estimation devant
étre obtenue en temps réel, I'observateur revétkligsnoent la forme d'un systéme

dynamique.
Définition 4.1 [Foss 93]: on appelle observateur (ou reconstructeur J'éfan systeme
dynamique (S):

S :{ X(t) - F(x(t), u(t)
y(®) = h(x(t))

Un systeme dynamique auxiliaire O dont les entsées constituées des vecteurs d’entrée et

(4.1)

de sortie du systéme a observer et dont le vedtesortieX(t) est I'état estimé :

o {f(t) = f(2(0),ut), () “2)
X(t) = h(z(t), u(t), y(t))
telle que I'erreur entre le vecteur d’état x(t)%ét) tend asymptotiquement vers zéro.
le®)]| = [x(t) = %(t)]| -~ 0 quand t - e (4.3)

Le schéma d’un tel observateur est donné sur ladif.1).
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u(t) y(t)

» S > ()
0

»
>

Fig. 4.1. Schéma de principe d’un observateur.

L’existence d’un tel observateur est liée a laoot’observabilité d€S).

L’observabilité caractérise la propriété de pouvéaupérer (de fagon statique ou dynamique)

par une combinaison des mesures et de leurs detiwétes les grandeurs d’'un systéeme.

4.3. Observabilité des systéemes linéaires.

Considérons le systeme dynamique linéaire

{)’((t) = Ax(t) + Bu(t) (4.4)
y(t) = Cx(t) |

Xt)OR", u(t) OR™ ety(t) O RP. Les matriced\, B et C ont des dimensions appropriées.
La matrice d’observabilité du systeme (4.4) esinie{Foll85] par :

C
CA

o=| (4.5)

CAr'I—l
L'observabilité du systéme (4.4) est garantie dialeg de la matrice d’observabilit® est
égal a n [KalIm60]. O'Reilly [O’'Rei83] a présenté dauxieme critére; le systeme (4.4) est

complétement observable si :
sl—A
ran =n . 4.6
{4 s

Pour tout s complexe. Si un systéme linéaire est complétenodiservable, il est
globalement observable, c’est-a-dire que toutesdegposantes du vecteur d’état du systeme
sont observables, et donc peuvent étre reconsmpéeun observateur. Si le systeme est non

linéaire, nous devons distinguer I'observabilitélglle de I'observabilité locale.
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4.4. Observateur non linéaire.

Considérons un systeme non linéaire d’un systynmamique(S) :

{X(t) = f(x(®),u(t) (4.7)

y(t) = h(x(t))
Ou les variablesx DX OR", ulU OR™ et yOY 0ORP représentent respectivement
I'état, I'entrée ou la commande et la sortie duéy®. f et h sont des champs de vecteurs

supposés suffisamment continlment dérivables<sur

La plupart des observateurs qui existent dangtéadiure ont la structure suivante

{i(t) = f(X,u) +7(y,%) (4.8)

y(t) = h(x(t))
C'est-a-dire une copie du modele plus un termesctaur/;(y, X) qui établit la convergence

de X versx.

4.4.1 Observateur classiqgue par mode glissant.

La mise en oeuvre des lois de commandes baséksraodéle non linéaire du systeme,
nécessite la connaissance du vecteur d’'état compleystéme a chaque instant. Cependant,
dans la plupart des cas, seule une partie de BStahccessible a 'aide de capteurs. Pour
reconstituer I'état complet du systeme, I'idée sepsur I'utilisation d’un .capteur logiciel,
appelé observateur [Nico89], [Kris96]. Un obseruatest un systéme dynamique qui a
partir de I'entréeu(t) du systeme (la commande), de la sostf mesurée, ainsi que d'une
connaissance a priori du modéle, fournira en sartiétat estimé(t) qui devra tendre vers
I'état reel x(t) (figure (4.1)).

Une des classes les plus connues des observatdwstas est celle des observateurs par
modes glissants [Kris96, Sira94, Slot87, Utki95].

Pour le systeme (4.7), une structure d’observataumodes glissants classique s’écrit :

{?(: f (%,u)+Asign(y - )
§=h(%)
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Dans ce cas, la surface de glissement est donnée pa

s(x)=y-y
Le terme de correction utilisé est proportionnéh donction discontinuesigne appliqguée a
l'erreur de sortie. L’étude de la stabilité et decbnvergence pour de tels observateurs, est
basée sur I'utilisation des fonctions de Lyapunov.

L’étude de la stabilité et de convergence utileseconcepts de résolutions de Filippov
[Fili60] , ainsi que les méthodes dites du vectéguivalent développées par Utkin pour la
commande, et par Drakunov [Utki92, Drak92, Drak@&lir les observateurs.

Notre choix de ce type d'observateurs sefijggbar les bonnes propriétés qui peuvent
étre obtenues et parmi lesquelles nous citerons :

- Une convergence en temps fini vers la surface @seaghents(x) =y-y=0 si

entre autre les conditions d’attractivité vergecstrface sont vérifiées.

- Une réduction de dimension du systéme d'observaiion- p états avec n la
dimension de I'étatx , et p la dimension du vecteur de sortie.

- Comme la fonctionsigne est équivalente a un grand gain au voisinage de
l'origine, nous obtenons une certaine robustesse@wiis d’erreurs de modéle et
de perturbations bornées.

L’exploitation de ces propriétés, et l'utilisatiotfobservateurs & modes glissant a
structures particulieres, nous permettent d'obteles dynamiques d’erreurs d’observation
plus simple et plus facilement stabilisables poes €brmes de systéme plus large que la
forme injection de sortie [Kren83]. Ainsi, pour degstemes qui se mettent sous forme
d’observation triangulaire [Arim85, Bouk97], nouBoas voir dans le paragraphe suivant

comment nous obtenons la convergence de I'errelnsdrvation vers zéro en temps fini.

4.4.2 Principe de séparation.
La dynamique de I'erreur d'observatiaa= X—x est aussi non linéaire dépendante de

I'état de I'entrée du systeme.

e=f(x,u)- f(x—€)-n(y,X) (4.9)
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Le principe de séparation n’est donc plus véetiéa commande n’étant plus indépendante
de lI'observateur. Par ailleurs il faut tenir comgeela dynamique de (4.9) si on veut faire la

synthése d’une commande baséessur

Il est a noter que ces contraintes ne se posenpaur les systemes linéaires et également
pour les systemes qui se mettent sous injectiosodie c'est-a-dire dans le cas ou la non

linéarité ne dépend que des grandeurs connuesr(iges et les mesures) [Bouk97].

(= Ax+
{X x+P(y.1) (4.10)
y =Cx
Un observateur avec compensation du terme noniiégnpaut s’écrire :
X=AX+4(y,u) +G(y - ) (4.11)
y =CX

et permet alors d’obtenir une dynamique d’errewbdérvation linéaire indépendante de
I'entrée et de I'état :

e=(A-GC)e (4.12)

De maniére générale pour des systemes quelconduessiste différentes classes
d’observateurs, nous avons choisi d’étudier degrbseurs par modes glissants pour les

avantages qu’ils présentent en simplicité de misesavre.

4.5 Description et modélisation du robot a une artulation.

Les robots manipulateurs sont généralement a@®rde maniére a augmenter au
maximum leur mobilité [West92]. Ces systemes sdrymur I'étude des problémes de
stabilisation statique dans des environnementsimes Les non linéarités du modéle et des
actionneurs rendent les problémes de commandelesetvation assez compliqués.

Le modéle dynamique du robot est celui du (3.1).

{M (@ +C(q,9)q+G(q) =71

o : (4.13)
r=Ji-Br-Eq

L’'unique variable supposée mesurable est la posdrticulaire (une partie de I'état). Cette

information va nous servir pour la reconstructienalvitesse et de I'accélération.
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Pour notre étude nous mettons le modéle (4.13) &ouse d’équations d’état. En prenant

comme vecteur d'état x, =q, X, =(, X; ={, le modele peut étre réécrit sous forme de

représentation d’état comme suit :

X =X,
X, = X, (4.14)
X, = f(X,10)
Ou I'on définit la sortie mesurée par :
y=0a=X

Et le vecteur d’état :
X=[% X, X]"
Et
f(xi)=-M[(M +C+BM)x, +(C + BC+E)x, +G + BG - Ji] (4.15)
Dans le but d'estimer I'état complet du systérpesitions, vitesses et accélérations
articulaires) on propose un observateur non lieébasé sur les modes glissants, qui n'est
autre gu’'une combinaison de I'observateur par maglissants classique présenté dans le
chapitre 1 et I'observateur triangulaire [Baeb97Sk87]. L'utilisation de cet observateur
permet, aprés la convergence en temps fini deelerd’observation en position et en vitesse
de réduire le systeme a une seule composanteructise de I'observateur proposé est la
suivante :
?(1 =%, - \sign (X,
X, = %, = \,sign, (X, — X,) (4.16)
f( X,1) = Agsign, (X, = X,) +V

Ou l'état estimeé est donné par :

R=[% % %1
% =[6, 6,]
f(%i)=-M (M +C + BM)% +(C + BC + E)%, + BG +G - Ji] 4.17)

La variablex, est donnée par :

X, = %, = A\signg (%) (4.18)
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Ou X =X - x représente I'erreur d’observation. La fonctisign,(.) est mise a zéro tant que
X, #0, sinon sign,(.) est égale a la fonctiosign(.) classique. Le term& pouvant étre
fonction de variables connues ou mesurables, &sdunt pour augmenter la robustesse de
'observateur. Les matride, et/\,sont choisies diagonales positives :

A, =diag(4,,,4,,) .\, =diag(4,,,4,,) et la matrice non linéaird, (3era déterminée en
utilisant la condition de convergence sxy, étudiée en boucle fermée avec I'équation de

I'erreur de suivi.
En soustrayant les équations du systeme (4.1®seatduations de I'observateur (4.17), nous
obtenons les erreurs d’estimation :

X, =X, —A\,;sign(X,)

X, = X, — \,sign, (X, — X,) (4.19)
f(x i) = f(xi)—Assign (X, —X,) +Vv

Dans le but de maintenir les dynamiques du syst@intérieur de la région attractive,
nous devons procéder comme précédemment, par étapes déterminons une surface
attractive et nous définissons le domaine de ca®rere correspondant, ensuite nous
étudierons la dynamique du systeme sur cette fugigssante.

» Etape 1:

Comme la fonctiorsign(X, — X,) est mise a zéro, dans la premiéere étape, noesaix
la dynamique de I'erreur d’observation suivante :

21 = )? _AlSign_l(il)
X, = X, (4.20)
X, = f (%)= f(xi)+V
Prenons I'équatiorx, =0 et vérifions qu’une partie au moins de cette s@rfast une surface
glissante pour le systeme. Pour ceci nous choissssomme fonction de Lyapunov :

V=R, (4.21)

Il est facile de montrer [Canu91] q¥e est négative sous les conditions suivantes :

%<y i0{12) (4.22)
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Ainsi, en choisissand,, >|§2'| nous obtenons la convergence de I'erreur d’olasienv X,

vers zero apres un temps fipj et dono?l. Sur la surface de glissement nous avons
X, =X, —A,sign(X,) =0, impliquant X, = x, car :
il =X, —A,sign(X) =%, - x, =0 (4.23)

Une fois x, obtenu nous passons a la dynamiquede

> Etape 2 :le but de cette étape est d'atteindte= X, =0, sur la surfacg =0; la

dynamique de 'erreur d’observation devient :

2 =X = N\,signy(X;)
f(x i) = f(xi)=Assign(X,) +v
Soit la nouvelle fonction de Lyapunov:

v, =1%7%,
2

La dérivé par rapport au temps dg ¥st donnée par :
vz = izT (323 _AZSigr(iz))
Par conséquent, &i, >|i§| i{12}, alors X, converge vers zéro aprés un temps fink t, .

Donc, aprés un temps fii=t, , nous avon®, =0, et X, =0.

D’ou en moyenne :
. —_— — _l~
Sign., (X;) =A%,
Nous pouvons maintenant considérer la dynamiqdeiteéde I'erreur d’observation sur la

surfacex; =X, =0 comme :

S

X, = T (X, %, %X5,1) = F(X,0) =ANFX, +V (4.24)

Avec :
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f (X, %y, Xeu1) = F(%,1) = ~(M M + M *C + B)%, — M (M +C + BM)X,
[ [
-M4i-|M7C+M*BC+M '1E)><2 -(M*BG+M '1(3)

Ou pour toutes matrices, B etC données nous avons :
AB=AB- AB
ABC = ABC - ABC
Dans ce paragraphe nous avons obtenu la dynantiqueystéme réduit de I'erreur

d’observation; la condition de convergenceXupourra étre étudiée en boucle fermée avec

I'équation de I'erreur de suivi [Cher01].

4.6 Forme d’observation triangulaire.

L’observateur triangulaire par modes glissantdéad&veloppé pour des systémes qui

peuvent se mettre sous la forme suivante appetégeftsiangulaire d’observation [Bouk97]:
X X, + 9%, 1)

XZ X3 +gZ(X17X21u)
(4.25)

Xn—l Xn +gn—1(X11X2""’Xn—1’u)
Xq fa(X) +9,(xu)

Ou lesg, et f, pouri=212,...n sont des fonctions analytiques=[x, X,...x,]' OR"

I'état du systémey O R™ est le vecteur d’entrée gtl] R la sortie que nous considérons pour

des raisons de simplicité d’écriture.

La structure de I'observateur proposé est la stévan
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)'(1 )A(z + gl(xl1u) +/11$ignl(xl - )A(l)
)A(z )A(3+92(X1’iz’u)+/]zsignz(iz _)A(z)

(4.26)
)A.(n_1 Xo + Ot (X0 X0 Xg U) + A SIGN, L (K = Xo)
% Fo (X0 %00 %0) + G5 (X0, %5 000 %, U) + A, 8GN, (X, = X))
y=%

Ou les variablesx sont données par :

X =X+ ASigN g, (X~ %)
Avec sign, ., designant la fonctiorsign_, filtrée par un filtre passe bas ; la fonction
sign (.) est mise & zéro s'il existp0{1,i} tel queX, - X, #0 (par définitionx, = x,), si non
sign(.) est prise égale a la fonctiasign(.) classique. Grace a cela nous imposons que le
terme correcteur ne soit “actif” que si la conidit X; —X; =0 pour j =12,...,i est vérifice.

Pour ce type d’observateur, nous avons une cgamee en temps fini (par étapes) de
I'erreur d’observation. En outre, il permet la sgp@n de la synthese de I'observateur et de
la commande; il facilite 'étude de stabilité enuble fermée. La convergence en temps fini

de I'observateur est assurée par le théoréme guivan

Théoréme 4.1 [Mana98] :Considérons le systéeme (4.25) et I'observatel#6{4.Si le
systeme est a entrées bornées et a états bori&S) (Bbur une durée fini&O,T], alors pour
tout état initiak(0), X(0) et toute entrée bornée, il existe un choix del. tel que I'état de
I'observateurx converge en un temps fini vers I'étatdu systeme.

Elément de démonstration.

Considérons la dynamique de I'erreur d’observatenx — X et procédons étape par étape.
Pour e =X —%;, nous avons :

A

& =e, —A;ssign(e) avec e, =X, =X,
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Si A > |e2| pour t <t, alors la surface de glissemest=0 est attractive et est atteinte aprés
un temps finit, ce quifait que, = 0
Il existe une fonction continue notésign,, définie par e, - A;sign,(e) =0 impliquant
X, = X, sur la surface de glissement, puisgign,, = sign,,,, alors:
& =% ~ (% = ASign (% = %)) =%, =X, =0
Une fois x, connu, nous allons passer a la dynamique,de Nous avons aprés comme
nous l'avons vux, = X, ce qui implique que :
0,(X,,%,) —9,(x,,X,) =0.
Alors &, = e, - A,sign(e, ), et suivant le méme raisonnementisi>|e,| _pourt<t,, nous
aurons apres un temps fity >t, la convergence vers la surfage=e, =0. La dynamique
du reste de l'erreur d’observation sur la surfaeeglissement est donnée pay=0et on
déduit doncx, = X, car :
€&, = X3 — X, —A,sign, (e,) = X, —X; =0
En reitérant(n—1) fois ce processus, nous avons apres un témpsonvergence de toute
I'erreur d’observation vers la surfa@g =e, =.....=e,_, = € par conséquerk tend vers
X, en un temps fint__, tout I'état est connu et I'erreur d’observatiohrslle.

Nous allons maintenant nous intéresser a la géabié 'observateur en déroulant étape
par étape le processus de convergence de I'obsarvat

A partir de (4.25) et (4.26) et en considérantclesditions initialesx, (0) # X, (0)(si ce n’est
pas le cas nous sommes sur la surface @0 a l'instant initial, nous passons directement a

I'étape 2).

> Etape 1: Vu que les fonctionsign sont prises égales a zéro powrl.nous obtenons la

dynamique suivante pour I'erreur d’observatiers x — X.
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CY e, —A,sign (X, — %)
X € + 0,(X, X, 1) = 9, (X, X, U)

=, (4.27)

én—l en +gn—l(X11X21""Xn—11u)_gn—l(xi1)’22 """ ')’Zn—liu)
e, £ = f, (%, %o X))

Etant donné que nous prenons une entrée u bomsgsteme n’explose pas en temps fini (le

systeme est supposé (BIBS) en temps fini par hgseth I'erreur d’observation est aussi

bornée. Soit alors une fonction de Lyapunov :

Nous avons alorsV, = e& = e(e, -~ Asign(e ))En choisissant), >|e,|  pour t<t,

I'erreur d’observatiore, converge vers zéero en un temps tini

> Etape 2:comme dans l'étape 1, l'erreure, reste bornée par hypothése. Il faut,
cependant, qud, > |e2|maxpour rester sur la surfacee, =0, mais cela est vérifie de part
le fait quee, est strictement décroissante apyes

Le but de cette étape est d’'atteindre la surfage= e, = 0. En utilisant les mémes arguments

que Drakunov dans [Drak95], sur la surfa@ =0, la dynamique de I'erreur d’'observation

devient :

é 0

& €+ 0, (%, %, U) = 9, (X, X;, ) = A,sigNn(e,) = e; — A,sign(e,)

- (4.28)

én—l en +gn—l(xl’XZ""’Xn—liu)_gn—l(xl’),iZ """ Xn—l’u)
én fn(x) - fn(xil’ )22 """ Xn)
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Alors, si la condition A, >|e,| _est satisfaite pourt>t,, nous avonse,=0,
e, —A;sign,(e) =0, et:

V, =&, (e; ~ 4,sign,(e))
Par conséquent, si, >|e3|max alors e, converge vers zéro apres un tentpst,. De plus
V, <0, et I'erreur d’observation est strictement démaige durant la période,,t, de qui
implique que si la condition sdr est vérifiée avant, elle est obligatoirement aussi agres
Nous obtenons, en vertu du principe du vecteurvédprit, aprés, X, =X,.
Ainsi étape par étape nous obtenons la convergaetee composantes de I'erreur
d'observation vers zéro et celle de versx, sous les conditions que durafit,t.,, , ]

A>le. -

> Etape n: cette étape commence a l'instaft, , a cet instang, = @our tousk <n.

Alors, la dynamique de I'erreur d’observation dewie

& 0
& 0
= (4.29)
€ 0
é, f,()— (X, %,.....X,) = A,sign(X, — X,) = —A,sign(x, — X,)

Alors, e, converge en un temps fifti>th-1 pour toute valeur dd, > 6i, évidement toutes
les conditions sur led,, k <n sont elles aussi vérifiees. Ces conditions restesatisfaites

aprest,_,. Ainsi le théoreme est vérifie.

4.6.1 Application de I'Observateur a un robot a dex articulations.
L’'observateur que nous venons d’étudier s’appliga€faitement au modéle d'un bras
manipulateur a deux articulations qui s’écrit séaurgne triangulaire. Il a été retenu pour la

mise de ces propriétés de robustesses discutéasprément et a la propriété de séparation
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(grace a la convergence en temps fini) qui nouseed’utiliser la commande par modes
glissants développée précédemment.

Rappelons que le modeéle du robot (4.13), qui peatréprésenté par les équations suivantes :
7 =M(a)g + M (a)d+C(q,¢)4 +C(a,9)g + G(q) (4.30)
Ji = M(a)g +M (g)d +C(a,)d + C(a,9)g + G(a) 4.31)
+B[M (a)4+ C(q,6)d + G(q)] - Eq
Et

i =-M *(a){[M (a) + C(a,9) + BM ()] +|C(a,) + BC(a,6) + E|g + |G(a) + BG(q)]}
+M 'l(q)Ji

4.6.2 Mise sous forme triangulaire du modéele dynamue.
Pour écrire I'observateur sous forme trianguldirgut choisir pour cela le vecteur d’état

x=[g, g, 6,9, ¢, ¢,]" et comme vecteur de commaride=[i, i,]".

En posantX; =q, X, = et X, = on obtient :
X, =X,
X, = X, (4.32)
Xy = f(X)+g(X)U

9::(X1) 9(X,)

ng(xl) gZZ(Xl)

f(X) = =M (XM (X)) +C(X,, X,) + BM(X,)| X, +[C(X,, X,) + BC(X,, X,) +E| X,
+lex,) +Ba(X )] =[,(X) f,(X)]"

Avec X =[X; X, X,I", 9(X,) =[ J= M™*(X)J,U =[u, u,]" =i et

4.6.3 Observation par modes glissants sous formeaangulaire a injection

de sortie.

Dans ce chapitre, un observateur non linéairemuates glissants est proposé en vue de la
commande d’un robot manipulateur & deux articutatidl donne une erreur d’observation
asymptotique linéaire et stable. La classe dessyest pour lesquels il est congu peut-étre
considérée comme une forme triangulaire d’obsesmatie but est d’assurer la stabilité du

robot dans la perspective d’'une commande robusepile.
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Pour commander le robot par retour d’état, ilrestessaire de connaitre avec précision
les états qui sont la charge, les positions, lessses et les accélérations. En pratique, ces
deux derniéeres dérivées ne sont pas facilement ratdes en raison des contraintes
techniques et économiques quand elles ne sonégdisd souvent contaminées par le bruit ou
encore pas du tout disponibles, d’autant plus qumise en oeuvre d'un filtre numérique
n'est pas, non plus aisée. C’est pourquoi, il egressant d’envisager le contréle du robot a
partir de la mesure des positions et de I'obsaymatles vitesses et des accélérations. Par
conséquent, le recours a un observateur est imdiapke car seules, les positions du robot
sont mesurables dans de bonnes conditions.

Dans la littérature, il existe plusieurs types deucdures d’observateurs: linéarisation,
modification des coordonnées et injection de sdXi@88], systéemes a structure variable
[Slot86, Haki02] synthese basée sur la méthode Wwyayp [Thau73].

Outre la recherche effectuée sur les méthodessdiwhtion, plusieurs études ont été
menées visant la simplification des problémes dokstion des systemes non linéaires.
Ainsi, a partir d’'un simple observateur linéairaifin71] et un terme non linéaire connu, une
nouvelle forme de systemes [Kren83], appelée fanmgection de sortie a été introduite. Sa
spécificité réside dans la linéarité de I'erreunayique d’observation et son indépendance

vis a vis de la commande et de I'état.

4.6.4 Observateurs par modes glissants sous fornteangulaire.

L’observateur sous forme triangulaire associgystieme (4.32) s’écrit :

>21 = >22 + A, sign, (X, - >21)
>22 = >23 +/\2,5Sign2,5(>?2 - >22) (4.33)
Xy = F(X, X5, X35) + g(X U +Aggsign,g (X, = X;)

Avec
Xy =% Xk+3]T1)2k =[%e Rewsls X =[% Xaal s X, _)zk =[®e = R Xeas ~ Rl
SIgN s (X = Xy ) =[sign (X —X)  SigN.5(Xeus — X' X =X, +/\k—1k+25ignnoyk_1,k+2 (X = Xia)
Signmoy,k—l,k+2()_(k—1 = X)) = [Sigr}noy,k—l(ik—l —X1) Signmoy,k+2 (Xesz = )’Zk+2)]T!

Et par définitionX, = X,
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On peut réécrire le systeme (4.32) sous la forn8#j4t I'observateur (4.33) sous la forme

(4.35) :
X =X
X, = X,
Xg = F1(X0 X0 X5, Xg0 X6, X5) + Oyq (X0, X )Uy + Gy, (X, XU,
X, = %
X5 = Xg
X = 1500, %0 Xg X4 X5, X5) + G20 (X, XUy + 92, (%1, X ) U

X, = X, + A,sign (% — %)

X, = )A(s +A,sign, (X, - )A(z)
Xy = FL(%0 %50 X0 X5 Xg, Xg) + Op5 (X0, X, Uy + Gy, (X, X, )U, + ASign (X, — X,)

)A(4 =X +A,sign, (x, - X,)

X = X5 + AsSigny (X — Xs)

)?6 = fZ(Xl’XZ’)_(S’X4’)_(5’)_(6) + ng(Xl’ X4)u1 + gZZ(X17X4)u2 +A68|grk()_(6 - )’ZG)

4.6.5 Convergence de I'observateur.

La dynamique de I'erreur d’observatier x — X s’écrit :

& =& —Asign(x - %)

& =g _Azsigrb(iz - )22)

& fl(X11X2'X31X4'X5'Xe) - fl(X1'Xz’_)(3'X41_X51)_(6) _Assigrb(_)% - )A(s)
& =& —/]4Sigl’11()_(4 - 24)

& =& ~ Asign (% — %)

& = FH(X0 X0 X0 X0 X6 X5) = F5(X0 % X X4, X5, X5) = A6SIGN (X5 = %)
Et: X =% +)|i—13i9rlnoy,i—1(2-1 ~X4) -

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Avec sign,,, désignant la fonctionsign_, filtrée par un filtre passe bas; la fonction

sign(.) est mise a zéro s'il existq’aD{Li} tel queX; —X; # 0 si nonsign(.)est égale a la

fonction sign(.) classique. Grace a cela nous imposons que le teomecteur ne soit actif

que si la conditionX; =X, =0 pour j =12,...,i est vérifiée.
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Appliquons I'algorithme de convergence par étapsyamteme (4.35) et a I'observateur (4.36)

pour prouver la convergence de |'observateur empseini.

» Premiére étape :

Nous avonssign (.) = Qoouri=2 .

&) (& -Asign(x -%)
& |&

& | _| Af (X4 X)

A €&~ /14sign4(25 - )A(s)
&| |G

é6 Afz(xl4' )_(r)

Avec X, =[X, X, X X;]' et Af, =f (x)- f(x,,X ) pouri=1,2.
Comme le systéme est supposeé BIBS (entrée et @taés) puisque le courant d’entrée est

borné, I'état observé et I'état réel restent bohéant cette étape.
Pour la convergence de en temps fini (respectivement @) considérons la fonction de

Lyapunov :

V, = %ef (respectivemeny/, = %ef ).

V, =eg =¢g(e,—Asign(e)) (respectivement, =eg, =e,(e, - A,sign,(e, ))
En choisissant), >|e,| _(respectivement, >|e;| ) on obtient la convergence de
(respectivement de,) apres un temps firti vers zéro.
Aprés t, I'état atteint la surface de glissement et sutecsurface, nous avors =¢ =0
(respectivemeng, = ¢, = P dou: X, = X, (respectivemenk; = X;).
» Deuxieme étape :

Tout en respectant la condition de convergence algpremiére étape ; montrons la

convergence de, en temps fini (respectivement g ).
En remplagank, par x, (respectivemenk; par x;) on obtient :

é = e —Asigne,) (respectivement, = e, —Asign(e,)) ; l'erreur d’observation s’écrit :
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& e, —Asign(x -%)=0
e, & = A,sign, (X, = %)

€ — Af (%, X5, X3, X4, X, Xs)
€, & —A,Sign, (x, —%5) =0
& € ~ AsSign; (Xs — )A(s)

&, AF 5 (X, Xy, Xy Xy s X3 Xg)

En choisissant la fonction de Lyapunov :

vV, = %(ef + eqz) (respectivement, = %(ef + e52) ).
On a apreés le temps g = 0(respectivement, =0) d'ol :V, =eg, =e,(e, - A,sign(e,))
(respectivemeny, = e.& = e,(g, — ASign,(e))).
En choisissant, >|e,| _ (respectivement, >|e;| ) on obtient la convergence de,
(respectivement de;) apres un temps firt, >t, vers zéro.
Apres t,, I'état atteint la surface de glissement et sirecsurface, nous avors =¢, =0
(respectivemeng, =&, = Pd'ou : X, = X, (respectivemenk, = X;).
» Troisieme étape :

Tout en respectant les conditions de convergenseldex étapes précédentes ; montrons la

convergence de, en temps fini (respectivement eg).

En remplagank, par x, , X, par x, (respectivemenk; par X;, X, par x;) on obtient :

é, = —A,sign(e;) (respectivement, = —Asign(e, ))
La dynamique de I'erreur devient :
&) (& -Asign(x-%)=0
e e, —A,sign, (X, - %) =0
& _Azsignz(iz - )’21)
& & —A,Sign, (X, —%;) =0
& € _Assigns()_(s - )A(s)
& AGSigns(Xe - )A(e)

En choisissant la fonction de Lyapunov :
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V, = %(ef +e + ej) (respectivement/, = %(ef +e’+ e62) )
On a aprés le temps, € =e, = 0(respectivemeng, =, =0) d'ou :
V, = e = e (-Asign(e)) (respectivements = €56, = € (=AsSign, (&;))).
En choisissan#l, (respectivement,) au voisinage de zéro on obtient la convergencede
(respectivement d&, ) aprées un temps, >t,.

Remarque 4.1 :
Comme la convergence vers la surface de glisseestm@tssurée seulement par les valeurs

de A, et A,, nous pouvons choisit, et A, de maniére que cette durée, soit aussi petite
gue l'on veut. D’ailleurs nous pouvons initialisérreur d’observation sur les mesures a
e =0 et g, =0, si nous connaissons la valeur réelle xje=q, etx, =q,, ceci rend la

convergence quasi instantanée ce qui rend la @tépie séparation vérifiee [Mana 98].

4.6.5.1 Application pour lesysteme de pompage.

Considérons le systeme (2.1) vu au chapitre 2 :

L9 oy e

dt

c%¥=h%
” (4.37)
—==V-Ri,~Kw

mdt anm e

D B K i K .of

dt

Avec quex, =wcomme sortie du systeme, nous avons représernystéarge en représentation
d’état :
X =%

2 =% (4.38)
X3 =%y
X, = £ (%, %, %, %,) +gu
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Proposition.4.1 [Alao08]: Pour le modeledu systeme défini en (4.29), l'observateur
triangulaire en mode glissant qui fait les errealiservées tendent vers zéro en un temps fini

peut étre écrit comme suit:
= 7(2 + /11 sign (x1 - f(l)

1
4

= f(xl,iz,ig,i4)+ gu + /14 sign(i4—>'(4)

Avec X, = X +A_y Sign,o, (X —X4), i = 234. X =x, et sign,,, est I'approximation continue

de la fonction signe comme par exemple :
: - 2.
S (72 %) =arctg 2 (%, =%,.) | (4.40)

Preuve: La dynamique de l'erreur d'observatiog = x, —X, aveci =1.....4. est:

& =6, ~ A, sign(x —x,)

& =6, — 4, sign(X, —X,)

€, = €, —A;Sign(X; — %)

€= (X, X0, %50 %) = F(X, X5, %5, X,) = A, SIQN(X, —X,)

(4.41)

La démonstration de la convergence de l'observafar mode glissant sous forme

triangulaire en utilisant la stabilité de laétion de Lyapunov, s’effectue en 4 étape:
» Etape 1:

Pour la convergence de, en un temps fini, on considere la fonction de lwagy v, =%el2

V,=e ¢ = e (e, -4 sign(e))
Par le choix 4, >|e,|  nous obtenons la convergence eevers zéro apres le temps
Apres le tempsg, I'état atteint la surface de glissement et gtitecsurface nous avons :

e =¢=0:alorsona X, =x,.
Notons que la méme procédure de démonstrationtiésé ypour montrer la convergence en

temps fini dee,, e, ete,.
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4.6.5.2 Résultats de simulation pour le systeme gempage.

Nous rappelons que notre systeme de pompage sgosend’un convertisseur de type*

buck”, un moteur (MCC) a courant continu et d'upempe centrifuge. Les parametres

€s au tieapi

tilis

éjau

7

nominaux du modeéle sont ceux d
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Les résultats de simulations obtenus pour le systdm pompage montrent des bonnes

performances de I'observateur triangulaire par mgliksant, les schémas de la figure 4

de I'erreur d’observation

ivée

7

montrent que le temps de convergence augmentela

t, >t, >t, >t,.
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4.6.5.3 Résultats de simulations pour le robot a de articulations.

Nous allons discuter les résultats de simulagibectués sous Matlab avec les paramétres
du modele du robot qui ont été utilisés au chaydtr
Les simulations présentées ci-dessous représetgedynamique du bras manipulateur.
L'objectif de la commande est de suivre la trajgetdésirée en utilisant une commande par
modes glissants. Les trajectoires de référencesighebnt des sinusoides.
Les trajectoires désirées sont:

Xg = COS@L) ; X,q =sin(3)

Les paramétres nominaux du modeéle sont:

g = 981(m/s), les longueurs et les masses des deux segnmenrt®L1(m), |, = 015m)),
((m = 06(Kg), m, =04(Kg)), les inerties [, = 007(kgm?),1, =0.025kgm?)), et les

parametres thermodynamiques:

E:(S Oj’ B:(lo OJ ot J :(100 0 J

05 0 10 0 100

Les résultats de simulations obtenus de la figbkig.4.6.a) a la figure (Fig.4.11.a) montrent
respectivement les trajectoires réelles (--) ettlagectoires désirées (- -) des positions,
vitesses et accélérations, et les résultants delaions obtenus de la figure (Fig.4.6.b) a la
figure (Fig.4.11.b) montrent respectivement legeti@ires réelles (--) et les trajectoires
observées (- -) des positions, vitesses et actiéiésa

Les résultats de simulation montrent que le systemboucle fermée avec la commande et

I'observateur assure une bonne poursuite et uneebestimation des vitesses et accélérations

dérivées.
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Les Figures 4.12 montrent les deux courants de @mmdes axes 1 et 2 du robot, nous

constatons que la commande obtenue est lisse.

4.7 Conclusion.

Dans ce chapitre nous avons proposée deux obsersaten linéaires par mode glissant
qui présentent 'avantage d’étre robuste aux iitoeles sur les parametres du modéle. Cette
étude sur les observateurs a été faite pour I'imphéation des commandes étudiées vu la
nécessité des vitesses et acceélérations articsildies premier observateur étudié est une
extension de celui présenté par Canudas de Witd@ign [Canu90] ; il a été développé par
[Cher01] et qui lors des simulations présenteditfigultés des réglages des gains. Dans ce
travail, nous avons proposé un second observptgunode glissant sous forme triangulaire
a laquelle se préte parfaitement le modele du rotemipulateur a deux articulations. Cet
observateur non linéaire est robuste par rappottimzertitudes dans le modéle et présente
'avantage de la convergence en temps fini qui pénpour la commande une propriété de
séparation.

Les résultats de simulations montrent I'efficaditén tel observateur. Les dérivées des
sorties obtenues par des méthodes numeériques ungerd du retard et les résultats sont plus

ou moins bruités car le choix d’un filtre numérigaproprié n’est pas facile. Nous avons
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montré I'utilité de I'observateur non linéaire paode glissant pour le cas de commande en

position, vitesse et accélération du bras maniputat
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Conclusion générale et perspective.

Conclusion générale et perspective

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés ablepres de commande et d’observateur
robustes par modes glissants pour deux systemesysteme de pompage et un robot
manipulateur a deux articulations.

Le systéme de pompage considéré est constituécdivertisseur de puissance électrique de
type “ buck ”, d’'un moteur a courant continu (MgCGombiné a une pompe centrifuge. La
technigue par mode glissant d’ordre un a été ap@igour commander la vitesse de rotation
du moteur. La comparaison avec la commande robudte montre de meilleures
performances pour la commande en modes glissartE|$oit en temps de réponse, ou en
précision du suivi de trajectoire. L'utilisationdénctions de lissage, telles que, la fonction
de saturation a largement réduit le probleme deemte qui est le probléme principal
rencontré pour les systéemes a structures variabespoint de vue théorique, une nouvelle
stratégie basée sur la technique d’optimisation d.&llété proposée dans le chapitre 3 pour
réaliser un choix optimal de la surface de gliss@ameette stratégie a été appliquée pour la
commande d’'un robot manipulateur a deux articutatio

Dans le chapitre 4 nous avons aussi proposé umscdé commande basé sur I'intégration
d’'un observateur triangulaire par modes de glisp¢snee dernier est utilisé pour déterminer
la vitesse, I'accélération des bras du robot, etyleamique de I'erreur d’observation pour le
systeme de pompage. Les résultats de simulations)amntré une meilleure performance que
ce soit en poursuite de trajectoires ou en robssfee qui favorise largement la possibilité de
réaliser une expérimentation implémentant les giffties commandes proposées.

Au terme de ce mémoire, il s’avere intéressantréeiger les perspectives a aborder dans le
futur. Dans tous les cas, la technique d’optimisatiMIs est un outil important pour le choix

des gains au niveau des techniques, d’observatedesmodes glissants d’ordres supérieurs.
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Annexe A

Modélisation du bras manipulateur

A.1 Modele dynamique d’un robot manipulateur.

Nous montrons dans cette annexe le cheminememteguoiet d’obtenir le modéle dynamique
du bras manipulateur a partir des équations deapggr. Nous faisons I'hypothése qu’ils sont
rigides et sans frottements. En effet, le cas dbets ayant des frottements non négligeables
pourrait étre étudié de facon a peu prés simildiaus choisissons de ne pas les considérer

pour ne pas trop compliquer I'exposé des résultats.

A.1.1 Les équations de Lagrange
Soit un systeme meécanique de dimensiongrs[q,d, -...... q,]" étant les coordonnées

généralisées du systeme et [7,7,.......... r,]" le vecteur des forces généralisées agissant
sur le systéeme, on peut définir le Lagrangien dst&sye comme étant la différence entre
I'énergie cinétique et I'énergie potentielle dutgyse.

L=E -E,
Les équations de Lagrange se traduisent alors par :

doL_oL_,

dtoq dq
Dans le cas des robots manipulateurs rigides et Battement, I'énergie potentielig, (q )
ne dépend que de la position, elle n'est pas fonales vitesses généralisgest I'énergie

cinétique E_(q,q )est une fonction quadratique des vitesses géséeslj

1 1 -
E.=-a'M@d=> > m(agq; .
2 2 it}
M (q) est la matrice d’inertie de dimension n xefie est symétrique, définie positive pour
tout gO0O". Le lagrangien s’écrit alors:

1 .
=3 > m; ()4, - E,(a),
i,jd{1,....n}
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On ad'une part :

oL .
_— = z m. .
aq-k J kj(q)qj

Et donc
d oL _ dam,
dtog, 2 k,(q)qj+2dtmk,(q)qj ka,(q)qJ IZj)d—t‘(q)qiqj
i_i om 0P
dq, 247 0g ' 0q,

Les équations de Lagrange pour un tel systemeadeitrdonc par :

om,, om
ka](q)q] +Z{ i _1 mj }q,qj +a_P :Tk Dkl:l{l ........ ,n}
j

T 0q 209, aq,

En interchangant l'ordre de la somme dans le den&iterme et en utilisant la symétrie de la

matrice d’inertie, on peut montrer que :

amk] o e mkj arnk|
L5 4= Z{ “oa [+

i i i

Et ainsi, en définissant les coefficiery, connus sous le nom de symbole de Christoffel,

par :
C, == 6mkl +amk| ami
' 0q,  9q; dq,

Et en posant :
P
0q,
On peut écrire les équations de Lagrange sousrzfo

> my(@)d; +Y.Cy (@46, +C (@) =7, TKOfL.......n}
i j
gue I'on peut regrouper sous la forme matricialligante :
M (@)d+C(a,6)q+G(q) =7 A1)

C(q,9)q est formé d’éléments quadratiques gndont les coefficients peuvent dépendre de
g. lls sont classés en deux catégories : les teem¢gd représentent les forces de centrifuges

et les termes e, ,q; i # j, représentent les forces de Coriolis. Plusiegpsésentations de
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la matriceC(q,q) peuvent étre choisies, on prendra de préférerizedmnt les éléments sont

définis par :
Cy(a,9) = Zcijk (@g,
=

car elle a des propriétés intéressan@@g)) représente les termes de gravité du systéme et

les couples appliqués sur chacun des élémentsaduntanipulateur.

A.1.2 Représentation d’état du systeme.
Pour notre étude, nous mettons le modéle dynantdquebot manipulateur.

(A.1) sous forme d’équation d’état en prenant comvaeteurs d'étatx, le vecteur des

positions articulaire etx, le vecteur des vitesses articulaires ; on obtient

{)‘(l =X,
X, =M _1(X1)[_C(X17X2)X2 —G(x) +7]
De plus, nous supposons que seules les positiditsilaires sont mesurées, on a donc

I'équation de sortie :

y=x

A.1.3 Propriétés dynamiques du modele du robot

Dans ce paragraphe, nous €noncgons quelques péspligss a la dynamique du systeme qui
seront trés utiles pour la conception de la commatahs les chapitres de ce mémoire. Les
propriétés de bornitude des differentes matricemyr ptout x, <n, ne sont valables

théoriquement que pour les liaisons rotoides. Dampsatique, elles sont aussi valables pour

les liaisons prismatiques grace aux butées mecasiqu

A.1.3.1 La matrice d’inertieM (x,) .

Comme nous l'avons déja souligné précédemmentalsice d'inertieM (x,) , qui n'est une
matrice carrée de dimensigrxn et qui ne dépend que de la position, est symétnigiinie

positive pour toutx, <n .

P.1M(x)=M(x)" >0.
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Il en résulte directement gu’elle est inversible
P.2VI(x)" existe.

Les éléments de la matrice d’inertie et de sonrsevelépendent de la position mais ils sont
aussi bornés. Il existe deux constantes positivedarnent respectivement la norme de la

matrice d‘inertie et celle de son inverse pour teut n
P3|M(x)|sm .

P.4||M ‘l(xl)” <n, .

A.1.3.2 Les termes de gravité>(x,).
Le vecteurG(x, )de dimension n, représente les termes de gr&fitgcun de ses éléments,
fonction des positions, est borné.

P.5|G(x)| <9, .

A.1.3.3 Les forces centrifuges et de Corioli€(x,, X,)X,.
Le vecteurC(x;,X,)X,, de dimension n, est formé d’éléments quadratigues,, vitesse
articulaire, représentés par :
P.6{C(x,, %)%, }, = X3 N, (%)%, Ok O{1,......n}
ou lesN, (x,) sont des matrices carrées de dimensiem, symeétriques et bornees.
N, ()] < o0 Ok Of%,.......n} .
Les éléments de la matrice sont les symboles distGtiel :

_1 arn“.+amki+amj
2 0q  Odq;  Oq,

{Nk(xl)}ij =Gk

On peut majorer la norme d&(x,, X,)X, par une fonction du carré de la vitesse articulaire
2
P.7. |C(x, %)%, < €%,
Le vecteur C(x;,X,)X, €tant donné, il existe plusieurs paramétrisatioossibles pour la

matrice C(x;,X,)X,. Nous avons cité précedemment celle définie parsigmboles de

Christoffel :
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{C(Xl, Xz)xz}kj = ZCi ik (%)%,
Dans la littérature on peut rencontrer par exemple

om . 10m;,
{C(XI’XZ)XZ}kj :Z( GXI;J _Ealel)Xzi

On peut montrer [Orte89] que, quelle que soit f@ndén de la matriceC(x,, X,) , la relation

suivante est vraie :
d
P.8. X; [a(M (%)) =2C(x;, %)%, =0

C’est une propriété de conservation d’énergie.

Preuve 3 [Orte89] :
Pour démontrer cette propriété, on définit I’haariien du systéme :
H= psz = L(%,X%y)
Ou L est le Lagrangien du systéme et p est leevectes moments généralisgs= S—L
XZ
Il en résulte que H est égale a la somma de I'ém@igétique et de I'énergie potentielle du

systeme.

= XM (%)%, + E, (1) (A2)

La définition de I'hamiltonien est les équations lcegrange conduisent aux équations de

Hamilton du systeme :

. 0H

2i ap|

. oH ,
p=———+1, CiO{L.....n}

De ces équations, on définit la dérivée totaleltentiltonien par rapport au temps

d_H: a_HX +a_Hp :)(Tr
dt - axli 2i ap i 2

D’autre part, d’apres I'équation (A.2), on a :
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dH o1 L dM(x) op
—=xM X, +—=X X, +—— X
t 2 (Xl) 2 2 2 dt 2 axl 2
1 dM (x
= Xir+ X a0, x)lx,

Car M (x,)X, =7 —C(X, X,) _:_p d’apres I'équation du modéle obtenue par les éopmte
%

Lagrange.

On a donc montrer que quelle que soit la paranaditiis de C(x,, X,)X, choisie, elle vérifie
la propriété (P.8).

Mais il existe une propriété plus générale pourtatees paramétrisations de la matrice
C(x,,X,), notamment pour celle définie par les symbole€ligstoffel. On peut montrer que
pour une telle définition deC(x,,x,)x,, la matriceM (x,) —2C(x,,X,) est antisymétrique

[Orte89].
On a alors :
P.OCTISM(x) - 200 % ))¢ =0 070"

Preuve 4 [Orte89] :

Les éléments de la dérivée de la matrice d’ingaierapport au temps sont donnés par :

{dM(Xl)} :Z”:amij_
dt . Ox,

i=1

Ceux deC(x;,X,) sont donneés par :

Cy :li 0% +am(i +amj X
o2 X, ox;  0xg

Les éléments de la matridé (x,) — 2C(x,,x,) sont :
. amj amki

.= +—— X, =S,

> izzll{axm 0% } ’ a

Car la matrice d’inertie est symétrique.
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A.2 Modele dynamique du systeme

Le modele dynamique présenté dans le chapitreqBaf®n (2.1)) représente la partie
mécanique du systéeme étudié :
M(9)d+C(a.q)q+G(g) =1
Nous présentons dans ce paragraphe les termesaqdeecmatrice, ainsi que de leurs dérivés
utilisées dans la loi de commande.

En sachant que :

m,, m, : les masses du premier et du second segmentpddtéa
l,,I, : les longueurs respectives du premier et du sesegment de la patte,

[,, I,:les inerties respectives du premier et du sesegdent du bras manipulateur.

g : le terme de gravité,

¢ =cos@) s =sin@), S =sin(g +qj)' °F = cos(j +Qj)-
Nous avons pour :

La matrice d’inertie :

M(q): I1+|2+4rr|2|12+4rnZ|lIZCZ I2+2rnZ|1IZCZ
|2+2rnZ|l|202 |2

M(q) :{ _4m2|1|2.52 _Zmzlllz%sz}
_2mz|1|2%52 0

La matrice des effets Coriolis et centrifuge

C(q q) - - 2m2| 1I2Q252 _2mz|1|2(ql + Q2)52
’ 2mz|1|2q182 0

C(q g) = -2m,ll,6,s, - 2m,| 1|2q302 —2myl 1, (G, +6,)s, —2m,l,1,0,(G, + G,)c,
’ 2myl,l,6;s, —2myl 1,0,6,C, 0

Le vecteur représentant la gravité,

1,5, + Mgl
G(q):[ngzsu mlglsl}

m,gl,s,,
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m,gl, (G, +d,)Cy, +mgh,c +2m,glid,c

&(q) = mgl
@ m,gl, (G, +6,)C,,

Pour plus de détails sur la modélisation du systémeanique voir : [Mana98] [Mana96]
[M’Sir96].
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Annexe B

Compléments sur la Synthese de commande p&f”

B.1 Synthese théorique d’un correcteur par factoriation premiere a
gauche normalisée.

1y i N . \\I) ,\U o 371 -‘2

\. >
2 ’ 2
. (& K U

Figure B.1 Configuration du systéme avec facttioagpremiéere

Considérons le systeme bouclé de la figure B.1 femurel :
* Le systéme nominal G est supposé linéaire, naébrstationnaire, continu, de dimension

finie et caractérisé par une factorisation premég&gauche normalisée (NLCF), [Vidy88] :

G=M"N M,NOOH,, (B.1)

Tell que :
MM “+ NN = | (B.2)

* G, Représente le systeme nominal affecté d'incertgunte structurées de modele.

Autrement dit,G, désigne le modele incertain défini, dans ce coetedr I'expression :

G, =(M+4,) (N+4) (B.3)

Pour laquellgh,, A JOOH, caractérisent les incertitudes de modele affectant

respectivement les factewset N de la NLCF du modéle nominal.
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-N(I\Z,N,,s) désigne la famille des system€s fondée sur I'expression d'ua —
voisinage fondamental de la factorisation preméegauche normalisée de G, a savoir :

N(M,N,&) ={(M +a,) " (N+a,) / [A, .0, <&} (B.4)
. N(M,ﬁ,é‘) désigne le systeme bouclé

Théoreme B.1(Glover et Mac Farlane 1989 [Glov89]) : Tous lesrecteurs satisfaisant au
probleme sous optimal de stabilisation robuste dsysteme décrit par une factorisation
premiére a gauche normalisée sont définis parnanseformation linéaire fractionnaire

T

L[] -

K = TL[w] = (L11¢+ L12)(L21¢+ I_22)_1 (B5)

Pour laquelle le paramétregH ™ vérifie || @] <1 et L est caractérisée par la
représentation d’état suivante

L P I O - S o e <F
1 12 _ .- -h
F | S‘._-'L {:_-D AQ—]IF_-
L=|... _ |
L S R — 1 : S———
" “2 |c+DpF | Ds¥ : g |

Pour laquelled = (y? _1)% ouy= 1 désigne le niveau des incertitudes admissibles.
£

W =1+(XZ-p?l) ol X etZ désignent les solutions respectives des équatieficcati,

GCARE et GFARE.[A B,C,D] est une représentation d’état du modeéle nominal,
S=1+DD", F est le gain de filtrage défini gar=-S™(D"C+B"X ept A° la matrice de

commande définie par A° = A+ BF .
En annulant a présent le parametre liprde la LFT, on définit alors la représentation afét

du correcteur central de la paramétrisation:

Corollaire B.2 (Glover et Mac Farlane 1989[Glov89)):

Le correcteur central posséde pour représentatiatd
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c 1 O 1 O
KO:(A + )y’ WHZC(C +DF) W zcj (B.6)

B"X -D"

Pour laquelle[ A, B,C, D] désigne une représentation d’état du modele nomhat Z sont
les solutions respectives de GCARE et GFARE, F lestgain de filtrage défini
parF =-S™(D"'C+B"X ), A° est la matrice de commande définie par = A+ BF et

W =1+ (XZ-y?1)

Remarque : il découle des dimension de chaque cesnp® de la représentation d’état des

correcteurs sous optimaux que ceci que ceci posseadedre supérieur ou égale a celui du

systéme nominale.

Au regard du théoreme B.1 et du corollaire B.X5yiathese d’'un correctetd © suivant une

approche par factorisation premiere, présente angesystématique et une partie empirique
(optionnelle). La partie systématique correspord détermination de la base fondamentale
de la structure de compensation constituée paorieaeur central. Cette phase conditionne
ainsi en grande partie les performances et lalgéloiu systeme en boucle fermée. La
seconde partie, inhérente a la définition du pataamiére de la paramétrisation, autorise,
guant a elle, une certaine modulation du compratabilité/performance en fonction de la

stratégie de commande adoptée par I'automaticien.

B.2 Lanorme H®.

1.1 Outils mathématique .
1.1.1 EspaceH ® et norme associé .

Définissons d’abord I'espack, comme I'ensemble des fonctions associées de trésmsfe
matrices de transferts de la variable complexeng pale et essentiellement bornée sur I'axe

imaginaire, possédant donc une norlmefinie définie comme suit :

|G(p)| = supa(G(p)) =SULT(G(jw)

wl

L’espaceH “ est un sous espace dé&._ des fonctions de transferts de la variable congplex

p tel queR.(p)> QlanormeH® d'une fonction de transfe®(p) est donnée par :
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|G(p)| = SULT(G(P) =SU[T(G(iw)

R.(p)>0 alal

Calcul de la norme H® d’un opérateur :
Les différentes méthodes de calculs de la ndffie ont fondés sur les résultats suivant, a

savoir : considérons un systeme G dont une repigsan d’état minimale estA, B,C,D].
On lui associe une matrice hamiltonienide tel que :

’ :(A+BR;1_DDC yBR;l_BD J
»| -)c’s'c -(A+BR'DC)"

Avec R, =(y*I —-D'D) et S, =()*I -DD")

Si y>&(G) , autrement dit siiG(p) <], alors H, ne posséde pas de valeurs propres
situées sur I'axe imaginaire.

De part cette propriété, le calcul de la norié& s’opére par la recherche de la plus petite
valeur dey pour laguelle la matrice hamiltonieng ne possede pas des valeurs propres

sur I'axe imaginaire. Cette recherche est ainsiégdament opérée suivant une approche

dichotomique (Cf. algorithme de Boyd et al [Boyd)89

1.1.2 Valeur singuliére et norme de Hankel.

En préliminaire a la définition de la norme de Healnkntroduisons les notions de gramiens de
commandabilité et d’'observabilité. En rappelons Eguations Algébriques de Riccati
relatives a la commande et a I'observation :

Définition B.1

Considérons une fonction (ou matrice) de transfetable G(p) dont une représentation
d’état minimale e$tA, B,C, D] . On définit les gramiens de commandabilité et sévbabilité

notés respectivement P et Q a travers les refatioivantes :

PA[eBBe dt
0
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QA j eMccetdt
0
Nota : on démontre qu® et Q représentent également les solutions uniques fatiek

positives des équations de Lyapunov suivantes :

AP +PA”+BB" =0
ATQ+QA"+CC=0

Valeurs singulieres et norme de Hankel

Définition B.2

Considérons une fonction (ou matrice) de transfethble G(p) , de degré n dont une

représentation d’état minimale PBAtB,C,D]. Considérons de plus le gramiens de
commandabilitéP et le gramiens d’observabilit® définie conformément aux relations
(B.3) et (B.4), alors :

» .les valeurs singuliéres de Hank#¢G(p) sont données par :

o, (G(p))i/]i”z(PQ), =L, n
et ordonnées par convention, dans I'ordre décmisgg 20, 2.....2 0,)
* Lanorme de Hankel de la fonction (ou matricejrdasferG(p), notée :
|G(p)|,, = max@; (G(p))
Notons que la norme de Hankel de la fonction (catrice) de transfe@(p) peut étre

définie de maniere équivalente a partir des salstianiquesZ et X des Equations
Algébriques de Riccati (respectivement GCARE et BEA associé a une représentation

d’état minimale deG(p) [Doyl 89], a savoir :
IG(P)||. = Ahe (ZX 1+ ZX)7H)

max
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1.1.3 Transformation linéaire fractionnaire.

W Y | H P
P <
i ——>
H e w Pz
(@) (b)

Figure B.1 : schéma associé aux transformatioggilias fractionnaires (a) inférieures (b) supésieur

Considérons les systemes définis au travers dasefgB.1.(a) et B.1.(b) pour lesquelles P

désigne la matrice d’interconnexions partitionnéame suit :

TR

P, : Py,
En respect de ces configurations, la matrice desteat T, entre I'entrée w et la sortie z par
le biais des transformation linéaire fractionnamférieur (LLFT), notéd- (P,H) , et définie
par :

P. : P,
F.(PH)=F (- : - ||H)=B,;+P,H(l —F’ZZH)_IF’21
Py : Py

Avec : det( - P,,H) # 0.

Lemme B.4 :toute transformation linéaire fractionnaire, caonfe a la définition précédente,
pour laquelleR,, est inversible (i.edet(B,) # 0) peut étre également définie par :
Ty[H]=UyH +U,) U H +U,,) ™
Uy, : Uy, Po- RI.1P2_11P22 : P:I.lPZ_ll
Avec : u=| .- + ... |=
U, : U,, - PP, : Pz_ll
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Définition B.5 : En se référant a la figure B.1 (b), une transédiom linéaire fractionnaire
supérieur, (ULFT) notég, (P,H ,)et définie par :
P, © R
T.=FRPH)=FR(- : - H) =P, +P,H(l - PllH)_lPIZ
P21 P22

1.2. Probléme standard .
La plupart des configurations de commande peuvaneféet, par simple transformation
topologique, étre mise sous la forme standard septée au travers de la figure B.2

suivante :

Fig B.2

Configuration pour laquellew désigne le vecteur des entrées exogeénes (consigne,
perturbations,.....), u est le vecteur de commandestyle vecteur des sorties mesurees et z
désigne le vecteur des sorties a contréler (a annbborner ou minimiser). Le blo®
représente quand a lui, la matrice d’interconnestilmtégrant le modele nominale et les
éventuels transferts relatifs aux performances a@ibéds, A caractérise les incertitudes (ou
perturbations) attachées au systémg etlésigne le correcteur.

En notant alors respectivemeif, (P,K) l'opérateur d’entrée w et de sortie z lorsghe 0,
et F, (P,A) l'opérateur d’entrée u et de sortie y lorsque K&@&n résulte des criteres de

stabilités (entrées-sorties) établie notammentZzmnes au travers du théoreme des petits

gains [Zam 66], le résultat fondamental suivand[85b], [Macf 92].
Théoréme B.6:Un correcteurK stabilise F, (P,A ) de la figure B.2 pour toute perturbation

admissible A telle que [A| <& et tout systtme standarB stabilisant les conditions

d’observabilités et de commanditaire, si et seutdrae;
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i) K stabiliseF, (P ,0)(i.e K stabilise le modele nominalg(p) ).

i) [T,

_=|FLP.K), =&
& désigne la marge de stabilité ( av@& £ <1) et T,, représente la matrice de transfert

entre les entrées exogenes et les sorties a camtrol

Ainsi le probleme générique de commande robudté peut étre exprimé comme la

recherche d’un correcteur qui stabilise (de marirgerne) le systéme en boucle fermé et qui

minimise (probleme optimal) la nornté” de la matrice de transfaig, .

Notons toute fois que la command#€” ne désigne essentiellement qu’'un formalisme et un
concept associé a l'analyse et a la résolutionpieblemes de commande robuste. Cette
approche regroupe, de fait, un certain nombre deniques de synthése qui représentent
chacune leurs singularités. Ces spécificités saatives notamment aux hypotheses
fondamentales (nature de la représentation duregsi...), au niveau de complexité de mise
en ceuvre et au degré dimplication de l'automaticeans I'élaboration de la loi de
commande.

114



ANNEXE C
Linéarisati

ANNEXE C

Linéarisation
Cet appendice rappelle quelques régles pour larisgtion des relations non linéaires

C.1 Fonction non linéaire d’'une variable.
Considérons la variable y fonction non linéairdaleariable x. :
y="f(x)
On peut linéariser cette fonction par introductilenpetites variations autour du point de
fonctionnementP, en posant :

y=yo+Any(xo)+% Ax

0

Yo = (%)
- o j . , .
D'ou x represente la pente au point de fonctionnenfignt
0
Ainsi
Ay:i AX = CAX avec c:i
5( 0 5( 0

C.2 Fonction non linéaire de deux variables

Soit une fonction non linéaire de deux variabie®t x, :

y=f(x,%;)
Cette fonction peut étre linéariser par I'énonce :
a a
=y, +AY O (X, Xy0) +— AX + AX
Y=Y, T4y (X101 X50) &, X &), 2
Ay:i Axl +i sz
d(l 0 210

Ay = ¢, Ax, +C,AX,

115



ANNEXE C
Linéarisati

Avec

- d
%A

a
C,=—

&,

0

Les ceefficientsc, et c, dépendent du point de fonctionnemint

Cas particuliers:
.Produit de deux variables et x, tel quey = x X,

D’apres le principe de décomposition présenté pigéoénent on a :

Aych(gxz)l ax, + 900 p
1

|o 2 |o

AY = X, A%, + X, AX,

Quotient de deux variableg et x, tel quey = %
2

En décomposant comme précédemment, on a:

Ay: J(Xl/XZ) AX1+ 5(X1/X2) AX
2
d(l 0 6(2 0
2
é(i |o &2 |o
DY = X568 = X0 Xo00%,
Ay = iAxl - &AXZ
XZO XZO

C.3 Fonction non linéaire de n variables
Soit Y= F (X, Xy X))
Une fonction non linéaire de n variablgs x, ,......... VX

Cette fonction peut étre linéarisée par :
Ay =, AX, +C,AX, +......... +C,AX

C = % Les coefficients, dépendent du point de fonctionnemént
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