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QJIDAA Hassan PES- Faculté des Sciences. DM. Fès
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à tous mes amis .

2



Table des matières

Introduction générale 7

1 Etat de l’art sur la Modélisation et Commande floue des systèmes non linéaires 10
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Concepts de base de la logique floue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.1 Variables linguistiques et ensembles flous . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.2 Fonctions d’appartenances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.3 Opérations sur les ensembles flous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.4 Les règles floues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.5 Description et structure d’une commande par la logique floue . . . . . 15

1.2.5.1 Interface de fuzzification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2.5.2 Interface d’inférence floue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2.5.3 Interface de défuzzification . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Modélisation floue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3.1 Concept de la classification floue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.1.1 Matrice de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.1.2 Partition floue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.2 Algorithmes de classification floue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.2.1 Algorithme des c-moyennes floues(FCM) . . . . . . . . . . 21

1.3.2.2 Algorithme de Gustafson-Kessel(GK) . . . . . . . . . . . . 23

1.3.3 Construction de modèles TS à partir des données . . . . . . . . . . . . 25

1.3.3.1 Sélection de la structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.3.2 Classification des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.3.3 Génération des fonctions d’appartenance des antécédents . . 25

3



1.3.3.4 Obtention des paramètres des conséquents . . . . . . . . . . 27

1.3.4 Modèle flou de Takagi-Sugeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.4 Conception d’une commande floue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.4.1 Commande adaptative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4.2 Commande par l’approche mode de glissement . . . . . . . . . . . . . 32

1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2 Identification des Systèmes Non Linéaires à base de Modèles de type TS 35
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2 Identification d’un système MIMO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2.1 Représentation des systèmes MISO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2.2 Identification hors ligne du modèle flou . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.2.3 Adaptation en ligne du modèle flou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2.4 Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.3 Méthodes de validation d’une structure optimale . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.3.1 Algorithmes d’optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.3.2 Indices d’évaluation de la qualité d’une partition . . . . . . . . . . . . 44

2.3.3 Validation numérique du modèle flou . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4 Identification optimale des modèles Takagi-Sugeno . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4.1 Formulation de la méthode proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4.2 Approximation des données par fonction polynomiale . . . . . . . . . 47

2.4.3 Extraction du nombre globale de classes . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4.4 Détermination du nombre optimal de classes . . . . . . . . . . . . . . 51

2.5 Simulations et résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3 Commande Floue d’une Classe de Systèmes Non Linéaires 57
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2 Modélisation floue de Takagi-Sugeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Synthèse de la loi de commande pour un système SISO . . . . . . . . . . . . . 59

3.3.1 Cas non adaptatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3.2 Cas adaptatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.4 Synthèse de la loi de commande pour un système MISO . . . . . . . . . . . . 61

4



3.4.1 Description du modèle flou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.4.2 Synthèse de la loi de commande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5 Synthèse d’une loi de commande décentralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.5.1 Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.5.2 Contrôleur adaptatif flou direct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.5.3 Contrôleur adaptatif flou indirect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.6 Régulateur PI combiné à l’approche mode glissant . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.6.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.6.2 Structure de la loi de commande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.6.3 Conception du Régulateur PI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.7 Résultats de simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.7.1 Cas du système SISO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.7.2 Cas d’un Système MISO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.7.3 Cas d’un grand système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.7.4 Cas du régulateur PI combiné à l’approche mode glissant . . . . . . . . 80

3.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Conclusion générale 83

Bibliographie 85

5



Abréviations

FCM : Algorithme de classification des c-moyennes floues
( Fuzzy c-means)

GK : Algorithme de classification de Gustafson-kessel
TS : Takagi-Sugeno
SISO : Mono entrée Mono sortie (Single Input Single Output)
MISO : Multi entrées Mono sortie (Multiple Input Single Output)
MIMO : Multi entrées Multi sorties (Multiple Input Multiple Output)
PI : Proportionnel intégral
PC : Coefficient de partition (Partition coefficient)
CE : Coefficient d’entropie de partition ( classification entropy)
VAF : Comptabilisation en pourcentage de la variance

(Variance Accounting For)
FMID : Boite à outils Modélisation et Identification floue

(Fuzzy Modelling and Identification toolbox)
ANFIS : Système adaptatif d’inférence neuro-floue

(Adaptive neuro-fuzzy infernece system)
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Introduction générale

Contrairement à l’automatique linéaire, l’automatique non linéaire ne dispose pas de so-
lutions universelles ni pour l’analyse des systèmes ni pour la conception de leurs contrôleurs.
L’analyse et la commande de ces systèmes ne sont pas, toujours, des tâches faciles. La plu-
part des travaux existants dans la littérature proposent des approches qui sont, généralement,
limitées à des formes bien particulières de systèmes [Chaoui et al., 2000, 2001]. De plus, les
performances assurées sont, souvent, au prix de la complexité du schéma de commande et du
développement théorique utilisé. La plupart des approches de commande non linéaires exigent
la disponibilité d’un modèle mathématique du système. Les performances assurées, seront di-
rectement liées à l’exactitude du modèle utilisé.

En automatique, pour décrire le comportement d’un système, une hypothèse communément
faite est la linéarité du système, car les techniques d’analyse des modèles linéaires, ont été
largement développées dans la littérature. Cependant, l’hypothèse de linéarité n’est vérifiée que
dans une plage de fonctionnement restreinte autour d’un point d’équilibre du système. Alors,
les performances du modèle se dégradent dès qu’on s’en éloigne et la recherche d’un modèle
plus adapté et notamment non linéaire devient nécessaire.

La structure mathématique qui puisse remédier à l’inconvénient cité ci-dessus, tout en gar-
dant la simplicité mathématique des modèles linéaires, est l’approche dite multi-modèle ; c’est
une représentation pouvant être obtenue soit directement à partir d’un modèle mathématique
non linéaire par transformation directe d’un modèle affine [Morère, 2000] ou par linéarisation
autour de différents points de fonctionnement [Murray-Smith et Johansen, 1999], soit à partir
des données entrées sorties d’un système physique [Gasso, 2000].

Les systèmes flous, basés sur la théorie de la logique floue, ont été utilisés comme alter-
native pour construire de telles structures multi-modèles. Ils présentent l’avantage de tolérer
l’incertitude du modèle et compensent son effet [Guesmi et al., 2005; Pagès et Hajjaji, 2005],
de traiter les non linéarités sans aucune hypothèse sur leur nature , de modéliser puis compenser
les interactions entre les boucles et de réduire l’effet des perturbations externes. Leur qualité
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d’approximateurs universels a été démontrée, notamment pour les applications en commande et
en identification floue [Jain et Dubes, 1988; Wang et Mendel, 1992]. On distingue deux classes
principales de modèles flous : les modèles flous de Mamdani [Mamdani et Assilian, 1975] et
ceux de Takagi-Sugeno (TS)[Sugeno et Kang, 1988; Takagi et Sugeno, 1985]. Ils diffèrent au
niveau de la conclusion.

La complexité du système est réduite par les algorithmes de classification floue qui pro-
cèdent en une première phase à la décomposition de l’espace de données en un nombre de sous
ensembles de données, puis chaque groupe de données est approximé par un modèle linéaire à
l’aides des techniques d’identification existantes dans la littérature [Bezdek et al., 1987][Abo-
nyi et al., 2002][Gustafson et Kessel, 1978][Ghat et Geva, 1989]. L’inconvénient majeur de cet
approche est l’optimisation du nombre de classes.

La structure de la base de règles floues est un facteur important qui affecte la performance
de la modélisation. Lorsque le nombre de règles est grand, la précision est bonne mais le modèle
flou devient complexe.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres.
Le premier chapitre est à caractère bibliographique, il présente les bases de la logique floue,

allant du concept des ensembles flous aux principe de fuzzification et déffuzification en passant
par la méthode d’inférence ainsi que la structure des fonctions d’appartenance pour le cas mo-
novariable et multivariable. La modélisation type TS d’un système non linéaire ainsi que son
extension au cas multivariable ont été aussi décrites dans ce chapitre. Nous terminons par la
description d’un schéma général du contrôleur flou.

Le second chapitre présente deux stratégies de modélisation d’un système non linéaire par
la technique de TS en tenant compte de tous les effets perturbateurs : La première concerne
un système multivariable, l’excitation riche est choisie d’abord aléatoirement, ensuite carré,
l’étude a été faite en boucle ouverte. Les résultats de simulation obtenus montrent une bonne
poursuite de sorties réelles aux modèles flous correspondants. La deuxième approche proposée
consiste à optimiser le nombre de classes sans passer par les méthodes itératives classiques
qui nécessitent en plus des hypothèses restrictives d’un temps et charge de calcul élevés. La
technique proposée est principalement basée sur l’approximation des données par une fonction
polynomiale approchée, accompagnée d’un algorithme d’optimisation, facile à mettre en oeuvre
est conduisant au même nombre de classes que l’approche classique. L’efficacité de l’approche
proposée est testée sur un exemple de simulation.

Nous proposons dans le Troisième chapitre quatre de stratégies de commande.
– La première est destinée à commander les systèmes mono entrée mono sortie (SISO) ; elle

est basée sur la combinaison de l’approche de linéarisation entrée sortie aux mécanismes
de la logique floue. Dans un premier volet, la loi de commande est directement déterminée
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à partir des paramètres du modèle flou, cette commande s’est avérée dégradée en terme
de poursuite ce qui nous a amené à adapter les paramètres du modèle afin de suivre le
système dans son évolution.

– La deuxième approche est une extension du cas monovariable au cas multivariable. Ce
dernier est décomposé en un ensemble de sous systèmes MISO, afin d’éviter la charge
lourde des calculs et de faciliter l’applicabilité. Chaque sous système MISO est décrit par
un ensemble de modèles locaux linéaires. Notons que la modélisation est effectuée en
deux étapes :
– Hors ligne pour déterminer la structure du modèle flou.
– En ligne pour déterminer récursivement les paramètres du modèle.
Cette technique nous a permis de compenser facilement le couplage croisé.

– La troisième approche concerne les grands systèmes, en dépit des interconnexions, la
technique proposée traite les deux cas de commande direct et indirect. Chaque sous sys-
tèmes est supposé inconnu, il est modélisé en utilisant la technique de Mamdani. Pour
l’approche directe la conclusion est faite sur la commande et ses paramètres sont ensuite
adaptés par l’approche de Lyapunov. Pour l’approche indirecte la conclusion est faite sur
le modèle, suivi de l’adaptation des paramètres et par la suite la synthèse de la commande.
Pour chacune de ces deux approches, la stratégie de commande consiste à composer la
commande de trois termes : un terme de poursuite, résultat du mécanisme flou ; un autre
destiné à compenser les interconnexions et un dernier pour réduire les erreurs de modéli-
sation.

– la dernière consiste à combiner le régulateur PI, la commande mode de glissement et
la technique de la logique floue. Cette stratégie a permis d’éliminer le phénomène de
réticence et d’assurer la convergence asymptotique de l’erreur de poursuite. La surface
de glissement sera décrite par des ensembles flous et selon la prémisse de règle, une loi
de commande, soit le régulateur PI ou la commande par mode de glissement est activée.
Les paramètres de ce contrôleur sont déterminés par l’approche de Lyapunov de sorte à
maintenir la stabilité.

Les approches proposées sont testées sur différents exemples de simulations. Les résultats
obtenus montrent une grande efficacité en terme de poursuite et de convergence.
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Chapitre 1
Etat de l’art sur la Modélisation et
Commande floue des systèmes non linéaires

1.1 Introduction

Le développement de modèles mathématiques des systèmes est un sujet central dans plu-
sieurs disciplines des sciences et de l’ingénierie. Traditionnellement, la modélisation est vue
comme la double conjonction entre la compréhension de la nature et du comportement d’un
système ainsi que le traitement mathématique approprié qui conduit à l’obtention d’un modèle
utilisable. Néanmoins, le besoin d’une forte compréhension des éléments physiques de base,
comme c’est le cas des systèmes à dynamiques inconnues ou partiellement connues, constitue
une grande restriction au niveau pratique. Dans ce cas, le système étudié peut être représenté en
utilisant une structure générale qui approxime son comportement. Le problème de modélisation
consiste alors à proposer la structure appropriée pour l’approximateur et d’estimer les para-
mètres du modèle. Cette dernière étape se fait généralement en utilisant le critère des moindres
carrées avec normalisation et projection des données.

Dans le sens de mieux maîtriser les informations imprécises, la logique floue a été introduite
de sorte à formaliser les méthodes humaines de raisonnement en utilisant des bases de règles
et variables linguistiques pour la représentation de connaissances [Zadeh, 1973]. La commande
floue a été une des grandes applications de la logique floue, dans le sens de surmonter tous
les problèmes relatifs aux non linéarités, perturbations externes et aux interactions entre les
différentes boucles lorsqu’il s’agit des systèmes multivariables ou des systèmes interconnectés.

La plupart des applications développées reposent sur l’expertise de l’opérateur humain. On
distingue ainsi, deux types de systèmes flous ; le système flou de Takagi-Sugeno et celui de
Mamdani. Le premier est à conclusion numérique et le second est à conclusion symbolique, ce
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1.2. Concepts de base de la logique floue

qui nécessite d’autres approches pour ressortir l’information. L’application de l’un ou l’autre de
ces systèmes flous permet de transformer l’étude et la commande d’un système non linéaire en
systèmes plus simples , de forme linéaire dans le cas de la modélisation TS. Notons toutefois,
que dans le cadre de la classification floue des données expérimentales, différentes méthodes
itératives ont été présentées, avec lesquelles nous allons comparer l’approche proposée dans ce
domaine.

Les étapes de classification, de modélisation et d’estimation paramétrique tiennent compte
de tous les effets perturbateurs, et mènent généralement à des modèles linéaires à paramètres
connus ce qui facilitera la mise en place d’une lois de commande robuste vis à vis des erreurs
de modélisation, des incertitudes paramétriques et des perturbations non modélisables telle que
l’approche mode glissant combiné au régulateur PI et les concepts de logique floue abordée
dans ce mémoire.

1.2 Concepts de base de la logique floue

La plupart des systèmes non linéaires sont modélisables sous des hypothèses parfois très
restrictives. Ces hypothèses, rendent difficiles la mise en oeuvre des schémas de commande ré-
sultants et leur application. Il est donc nécessaire de prendre en compte toutes les informations
imprécises et incertaines relatives au système. La théorie des sous ensembles flous dévelop-
pée par Lotfi A. Zadeh en 1965, a permis de traiter les imprécisions et les incertitudes. De
nombreuses applications sont alors développées dans divers domaines, là où aucun modèle dé-
terministe n’existe ou n’est possible d’obtenir.

L’avantage d’un système flou est que seules les connaissances du comportement du pro-
cédé à commander sont suffisantes pour la synthèse de la loi de commande, et ils soulèvent un
large intérêt, tant théorique que pratique, dans l’identification est la commande des processus
complexes et non linéaires. Cela est dû essentiellement à trois traits principaux :

– Le premier est que les systèmes flous permettent une simple inclusion d’informations
qualitatives dans la conception du contrôleur ;

– Le second est que les systèmes flous n’exigent pas l’existence d’un modèle analytique du
processus à contrôler, et peu d’information est suffisant pour mettre en oeuvre la boucle
de commande ;

– Le troisième est que les systèmes flous sont des systèmes non linéaires et de ce fait plus
adaptés à la commande des processus non linéaires.

11



1.2. Concepts de base de la logique floue

1.2.1 Variables linguistiques et ensembles flous

La description imprécise d’une certaine situation, d’un phénomène ou d’une grandeur phy-
sique ne peut se faire que par des expressions relatives ou floues. Ces différentes classes d’ex-
pressions floues dites ensembles flous forment ce qu’on appelle des variables linguistiques. Afin
de pouvoir traiter numériquement ces variables linguistiques qui sont normalisées généralement
sur un intervalle bien déterminé appelé univers de discours, il faut les soumettre à une définition
mathématique à base de fonctions d’appartenance qui montrent le degré de vérification de ces
variables linguistiques relativement aux différents sous ensembles flous de la même classe.

La figure (Fig.1.1) montre un exemple de variable linguistique associée au concept de tem-
pérature, représentée par les sous ensembles flous où les termes linguistiques sont définis par :
{froide, moyenne, chaude} sur l’univers de discours représenté par les températures comprises
dans l’intervalle [0°,70°].

FIGURE 1.1 – Exemple d’ensembles flous pour la variable température

Une variable linguistique permet donc, d’une part de synthétiser l’information manipulée
grâce aux sous ensembles flous, et d’autre part de représenter des concepts imprécis tels que
l’homme en manipule quotidiennement. La détermination de la forme et de la position de ces
sous ensembles flous sont définis a priori par des experts du domaine afin qu’ils représentent
exactement leurs connaissances. Cependant, il n’est pas toujours possible d’obtenir une telle ex-
pertise, que ce soit à cause de la complexité du problème ou bien parce que les experts sont trop
rares voir inexistants. Dans ces conditions, des algorithmes peuvent être mis en œuvre pour ex-
traire automatiquement les sous ensembles flous. Une expertise du résultat peut éventuellement
être faite par la suite afin de déterminer la signification des sous ensembles flous obtenus.

12



1.2. Concepts de base de la logique floue

1.2.2 Fonctions d’appartenances

Une fonction d’appartenance d’un ensemble flou A définie sur l’univers de discours X , no-
tée µA(x) tel que x ∈ X , est une courbe qui définit comment chaque point dans l’univers de
discours est tracé avec une valeur d’appartenance comprise dans l’intervalle [0, 1] [Mendel,
2000; Meunier, 1995] :

µA(x) : X −→ [0,1]
x −→ µA(x)

La valeur µA(x) mesure l’appartenance ou le degré avec lequel un élément x appartient
à l’ensemble A. Il n’y a pas de règle précise pour la définition de fonction d’appartenance.
Alors, chaque ensemble flou peut être représenté par sa fonction d’appartenance. Les fonctions
d’appartenance peuvent être symétriques, régulièrement distribuées ou avoir une distribution
non uniforme. En général, la forme des fonctions d’appartenance dépend de l’application et de
la grandeur à modéliser et peuvent avoir différentes formes :

• Fonction triangulaire

µ(x) =





a− x
a−b si x ∈ [a,b]

b− x
b− c si x ∈ [b,c]

• Fonction gaussienne

µ(x,m,σ) = e
−

(
x−m

2σ

)2

m : centre de la gaussienne
σ : sa largeur

• Fonction trapézoïdale

µ(x) =





a− x
a−b si x ∈ [a,b]

1 si x ∈ [b,c]
d− x
c−d si x ∈ [b,d]
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1.2. Concepts de base de la logique floue

1.2.3 Opérations sur les ensembles flous

Supposons que A et B sont deux ensembles flous définis dans un univers de discours X

par les fonctions d’appartenance µA et µB. On peut définir des opérations telles que l’égalité,
l’inclusion, l’intersection, l’union et le complément grâce à des opérations sur les fonctions
d’appartenance.

– Egalité : A et B sont dits égaux, propriété que l’on note A = B, si leurs fonctions d’appar-
tenance prennent la même valeur en tout point de X :

∀x ∈ X µA(x) = µB(x)

– Inclusion : A est dit inclus dans B, propriété que l’on note A⊆ B, si tout élément x de X

qui appartient à A appartient aussi à B :

∀x ∈ X µA(x)≤ µB(x)

– Intersection : L’intersection de A et B, que l’on note A∩B, est l’ensemble flou constitué
des éléments de X affectés du plus petit des deux degrés d’appartenance µAet µB :

∀x ∈ X µA∩B(x) = min(µA(x),µB(x))

– Union : L’union de A et B, que l’on note A∪B, est l’ensemble flou constitué des éléments
de X affectés du plus grand des deux degrés d’appartenance µA et µB :

∀x ∈ X µA∪B(x) = max(µA(x),µB(x))

Dans ces définitions, min et max désignent, respectivement, l’opérateur de calcul du mi-
nimum et du maximum des deux valeurs.

– Complément : Le complément de A, que l’on note Ā, est l’ensemble flou de X constitué
des éléments x lui appartenant d’autant plus qu’ils appartiennent peu à A :

∀x ∈ X µĀ(x) = 1−µA(x)

1.2.4 Les règles floues

Une règle floue R : Si x est A Alors y est B est une relation entre deux propositions floues
ayant chacune un rôle particulier. La première (x est A) est appelée prémisse de la règle alors
que la seconde (y est B) est la conclusion.
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Dans le cas de propositions floues élémentaires, la prémisse et la conclusion sont définies
à partir de deux variables linguistiques A et B décrivant les connaissances relatives aux univers
de discours XA et XB de manière à prendre en compte l’imprécision relative aux modalités de
A et B. Une proposition floue élémentaire est souvent insuffisante pour représenter l’ensemble
des informations à manipuler. Plusieurs propositions floues peuvent alors être combinées pour
enrichir et détailler la représentation.

La relation R entre la prémisse et la conclusion de la règle est déterminée par une implica-
tion floue dont le degré de vérité est défini par une fonction d’appartenance µR qui dépend du
degré de vérité µA et µB de chacune des deux propositions élémentaires. Les implications les
plus courantes permettant la détermination de la fonction d’appartenance résultante décrivant la
proposition floue R sont donnés par :





l’implication de Mamdani : µR(x,y) = min(µA(x),µB(y))
l’implication de Larsen : µR(x,y) = µA(x).µB(y)

x ∈ XA et y ∈ XB

(1.1)

1.2.5 Description et structure d’une commande par la logique floue

Contrairement aux techniques de réglage classique, le réglage par la logique floue n’utilise
pas des formules ou des relations mathématiques bien déterminées ou précises [Zeng et Singh,
1995]. Mais, il manipule des inférences avec plusieurs règles floues à base des opérateurs flous
ET, OU, ALORS,. . . .

FIGURE 1.2 – Structure interne d’un contrôleur flou.

On peut distinguer trois parties principales constituant la structure d’un régulateur flou :
– une interface de Fuzzification,
– un mécanisme d’Inférence,
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– et une interface de Défuzzification
La figure (Fig.1.2) représente, à titre d’illustration, la structure d’un régulateur flou à une

entrée x et une sortie u.

1.2.5.1 Interface de fuzzification

La fuzzification proprement dite consiste à définir des fonctions d’appartenance pour les
différentes variables linguistiques. Ceci a pour but la conversion d’une grandeur physique en
une linguistique. Il s’agit d’une projection de la variable physique sur les ensembles flous carac-
térisant cette variable. Cette opération permet d’avoir une mesure précise sur le degré d’appar-
tenance de la variable d’entrée à chaque ensemble flou.

D’une autre manière , l’entrée x varie dans l’univers de discours qui est partagé en un nombre
fini d’ensembles flous de telle sorte que dans chaque zone il y ait une situation dominante.
Afin de faciliter le traitement numérique et l’utilisation des ces ensembles, on les décrit par les
fonctions d’appartenance. Elles admettent comme argument la position de x dans l’univers de
discours, et comme sortie le degré d’appartenance de x à la situation décrite par la fonction.

1.2.5.2 Interface d’inférence floue

L’interface d’inférence est formée de deux blocs :
– La base de regèles, composé d’un ensemble de relations liant les variables d’entrées aux

variables de sorties du système à régler. Chaque relation est composée d’une condition
précédée du symbole Si appelée prémisse, et d’une conclusion (action, décision, opération
ou commande) précédée du symbole Alors.

– Le moteur d’inférence réalise le traitement numérique des règles d’inférence, décrites
par des opérateurs flous, pour obtenir la sortie linguistique ou floue du régulateur. Cette
opération est faite par différentes méthodes, on cite principalement :

La méthode d’inférence max-min : L’opérateur ET est réalisé par la formation du minimum,
l’opérateur OU est réalisé par la formation du maximum, et l’implication (ALORS) est
réalisée par la formation du minimum.

La méthode d’inférence max-produit : L’opérateur ET est réalisé par la formation du pro-
duit, l’opérateur OU est réalisé par la formation du maximum, et l’implication (ALORS)
est réalisée par la formation du produit.

La méthode d’inférence somme-prod : On réalise au niveau de la condition, l’opérateur OU

par la formation de la somme (valeur moyenne), et l’opérateur ET par la formation du
produit. Pour la conclusion, l’opérateur ALORS est réalisé par un produit.
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1.2.5.3 Interface de défuzzification

La transformation d’une information floue en une information déterminée est la défuzzifica-
tion (concrétisation). Pendant cette étape se fait la déduction de la grandeur de sortie numérique
à partir de l’inférence floue. Il s’agit de calculer, à partir des degrés d’appartenance à tous les en-
sembles flous des variables d’entrées et des ensembles flous de la variable de sortie, une valeur
numérique de la variable de sortie en utilisant un ensemble de règles. Parmi les stratégies de
défuzzification, on cite la méthode du centre de gravité, la méthode du maximum et la méthode
de la moyenne des maximums.

La technique du maximum : elle est la plus simple. Elle consiste à ne considérer, pour chaque
sortie, que la règle présentant le maximum de validité. Cette règle, ignore les règles se-
condaires qui peuvent néanmoins être importantes pour le fonctionnement et la stabilité
du système. Elle est par conséquent peu employée.

La technique de la moyenne des maximums : elle considère, comme valeur de sortie, la moyenne
de toutes les valeurs pour lesquelles la fonction d’appartenance issues de l’inférence est
maximale.

La technique du centre de gravité : plus performante, elle consiste à tracer, sur un même dia-
gramme représentant les ensembles flous de sortie, les différentes zones correspondantes
à chacune des règles et à calculer le centre de gravité de la zone consolidée. La méthode
de défuzzification la plus mentionnée dans la littérature est celle de la détermination de
l’abscisse uGr du centre de gravité de la fonction d’appartenance résultante µr(u).

Nous avons introduit les notions de base de la théorie des ensembles flous et de la logique
floue. Nous pouvons dire que la logique floue ouvre des possibilités remarquables d’exploitation
des connaissances des experts. Les applications utilisant la logique floue sont faciles à réaliser
et à utiliser.

Dans le cas des situations plus complexes, la capacité de l’être humain à produire une re-
présentation et une description de ces systèmes est devenue primordiales . C’est ainsi que de
nouvelles méthodologies ont été développées combinant la logique floue, les techniques de mo-
délisations et les approches de commandes.

1.3 Modélisation floue

Le développement de modèles mathématiques pour les systèmes non linaires est un sujet
central dans plusieurs disciplines des sciences et de l’ingénierie. Traditionnellement, la modéli-
sation est vue comme la double conjonction entre la compréhension de la nature et du comporte-
ment d’un système ainsi que le traitement mathématique approprié qui conduisent à l’obtention
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d’un modèle utilisable. Le besoin d’une forte compréhension des éléments physiques de base
constitue une grande restriction au niveau pratique quand on est confronté aux systèmes com-
plexes ou mal connus.

En effet, la mise en équations des lois qui gouvernent de tels systèmes conduit généralement
à un modèle de connaissance trop complexe et une mise en oeuvre délicate. Dans ce cas, le re-
cours à des techniques de modélisation élaborées à partir des mesures d’entrée/sortie recueillies
sur le système s’impose.

L’identification et la modélisation floues à partir de données expérimentales sont des outils
efficaces pour approximer les systèmes non linéaires. Parmi les modèles largement utilisés, nous
trouvons ceux de Takagi-Sugeno (TS) [Takagi et Sugeno, 1985][Angelov et Filev, 2004]. L’une
des techniques utilisées pour construire ces modèles est la classification floue [Bezdek et Dunn,
1975][Babuska et Verbruggen, 1995] combinée aux techniques des moindres carrés [Abonyi
et al., 2002].

Dans cette section, nous allons présenter le principe de la classification floue ainsi que les
différents algorithmes associés, la méthode de construction des modèles de Takagi-Sugeno à
partir des données et un tour d’horizon des approches de validation de la qualité de classification
et de la performance de la modélisation.

1.3.1 Concept de la classification floue

Lorsque la connaissance de l’expert n’est pas disponible, l’identification d’une structure
doit être faite à partir des données. Une méthode de classification floue peut alors permettre de
partitionner l’espace des données en plusieurs classes. Chacune de ces classes ou régions floues
est caractérisée par un vecteur appelé centre de classe.

L’appartenance des données à un groupe est basé sur la vérification d’un degré de similitude.
Habituellement, il est calculé en utilisant une mesure appropriée de distance qui quantifie la
distance entre les données, représentées comme des points dans l’espace caractéristique, et les
centres des groupes.

L’utilisation d’un algorithme de classification floue a l’avantage essentiel de permettre la
génération automatique des fonctions d’appartenance ou des régions floues à partir des données.
Elles sont construites, en minimisant une fonction coût. Parmi les techniques de classification
floue les plus utilisées, les méthodes d’apprentissage supervisées et non supervisées. Ces der-
nières ne demandent aucune connaissance a priori sur la structure des données [Babuska, 1998].
Leur principal inconvénient est la nécessité d’initialiser les algorithmes par un nombre de classe
, paramètre d’entrée, qui doit être estimé et fixé à priori [Frigui et Krishnapuram, 1996]. Ce pa-
ramètre joue un rôle important dans la réalisation d’une classification optimale.
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1.3.1.1 Matrice de données

Dans les méthodes de classification floue, les données sont typiquement des observations
(mesures) issues d’un certain processus physique. Chaque k-ième observation constitue un vec-
teur noté par Zk = [z1k,z2k, . . . ,znk] , avec 1 ≤ K ≤ N, zk ∈Rn , ou N représente le nombre des
observations et n correspond au nombre de variables mesurées. Un ensemble de N observations
est dénoté par Z = {zk, k = 1,2, . . . ,N} et il est représenté comme étant une matrice donnée
par :

Z =




z11 z12 . . . z1N

z21 z22 . . . z2N
...

...
...

...

zn1 zn2 . . . znN




(1.2)

Z sera appelée la matrice de données.

1.3.1.2 Partition floue

Les algorithmes de classification floue visent à réaliser un partitionnement d’un ensemble
de données en établissant une partition floue des observations en un certain nombre de classes.
La notion de partition floue, qui s’est avérée d’une grande utilité pour le développement des
techniques floues de classification, a été introduite par Ruspini [Rupsini, 1969]. Au sens de
Ruspini (partition floue stricte), une c-partition floue d’un ensemble Z peut être obtenue en
définissant des c sous-ensembles flous de Z tel que la somme des degrés d’appartenance pour
chaque observation de Z soit unitaire.

En fait, on associe à chaque observation zk ∈ Z, un vecteur de degrés d’appartenance aux
différentes classes. La juxtaposition de ces vecteurs pour l’ensemble des N observations de
Z amène à la définition d’une matrice d’appartenance U (de dimension c ×N ) où l’élément
µik représente le coefficient d’appartenance de l’observation zk à la classe i, i = 1, . . . ,c. Cette
matrice établit une relation d’ordre floue et traduit l’idée d’une partition floue en c classes.

La matrice d’appartenance U = [µik] est également appelée matrice de partition floue et
respecte les propriétés suivantes :

U =




µ11 µ12 . . . µ1 j . . . µ1N

µ21 µ22 . . . µ2 j . . . µ2N

. . . . . . . . . .

µi1 µi2 . . . µi j . . . µiN

. . . . . . . . . .

µc1 µc2 . . . µc j . . . µcN




(1.3)
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1. la i-ème ligne de U , Ui = (µi1,µi2, . . . ,µin) contient les n degrés d’appartenance au i-ième
sous ensemble flou,

2. la j-ième colonne U j = (µ1 j,µ2 j, . . . ,µc j) contient les c degrés d’appartenance du j-ième
élément de Z au c sous ensembles flous,

3. la somme de tous les degrés d’appartenance d’une donnée zk quelconque étant égale à 1,
la somme de tous les éléments d’une même colonne vaut par conséquent 1 :

c

∑
i=1

µik = 1, ∀ k ∈ {1,2, . . . ,N}, (1.4)

FIGURE 1.3 – Principe de la classification floue

Dans la figure (Fig.1.3) , l’ensemble de données est partitionné en deux classes de centres
v1 et v2. La matrice de partition rassemble les degrés d’appartenance des différents points aux
deux classes. La donnée zk est à une distance d(zk,v1) de la première classe et à d(zk,v2) de la
deuxième. Du fait que d(zk,v1) < d(zk,v2) , le degré d’appartenance µ1k sera donc supérieur à
µ2k.

1.3.2 Algorithmes de classification floue

Ces algorithmes ont comme paramètre d’entrée le nombre de classe. Ils partagent l’ensemble
de N objets en c groupes, la similarité à l’intérieur d’un même groupe est élevée, mais faible
entre les différentes classes. Pour ce faire, ces algorithmes itèrent en deux étapes, d’abord ils
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calculent les centres des groupes et ensuite ils assignent chaque objet au centre le plus proche.
Chaque classe est caractérisée par le centre et par ses éléments.

Les algorithmes de classification flou optimisent itérativement un critère de classification
afin d’établir une partition floue d’un ensemble de données en un certain nombre de classes. Le
groupement des données est fait à partir d’une phase d’apprentissage en utilisant une mesure de
similitude par l’intermédiaire de techniques de classification.

Dans cette section, nous allons présenter les deux méthodes les plus utilisées dans le do-
maine de l’identification de structure des systèmes : les FCM (C-moyenne floue) classiques dé-
veloppés par Bezdek [Bezdek, 1981] et l’algorithme proposé par Gustafson-Kessel (GK) [Gus-
tafson et Kessel, 1978]. La première méthode permet la détection de classes hypersphériques,
tandis que la deuxième détecte des classes hyperellipsoïdales, typiquement mieux adaptées à la
géométrie des observations.

1.3.2.1 Algorithme des c-moyennes floues(FCM)

L’algorithme (FCM), issu des travaux de Dunn [Dunn, 1974] et amélioré plus tard par Bez-
dek [Bezdek, 1981]], constitue une référence parmi les différentes méthodes de classification
floue basées sur la minimisation de la fonction objectif de la forme :

JFCM(Z;U,V ) =
c

∑
i=1

N

∑
k=1

(µik)mD2
ikA (1.5)

où

Z est l’ensemble des données,

U = [µik] est la matrice de partition floue (de dimension c x N ),

V = [v1,v2, . . . ,vc] est le vecteur de centre de classes qui doit être déterminé, avec vi ∈ Rn

centre de la i-ème classe, 1 < i < c .

D2
ikA =‖ zk−vi ‖2

A= (zk−vi)T A(zk−vi), 1≤ i≤ c, 1≤ k≤ N est une norme de distance
quadratique dans l’espace considéré, qui définit la mesure de distance entre l’observation
zk et le centre vi au sens de la métrique induite par A .

m ∈ [1,∞]est un facteur qui désigne le degré de flou de la partition.

Dans l’équation (1.5), la mesure de non-similarité exprimée par le terme JFCM(Z;U,V ) est
la somme des carrés des distances entre chaque vecteur de données zk et le centre vi de la classe
correspondante. L’effet de cette distance est pondéré par le degré d’activation (µm

ik ) correspon-
dant au vecteur de données zk.

La valeur de la fonction coût JFCM(Z;U,V ) peut être vue comme une mesure de la variance
totale de zk par rapport aux centres vi .

21



1.3. Modélisation floue

La minimisation de la fonction objective (1.5) nous donne :

µik =
1

∑c
j=1

(
DikA
D jkA

) 2
m−1

1≤ i≤ c, 1≤ k ≤ N (1.6)

vi =
∑N

k=1(µik)mzk

∑N
k=1(µik)m

1≤ i≤ c (1.7)

Le principe de l’algorithme est donné par :

Etant donné l’ensemble de données Z, choisir un nombre de classe 1 < c < N , l’exposant

m > 1, la tolérance d’arrêt ε > 0 et la matrice de norme A . Initialiser aléatoirement la matrice

de partition U :

Répéter pour l = 0,1,2, . . .

Etape 1 :Calculer les centres des classes :

vl
i =

∑N
k=1

(
µ(l)

ik

)m
zk

∑N
k=1

(
µ(l)

ik

)m 1≤ i≤ c

Etape 2 :Calculer les distances :

D2
ikAi

=
(

zk− v(l)
i

)T
A

(
zk− v(l)

i

)
1≤ i≤ c,1≤ k ≤ N

Etape 3 :Mettre à jour la matrice de partition : Si DikA > 0 pour 1≤ i≤ c, 1≤ k ≤ N

µ(l)
ik =

1

∑c
j=1

(
DikA
D jkA

) 2
m−1

Autrement

µ(l)
ik = 0 si DikA < 0, et µ(l)

ik ∈ [0,1] avec ∑c
i=1 µ(l)

ik = 1

Jusqu’à ‖U (l)−U (l−1) ‖< ε
La forme des classes est déterminée par le choix de la matrice A dans l’équation. Le choix

particulier A = I, induit la norme Euclidienne standard :

D2
ikA = (zk− vi)T (zk− vi) (1.8)
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dans ce cas les classes détectées ont des formes sphériques.

1.3.2.2 Algorithme de Gustafson-Kessel(GK)

En 1979, Gustafson et Kessel [Gustafson et Kessel, 1978] ont généralisé l’algorithme FCM
en employant une norme de distance adaptative dans le but de détecter des classes de différentes
formes géométriques dans un ensemble de données. Dans ce cas, chaque classe possède sa
propre matrice de norme, ce qui entraîne :

D2
ikA =‖ zk− vi ‖2

A= (zk− vi)T Ai(zk− vi) (1.9)

On suppose que la matrice Ai vérifie l’hypothèse :

| Ai |= ρi,ρi > 0 (1.10)

où ρi est fixé pour chaque classe.
Dans ce cas, l’optimisation de (1.5) nous donne l’expression suivante pour Ai :

Ai = [ρidet(Fi)]
1
n F−1

i (1.11)

où Fi est la matrice de covariance floue de la i-ième classe donnée par :

Fi =
∑N

k=1 (µik)
m (zk− vi)(zk− vi)T

∑N
k=1(µik)m

(1.12)

ce qui nous mène à l’algorithme de (GK) suivant :

Etant donné l’ensemble de données Z , choisir un nombre c de classes 1 < c < N , l’exposant

m > 1, la tolérance d’arrêt ε > 0 et la matrice de norme A . Initialiser aléatoirement la matrice

de partition U :

Répéter pour l = 1,2, . . .

Etape 1 :Calculer les centres des classes :

vl
i =

∑N
k=1

(
µ(l−1)

ik

)m
zk

∑N
k=1

(
µ(l−1)

ik

)m 1≤ i≤ c

Etape 2 :Calculer les matrices de covariances des classes :
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Fi =
∑N

k=1

(
µ l−1

ik

)m
(zk− v(l)

i )(zk− v(l)
i )T

∑N
k=1(µik)m

1≤ i≤ c

Etape 3 :Calculer les distances :

D2
ikAi

=
(

zk− v(l)
i

)T [
(ρidet(Fi))

1
n F−1

i

](
zk− v(l)

i

)
1≤ i≤ c,1≤ k ≤ N

Etape 4 :Mettre à jour la matrice de partition :

Si DikAi > 0 pour 1≤ i≤ c, 1≤ k ≤ N

µ(l)
ik =

1

∑c
j=1

(
DikAi
D jkAi

) 2
m−1

Autrement

µ(l)
ik = 0, si DikAi < 0, et µ(l)

ik ∈ [0,1] avec
c

∑
i=1

µ(l)
ik = 1

Jusqu’à ‖U (l)−U (l−1) ‖ ε

L’avantage de l’algorithme de GK par rapport à l’algorithme FCM est sa capacité de détec-
ter des classes possédant des formes et des orientations différentes dans un seul ensemble de
données comme le montre la figure (Fig.1.4).

FIGURE 1.4 – (a) Classe sphérique détectable par les algorithmes FCM et GK, (b) Classe Ellip-
tique détectable seulement par l’algorithme GK
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1.3.3 Construction de modèles TS à partir des données

Dans le cadre de la modélisation floue des systèmes, l’intérêt porte sur l’obtention des mo-
dèles Takagi-Sugeno qui permettent une décomposition d’un système non linéaire en un en-
semble de sous systèmes linéaires. Nous abordons ainsi une description d’une méthodologie
générale pour la construction des modèles flous du type TS, en mettant l’accent sur les besoins
communs qui sont : la génération des fonctions d’appartenance et l’obtention des paramètres
des conséquents.

1.3.3.1 Sélection de la structure

L’objectif de cette étape est la détermination des entrées et sorties prépondérantes par rap-
port au but final de la modélisation. Quand il s’agit de l’identification des systèmes dynamiques,
il faut choisir la structure et l’ordre du modèle dynamique. Pour le cas des systèmes non li-
néaires, cela s’effectuera en deux étapes :

– Une étude hors ligne pour déterminer le modèle linéaire.
– Une étude en ligne pour adapter les paramètres du modèle.

1.3.3.2 Classification des données

La sélection de la structure conduit à un problème de régression non linéaire statique, qui
est alors approximée par une collection de sous modèles linéaires locaux. La localisation et les
paramètres des sous modèles sont établis en partitionnant les données disponibles en classes.
Chacune des classes définie une région floue dans laquelle le système peut être approximé
localement par un sous modèle linéaire. Dans le cas des algorithmes (FCM), l’estimation des
paramètres des sous modèles linéaires affines fait parti du processus de classification. Par contre,
dans le cas de l’algorithme de GK, l’obtention des paramètres des conséquents du modèle TS
correspondant est faite lors d’une étape postérieure au processus de la classification. D’autre
part, il faut remarquer aussi que pour ces algorithmes, l’utilisateur doit définir à l’avance le
nombre c de classe. Ce nombre reste constant pendant toute la durée d’exécution de l’algo-
rithme.

1.3.3.3 Génération des fonctions d’appartenance des antécédents

Les fonctions d’appartenance des antécédents peuvent être obtenues en calculant les degrés
d’appartenance directement dans l’espace produit des variables de l’antécédent. Elles peuvent
aussi être extraites à partir de la matrice de partition floue U en appliquant le mécanisme de
projection sur ces variables.
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FIGURE 1.5 – Illustration du mécanisme de projection

Génération par projection
Le principe de cette méthode est de projeter pour chaque règle, les ensembles flous définis

point par point dans la matrice de partition floue U sur les variables individuelles des antécé-
dents. On projette donc la matrice de partition floue sur chacun des axes des variables (i.e., sur
les régresseurs).

La figure(Fig.1.5) illustre le mécanisme de projection d’un ensemble flou A1 de dimension
2, sur les deux axes des antécédents x1 et x2.

Génération par Paramétrisation
Une définition point par point de l’ensemble flou Ai j est obtenue en projetant la i-ième

ligne µi de la matrice de partition floue U sur la variable x j de l’antécédent. Afin d’obtenir un
modèle dans un but de prédiction ou de commande, les fonctions d’appartenance de l’antécédent
doivent être exprimées sous une forme qui permet le calcul des degrés d’appartenance, même
pour des données d’entrée non contenues dans l’ensemble des données Z. Cela est réalisé en
approximant la fonction d’appartenance définie point par point par une fonction paramétrique
appropriée [Babuska, 1998].

La figure (Fig.1.6) montre le mécanisme de projection pour la cas d’un ensemble de données
partitionné en deux classes de centres v1 et v2.
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FIGURE 1.6 – Approximation des données projetées par une fonction d’appartenance paramé-
trique.

1.3.3.4 Obtention des paramètres des conséquents

Les paramètres des conséquents peuvent être établis par la technique des moindres carrés ,
en utilisant comme facteurs de pondération des données les degrés d’appartenance de la matrice
de partition floue U issus du processus de classification. Cette approche conduit à une formu-
lation de c problèmes indépendants de type moindres carrés pondérés dans laquelle les degrés
d’appartenance expriment l’importance de la paire de données (xk,yk) par rapport à chaque
i-ème sous modèle linéaire local yi = ai +di, avec 1≤ i≤ c .

Les données d’identification entrée-sortie Zk = [zT
k ,yk]T , avec 1 ≤ k ≤ N, et les degrés

d’appartenance µik de la matrice de partition floue sont regroupés dans les matrices suivantes :

X =




xT
1

xT
2
...

xT
N




, y =




y1

y2
...

yN




, Wi =




µi1 0 . . . 0
0 µi2 . . . 0
...

... 0
0 0 . . . µiN




(1.13)

Les paramètres des conséquents ai et di appartenant à la règle correspondant à la i-ème
classe sont concaténés dans un seul vecteur de paramètres θi , donné par :

θi = [aT
i ,di]T (1.14)

27



1.3. Modélisation floue

Afin de faciliter le calcul, la matrice de régression X est augmentée en ajoutant un vecteur-
colonne unitaire, selon l’expression :

Xe = [X,1] (1.15)

Si les colonnes de Xe sont linéairement indépendantes et µik > 0 pour 1 ≤ k ≤ N , alors la
solution des moindres carrés de y = Xeθ +ε , où la k-ème paire de données (xk,yk) est pondérée
par µik , est donnée finalement par l’expression :

θi =
(
XT

e WiXe
)−1 XT

e Wiy (1.16)

Les paramètres ai et di sont donnés respectivement par :

ai = [θ1,θ2, . . . ,θp], di = θp+1 (1.17)

1.3.4 Modèle flou de Takagi-Sugeno

Le modèle flou Takagi et Sugeno (TS) [Takagi et Sugeno, 1985] est structuré comme une
interpolation de systèmes linéaires. Il est prouvé que les modèles flous TS sont des approxima-
teurs universels [Buckley, 1992][Castro, 1995]. Le modèle de TS est, comme celui de Mam-
dani, construit à partir d’une base de règles « Si. . . Alors. . . », dans laquelle si la prémisse est
toujours exprimée linguistiquement, le conséquent utilise des variables numériques plutôt que
des variables linguistiques. Le conséquent peut s’exprimer par exemple, sous la forme d’une
constante, d’un polynôme ou de manière plus générale d’une fonction ou d’une équation diffé-
rentielle dépendant des variables associées à l’antécédent. D’une manière générale, un modèle
de type TS est basé sur une collection des règles Ri du type :

Ri : Si x est Ai Alors yi = fi(x) i = 1, . . . ,r (1.18)

où Ri dénote la i-ème règle du modèle et r est le nombre de règles que contient la base de
règles. x∈Rp est la variable d’entrée (antécédent) et y∈R est la variable de sortie (conséquent).
Ai est le sous-ensemble flou de l’antécédent de la i-ème règle, définie, dans ce cas, par une
fonction d’appartenance multivariable de la forme :

µAi(x) : Rp � [0,1] (1.19)

Comme dans le modèle linguistique, la proposition de l’antécédent « x est A » est nor-
malement exprimée comme une combinaison logique de propositions simples avec des sous-
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ensembles flous unidimensionnels définis pour les composants individuels du vecteur x, usuel-
lement dans la forme conjonctive suivante :

Ri : Si x1 est Ai1 et x2 est Ai2 et . . . et xp est Aip Alors yi = fi(x) i = 1, . . . ,r (1.20)

Typiquement les fonctions fi sont choisies comme des fonctions paramétrées appropriées,
avec la même structure pour chaque règle où seuls les paramètres varient. Une forme de para-
métrisation souvent utilisée est la forme affine, donnée par :

yi = aT
i x+di (1.21)

où ai ∈Rp est un vecteur de paramètres et di est un scalaire. Ce modèle est appelé le modèle
affine TS. Les conclusions des règles dans ce modèle sont alors des hyperplans (sous-espaces
linéaires p-dimensionnels) dans l’espace Rp+1.

Ainsi, en modélisation floue des systèmes, l’antécédent de chaque règle définit une région
floue de validité pour le sous modèle correspondant du conséquent. Le modèle global est com-
posé par la concaténation des modèles locaux (linéaires) et peut être vue comme une approxi-
mation par morceaux d’une surface non linéaire correspondant à la sortie du système.

Avant de pouvoir inférer la sortie, il faut calculer d’abord le degré d’accomplissement ωi(x)
de l’antécédent. Pour les règles avec des sous-ensembles flous multivariables dans l’antécédent,
le degré d’accomplissement est simplement égal au degré d’appartenance de l’entrée multidi-
mensionnelle x ; c’est-à-dire ωi = µAi(x) . Quand des relations logiques sont utilisées, le degré
d’accomplissement de l’antécédent est calculé comme une combinaison des degrés d’apparte-
nance des propositions individuelles en utilisant les opérateurs de la logique floue.

Dans la modélisation TS, l’obtention de la sortie du modèle est réalisée à partir d’une com-
binaison des opérations d’inférence et de défuzzification. La sortie finale se calcule comme la
moyenne des sorties correspondants aux règles Ri , pondérées par le degré d’accomplissement
normalisé, selon l’expression [Takagi et Sugeno, 1985] :

y = ∑r
i=1 ωi(x)yi

∑r
i=1 ωi

(1.22)

En notant µi le degré d’accomplissement normalisé conformément à l’expression :

µi =
ωi(x)yi

∑r
i=1 ωi

(1.23)

le modèle affine TS, avec une structure commune du conséquent, peut être exprimé comme
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un modèle linéaire avec des paramètres dépendants des entrées :

y = (
r

∑
i=1

µi(x)aT
i )x+

r

∑
i=1

µi(x)di = aT (x)+d(x) (1.24)

Dans le cas des modèles dynamiques affines Takagi-Sugeno en temps discret sous la forme
non linéaire Auto-Régressive avec entrée exogène (NARX), la relation entre les valeurs précé-
dentes des entrées et sorties avec la sortie prédite ŷ(k +1) est établie de la manière suivante :

ŷ(k +1) = f (y(k), . . . ,y(k−ny +1),u(k), . . . ,u(k−nu +1)) (1.25)

où k dénote l’instant d’échantillonnage, ny et nu sont des entiers liés à l’ordre du système. Une
fois que la structure appropriée est établie, la fonction f peut être approximée en utilisant une
régression statique non linéaire, correspondant dans notre cas au modèle flou de type TS.

Dans le modèle NARX, Le vecteur de régression est composé par un certain nombre d’en-
trées et de sorties précédentes :

x = [y(k), . . . ,y(k−ny +1),u(k), . . . ,u(k−nu +1)]T

avec ŷ(k + 1) est la sortie prédite. Pour le cas des systèmes avec retard pur entre l’entrée et la
sortie peut être directement incorporé sur le vecteur de régression sous la forme donnée par :

x = [y(k), . . . ,y(k−ny +1),u(k−nd +1), . . . ,u(k−nd−nu +2)]T

où nd est une valeur entière du retard en nombre d’échantillons. Par simplicité, nous prenons
par la suite nd = 1.

Dans ce cas, les règles du modèle dynamique TS prennent la forme :

Ri : Si y(k) est Ai1 et y(k−1) est Ai2 et . . . et y(k−ny +1) est Ainy

et u(k) est Bi1 et u(k−1) est Bi2 et . . . et u(k−nu +1) est Biny

Alors yi(k +1) = ∑ny
j=1 ai jy(k− j +1)+∑nu

j=1 bi ju(k− j +1)+di i = 1, . . . ,r

(1.26)

La sortie globale du modèle est calculée à partir de l’expression :

y(k +1) =
r

∑
i=1

ωi(k)yi(k +1) (1.27)

Dans laquelle ωi(k) ∈ [0,1] est le degré d’accomplissement normalisé et ∑r
i=1 ωi(k) = 1 .

En plus de la représentation des structures entrée-sortie les plus fréquentes, les modèles
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flous dynamiques de type Takagi-Sugeno peuvent aussi représenter les systèmes non linéaires
sous la forme d’espace d’état.

Un exemple d’une représentation basée sur des règles d’un système non linéaire dans l’es-
pace d’état continu est le modèle dynamique Takagi-Sugeno suivant :

La ième règle du modèle s’écrit :

Ri : Si z1 est Fi1 et . . . et zp est Fip Alors

{
ẋ(t) = Aix(t)+Biu(t)
y(t) = Ci(t)

i = 1, . . . ,r (1.28)

Fi j est l’ensemble flou. x(t) ∈ Rn représente le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur des
commandes, y(t) ∈ Rq est le vecteur de sortie du système, Ai ∈ Rn×n est la matrice d’état,
Bi ∈ Rn×m, est la matrice d’entrée du système, Ci ∈ Rq×n est la matrice de sortie et z1(t) . . .zp(t)
sont les prémisses fonctions de l’état.

Pour une paire (y(t),u(t)) donnée, l’inférence du système flou est donnée par :

{
ẋ(t) = ∑r

i=1 µi(z(t))(Aix(t)+Biu(t))
y(k) = ∑r

i=1 µi(z(t))Cix(t)
(1.29)

1.4 Conception d’une commande floue

La théorie d’approximation universelle garantit la possibilité de modéliser la dynamique
des systèmes non linéaires par des systèmes flous. Ces derniers sont utilisés pour concevoir
des contrôleurs flous. Reste qu’une des propriétés fondamentales de la commande, à savoir la
stabilité, doit être assurée.

Différentes méthodes ont été proposées pour élaborer la stratégie de commande adéquate.
Le choix de la commande dépend du système et son interaction avec l’environnement. Parmi les
commandes les plus utilisées on retrouve : commande par modèle de référence, par placement
de pôles, par minimisation d’un critère quadratique ainsi que celles que nous avons utilisées
dans ce mémoire, à savoir, par mode glissant, les méthodes H∞ et LMI [Lagrat et al., 2006],
commande décentralisée [Errahmani et al., 2007], et la commande adaptative [Lagrat et al.,
2008][Lagrat et al., 2007a].

La figure (Fig.1.7) illustre le principe d’intégration d’un contrôleur flou pour la commande
d’un procédé non linéaire. La description des blocs constituant le contrôleur flou est décrite
dans la section(cf.1.2.5).

31



1.4. Conception d’une commande floue

FIGURE 1.7 – Structure générale de la commande d’un processus par un contrôleur flou.

1.4.1 Commande adaptative

La commande adaptative permet de maintenir les performances quand la dynamique du
système à commander varie dans le temps. Les paramètres sont adaptés de manière à poursuivre
le système dans son évolution [Babuska et Verbruggen, 1997][Kim et al., 1997].

Il est à noter que les propriétés de stabilité, de convergence et de robustesse des algorithmes
d’adaptation doivent être convenablement choisies en fonction des circonstances et de l’envi-
ronnement dans lequel s’effectue l’expérience [Landau et Karimi, 1997][Lagrat et al., 2007a].

Deux types de commande sont possibles :
• La commande indirecte

Cette approche s’effectue en deux étapes :
– Estimation des paramètres du modèle,
– Calcul des paramètres du contrôleur à partir des paramètres estimés.

• La commande directe

Elle conduit directement à l’estimation des paramètres de la loi de commande. Ce type
de schéma est obtenu en réécrivant le modèle du processus en fonction des paramètres de
la loi de commande.

1.4.2 Commande par l’approche mode de glissement

La mise en oeuvre de la commande par mode glissant est basée sur trois étapes. La première
consiste à choisir la surface de glissement qui permet d’assurer la convergence, la deuxième
établie la condition d’existence du mode de glissement et la dernière étape détermine la loi de
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commande qui aura pour rôle de maintenir les conditions de glissement (attractivité).
• Choix de la surface de glissement

Soit la surface de glissement σ(x, t) = 0 définie dans l’espace d’état Rn par :

σ(x, t) = e(n−1) + kn−1e(n−2) + . . .+ k2ė+ k1e (1.30)

Les coefficients ki, i = 1,2, . . . ,n− 1, sont choisis de telle sorte que toutes les racines
du polynôme S = sn−1 + kn−1sn−2 + . . .+ k1s, se trouvent dans le demi-plan gauche de
l’espace complexe afin de garantir la convergence asymptotiquement vers zéro de l’er-
reur de poursuite e(t). Le problème de la poursuite nécessite la conception d’une loi de
commande qui assure : σ(x, t) = 0 pour t ≥ 0.

• Condition d’existence d’une surface de glissement

L’étude de l’existence du mode de glissement est basée sur la méthode de Lyapunov. Afin
de garantir l’attractivité de la surface σ(x, t) = 0, on considère une fonction de Lyapunov
V définie positive :

V =
1
2

σ2 (1.31)

Une condition suffisante pour que le système soit stable est :

V̇ = σ .σ̇ ≤−η |σ | (1.32)

où η > 0
• Synthèse de la loi de commande

La loi de commande par mode de glissement est donnée par l’équation suivante :

us =−kdsign(σ) (1.33)

kd est une constante positive qui représente le gain de la commande.
La fonction sign(σ) est définie comme suit :

sign(σ) =





1 Si σ > 0
0 Si σ = 0
−1 Si σ < 0

(1.34)

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu général sur les fondements de la logique floue
tout en décrivant les algorithmes permettant la modélisation d’un système non linéaire, affectés
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de perturbations et qui peut être à dynamique inconnues, par le modèle de TS. Une extension au
cas multivariable a été présentée accompagnée par le principe de détermination des fonctions
d’appartenance. Par la suite, un tour d’horizon sur les approches de classification des données
a été présenté, ce qui nous permettra au niveau du chapitre 3, de faire des comparaisons avec
nôtre contribution. Enfin, l’accent a été mis sur la commande floue des systèmes non linéaires
et les hypothèses restrictives l’accompagnant. Tous ces outils, serviront pour la description des
travaux que nous allons aborder dans la suite.
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Chapitre 2
Identification des Systèmes Non Linéaires à
base de Modèles de type TS

2.1 Introduction

Les modèles de Takagi-Sugeno (TS) sont souvent utilisés pour approximer les systèmes non
linéaires. Les algorithmes d’identification par les moindres carrés combinés aux techniques de
classification des données entrées sorties sont à la base de cette approximation surtout lorsque
l’information sur le système non linéaire n’est pas disponible ou mal connue.

Dans ce chapitre, nous présentons deux stratégies de classification :
La première concerne les systèmes MIMO. Il s’agit en fait, de décomposer le système

MIMO en un sous ensemble de systèmes MISO, ce qui permettra de réduire la complexité
de l’approche globale en tenant compte de tous les effets perturbateurs, à savoir ; le couplage
croisé, les non linéarités et les perturbations externes. L’application de cette technique au cas
monovariable est directe et ne pose aucun problème.

La modélisation floue est donc la représentation du comportement du système en utilisant les
concepts de la logique floue. Il s’agit d’un ensemble de règles Si-Alors, de chaque règle résulte
un modèle localement linéaire et le modèle global est obtenu par agrégation des modèles locaux.
Il est à noter que dans le cas de Takagi-Sugeno, les conséquences des règles sont des fonctions
ordinaires.

La deuxième est introduite dans le sens de réduire le nombre de classes et donc de modèles
locaux. Cette réduction entraînera automatiquement une réduction du nombre de paramètres à
estimer et par conséquent nous permettra d’éviter la lourde charge des calculs. Cependant, La
détermination du nombre optimal de classes se fait d’une façon expérimentale tout en effectuant
un ensemble de tests comparatifs sur le facteur qualité de la classification et sur l’erreur de
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modélisation. La stratégie proposée est simple et ne nécessite pas de passer par les approches
classiques de validation. Elle consiste à représenter d’abord l’ensemble des données par une
fonction polynomiale décrivant l’allure approchée de ces données. Le degré optimal de cette
fonction est facilement déterminé à partir de la formule proposée. L’algorithme d’optimisation
du nombre de classe que nous proposons [Ouakka et Boumhidi, 2009](Annexe F) est décrit en
détail dans la suite de ce chapitre et les résultats de simulation obtenus, pour une classe des
systèmes non linéaires monovariables, montre bien qu’ils répondent à l’objectif principal de
recherche d’une structure optimale modélisant ce type de systèmes.

2.2 Identification d’un système MIMO

Afin de réduire la complexité des systèmes MIMO (Multi entrées multi sorties), la décom-
position de ces derniers en sous systèmes MISO (Multi entrées mono sortie) est une approche
qui permet d’une part d’éviter la lourde charge de l’approche globale et d’autre part la facilité
de mise en oeuvre des schémas de commande de ces systèmes [Lagrat et al., 2007b].

Par leur qualité d’approximateur universel, l’identification floue à base de modèles de Takagi-
Sugeno, permet de transformer ces systèmes non linéaires en un ensemble de systèmes linéaires.

2.2.1 Représentation des systèmes MISO

Considérons un système MIMO à n entrées et n sorties. Après décomposition, chaque sys-
tème MISO sera décrit par :

yi(k +1) = fi(x(k)), i = 1,2, . . . ,n. (2.1)

avec le vecteur de régression donné par :

xi(k) = [{yi(k)}n
0,{ui(k−dii)}n

0,{u1(k−d1i)}n
0, . . . ,{un(k−dni)}n

0]

où k dénote l’échantillon du temps discret, n est un entier relatif à l’ordre du système et di j

est le retard pur.
Les systèmes MISO sont identifiés indépendamment, pour des raison de simplification de la

notation, l’index i sera ignoré.
La sortie du système s’écrit :

y(k +1) = Ay(k)+Bu(k)+α (2.2)

α est une constante.
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La fonction inconnue f (.) est approximée par un modèle flou de Takagi-Sugeno. Par ap-
plication de l’algorithme GK, l’espace des données est divisé en un ensemble de zones floues,
décrites dans notre cas par des fonctions d’appartenance gaussiennes, tandis que les parties
conséquentes décrivent le fonctionnement du système dans ces zones. La base de règle pour le
système MISO devient :

Rl : Si x(k) est Ωl Alors yl(k +1) = Aly(k)+Blu(k)+αl, l = 1,2, . . . ,K. (2.3)

Ωl est l’ensemble floue antécédent de la l ème règle, Al = [Al1, . . . ,Aln] et Bl = [Bl1, . . . ,Bln]
sont les vecteurs des deux polynômes Al et Bl , K est le nombre de règles.

La règle (2.3) peut alors s’écrire :

Rl : Si x1(k) est Ωl1 et . . .et xp(k) est Ωl p Alors

yl(k +1) = Aly(k)+Blu(k)+αl, l = 1,2, . . . ,K.
(2.4)

ou p = 2n2 +1.
La sortie du modèle TS est alors évaluée par :

y(k +1) = ∑K
i=1 µi(x(k))yi(k +1)

∑K
i=1 µi(x(k))

(2.5)

En posant

Φ j(x,ci,σi) =
µ j(x(k))

∑K
i=1 µi(x(k))

(2.6)

où
Φ j(x,ci,σi) est la fonction de validation de la fonction gaussienne ayant comme paramètres

les centres ci et les variances σi.

µi(x(k)) = exp
(−1

2
(xi− ci1)2

σ2
i1

)
. . .exp

(
−1
2

(xp− cip)2

σ2
ip

)
(2.7)

La formule (2.5) devient :

y(k +1) =
K

∑
i=1

yi(k +1)Φ j(x,ci,σi) (2.8)

L’identification des systèmes MISO est généralement réalisée en deux étapes : la première
s’effectue, hors ligne, pour déterminer les paramètres des antécédents ( le cas d’une fonc-
tion gaussienne le centre ci et la variance σi) et les paramètres linéaires des conséquents. La
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2.2. Identification d’un système MIMO

deuxième étape, en ligne, réalise l’adaptation des paramètres des modèles locaux par l’algo-
rithme des moindres carrées récursifs.

2.2.2 Identification hors ligne du modèle flou

L’ensemble des données, noté Z, est construit par la concaténation de la matrice de régres-
sion X et du vecteur régressant Y :

X =




. . .

x(k)
. . .

x(N−1)




, Y =




. . .

y(k)
. . .

y(N−1)




, ZT =
[

X Y
]

(2.9)

N est le nombre d’observations.
En appliquant la classification floue, l’ensemble de données Z sera partitionner en Nc sous

ensembles flous . Il existe plusieurs algorithmes réalisant cette opération, le C-means, l’algo-
rithme Gatha-Geva [Abonyi et al., 2002] et l’algorithme (GK) que nous utiliserons dans la
suite.

Les valeurs d’appartenance des données aux groupes seront décrites par une matrice de
partition floue U = [µik]Nc×N , où µik ∈ [0,1] représente le degré d’appartenance de l’observation
xk au groupe i. Chaque groupe est caractérisé par un centre ci, C = [c1, . . . ,cNc] est le vecteur
des centres. Et une matrice de covariance, F = [F1, . . . ,FNc], décrivant la variance des données
dans le groupe Fi.

Les fonctions d’appartenance type gaussienne choisies dans le cadre de ce chapitre, sont
données par :

Ωi j(x j(k)) = exp

(
−1
2

(x j− c2
i j)

σ2
i j

)
(2.10)

Les paramètres des conséquents θi = [Ai,Bi,Ci] sont estimés séparément par l’algorithme
des moindres carrées récursifs en minimisant la fonction objective suivante :

minθi

1
N

[Y −ξ θi]T Qi[Y −ξ θi] (2.11)

où ξ = [X1] est la matrice de régression augmentée en ajoutant un vecteur-colonne unitaire et
Qi est une matrice contenant les valeurs des fonctions de validités Φi du ième local linéaire
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2.2. Identification d’un système MIMO

modèle de chaque groupe de donnée.

Qi =




Φi(x(1),ci,σi) 0 . . . 0
0 Φi(x(2),ci,σi) . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . Φi(x(N),ci,σi)




(2.12)

L’estimation par les moindres carrées des paramètres conséquents, (θi = [Ai,Bi,αi]) est don-
née par :

θi = [ξ T Qiξ ]−1ξ T QiY (2.13)

2.2.3 Adaptation en ligne du modèle flou

Dans le cas des systèmes non linéaires multivariables, l’adaptation en ligne est nécessaire
pour obtenir un modèle capable de poursuivre le système dans son évolution. Il en résulte un
modèle TS décrit par :

yi(k +1) = Ai(k)y(k)+Bi(k)u(k)+αi(k) (2.14)

Pendant cette phase d’adaptation, les paramètres des antécédents restent fixes, seuls les pa-
ramètres conséquents sont adaptés.

Pour chaque jème modèle localement linéaire, les nouveaux paramètres estimés θ j(k) sont
donnés à l’instant k par :

θ j(k) = θ j(k−1)+δ j(k)(y(k)−ξ T (k)(θ j(k−1)) (2.15)

δ j(k) =
Pj(k−1)ξ (k)

ξ T (k)Pj(k−1)ξ (k)+λ/Φ j(ξ (k),c j,σ j)
(2.16)

Pj(k) =
1
λ

[I−δ j(k)ξ T (k)]Pj(k−1) (2.17)

2.2.4 Simulation

Considérons un système MIMO à deux entrées et deux sorties décrit par :

A1(q−1)y1(t) = q−d11B11(q−1)Z1(t)+q−d12B12(q−1)Z2(t)
A2(q−1)y2(t) = q−d22B22(q−1)Z2(t)+q−d21B21(q−1)Z1(t)

(2.18)

où q−1 est l’opérateur retard défini par : q−1x(t) = x(t−1).
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2.2. Identification d’un système MIMO

y(t) ∈ R2 et Z(t) ∈ R2 sont respectivement, la sortie, l’entrée non linéaire et le vecteur
perturbation.

Avec

A = [A1A2]T =

[
0.1q−1

0.2q−1

]
B =

[
B11 B12

B21 B22

]
=

[
1+0.5q−1 0.05q−1

0.3q−1 1+0.8q−1

]

d11 = 1, d12 = 0, d21 = 0, d22 = 1
Z1(t) = 2u1(t)+u2

1(t)
Z2(t) = u2

2

dii et di j sont respectivement, les retards entre l’entrée ui(t) et la sortie yi(t), et entre l’entrée
u j(t) et la sortie yi(t).

FIGURE 2.1 – Comparaison des réponses y1(t) et y2(t) ( ligne continue) et les modèles flous
correspondants( ligne discontinue)

La procédure d’identification est réalisée par l’ensemble de données des entrées u1(k) et
u2(k), générées aléatoirement et uniformément réparties dans l’intervalle [-1 1]. L’algorithme de
classification initialisé par un nombre de classes c = 3, détermine les paramètres des antécédents
(U,C,F) ainsi que les paramètres conséquents des modèles locaux linéaires. La figure (Fig.2.1)
présente une comparaison entre les sorties du système et les modèles flous correspondants. On
remarque que les deux modèles TS suivent correctement l’allure des sorties y1 et y2

La deuxième expérience consiste à tester la validation du modèle floue. Deux signaux carrée
de période T = 15 ont été appliqués aux entrées u1(t) et u2(t). La figure (Fig.2.2) illustre les
réponses obtenues par le système et le modèle flou identifié par l’algorithme GK sans adapta-
tion des paramètres. On constate que l’erreur de modélisation entre les sorties est relativement
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2.2. Identification d’un système MIMO

FIGURE 2.2 – Phase de validation : comparaison des réponses du système (ligne discontinue) et
les modèles flous (ligne continue)

FIGURE 2.3 – Phase d’adaptation des paramètres : comparaison des réponses du système (ligne
discontinue ) et les modèles flous (ligne continue )

grande.
Afin de pallier à ce problème, nous avons procédé à l’adaptation des paramètres par l’ap-

plication de l’algorithme des moindres carrées récursifs avec un facteur d’oubli λ = 0.99. La
figure (Fig.2.3) montre qu’au bout d’un certain nombre d’itérations, les sorties des modèles
flous suivent presque les sorties y1(t) et y2(t).

Les figures (Fig.2.4) et (Fig.2.5) donnent l’évolution des paramètres des modèles flous TS.
On remarque que ces paramètres convergent vers les vraies valeurs après un certain nombre
d’itérations qui correspond au régime transitoire.
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2.3. Méthodes de validation d’une structure optimale

La structure des deux sous systèmes MISO est définie de la façon suivante :

y1(k) = a1
11(k)y1(k−1)+b1

21(k)u1(k−1)+b1
12(k)u1(k−2)+b1

22(k)u2(k−1)+C1
11

y2(k) = a2
21(k)y2(k−1)+b2

11(k)u1(k−1)+b2
12(k)u2(k−1)+b1

22(k)u2(k−2)+C1
11

FIGURE 2.4 – Evolution des paramètres pour la sortie y1

FIGURE 2.5 – Evolution des paramètres pour la sortie y2

2.3 Méthodes de validation d’une structure optimale

Les algorithmes de classification partitionnent l’espace de données en un nombre de classes
caractérisant les zones de fonctionnements du système. La qualité du modèle obtenu dépend
du nombre de zones représentatives du système. Un nombre élevé de classes génère un modèle
correct mais souvent complexe de point de vue nombre de paramètres et donc de calcul. En
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2.3. Méthodes de validation d’une structure optimale

revanche, si on se contente d’un nombre très faible de classes, le modèle serait imprécis [kaymak
et Babuska, 1995]. Pour le cas particulier des deux algorithmes FCM et GK souvent utilisés
pour l’identification des modèles TS, le nombre de classes, paramètre d’initialisation, doit être
déterminé et fixé à l’avance [Abonyi et al., 2002][Sun et al., 2004].

Le problème de détermination du nombre optimal de classe est devenu un sujet de recherche
et plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature. D’une manière générale, on peut les
classer en trois catégories :

– Méthodes d’optimisation basées sur la minimisation d’une fonction coût intégrée dans les
algorithmes de classification.

– Méthodes d’évaluation de la qualité de partitionnement basées sur les performances des
indices de classification.

– Méthodes utilisant les critères numériques pour estimer l’erreur de modélisation.

2.3.1 Algorithmes d’optimisation

La plupart des algorithmes de classification existants dans la littérature réalisent la classifi-
cation soit par la méthode hiérarchique ou par partition.

– Les algorithmes hiérarchiques procèdent à une décomposition hiérarchique des données,
en générant une séquence de partitions arborescentes. Selon le principe de fonctionne-
ment, ces algorithmes peuvent être divisés à leur tour en deux catégories figure (Fig.2.6).

1. Les algorithmes agglomératifs commencent par un grand nombre de classes indivi-
duelles et progressivement les fusionnent selon une mesure de distance. La classi-
fication peut s’arrêter quand toutes les données sont dans un seul groupe ou bien
à n’importe quel point intermédiaire désiré. Ces méthodes suivent une stratégie de
fusion de classes de type constructive [Kukolj et Levi, 2004][Tsekouras, 2005].

2. Les algorithmes par division suivent la stratégie opposée. Ils commencent par un
groupe qui contient toutes les données et progressivement le groupe est divisé en
groupes plus petits jusqu’à atteindre la situation limite dans laquelle chaque don-
née constitue un groupe, ou bien avant cette limite, selon l’objectif [Tafazoli et al.,
2006][Tsekouras et al., 2005].

Cependant, ces techniques hiérarchiques souffrent du fait qu’une fois qu’une fusion ou
qu’une division est faite, elle ne peut pas être défaite ou raffinée.

– Les algorithmes de classification par partition, ils diffèrent des techniques hiérarchiques
dans le fait qu’ils admettent la relocation es données dans les classes (dans le processus
itératif, les données peuvent se déplacer d’une classe à une autre). Cela permet qu’une
partition initiale mal estimée, puisse être corrigée à une étape postérieure. La formulation
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2.3. Méthodes de validation d’une structure optimale

FIGURE 2.6 – Méthodes d’optimisation du nombre de classes

de ces algorithmes est basée sur l’utilisation d’une fonction objective (critère de classifica-
tion) pour établir itérativement une partition floue appropriée d’un ensemble de données.
Des algorithmes d’optimisation non linéaires sont utilisés pour chercher l’extremum local
d’une telle fonction. Le principal inconvénient de l’approche par partition est la néces-
sité d’initialiser l’algorithme par le paramètre nombre de classe [Frigui et Krishnapuram,
1996].

2.3.2 Indices d’évaluation de la qualité d’une partition

Différents indices basés sur l’analyse de la dispersion et la distance entre les classes ont
été proposés dans la littérature pour déterminer la qualité d’une partition. Quelques indices
de validation standards sont présentés dans [Maulik et Bandyopadhay, 2002][C.Franco et al.,
2002][Alexiuk et Pizzi, 2004]. La performance de la plupart des indices dépend du but de la
classification (identification de modèles TS, traitement d’image, diagnostics ...etc.) ainsi que la
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2.3. Méthodes de validation d’une structure optimale

nature des algorithmes utilisés [Hadad et al., 2006][Young et al., 2004].
Une fonction de validité a pour but d’attribuer, à une partition donnée, un coefficient qui

reflète la qualité de la classification obtenue à l’aide de l’algorithme utilisé. Dans le cas des
algorithmes FCM et GK, par exemple, en évaluant ces coefficients pour différents choix de va-
leurs de c, on peut identifier les valeurs optimales de ce paramètre qui correspond à une partition
reproduisant au mieux la structure des données traitées. Dans le cas général, une partition est
d’autant meilleure que les éléments attribués à une classe donnée sont plus proches du centre
de cette classe.

Parmi les coefficients qui donnent une idée sur la qualité de la classification, pour un point
xk donné à partir de ses c degrés d’appartenance µik, on retrouve :

sk =
c

∑
i=1

(µik)2, (2.19)

ek =−
c

∑
i=1

µik. ln µik, (2.20)

Une mesure globale de la validité de la partition est le coefficient de partition qui n’est autre
que la moyenne, sur tous les vecteurs xk, des quantités sk :

PC =
∑n

k=1 ∑c
i=1(µik)2

n
(2.21)

Théoriquement, la classification est d’autant plus satisfaisante que le coefficient de partition est
élevé, et donc, plus proche de 1. Cet indicateur mesure la séparation des classes et détermine le
degré de chevauchement des partitions [Bezdek, 1981][Trauwaert, 1988].

Une autre mesure globale est l’entropie moyenne de la partition [Bezdek, 1974a][Bezdek,
1974b]. Elle est similaire au coefficient de partition précédent dans le sens que cette mesure est
associée au degré du flou de la partition. Le critère est donné par l’expression suivante :

CE(c) =−1
n

c

∑
i=1

n

∑
j=1

µ2
i j (2.22)

En général cet indicateur est significatif pour une valeur minimale.
Pour l’Index de partition (CIP) [Bensaid et al., 1996], il tient compte du rapport de la com-

pacité et la séparation des classes, il est donné par :

CIP =
c

∑
i=1

∑N
k=1(µik)m ‖ xk−vi ‖2

∑i .∑c
j=1 ‖ vj−vi ‖2 (2.23)

Ce critère est utile aussi pour la comparaison de différentes partitions avec le même nombre
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2.4. Identification optimale des modèles Takagi-Sugeno

de classes. Une valeur faible du critère CIP indique une meilleure partition.
La détermination de ces indices est réalisée par la Fuzzy Clustering and Data Analysis Tool-

box [Abony, 2003]. Cette boîte à outils offre trois principales catégories de fonctions implémen-
tées sous MATLAB : les différents algorithmes classification ( FCMclust, GKclust, GGclust ),
la visualisation graphique des résultats de classification et le calcul des valeurs des différents
critères de validation .

2.3.3 Validation numérique du modèle flou

Pour évaluer la qualité de l’approximation (performance numérique) obtenue par les mo-
dèles flous Takagi-Sugeno, nous utilisons le critère suivant :

La mesure VAF :Pourcentage de la variance

Introduit par [Babuska et al., 1998], ce critère permet d’évaluer en pourcentage, la qualité
d’un modèle en mesurant l’écart normalisé de la variance entre deux signaux. Sa valeur optimale
est 100% quand les deux signaux sont égaux, plus ils sont différents, plus sa valeur devient
faible. Le critère VAF est donné par l’expression (2.24) :

VAF = 100%
[

1− var(y− ŷ)
var(y)

]
(2.24)

La détermination de cet indice est réalisé par la FMID toolbox (Fuzzy Modelling and Iden-

tification ). Cette boite à outils, basée sur des fonctions MATLAB, permet l’identification des
modèles Takagi-Sugeno et le modèle flou approximant les données moyennant l’algorithme GK.
L’algorithme ANFIS(système adaptatif d’inférence neuro-floue) intégré à cette toolbox [Jang,
1993][Guillén et al., 2007], permet d’améliorer l’erreur des modèles flous sur la base d’appren-
tissage et de prédiction.

2.4 Identification optimale des modèles Takagi-Sugeno

Dans cette section nous présentons une nouvelle méthode de détermination du nombre opti-
mal de classes à partir des données entrée sortie d’un système non linéaire inconnu [Ouakka et
Boumhidi, 2009]. Contrairement aux méthodes présentées dans les sections précédentes, basées
sur le résultat d’un processus itératif pour minimiser certaines fonctions de coût ou pour vali-
der les performances d’un certain nombres d’indices de classification, notre approche procède
à la détermination directe du nombre optimal de classes par simple étude de la structure des
données, sans nécessité d’utiliser les critères de validation conventionnels. En effet, il n’existe
aucun critère universel qui puisse décider de ce qu’un algorithme donné soit adapté à un en-
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semble de données quelconque, et c’est souvent sur la base de constatations empiriques qu’on
se fait une idée sur la distribution réelle des données traitées.

En fait, les algorithmes de classification ont été développés à l’origine pour la classification
des données, l’identification des modèles TS à partir de ces algorithmes n’est qu’une application
des techniques de régression pour construire des modèles locaux linéaires pour chaque groupe
de données d’une classe identifiée [Bortolet et Palm, 1997][Abonyi et al., 2002][Kukolj et Levi,
2004]. L’algorithme GK est le plus utilisé pour l’identification des modèles TS. Mais, cet al-
gorithme nécessite d’être initialisé par le nombre de classe défini à l’avance par un expert ou
par l’exploitation des résultats des critères de validation réalisant la meilleur partition optimale
parmi toutes celles obtenues.

2.4.1 Formulation de la méthode proposée

Les informations disponibles pour un système non linéaire à dynamique inconnues sont res-
treintes à un ensemble de données, généralement collectées par des capteurs à l’entrée et à la
sortie du système. Dans ce sens, les approches de régression non linéaires et les formalismes
des statistiques sont les méthodes classiques utilisées pour reconstruire un modèle approximatif
représentatif du système. L’allure général des données, représentée par une fonction polyno-
miale permet la détection des extrema de la fonction. Ces extrema, généralement maximums
et minimums, déterminent le nombre de classes (une classe est localisée entre un minimum et
un maximum). Cette approche de partitionnement est orientée dès le départ, dans ce sens, pour
minimiser la dispersion des données autour du modèle localement linéaire construit par une
régression linéaire.

Un algorithme de réduction est aussi proposé, en vue de fusionner les classes dont les mo-
dèles linéaires associés présentent un certain degré de corrélation. Le principe générale de la
méthode est présenté sur la figure (Fig.2.7).

2.4.2 Approximation des données par fonction polynomiale

Le problème d’identification des données par une fonction polynomiale peut être formulé
de la façon suivante :

Considérons un système non linéaire, de type SISO, représenté par un ensemble de N don-
nées collectées à partir de mesures expérimentales :

(x1,y1),(x2,y2), . . . ,(xN ,yN)

où xi ∈ X est la i ème entrée, et yi ∈ Y est la sortie correspondante.
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Collection
des données

Construction de la fonction
d’approximation  polynomiale

Extraction du nombre globale de
classes à partir des extrema

Application de la méthode de
Fusionnement

Nombre optimale
de modèles TS

Etape 1

Etape 2

Etape 3

FIGURE 2.7 – Principe de la méthode d’optimisation du nombre de modèles TS

Dans le domaine de l’analyse numérique des données, on a souvent besoin d’établir un
modèle mathématique liant plusieurs séries de données expérimentales. L’interpolation poly-
nomiale consiste à approcher la courbe liant les deux séries de mesures par un polynôme. Les
coefficients optimaux de ce polynôme sont ceux qui minimisent la variance de l’erreur d’interpo-
lation. La fonction MATLAB polyfit retrouve le polynôme P de degré n permettant d’approcher
la structure des données au sens des moindres carrés.

La fonction polynomiale est données par :

P = f (X) = polyfit(X ,Y,n) (2.25)

P(x) = a0 +a1x+a2x2 + . . .+anxn (2.26)

où n est le degré du polynôme.
Dans un problème à n points d’interpolations, le polynôme d’interpolation doit coïncider

avec la fonction en chacun des n points et peut être de degré aussi élevé que n− 1. Lorsque n

augmente, on pourrait s’attendre à ce que la fonction et le polynôme d’interpolation deviennent
de plus en plus proches. Cependant le phénomène de Runge peut se produire [Fornberg et
Zuev, 2007]. Afin d’éviter ce problème, seule l’allure générale des données est recherchée, une
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formule heuristique est proposée pour déterminer la valeur optimale du degré n [Ouakka et
Boumhidi, 2009].

Soit r le coefficient de corrélation globale des données :

r = corrélation(X ,Y ) (2.27)

le degré optimale est donnée par la formule :

n =

√
N

1+ r2 (2.28)

La validité de cette approche est testée sur les deux exemples ci dessous :

y = sinc(x)+ ε (2.29)

y = 0.6sin(πx)+0.3sin(3πx)+0.1sin(5πx)+δ (2.30)

où ε = 0.3rand(1,N) et δ = 0.1rand(1,N) sont des perturbations.
La valeur évaluée par la formule (2.28) pour déterminer les degrés optimaux des fonctions

polynomiales représentants les systèmes (2.29) et (2.30) sont respectivement n = 12 et n = 11.
Comme illustré sur les figures (Fig.2.8) et (Fig.2.9), les fonctions polynomiales construites

à partir de ces degrés optimaux, représentent au mieux le comportement des données traitées.

−3 −2 −1 0 1 2 3
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0.4
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FIGURE 2.8 – Fonction d’approximation polynomiale pour le système (2.29)

49



2.4. Identification optimale des modèles Takagi-Sugeno

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

 

 

n=11

n=9

n=7

FIGURE 2.9 – Fonction d’approximation polynomiale pour le système (2.30)

2.4.3 Extraction du nombre globale de classes

En analysant la courbe du polynôme représentant le système (2.29) , on remarque que la
structure des données peut être partitionnée en 7 groupes délimitées chacun par les points ex-
trema de la fonction d’approximation. Quant au nombre de minimum et de maximum détectés,
il est égale à 6. De ce fait on constate que le nombre de groupes est égale au nombre des extrema
augmenté d’une unité.

On peut alors proposer le résultat suivant : la détermination du nombre de classes d’une

structure de données, d’un système non linéaire, est équivalent à la détermination du nombre

de points extrema de la fonction polynomiale optimale approximant l’allure des données du

système correspondant.

En se basant sur les deux théorèmes fondamentaux de l’algèbre :

Théorème 2.1 Tout polynôme P(x) = a0 + ∑n
k=1 akxk de degré n, à coefficients réels, admet

exactement n racines dans l’ensemble C.

Théorème 2.2 Une fonction polynomiale, de degré n, peut avoir au plus (n−1) points extrema.

On conclut que le nombre de points extrema est égale au nombre de racines du polynôme dé-
rivée P

′
(x). Les racines du polynôme P

′
(x) sont déterminées par la fonction MATLAB polyder.

Le polynôme P
′
(x) de degré n−1 admet donc (n−1) racines réelles ou complexes.

Supposons que α est le nombre de racines réelles et β le nombre de racine complexes, en
se référant aux résultats cités ci dessus, le degré du polynôme et les racines sont liées par la

50



2.4. Identification optimale des modèles Takagi-Sugeno

relation :
α +β = n−1

Du fait que les données de mesures sont réelles (X ×Y ) ∈ R2, et vu que l’ensemble des
données d’entrées sont contenues dans l’ensemble X , on suppose que α∗ est le nombre de ces
racines contenues dans X .

λi définissent les coordonnées des abscisses des points extrema de la fonction polynomiale
tel que :

λ = [λ1,λ2, . . . ,λα∗] ∈ X

L’ensemble des données d’entrées peut être partitionnée en α∗ intervalles :

X = [x1, . . . ,λ1]︸        ︷︷        ︸
X1

∪ [λ1, . . . ,λ2]︸         ︷︷         ︸
X2

∪, . . . ,∪ [λα∗, . . . ,xN ]︸          ︷︷          ︸
Xc∗

et l’espace des données est partitionné en c∗ groupes situé chacun dans la zone délimitée par les
points extremas :

X×Y =
c∗⋃

i=1

classe︷  ︸︸  ︷
[Xi,Yi] . (2.31)

où Xi est le ième sous intervalle de l’ensemble des données d’entrée et Yi son correspondant de
sortie.

Le nombre globale de classes est ainsi donné par :

c∗ = α∗+1 (2.32)

En appliquant la régression par les moindres carrés, chaque groupe de données est ap-
proximé par un modèle linéaire de la forme :

yi = aix+bi, i = 1, . . . ,c∗ (2.33)

La figure (Fig.2.10) donne la structure du partitionnement des données, du système (2.29).
Les sept sous ensembles ont été identifiés à partir de la positions des racines λi, i = 1, . . . ,6.

2.4.4 Détermination du nombre optimal de classes

L’objectif de cette partie est de présenter une méthode de réduction du nombre de classes
identifiées. En fait, dans la modélisation et commande des systèmes non linéaires, on a tendance
à réduire au maximum les paramètres du système afin de pouvoir mettre en oeuvre des lois de
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commande simple et réduire le temps de calcul.
Le principe de fusionnement élaboré, consiste à fusionner deux classes successives dont

les vecteurs associés, ayant comme supports les modèles locaux linéaires, sont colinéaires ou
présentent une assez forte corrélation.

Soit ~Vi et ~Vi+1 deux vecteurs centrés associés aux deux modèles linéaires yi et yi+1. L’angle
formé par ces deux vecteurs est donné par(Fig.2.10) :

θ = angle(~Vi,~Vi+1), i = 1,2, . . . ,(c∗−1) (2.34)

−0.2

0.6

1.4

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

~V1

~V2

θ

FIGURE 2.10 – Illustration du résultat de partitionnement des données du système (2.29) en 7
classes.

En géométrie vectorielle, le cosinus de l’angle θ et le coefficient de corrélation de deux
vecteurs sont liés par la formule suivante :

cos(θ) = r (2.35)

Pour un coefficient de corrélation r = 0.82, correspondant à la valeur de l’angle θr = 30°, la
colinéarité des deux segments i et i+1 est considérée assez forte. Par conséquent, le critère de
validation de fusionnement est pris égale à θr.

La procédure de réduction du nombre de classes est décrite par l’algorithme suivant :

1. Etape 1 : Définition des paramètres d’initialisation et de contrôle
• k, Compteur du nombre de fusionnement, initialisé à k = 0 ;
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• θr = 30°, Critère de validation de fusionnement ;
• c = α∗+1, Nombre de classes identifiées par la méthode de partitionnement.
Pour i = 1,2, . . . ,(c−1) .

2. Etape 2 : Construction des vecteurs et détermination l’angle θ
• Vecteur ~Vi associé au modèle linéaire � yi = aix+bi, x ∈ Xi ;
• Vecteur ~Vi+1 associé au modèle linéaire � yi+1 = ai+1x+bi+1, x ∈ Xi+1 ;
• θ = angle(~Vi, ~Vi+1) formé par les deux vecteurs.

3. Etape 3 : Vérification du critère de validation de fusionnement
• Si θ ≤ θr, pour une corrélation des deux vecteurs r ≥ 0.82 ;
• Incrémenter le compteur du nombre de fusionnement, k = k +1 et c = c−k.

4. Etape 4 : Construction de la nouvelle classe et du modèle linéaire correspondant
• Fusionnement des deux intervalles Xi et Xi+1 tel que X

′
i = Xi∪Xi+1 ;

• Identification du nouveau modèle linéaire pour la classe (X
′
i ∗Y

′
i ) tel que y

′
= a

′
ix+b

′
i.

Le nombre optimal de classes correspondant à une représentation optimale des données est donc
donnée par :

C = c∗−k. (2.36)

Le nombre de classes identifié initialement pour le système (2.29) est de 7. En appliquant la
méthode de fusionnement, ce nombre est réduit à 6. La figure (Fig.2.11) illustre le résultat du
nouveau partitionnement. Les données des classes 1 et 2 ont été fusionnées pour construire une
nouvelle classe, dont le sous intervalle correspondant est [x1, . . . ,λ2].

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

FIGURE 2.11 – Résultat de la nouvelle partition des données du système (2.29)
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2.5 Simulations et résultats

Afin d’illustrer la performance de la méthode présentée, pour estimer le nombre optimal de
classes, i.e. modèles Takagi-Sugeno, nous avons travaillé sur le système donné par [Riid et al.,
2001][Riid et Rüstern, 2004].

Soit donc la fonction non linéaire :

y(x) = 0.6sin(πx)+0.3sin(3πx)+0.1sin(5πx)+δ (2.37)

δ est une perturbation.
Celle ci est composée par un ensemble de 201 points équidistants dans l’intervalle [−1,1].
L’algorithme de GK a été adopté pour réaliser l’opération de classification et de construction

du modèle flou.
La validation de la qualité de la classification sera réalisée par deux indicateurs : le coeffi-

cient de partition (PC) et le coefficient de classification entropie (CE).
Pour le système étudié, le degré optimal de la fonction polynomiale, évalué par la formule

(2.28), est n = 11. Le nombre optimal de classes obtenu est égale à c = 7 (2.36).
Les figures (Fig.2.12) et (Fig.2.13) présentent le résultat des valeurs des indicateurs PC, PE,

VAF(FMID) et VAF(ANFIS) pour un nombre de classes variant entre c = 2 et c = 12.
Tous ces indicateurs prouvent une bonne performance pour la valeur c = 7.

4 5 6 7 8 9 10 11 12
0.7

0.75

0.8

0.85

0.9
Coefficient de partition (PC)

4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.4

0.5

0.6

0.7

Entropie moyenne de la partition (CE)

Nombre de classes

FIGURE 2.12 – Performances et résultats des deux indices de classification pour différentes
valeurs de c.
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FIGURE 2.13 – Performance et résultat de l’indices VAF pour différentes valeurs de c.
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FIGURE 2.14 – Modèles linéaires locaux et fonctions d’appartenance gaussiennes générées par
l’algorithme GK pour c = 7.

La figure (Fig.2.14) montre l’allure des modèles linéaires locaux ( modèles de Takagi-
Sugeno) approximant les données de chaque classe, ainsi que la distribution de fonctions d’ap-
partenances de type gaussiennes générées par l’algorithme GK.

Par l’approche proposée, on retrouve le même nombre optimal de classe, sans passer par les
méthodes itératives classiques ou par l’analyse d’un expert humain.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé deux stratégies de classification des données en se
basant sur les modèles flous de TS, moyennant un ensemble de règles Si-Alors. Ces deux stra-
tégies tiennent compte de tous les effets perturbateurs et représentent la clé de la commande
des systèmes non linéaires. La première approche est destinée à modéliser les systèmes multiva-
riables et laisse ainsi prétendre une large application aux systèmes réels sans aucune hypothèse
restrictive sur l’interaction entre les différentes boucles.

La deuxième consiste à déterminer automatiquement le nombre optimal de classes afin
d’identifier une structure correcte du système non linéaire à base de modèles TS.

Les deux approches ont été testées sur des exemples de simulation et ont prouvé une grande
efficacité de point de vue analyse et interprétation sans avoir recours au jugement d’un expert
humain et aux techniques de validation classiques souvent très lourdes en temps et en charge de
calcul.
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Chapitre 3
Commande Floue d’une Classe de Systèmes
Non Linéaires

3.1 Introduction

Ce chapitre présente quatre stratégies de commande floue pour une classe de systèmes non
linéaires à dynamiques inconnues. La première est destinée à commander les systèmes mono en-
trée mono sortie (SISO) ; elle est basée sur la combinaison de l’approche de linéarisation entrée
sortie aux mécanismes de la logique floue [Feng et Chen, 2005]. La deuxième est l’extension
du cas monovariable à celui multivariable. Dans ce cas, le système multivariable est décomposé
en sous systèmes multi entrées mono sortie (MISO), ce qui permet d’éviter la charge lourde des
calculs de l’approche globale et permet aussi l’application des algorithmes d’adaptation des pa-
ramètres sans aucune condition restrictive sur la richesse de l’excitation, donc sur la commande.
Notons aussi que, par cette décomposition, le problème des non linéarités, du couplage croisé et
des perturbations externes est facilement résolu dans le cadre de la modélisation par la logique
floue. La synthèse de la loi de commande pour la première approche est indirecte, elle est ba-
sée sur la linéarisation entrée sortie. La modélisation floue type Takagi-Sugeno est adoptée et
permet de transformer le système non linéaire à un ensemble de modèles localement linéaires.
L’algorithme des moindres carrées récursifs avec normalisation et projection est ensuite utilisé
afin d’estimer les paramètres des modèles linéaires.

La synthèse de la loi de commande dans le cas MISO passera d’abord par une classification
des données afin d’extraire les fonctions d’appartenance ainsi que les conclusions de chaque
règle et par conséquent le modèle de Takagi-Sugeno correspondant. Le même algorithme d’es-
timation paramétrique est utilisé pour chaque sous système et permet donc la détermination
des paramètres des modèles locaux qui sont utilisés par la suite dans la conception de la loi de
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commande.
Devant la complexité croissante des grands systèmes, les outils classiques développés pour

l’analyse et la commande de ce type de systèmes demeurent limités vis à vis des hypothèses
restrictives qui ne sont plus vérifiées surtout quand l’information sur le système en question
est indisponible. L’idée de base, consiste à exploiter l’expérience des opérateurs humains pour
construire une loi de commande décentralisée. Un jeu de règles floues traduit alors le com-
portement des opérateurs en termes de stratégie de commande. Ainsi, deux lois de commande
décentralisées directe et indirecte sont proposées et font l’objet de la troisième approche.

La quatrième approche consiste à combiner le régulateur PI, la commande mode de glisse-
ment et la technique de logique floue. Afin d’éviter le phénomène de réticence et d’assurer la
convergence de l’erreur, autrement dit pour éviter de se retrouver au voisinage de zéro lorsque
la technique mode de glissement est appliquée, la surface de glissement sera décrite par des
ensembles flous. La description linguistique du contrôleur flou est caractérisée par deux règles
et selon la prémisse de la règle, une loi de commande PI ou mode de glissement est activée. Les
paramètres de ce contrôleur sont déterminés par l’approche de Lyapunov.

Les quatre lois de commandes proposées assurent une bonne poursuite et maintiennent la
stabilité en présence de tous les effets perturbateurs.

3.2 Modélisation floue de Takagi-Sugeno

Soit la classe de systèmes non linéaires décrite par l’équation suivante :

y(t +1) = f (x(t)) (3.1)

Avec x(t) est le vecteur de régression donné par :

x(t) = [y(t), . . . ,y(t−n),u(t), . . . ,u(t−n)] (3.2)

La dynamique inconnue est approximée par le modèle flou T-S dont la description linguistique
de la base de règles est définie par :

Ri : Si x1 est F i
1 et xs est F i

s Alors

yi(t +1) = ai1y(t)+ . . .+ainy(t−n)+bi1u(t)+ . . .+binu(t−n)+ ci, i = 1, . . . ,m
(3.3)

Avec F j
i , i = 1, . . . ,n sont des variables floues caractérisées par des fonctions d’appartenance

µF j
i

et θi = [ai1, . . . ,ain,bi1, . . . ,bin,ci] est le vecteur paramètre correspondant au modèle flou.
La méthode d’inférence choisie est le produit, et l’opération de défuzzification est obtenue par
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la méthode du centre de gravité.
La sortie générée par le modèle flou est donnée par :

y(t +1) =
m

∑
1=1

µi[ai1y(t)+ . . .+ainy(t−n)+bi1u(t)+ . . .+binu(t−n)+ ci] (3.4)

3.3 Synthèse de la loi de commande pour un système SISO

3.3.1 Cas non adaptatif

La structure du contrôleur est basée sur l’approche de linéarisation entrées sorties. La même
base de règles adoptée pour modéliser la sortie y(t +1) est maintenue. Une fois les paramètres
du modèle déterminés, ils sont directement utilisés par le contrôleur. Là aussi, la conclusion des
règles est portée sur la commande selon l’équation :

Ri : Si x1 est F i
1 et xs est F i

s Alors

ui(t) = 1
bi1

[−hi(t)+ yr(t +1)− k1e(t−1)− . . .− kne(t−n+1)], i = 1,2, . . . ,m
(3.5)

où : hi(t) = ai1y(t)+ . . .+ainy(t−n+1)+bi2u(t−1)+ . . .+binu(t−n+1)+ ci.
La loi de commande globale obtenue par la défuzzification :

u(t) =
m

∑
i=1

µiui(t) =
m

∑
i=1

µi
1
bi

[−hi(t)+yr(t +1)−k1e(t)−k2e(t−1)−·· ·−kne(t−n+1)] (3.6)

Pour assurer la stabilité, les coefficients ki sont choisis de façon à ce que le polynôme Ω soit
de Hurwitz :

Ω(z) = zn + k1zn−1 + · · ·+ kn−1z+ kn

Substituons la loi de commande (3.6) dans (3.4), l’équation de l’erreur dynamique devient :

e(t +1)+ k1e(t)+ · · ·+ kne(t−n+1) = 0 (3.7)

Ce qui démontre la convergence asymptotique de l’erreur de poursuite.

3.3.2 Cas adaptatif

Comme tout système réel évolue dans le temps, les paramètres de son modèle varient aussi
en fonction des circonstances de l’expérience, ce qui impose une adaptation de ces paramètres.
L’algorithme d’adaptation utilisé est celui des moindres carrés récursif avec normalisation et
projection [Praly, 1983] décrit par :
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φi(t−1) = [µiy(t−1), · · ·µiy(t−n),µiu(t−1), · · ·µiu(t−n),1]T

θi = [ai1 · · ·ain,bi1, · · ·bin,ci]

φ(t−1) = [φ T
1 (t−1)φ T

2 (t−1) · · ·φ T
m (t−1)]T

θ = [θ T
1 θ T

2 · · ·θ T
m ]T

L’équation (3.4) peut être réécrite sous la forme : y(t) = θ T φ(t−1)
L’obtention du vecteur de paramètres estimés θ̂ à partir du vecteur de paramètres du système

θ est donnée par l’algorithme des moindres carrées suivant :

θ̂(t) = θ̂(t−1)+
p(t−1)φ̄(t−1)ē1(t)

λ (t)+ φ̄ T (t−1)p(t−1)φ̄(t−1)
(3.8)

Avec :
• ē1(t) = ȳ(t)− φ̄ ′

(t−1)θ(t−1)

• p(t) = p(t−1)− p(t−1)φ̄(t)φ̄ ′(t)p(t−1)
λ (t)+φ̄ T (t−1)p(t−1)φ̄(t−1)

• λ (t) = λ0λ (t−1)+(1−λ0), avec λ0 = 0.95, λ (0) = 0.96, p(0) = εI,0 < ε < ∞.

• ȳ(t) = y(t)
η(t−1) φ̄(t) = φ(t−1)

η(t−1) , η(t) = max{1,‖ φ(t) ‖}, η(t) est un signal de normalisa-
tion.

La description linguistique de base de règle du contrôleur est donnée par :

Ri : Si x1 est F i
1 et xs est F i

s Alors

ui(t) = 1
b̂i

[−ĥi(t)+ yr(t +1)− k1e(t−1)− . . .− kne(t−n+1)], i = 1,2, . . . ,m
(3.9)

où : ĥi(t) = âi1y(t)+ . . .+ âiny(t−n+1)+ b̂i2u(t−1)+ . . .+ b̂inu(t−n+1)+ ĉi.
Par la méthode de défuzzification, la loi de commande globale proposée [Lagrat et al.,

2007a](Annexe C) est de la forme suivante :

u(t) =
m

∑
i=1

µiui(t) =
m

∑
i=1

µi
1
b̂i

[−ĥi(t)+ yr(t +1)− k1e(t)− k2e(t−1)−·· ·− kne(t−n+1)]

(3.10)
En remplaçant la loi de commande (3.10) dans (3.4), l’équation de l’erreur de poursuite
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devient :

e(t +1)+ k1e(t)+ · · ·+ kne(t−n+1) =
m

∑
i=1

µi[hi(t)− ĥi(t)]+
m

∑
i=1

µi[b1i− b̂1i]u(t) (3.11)

En définissant xe(t) = [e(t− n + 1) e(t− n + 2) · · ·e(t)]T , le système en boucle fermé peut
être représenté dans l’espace d’état comme suit :

xe(t +1) = Axe(t)+Be(t +1) (3.12)

où

A =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

... 0 . . . 0
0 0 . . . 0 1
−kn −kn−1 . . . −k2 −k1




,B =




0
0
...

0
1




(3.13)

Théorème 3.1 : Pour le système (3.4), si la loi de commande adaptative est définie par (3.10) ,

alors le système en boucle fermée est stable dans le sens que tous les signaux entrée sortie sont

bornés et l’erreur de poursuite converge asymptotiquement vers zéro.

La démonstration du théorème se trouve sur l’annexe E.

3.4 Synthèse de la loi de commande pour un système MISO

3.4.1 Description du modèle flou

L’objectif principal est de développer une stratégie de commande de la classe des systèmes
multivariables. Dans ce contexte, la technique de linéarisation entrée sortie est combinée avec
l’approche floue. Afin d’éviter la charge des calculs du traitement global des systèmes MIMO,
nous opterons pour la décomposition du système MIMO en un ensemble de sous systèmes
MISO [Lagrat et al., 2008]. Dans ce cas, chaque sous système sera traité indépendamment
des autres, l’algorithme d’estimation paramétrique est appliqué à chaque sous système et nous
permet de déduire à chaque fois le vecteur paramètres à la place de la matrice paramètre. Ainsi,
la condition restrictive de la richesse de l’excitation riche dans le cas global est évitée.

L’interaction entre les différentes boucles, les non linéarités et les perturbations externes
sont modélisés par le système flou de Takagi-Sugeno. Chaque sous système MISO est donc
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transformé en un ensemble de modèles localement linéaires. L’agrégation des regèles conduit
par la suite à un seul modèle. L’algorithme d’estimation paramétrique des moindres carrées
récursif avec normalisation et projection des données décrit dans la section précédente est utilisé
pour adapter les paramètres.

L’identification hors ligne du modèle flou a permis la classification des données, à savoir,
les antécédents et les caractéristiques de la fonction d’appartenance (le centre v ji et la variance
σ ji pour le cas d’une gaussienne).

Le détail de la modélisation Takagi-Sugeno pour les systèmes MISO est décrit dans le cha-
pitre 2.

Soit le système non linéaire MIMO représenté par :

y(k +1) = f (φ(k)) (3.14)

y(k +1) = f (y(k), . . . ,y(k−n+1),u1(k),u1(k−n+1), . . . ,u2(k), . . . ,
u2(k−n+1), . . . ,unu(k)(k−n+1),η(k))

f représente la fonction non linéaire inconnue et η est un vecteur de perturbation.
On définit le vecteur de régression φ(k) par :

φ(k) = [y(k), . . . ,y(k−n+1),u1(k),u1(k−n+1), . . . ,u2(k), . . . ,
u2(k−n+1), . . . ,unu(k)(k−n+1),η(k)]

Le comportement non linéaire est transformé donc en un ensemble de modèles linéaires par
une composition de règles Si Alors [Lagrat et al., 2007b](Annexe B), le modèle flou est basé
sur la collection de règles R j du type :

R j : Si y(k) est Ω j1 et . . .et unu(k−n+1) est Ω jnu Alors

y j(k +1) = ∑n
r=1 a jryi(k− r +1)+∑n

r=1 b jru(k− r +1)+∑nu
l=1 ∑n

r=1 b jlrul(k− r +1)+ c j

j = 1,2, . . . ,M

où R j dénote la jème règle du modèle et M est le nombre de règles que contient la base de règles.
Ωi j est le sous ensemble flou de l’antécédent φi(k), définie par une fonction d’appartenance
gaussienne de centre v j et de variance σ j .

On utilise l’implication floue type produit pour calculer le degré d’activation d’une proposi-
tion floue :

µ j = exp

(
−1
2

(y(k)− v j1)2

σ2
j1

)
· · ·exp

(
−1
2

(unu(k−n+1)− v jnu)2

σ2
jnu

)
(3.15)
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Le degré d’activation normalisé est défini par :

Φ j
(
φ(k),v j,σ j

)
=

µ j(φ(k))

∑M
i=1 µi(φ(k))

(3.16)

Le modèle global est obtenu par l’agrégation des modèles locaux linéaires :

y(k +1) =
M

∑
j=1

Φ j
(
φ(k),v j,σ j

)
y j(k +1) (3.17)

Comme chaque identification hors ligne est suivi d’une autre en ligne pour permettre l’adap-
tation des paramètres, la méthode de classification des données telle que décrite au chapitre 2
est appliquée et va de soi pour l’algorithme d’identification paramétrique.

3.4.2 Synthèse de la loi de commande

La synthèse du contrôleur flou proposé est basée sur l’architecture du modèle flou obtenu.
Le contrôleur a la forme suivante [Lagrat et al., 2008](Annexe E) :

R j : Si y(k) est Ω j1 et unu(k−n+1) est Ω jnu Alors

u j(k) = 1
b̂ j

[−∑n
r=1 â jryi(k− r +1)−∑n

r=1 b̂ jru(k− r +1)−∑nu
l=1 ∑n

r=1 b̂ jlrul(k− r +1)

−ĉ j + ym(k +1)−λ 1e(k)−·· ·−λne(k−n+1)] j = 1,2, . . . ,M

où e = y− ym est l’erreur de poursuite.
Pour résoudre le problème d’instabilité, une stratégie de placement de pôles est utilisée. Les

coefficients {λi} sont choisis de façon à ce que le polynôme (3.18) soit Hurwitzien.

λ (z) = zn +λ1zn−1 + · · ·+λn−1z+λn = 0 (3.18)

L’ensemble des facteurs perturbateurs y compris les interactions entre les variables d’entrées
sont modélisés par le système flou proposé et sont donc tenus en compte dans la synthèse du
contrôleur :

u(k) =
M

∑
j=1

Φ j
(
φ(k),v j,σ j

)
u j(k) (3.19)

Théorème 3.2 :Considérons le modèle dynamique flou du système (3.17). Si la loi de com-

mande proposée (3.19) et l’algorithme d’adaptation sont appliqués, alors le système en boucle

fermée est stable dans le sens que tous les signaux entrées sorties du système sont bornés et

l’erreur de poursuite converge asymptotiquement vers zéro.
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Preuve :
En combinant (3.19) et (3.17) ), l’erreur en boucle fermée est donnée par :

e(k +1)+λ1e(k)+ · · ·+λn−1e(k−n+2)+λne(k−n+1) =
H(k)− Ĥ(k)+∑M

j=1 Φ j
(
φ(k),v j,σ j

)
(b j1− b̂ j1)u j(k)

(3.20)

avec

H j(k) =
n

∑
r=1

a jryi(k− r +1)−
n

∑
r=1

b jru(k− r +1)−
nu

∑
l=1

n

∑
r=1

b jlrul(k− r +1)+ c j (3.21)

Ĥ j(k) =
n

∑
r=1

â jryi(k− r +1)+
n

∑
r=1

b̂ jru(k− r +1)+
nu

∑
l=1

n

∑
r=1

b̂ jlrul(k− r +1)+ ĉ j (3.22)

On définit :
xe(k) = [e(k−n+1) e(k−n+2) · · ·e(k)]T (3.23)

L’équation d’erreur dans l’espace d’état devient :

xe(k +1) = Axe(k)+B

{
H(k)− Ĥ(k)+

M

∑
j=1

Φ j(.)(b j1− b̂ j1)u j(k)

}
(3.24)

avec
y(k +1) = H(k)+∑M

j=1 Φ j
(
φ(k),v j,σ j

)
b j1u j(k)

ŷ(k +1) = Ĥ(k)+∑M
j=1 Φ j

(
φ(k),v j,σ j

)
b̂ j1u j(k)

(3.25)

si
e(k +1) = y(k +1)− ŷ(k +1) (3.26)

L’équation (3.24) devient :
xe(k +1) = Axe(k)+Be(k +1) (3.27)

Les matrices A et B définies comme suit :

A =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

... 0 . . . 0
0 0 . . . 0 1
−λn −λn−1 . . . −λ2 −λ1




,B =




0
0
...

0
1




(3.28)

on remarque que les valeurs propres de la matrice se trouvent à l’intérieur du cercle unité ce qui
permet de garantir la stabilité.
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3.5 Synthèse d’une loi de commande décentralisée

3.5.1 Problématique

L’application de la commande centralisée pour les grands systèmes interconnectés, exige
deux conditions fondamentales : un contrôleur sophistiqué généralement très coûteux et com-
plexe, difficile à mettre en oeuvre à cause du manque de centralisation de l’information. Ce défi
à la théorie du contrôle centralisé, pousse les chercheurs à envisager le problème d’une autre
manière, surtout lorsque le grand système est décomposable d’une façon physique et naturelle.
Une telle décomposition rajoute le terme décentralisé à la littérature du contrôle centralisé des
grands systèmes.

Dans la suite, on va présenter deux approches de commandes floues décentralisées, le cas
direct et indirect. Ces deux approches sont proposées pour une classe à grande échelle des sys-
tèmes non linéaires interconnectés. Afin d’assurer une poursuite asymptotique de la trajectoire
de référence, les réactions et les mécanismes d’adaptation pour chaque sous-système dépendent
uniquement des mesures locales fournies. Pour les deux approches, le but des commandes pro-
posées est d’approximer les sous-systèmes inconnus. En outre, chaque sous système est en
mesure de compenser les termes d’interconnexions et des perturbations.

On considère le système non linéaire décrit par un ensemble de sous systèmes SISO inter-
connectés (Si) :





ẋi,1 = xi,2
...

ẋi,ni = fi(xi)+gi(xi)ui +∆i(x)
yi = xi,1

(3.29)

où x =
[
xT

1 ,xT
2 , . . . ,xT

N
]
, xi ∈ Rni , est le vecteur d’état global , ui(t) ∈ R est l’entrée, yi est la

sortie du sous-système Si. Les fonctions fi(.), gi(.) (i = 1,2, . . . ,N) sont inconnues.
Les interconnections entre le sous système i et les sous systèmes j( j = 1,2, . . . ,N; j , i)

sont représentées par ∆i(x) ∈ R
Hypothèse :
On suppose que le terme des interconnections ∆i(x) vérifie l’équation suivante :

|∆i(x)| ≤
N

∑
j=1

qi j ‖ e j ‖2 (3.30)

Le scalaire qi j quantifie l’effet du sous système j sur le sous système i, et ‖ . ‖2 la norme
Euclidienne.
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ei = yir− yr est l’erreur de poursuite pour le système Si .
le vecteur erreur pour le ième sous système est donnée par ei = [ei0, ėi0, . . . ,e

(di−1)
i0 ]T .

Si fi(.) et gi(.) sont connues (gi(xi) , 0,et ∆i(x) = 0), alors la loi de commande la plus
appropriée pour le ième sous ensemble a l’expression suivante :

u∗i =
1

gi(xi)

(
− fi(xi)+KT

i ei + y(di)
)

(3.31)

dont l’objectif est de garantir
lim

t→+∞
ei0 = 0

En pratique, cet objectif ne peut pas être atteint.

3.5.2 Contrôleur adaptatif flou direct

La stratégie de commande proposée [Errahmani et al., 2007](Annexe D) est basée sur l’éla-
boration d’un contrôleur composé de trois termes :

– un terme de poursuite ui(xi,θ i) déterminé à partir du mécanisme de la logique floue. Ce
terme est approximé par un modèle flou matérialisé par un ensemble de règles Si-Alors.

– le terme ai(t)eT
i pibi synthétisé de façon à compenser les termes d’interconnexions incon-

nus (pi est une matrice définie positive déterminée par l’approche de lyapunov).
– uih est un signal auxiliaire incorporé dans la loi de commande pour compenser les erreurs

de modélisation.
La loi de commande est donnée par :

ui = ui(xi,θ i)+g−1
i

(
ai(t)eT

i pibi +uih
)

(3.32)

3.5.3 Contrôleur adaptatif flou indirect

Cette approche se fait en deux étapes, la première consiste d’abord à approximer par un
modèle flou les dynamiques fi(xi) et gi(xi), ce qui permet d’obtenir des modèles linéaires. La
deuxième étape consiste à synthétiser les lois de commande en se basant sur les estimés de fi(xi)
et gi(xi). Ainsi la loi de commande proposée est donnée par :

ui = ui f +
1

ĝi(xi/θi2)

(
− f̂i(xi/θi1)+KT

i ei + ydi
ir +ai(t)eT

i pibi/2+uih

)
(3.33)

où ui f est le terme de commande du contrôleur flou.
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Le détail des calculs et la démonstration de la stabilité avec la technique de la logique floue
utilisée sont donnés dans l’annexe D.

3.6 Régulateur PI combiné à l’approche mode glissant

3.6.1 Formulation du problème

Considérons la classe de systèmes non linéaires étudiée décrite par l’équation suivante :





ẋ1 = x2

ẋ2 = x3
...

ẋn = f (x, t)+g(x, t)u+d(t)

(3.34)

où f (x, t) et g(x, t) sont deux fonctions continues et inconnues. u ∈ R et y ∈ R sont res-
pectivement l’entrée et la sortie du système. Les perturbations externes sont représentées par
d(t).

Nous pouvons résoudre le problème de suivi de trajectoire par la loi de commande [Lagrat
et al., 2006](Annexe A) :

u =
1

ĝ(x,θ g)

[
− f̂ (x,θ f )−

n−1

∑
i=1

ciei + y(n)
r +us

]
(3.35)

f̂ (x,θ f et ĝ(x,θ g) sont respectivement les fonctions estimées correspondantes de f (x, t) et
g(x, t) .

Le terme us désigne la commande additive, elle est synthétisée par la technique de mode
glissant :

us =−kdsign(σ) (3.36)

kd est une constante positive qui représente le gain de la commande.
La fonction sign(σ) est définie comme suit :

sign(σ) =





1 si σ > 0
0 si σ = 0
−1 si σ < 0

(3.37)

avec σ la surface de glissement.
L’avantage que procure cette commande est la robustesse vis-à-vis des perturbations et des

incertitudes paramétriques. Le phénomène de réticence est provoqué par la partie discontinue de
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cette commande. Ceci peut dégrader les performances et déstabiliser le système [Utkin, 1992].
Parmi les solutions proposées à ce problème on peut citer la commande par mode glissant
à bande limite [Slotine et Li, 1991] qui consiste à effectuer une approximation continue des
discontinuités présentes dans la loi de commande (3.36) au voisinage de la surface de glissement.
Cette méthode permet de réduire l’effet de réticence est de remplacer la fonction discontinue
par une fonction de saturation. D’autre part, ce problème peut être facilement résolu par la
stratégie de commande floue basée sur la combinaison du régulateur PI à l’approche de mode
de glissement.

3.6.2 Structure de la loi de commande

La synthèse de la commande consiste à traiter la surface de glissement par un raisonnement
flou dont le mécanisme est le suivant :

• Fuzzification

La surface de glissement σ est fuzzifiée, elle est décrite par des ensembles flous SM et
LR caractérisant les fonctions d’appartenances comme décrit sur la figure (Fig.3.1) :

FIGURE 3.1 – Fonctions d’appartenance

• Base de règles

La description linguistique du régulateur est donnée par deux règles [Lagrat et al., 2006](An-
nexe A) qui sont matérialisées par des implications logiques de la forme Si-Alors :

Règle 1 : Si σ est SM Alors

u = u1 = g(x, t)−1
[
−∑n−1

i=1 cie(i)− f (x, t)+ x(n)
d − kiδ − kpσ

] (3.38)

Règle 2 : Si σ est LR Alors

u = u2 = g(x, t)−1
[
−∑n−1

i=1 cie(i)− f (x, t)+ x(n)
d − kdsign(σ)

] (3.39)
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où σ est la surface de glissement qui peut prendre deux termes SM et LR. L’intérêt de
la logique floue est d’intégrer deux structures de lois de commande différentes. La com-
mande par un PI (3.38) et par mode de glissement (3.39) pour assurer la convergence de
l’erreur. ki, kp et kd sont les paramètres du contrôleur flou proposé. δ définie l’action du
régulateur PI (3.42).

• Défuzzification

L’opération de défuzzification est effectuée par la méthode de centre de gravité. On ob-
tient la sortie suivante :

u =
µSMu1 + µLRu2

µSM + µLR
(3.40)

3.6.3 Conception du Régulateur PI

Le régulateur PI est défini comme suit :

uPI = kpσ + ki

∫
σdt (3.41)

Cette solution permet d’éliminer le phénomène de réticence avec les performances de suivi
de trajectoire satisfaisantes.

Pour l’analyse du régulateur PI, nous définissons la variable δ :

{
δ =

∫
σdt si le régulateur PI est activé

δ est constante si le régulateur PI n’est pas activé
(3.42)

soit

δr =
d
ki

(3.43)

Cette expression est déterminée à partir de la boucle fermée dans le sens de réduire l’effet
des perturbations inconnues d(t). Dans ce cas, l’objectif de l’action intégrale (3.41) est de faire
tendre δ vers δr. Afin de remplir cet objectif, δr est maximisée par δrb(δrb > 0 ) :

δrb =
max(d)

ki
(3.44)

Pour effectuer l’analyse de la stabilité, nous choisissons la borne supérieure de δ :

|δ |< 10δrb (3.45)
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L’erreur est définie par :
eδ = δrb−δ (3.46)

Sa dérivée est donnée par :

ėδ =

{
−σ si le régulateur PI est activé
0 si le régulateur PI n’est pas activé

(3.47)

On considère :
|eδ |< 11δ rb (3.48)

Substituons (3.38) à (3.34) on trouve :

x(n) = f (x, t)+g(x, t)
[
g(x, t)−1

(
−∑n−1

i=1 cie(i−1)− f (x, t)+ x(n)
d − kiδ − kpσ

)]
+d(t)

σ̇ = kiδ − kpσ +d(t)
= ki (eδ −δrb)− kpσ +d(t)

(3.49)
Où

σ̇ = kieδ − kpσ (3.50)

ce qui conduit à la forme suivante :

[
ėδ

σ̇

]
=

[
0 −1
ki kp

][
eδ

σ

]
= A

[
eδ

σ

]
(3.51)

S’il existe une matrice symétrique définie positive P satisfaisant l’équation suivante :

AT P+PA =−Q (3.52)

avec A est une matrice stable et Q est une matrice symétrique définie positive.
La fonction de Lyapunov V choisie a la forme :

V =
[

eδ σ
][

P1 P2

P2 P4

][
eδ

σ

]
(3.53)

D’après l’équation (3.53), V̇ ≤ 0. Ce qui prouve la stabilité du régulateur PI proposé.
D’après la figure (3.1), on constate que la surface de glissement est définie par deux régions

|σ | ≥ σ2 et σ1 ≤ |σ | ≤ σ2.
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Le dérivé de (3.53) donne :

V̇ = P1eδ ėδ +P2eδ σ̇ +P4σσ̇ (3.54)

Pour assurer la stabilité lorsque l’approche de mode de glissement est appliquée, il faut étudier
la stabilité dans tout le domaine de σ .

cas 1 :|σ | ≥ σ2

D’après l’équation (3.46), on peut écrire ėδ = 0 et par conséquent (3.54) devient :

V = P2ėδ σ +P4σσ̇ (3.55)

De (3.55), on déduit que V̇ ≤ 0 si les paramètres ki , kp et kd vérifient les conditions suivantes :

kd > kiδrb (3.56)

σ2 > 11δrb (3.57)

|P2|< P4 (3.58)

cas2 : σ1 ≥ σ ≥ σ2

De l’équation (3.45), nous remarquons que ėδ =−σ dans ce cas (3.52) devient :

V̇ =−P1eδ σ −P2σ2 +P2eδ σ̇ +P4σσ̇ (3.59)

Pour prouver V̇ < 0, nous avons choisi la condition suivante :

kd =
2m
P4

(3.60)

avec m = 11P1δrb + |P2|σ2 +P4kiδrb.
Ce qui conduit à

σ1 = 11δrb|P2|
(

ki

m
+

2
P4

)
(3.61)
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3.7 Résultats de simulations

3.7.1 Cas du système SISO

Cette section présente un exemple de simulation pour illustrer l’efficacité de la méthode
proposée, testée sur le système de Henon [Feng et Chen, 2005] donnée par :

y(t) =−y(t−1)2 +0.3y(t−2)+1.4+u(t−1) (3.62)

avec les deux fonctions d’appartenance de la forme :

µ1(y(t−1)) = 0.5
(

1− y(t−1)
d

)

µ2(y(t−1)) = 0.5
(

1+ y(t−1)
d

) (3.63)

d = 0.7 une constante. Le modèle (3.62) est décrit par les deux règles :

Règle 1 : Si y(t−1) est µ1 Alors y(t) = dy(t−1)+0.3y(t−2)+u(t)+1.4
Règle 2 : Si y(t−1) est µ2 Alors y(t) =−dy(t−1)+0.3y(t−2)+u(t)+1.4

(3.64)

Les paramètres initiaux ont été choisis comme suit :

[y(0) y(−1)] = [0 1]T et θ̂(0) = [d 1 1 1.4 −d 1 1 1.4]T

FIGURE 3.2 – Réponse du système sans adaptation des paramètres

La figure (Fig.3.2a) représente la sortie y(t) et le signal de référence yr(t). Ce dernier est
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choisi dans cet exemple carré, de période 200. Nous remarquons que la performance en pour-
suite est relativement dégradée, ce qui est clair par les différentes fluctuations qui apparaissent
sur chaque période, cela est principalement dû à la non adaptation des paramètres. Le signal
de commande correspondant est donné sur la figure (Fig.3.2b). Ce problème de fluctuations est

FIGURE 3.3 – Réponse du système avec application de la commande adaptative

facilement surmonté dans le cas ou les paramètres sont adaptés par l’algorithme des moindres
carrés récursif avec normalisation et projection des données. les résultats obtenus , en appliquant
la même approche avec adaptation des paramètres, sont donnés sur la figure (Fig.3.3). La figure
(Fig.3.3a) montre une bonne poursuite de la sortie y(t) à la référence yr(t), la figure (Fig.3.3b)
présente le signal de commande correspondant.

3.7.2 Cas d’un Système MISO

Pour montrer l’efficacité de l’approche proposée pour le cas des systèmes MIMO, nous
considérons un système composé de deux entrées et deux sorties. Les entrées sont choisies non
linéaires [Weng et Lang, 1990], ce système sera par la suite décomposé en deux sous systèmes
MISO.

Considérons le cas général ou un système MIMO est décrit par l’équation :

A(q−1)y(t) = Bd(q−1)Z(t)+ξ (t) (3.65)

où q−1 est l’opérateur retard défini par : q−1x(t) = x(t−1).
Les matrices polynomiales A(q−1) et Bd(q−1) sont définies par :

A(q−1) = diag
[
Ai(q−1)

]
, et Bd(q−1) =

[
q−di jBi j(q−1)

]
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avec Ai(q−1) = ∑na(i)
r=0 airq−r, ai0 = 1, Bi j(q−1) = ∑nb(i, j)

r=0 bi jrq−r et bi j0 = 0
di j représente le temps de retard entre la j-ème entrée et la i-ème sortie. y(t)∈Rn, Z(t)∈Rn

et ξ (t) ∈ Rn sont respectivement la sortie, l’entrée non linéaire et le vecteur de perturbation.
La décomposition du système (3.65) donne :

Ai(q−1)yi(t) = q−diiBii(q−1)Zi(t)+ ∑
j=1,i, j

q−di jBi j(q−1)Z j(t)+ξi(t) (3.66)

Les non linéarités considérées sont de la forme [Jingxin et Shijun, 1983] :

Zi(t) = fi0 + fi1ui(t)+ . . .+ fipupi−1
i (t) (3.67)

Nous nous limiterons à un système ayant deux entrées et deux sorties :

A1(q−1)y1(t) = q−d11B11(q−1)Z1(t)+q−d12B12(q−1)Z2(t)+ξ1(t)
A2(q−1)y2(t) = q−d22B22(q−1)Z2(t)+q−d21B21(q−1)Z1(t)+ξ2(t)

(3.68)

tel que :

A = [A1A2]T =

[
1+0.35q−1 +0.15q−2

1+0.72q−1 +0.0.05q−2

]

B =

[
B11 B12

B21 B22

]
=

[
1+0.85q−1 2+1.25q−1

0.12+0.65q−1 1.65+0.23q−1

]

d11 = 1, d12 = 1, d21 = 1, d22 = 1

Les entrées de sous systèmes sont considérées comme suit :

Z1(t) = 0.5u1(t)+0.25u2
1(t)

Z2(t) = u2 +0.83u2
2

Les perturbations sont présentées par : ξ1(t) = 0.1rand(1,600) , ξ2(t) = 0.1rand(1,600) .
Les matrices de centres et de covariances sont déterminées par l’algorithme de classification

floue GK. On choisi le nombre classes égale à c = 3 pour les deux sous systèmes y1(t) et y2(t).
Les paramètres non linéaires de la fonction d’appartenance gaussienne (centres et variances)
sont données par :

V1 =




0.0235 0.0720 0.0023 0.0022 0.0041 0.0042
0.0424 0.04422 0.0022 0.0022 0.0040 0.0040
0.0846 0.0688 0.0022 0.0022 0.0041 0.0039
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F1 =




0.0713 0.0269 8.0335 8.4517 4.8071 4.9064 0.0408
0.1299 0.1224 6.4028 6.8515 4.1058 3.7856 0.0311
0.3344 0.4947 12.9454 13.1246 7.9306 8.1032 0.0614




V1 =




0.0313 0.0457 0.0023 0.0023 0.0041 0.0042
0.0378 0.0377 0.0022 0.0022 0.0040 0.0040
0.0722 0.0883 0.0022 0.0022 0.0040 0.0039




F1 =




0.1878 0.1397 13.1520 11.7753 6.1561 6.7180 0.0669
0.1956 0.1556 11.1458 10.6673 5.6689 5.8682 0.0579
0.4412 0.2936 23.6297 25.8100 14.0950 13.6570 0.0970




FIGURE 3.4 – Evolution des paramètres des conséquents de y1(t) pour les trois règles

Les figures (Fig.3.4) et (Fig.3.5) décrivent respectivement l’évolution des paramètres pour
trois règles des sorties estimées y1(t) et y2(t) . Les paramètres de conclusion de chacune des
règles du modèle flou T-S sont ajustés par l’algorithme des moindres carrés récursif avec facteur
d’oubli λ = 0.45.

Les figures (Fig.3.6a) et (Fig.3.6b) représentent le comportement de poursuite des deux sys-
tèmes. Les signaux de références y1m et y2m sont carrés de période 100. On remarque qu’une
bonne poursuite est obtenue, ce qui prouve l’efficacité de l’approche vis à vis de la compensa-
tion des interactions sans aucune hypothèse restrictive sur leur nature.
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3.7. Résultats de simulations

FIGURE 3.5 – Evolution des paramètres des conséquents de y2(t) pour les trois règles

Les comportements des deux signaux des excitations riches u1(t) et u2(t) sont représentés
respectivement sur les figures (Fig.3.7a) et(Fig.3.7b).

FIGURE 3.6 – Evolution du suivi de trajectoire des signaux des deux systèmes
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3.7. Résultats de simulations

FIGURE 3.7 – Signaux de commande

3.7.3 Cas d’un grand système

Nous allons tester notre approche sur une classe de systèmes non linéaires interconnectés.
Pour cela nous considérons deux pendules inversés reliés par un ressort [Spooner-1999]. Chaque
pendule peut être positionné par la commande ui appliquée par un servomoteur à sa base. Il est
supposé que les deux mesures φi et φ̇i (position angulaire et sa dérivé) sont disponibles pour le
iième contrôleur, figure(Fig.3.8).

Les équations qui décrivent les mouvements des pendules sont définies par :

ẋ11 = x12

ẋ12 =
(

m1gr
j1
− kt2

4 j1

)
sin(x11)+ kr

2 j1
(l−b)+ u1

j1
+ kr2

4 j1
sin(x21)

ẋ211 = x22

ẋ22 =
(

m1gr
j2
− kt2

4 j2

)
sin(x21)+ kr

2 j1
(l−b)+ u2

j2
+ kr2

4 j2
sin(x12)

(3.69)

où x11 = φ1 et x21 = φ2 sont les écarts verticaux angulaires des pendules. Les paramètres
m1 = 2Kg et m2 = 2.5Kg sont les masses des pendules, j1 = 0.5Kg et j2 = 0.625Kg sont les
moments d’inertie respectivement pour les deux pendules. La constante du ressort reliant les
deux pendules est k = 100N/m ; la taille du pendule est r = 0.5m ; la longueur normale du
ressort est l = 0.5m et la constante de gravité est g = 9.81m/s2. La distance entre les pendules
est définie par b = 0.4m (avec b < 1 dans cet exemple, de sorte que les pendules se repoussent
quand ils se retrouvent tous les deux en position droite).

Ici, nous essayerons de conduire les positions angulaires à zéro, de sorte que ei = −φi

(c.-à-d. y1r = y2r = 0) pour i = 1,2 . Pour construire l’identificateur flou ui(xi,θ i) , nous dé-
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3.7. Résultats de simulations

FIGURE 3.8 – Deux pendules inversés connectées par un ressort

finissons cinq sous ensembles flous pour chacune des composantes suivantes : x1 = (x11,x12) et
x2 = (x21,x22), A1

xi j
, . . . ,A5

xi j
représentent les sous ensembles flous, ( j = 1,2 et i = 1,2 ) caracté-

risés par les fonctions d’appartenance suivantes :

µA1
xi j

= exp
(−(xi j +0.8)2) µA2

xi j
= exp

(−(xi j +0.4)2)

µA3
xi j

= exp
(−(xi j)2) µA4

xi j
= exp

(−(xi j−0.4)2)

µA5
xi j

= exp
(−(xi j−0.8)2)

(3.70)

Du fait qu’on a choisi cinq sous ensembles flous pour chaque composante, nous avons 25
règles floues dont la description linguistique est donnée par :

Rl
i : Si x11 Ak1

x11
et x12 est Ak2

x12
et x21 Ak1

x21
et x22 est Ak2

x22
Alors yl

i est Cl
i (3.71)

où : ki = 1, . . . ,5, i = 1,2 et l = 1,2, . . . ,25
Les paramètres de commande pour la simulation sont choisis comme suit :
Les gains d’adaptation sont fixés à : ηi = 0.01,ηai = 0.001, ηi1 = 0.001, ηi2 = 0.001,
ηai = 0.0001 et σi = 0.15.
la matrice Λi est choisie de sorte que le polynôme L̂(ξ ) = ξ 2 +4ξ +4 ait les racines égales

à −2,2.
La solution de l’équation de Lyapunov pour Qi = diag(10,10) est

Pi =

[
6.5625 −5
−5 6.25

]
(i = 1,2)

Les conditions initiales sont les mêmes pour les deux cas direct et indirect :
(x11,x12,x211,x22)T =(1,1,1,1)T , θi1 = θi2 = 0.25 et Γi = [−1−0.75−0.5−0.2500.250.50.751]
Les performances de la loi de commande décentralisées indirecte et directe sont respective-
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ment représentées sur les figues (Fig.3.9) et (Fig.3.10).

FIGURE 3.9 – Performance de la commande décentralisée utilisant l’approche adaptative directe

FIGURE 3.10 – Performance de la commande décentralisée utilisant l’approche adaptative indi-
recte

Les simulations ont montré, dans les deux cas direct et indirect, que l’approche proposée
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est très efficace en terme de poursuite. Elle a pu répondre facilement au problème des inter-
connexions, des non linéarités et des perturbations externes. Cependant la convergence de l’ap-
proche indirecte est relativement lente par rapport à celle directe, ce qui est naturellement justifié
la faisabilité en deux étapes de l’approche indirecte.

3.7.4 Cas du régulateur PI combiné à l’approche mode glissant

Soit le pendule inversé décrit par le système suivant :

x(n) = f (x, t)+g(x, t)u+d(t) (3.72)

où

x =

[
x1

x2

]
,

f (x, t) =

[
0

9.8sin(x1)−0.05x2 cos(x1)sin(x1)
2/3−0.1cos2(x1)

]

g(x, t) =

[
0

−0.1cos(x1)
2/3−0.1cos2(x1)

]

d(t) =

[
0

0.2rand(1,200)

]

L’objectif est de forcer la sortie x1 à suivre le signal de référence yr = 0.5sin(0.015t) pour une
surface de glissement de la forme σ = 0.3e+ ė.

Les conditions initiales du système sont x1(1) = 1 et x2(1) = 0
Les paramètres de la loi proposée : ki = 2 , kp = 3 et kd = 5.918
La matrice P est obtenue par la résolution de l’équation (3.56) avec :

Q =

[
2 0
0 200

]
et P =

[
10.166 1

1 17.393

]

La valeur de δrb = 0.1 implique que σ2 = 1.1 > 11δrb et σ1 = 0.173. Sur la figure (Fig.3.11)
est donnée l’allure de poursuite. Nous remarquons qu’en présence de réticence de fortes ampli-
tudes, la performance est légèrement dégradée.

Les figures(Fig.3.12) et (Fig.3.14) montrent respectivement les signaux de commande par
mode de glissement classique et par l’approche proposée.

Une bonne poursuite est obtenue par l’approche proposée comme le montre la figure (Fig3.13).
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FIGURE 3.11 – Comportement de y(t) et yr(t) avec le contrôleur de mode de glissement clas-
sique

FIGURE 3.12 – Signal de commande correspondant

FIGURE 3.13 – Comportement de y(t) et yr(t) par le régulateur PI et mode de glissement
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FIGURE 3.14 – Signal de commande correspondant

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes structures de commandes floues stables et
robustes. Ces lois de commande sont destinées aussi bien aux systèmes monovariables qu’aux
systèmes multivariables. Notons toutefois, qu’aucune condition restrictive n’est imposée, ni sur
la nature des non linéarités ni sur les interactions entre les différentes boucles quand il s’agit
des systèmes multivariables et décentralisés, ni sur les perturbations externes. La technique de
la logique floue, à chaque fois utilisée , nous a permis de transformer l’étude du problème non
linéaire en celui linéaire et d’excellents résultats de poursuite ont été obtenus et justifiés par les
différentes simulations effectuées. Les approches proposées peuvent être appliquées à une large
classe de systèmes non linéaires.
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Conclusion générale

Les travaux présentés dans cette thèse s’intéressent principalement à la commande des sys-
tèmes non linéaires, multivariables et décentralisés. La commande de ce type de systèmes sou-
lève un certain nombre d’hypothèses restrictives, sur lesquelles les chercheurs se focalisent
actuellement. Parmi ces hypothèses, on cite :

– les non linéarités,
– le couplage croisé dans le cas des systèmes multivariables,
– les interconnexions entre les différents sous systèmes, dans le cas des grands systèmes,
– les perturbations externes qui peuvent affectées le système.
La synthèse d’un contrôleur robuste doit tenir compte de toutes ces conditions restrictives.

Les approches proposées dans cette thèse ont prouvé leur efficacité en traitant ces différentes
hypothèses restrictives.

La stratégie globale de commande proposée est basée sur deux étapes fondamentales :
– la première concerne la classification des données, elle utilise les mécanismes de la lo-

gique floue afin de partitionner les données en classes puis en modèles localement li-
néaires. Une nouvelle méthode est proposée pour optimiser le nombre de classe, ce qui
réduit automatiquement le nombre de modèles locaux et par conséquent le nombre de pa-
ramètres à estimer. Cette réduction de paramètres est très bénéfique dans le sens qu’elle
réduit la charge des calculs et facilite la mise en oeuvre de l’algorithme. Cette approche
fait appel par la suite aux critères de validation puis d’estimation paramétrique afin de
déterminer le modèle.

– la deuxième étape concerne le choix de la commande à appliquer en fonction de l’objectif
à réaliser. Cette commande prend en considération en dépit des facteurs perturbateurs
cités ci-dessus, les dynamiques négligées, les erreurs de modélisation et les perturbations
non modélisables.

Notons que les approches proposées sont valables aussi bien pour le cas monovariable que
celui multivariable. L’extension au cas multivariable que nous avons adopté est passée par une
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décomposition du système MIMO en un ensemble de systèmes MISO. Cette décomposition
dont la réalisation est toujours possible a permis de résoudre facilement le problème de l’identi-
fication paramétrique, du couplage croisé et des non linéarités.

La stratégie proposée a été élargie aux grands systèmes, chaque sous système est supposé
inconnu. Sa commande tient compte du résultat de son approximation et permet à chaque sous
système de compenser facilement les termes qui lui sont interconnectés.

Les résultats de simulation obtenus montrent une performance en terme de poursuite et
assurent la stabilité et la convergence des schémas de commande proposés, ce qui est d’ailleurs
justifié par les améliorations constatées en comparaison avec celles existantes dans la littérature.
La simplicité et la facilité de mise en oeuvre des algorithmes proposés laissent prétendre une
grande réussite sur le plan pratique.

En perspectives nous proposons :
– D’étendre l’approche proposée pour la détermination du nombre optimal de classes pour

des systèmes plus complexes.
– Du fait que le degré d’appartenance n’est qu’une estimation métrique quantifiant la dis-

tance d’un point au centre de la classe, nous proposons d’améliorer la précision et le
concept de l’appartenance en construisant des fonctions d’appartenance qui tiennent compte
de la distance d’un point au centre de la classe et de la distance au modèle linéaire . Cette
approche améliorera aussi le concept formulé par les fonctions de type 2 qui considèrent
que le degré d’appartenance est imprécis et par suite lui-même flou.

– Les deux points soulevés ci-dessus pourront être utilisés pour développer et perfection-
ner les algorithmes de classification et d’identification déjà existant afin d’améliorer leur
performance et minimiser davantage l’erreur de modélisation floue des systèmes non li-
néaires.
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FUZZY CLUSTERING FOR IDENTIFICATION OF TAKAGI-SUGENO 
FUZZY MODELS OF A CLASS OF NONLINEAR  

MULTIVARIABLE SYSTEMS  
 

I. Lagrat, H. Ouakka and I. Boumhidi 
LESSI, Faculté Des Sciences, B. P 1796 Atlas, 30000 Fez- MOROCCO 

E-mail : i.lagrat@caramail.com 
 
 
Abstract: This paper presents the fuzzy identification of nonlinear and multivariable systems. The 
MIMO systems are decomposed into MISO subsystems. By this decomposition, the MISO systems are 
represented by compact Takagi-Sugeno fuzzy models. Thus, this approximation permits to convert a 
nonlinear problem into a linear one. The fuzzy identification method based on fuzzy clustering. In fact, 
this approach utilised to determine Takagi-Sugeno fuzzy rules and its antecedent parameters. After 
determination of the consequent parameters, these are adapted by a recursive least squares algorithm. 
The validity and the performance of the proposed fuzzy identification are tested numerically. 
 
Key-words:  Identification, Fuzzy model, Takagi-Sugeno, Fuzzy clustering, Nonlinear system, MIMO 
systems. 
 
1. INTRODUCTION

The identification of nonlinear multivariable processes is an important and challenging problem. For 
nonlinear static and dynamic system the conventional techniques of modelling and identification are 
difficult to implement and sometimes impracticable. However, others techniques based on fuzzy logic 
are more can be used for modelling the complex nonlinear processes [1] [2]. Fuzzy modelling and 
identification from input-output process data proved to be effective for the approximation of uncertain 
nonlinear dynamic system [4]. The Takagi-Sugeno model (TS) has attracted the attention of many 
searchers. In fact, this model consists of if-then rules with fuzzy antecedent and mathematical 
functions in the consequent part [6]. The antecedent fuzzy sets divide the input space into a number of 
fuzzy regions, while the consequent functions describe the systems behaviour in these regions. The 
task of fuzzy model construction is to determine both the nonlinear parameters of the membership 
functions and linear parameters of the local models. Possibly, human expert are able to formulate their 
process knowledge in fuzzy rules. Unfortunately, this usually delivers only a rough idea of the plant 
behaviour, as humans cannot sense all the detail and might not be able to quantitatively express the 
observations. Therefore, heuristic approaches, like fuzzy clustering method is applied [1] which 
compute nonlinear dynamic fuzzy models from input-output measurement data, e.g., local linear 
model tree method (LOLIMOT), tree construction algorithm or neuro-fuzzy. There is a different 
algorithm to construct the fuzzy clusters such-as: the C-means algorithm, the Gath-Geva algorithm [3] 
and Gustafson-kessel [5] which will be used in our contribution. 

In our paper, we present a fuzzy identification method based on fuzzy clustering [1] who allows 
automatic generation of TS models. This approach has been applied to simulation model of MIMO 
nonlinear process [7].  

The paper is organized as follows: in section 2, the applied TS fuzzy model is presented. Section 3 
describes fuzzy identification a MIMO nonlinear system method based a fuzzy clustering. In section 4, 
we present the application example. Conclusions are given in section 5. 

 
2. Takagi-Sugeno fuzzy model of a MIMO process 

We consider a MIMO system with in  inputs andon outputs. This system will be approximated by a 
collection of coupled MISO discrete-time fuzzy models. The MISO models are input-output NARX 
(Nonlinear Auto regressive with exogenous input) defined by:  

0,...,2,1)),(()1( nlkxfky lll ==+       (1)  
With the regression vector represented by: 
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Here, k  denotes the discrete time, and yn  and un define the number of delayed outputs and inputs 

respectively. dn is the number of pure delays. yn  is 00 nn × matrix and un , dn  are inn ×0 matrices. The 

MISO models are estimated independently. 
Through this contribution, the unknown function (.)lf  is approximated by a TS fuzzy model which is 
charities by rule consequents that are linear function of the input variables [6]. The rule base comprises 

lM  rules of the form: 
theniskxandandiskxifR liplplili ΩΩ )(.....)(: 11  

llililili MiCkuBkyAky ,...,2,1,)()()1( =++=+        (3) 
Where lM is the number of rules in ith  model. Here liΩ  are the antecedent fuzzy sets of ith  rule,  

lA and lB are vectors of polynomials in 1−q e.g., 
nAl

nAllll qaqaaA −− +++= ....1
10 , nBl

nBlllol qbqbbB −− +++= ...1
1       (4) 

With lC is the offset. 
The MIMO TS rules are estimated from input-output system data [1]. 

When     ∑ ∑
= =
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o in

j

n
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ujyj nnp

1 1
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The output of TS model is computed: 
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Or 

∑
=

Φ⋅+=+
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1
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Where liΦ denote the normalized validity function such that 1)(
1

=⋅Φ∑
=

lM

i
li for all premise input )(⋅lx . 

This normalization is achieved by: 

∑
=

=Φ
lM

j
llj

lli
lililli

kx

kx
vkx

1

))((

))((
),),((

µ

µσ      (8)                                 

The membership functions liµ are chosen as Gaussian with centres liv and standard deviationliσ . 
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ljµ  is the degree of fulfilment of the rule j .once structure is fixed, the on  MISO parameters are 

estimated independently by fuzzy clustering [3]. 
 

3. Fuzzy identification 
The TS fuzzy model is suitable to model a large class of nonlinear systems [1] [6]. Fuzzy modelling 

and identification from measured data are effective tools for approximation of uncertain nonlinear 
systems. The identification of TS model is usually done two steps. In the first steps, off-line 
identification is to determine both the nonlinear parameters of the Gaussian )( lili andv σ membership 
function and linear parameters of the local models ),,( lilili CBA are determined by fuzzy clustering 
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algorithm [1]. In the second steps, on-line of fuzzy model the known, the linear parameters in the 
consequents are locally adapted by a recursive least-squares algorithm. 

 
 3.1 Off-line identification of the fuzzy model 

The previous section has showed how the consequent part of TS models can be identified by 
weighted least-squares method when the antecedent membership functions are given. In system 
identification, the Gustafson-Kessel algorithm is applied to identify TS model [3]. The available data 
samples are collected in matrixZ , formed by concatenating the regression matrix and the output 
vector. The clustering obtains the fuzzy partition of the Z data. The fuzzy partition is presented by the 

[ ]
nnclijl uU

×
= matrix where ]1,0[∈liju  element of the matrix represents the degree of membership of the 

observation in cluster nci,  andn are the number of clusters and data samples respectively. A 
prototype  matrix ],...,[ 1 lpilili vvV =  and set of clusters covariance matrices ],...,[ 1 liplili FFF = . Once triplet 

),,( lll FVU is determined the parameters of the rule’s premises )( lili andv σ and the consequents 
parameters ),,( lilili CBA are computed. For more detail see [1]. After, the antecedent membership 
functions from the cluster parameters are determined. The Gaussian functions are used to represent the 
fuzzy sets lijΩ : 

))
)(

(
2

1
exp())((

2

2

lij

lijlj
lilij

vx
kx

σ
−

−=Ω   (10)                                

The consequents parameters as ],,[ lililili CBA=θ in each rule are estimated separately by weighted least-
squares method by minimizing the following criterion [1]. 

[ ] [ ]lillli
T

lill yQy
Nli

θξθξθ −−1
min         (11)                   

When [ ]1ll x=ξ  is the regression matrix extended by a unitary column and liQ is a matrix containing 
the values of validity functions liΦ of the ith  local model for each data samples. The weighting matrix: 

( )),),((),...,,),1(( 11 lilililililili vNxvxdiagQ σσ ΦΦ=                       (12) 
by using the weighted least-squares solution of liθ given by: 

[ ] lli
T
llli

T
lli yQQ ξξξθ

1−
=                (13)   

                                                             
3.2 On-line adaptation of fuzzy model 

In the on-line phase the rule premise are kept fixed on only the rule consequents are adapted. The 
following recursive weighted least-squares (RWLS) algorithm with forgetting factor is utilized to 
estimate the parameters of each local linear model. For jth local linear model its computes a new 
parameters estimate )(kljθ in (14) at the time instant k as follows: 

( ))1()()()()1()( −−+−= kkkykkk lj
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[ ] ).1()()(
1

)( −−Ι= kPkkkP lj
T

lljlj ξδ
λ

       (16) 

                                                                  
λ  is a forgetting factor that implements forgetting of the old measurements and ( )⋅Φ lj  is weighting of 

actual data with the validity function value. ljP is a matrix of adaptation gain. 

4. A simulations examples 
Consider a MIMO system [17] having a polynomial nonlinearity described as: 

)()()()()( 11 ttZqBtyqA d ξ+= −−               (17)  

Where 1−q  is the back shift operator. 
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iid  is time delay between the input )(tui and the output )(tyi . ijd  is time delay between the input 

)(tu j and the output )(tyi . nn RtZRty ∈∈ )(,)( and nRt ∈)(ξ are respectively the output, nonlinear input 

and the disturbance vector. As in [8] the non-linearity is assumed to be represented as follows: 

)(...)()( 1
10 tuftufftZ ip

iipiiii
−+++=           (19)  

The MIMO system (17) can be decomposed into n  multi-input, single-output (MISO) systems. The 
fuzzy identification, decoupling and control will be conducted at the level of each subsystem. Thus, 
the computational load is reduced. 
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The multivariable system has tested in simulation represented by: 
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The identification procedure is carried out with random inputs )(1 ku  and )(2 ku  uniformly distributed 
in the interval[ ]11−  and three clusters for each output. Once the input-output data is available, we 
compute the matrix ( )FandVU ,  by Gustafson-Kessel algorithm then we determine the consequent 
parameters of each rule of TS fuzzy model are linear conclusions of system’s inputs. 
The Responses of the plant and identification model are shown in Figure 1 and 2. To valid the 
established model, we apply the input signal are square waves with period 15. 
These responses are obtained from local models computed by fuzzy clustering without adaptation of 
the consequent parameters is shows in Figure 3 and 4. It is noticed that the estimated outputs can’t 
follow the process’s output and the error resultant is rather big. To improve quality of the established 
fuzzy model, the parameters of the consequences of the rules are adapted by a recursive least squares 
algorithm with forgetting factor ( 99.0=λ ) according to (14). 
Figure.5 and 6 shows the responses of the plant and the identification model with adaptation. 
We define a function VAF which computes the percentile variance accounted for between two 
 Signals as follows:  











 −
−=

)var(

)var(
1%100
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yy
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y is the output of the process and my is the output of the model. The VAF of two equal signals is 
100%. If the signals differ, VAF is lower. Table 1 gives the VAF performance indices for the 
responses of the plant and the identification model in the identification phase, the validation phase 
without adaptation and in the validation phase with adaptation. We can see that the adapted fuzzy TS 
model is more accurate than a non-adapted fuzzy TS model.  
The rules are linear conclusions of system’s inputs, for example for the rulei : 
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Figure.7 and 8 shows the evolution of parameters of the output 1y  and 2y for three clusters.  
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Figure.1 comparison of the process output (solid line) 1y                                  Figure.2 comparison of the process output (solid line)2y  

with fuzzy model output (dashed dotted line) for identification.                        with fuzzy model output (dashed dotted line) for identification. 

 
Figure.3 comparison of the process output(dashed dotted line)  1y           Figure.4 comparison of the process output (dashed dotted line) 2y  

with fuzzy model output (solid line) for validation.                                     with fuzzy model output (solid line) for validation. 
 

 
Figure.5 comparison of the process output (dashed dotted line) 1y           Figure.6 comparison of the process output (dashed dotted line) 2y  

And the fuzzy model output (solid line) with parameters s                       And the fuzzy model output (solid line) with parameters s         
adaptation .                                                                                                                   adaptation. 

 
. 
 Identification Validation without 

adaptation 
Validation with adaptation 

VAF- 1y (%) 92.67 58.79 78.17 

VAF- 2y (%) 97.85 67.68 85.79 

Table.1 Comparison of the prediction accuracy of TS fuzzy model in three phases. 
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Rule 1 

 
Rule 2 

 
Rule 3 

Figure.7 Evolution of parameters of output )(1 ty  

 

 
Rule 1 

 
Rule 2 

 

 
Rule 3 

 

Figure.8 Evolution of parameters of output )(2 ty  

5. Conclusions 
In this paper, we are interesting on the identification of MIMO TS fuzzy models. The local models 

and the antecedent part of the fuzzy model are determined by fuzzy clustering. Fuzzy modelling and 
on-line adaptation of the fuzzy model have been successful applied to obtain compact and accurate 
models for MIMO processes. This approach is demonstrated by means of the identification of MIMO 
systems having input nonlinearities and able to describe the process in large operating points to be use 
in schema of adaptive control this will be the object of our forth coming work. 
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Adaptive control of a class of nonlinear 

systems based on Takagi-Sugeno fuzzy model 
 

 
I. Lagrat, H. Ouakka, and I. Boumhidi 

 

 
 

Abstract—This paper presents an adaptive control for 

a class of nonlinear systems. The nonlinear system is 

represented by compact Takagi-Sugeno fuzzy models. 

Thus, this approximation permits to convert a nonlinear 

problem into a linear one. Hence, a method of designing 

a controller based some conventional adaptive control 

technique. The validity and the performance of the 

proposed control algorithm are tested on the chaotic 

Henon model. 

 
Index Terms—Fuzzy logic, Takagi-Sugeno model, 

Adaptive control, Nonlinear system.  
 
 

I. INTRODUCTION 

he control of nonlinear systems has been an 

important research topic and many approaches 

have been proposed [1], the identification of nonlinear 

processes is an important and challenging problem. 
Recently, the Takagi-Sugeno model (T-S) fuzzy 

approach [4], [8] has been used to model nonlinear 

systems.  

In fact, this model consists of if-then rules with 

fuzzy antecedent and mathematical functions in the 

consequent part [3]. The antecedent fuzzy sets divide 

the input space into a number of fuzzy regions, while 

the consequent functions describe the systems 

behaviour in these regions. Using this technique, the 

dynamic of nonlinear system is easily obtained by 

linearization near different operation points by input-
output identification around these points. Once these 

linear models obtained, local linear controller can be 

designed, the overall controller would be a fuzzy 

blending of these controller.  

 

 

 
 I. Lagrat Laboratoire d’Electronique, Signaux-Systémes et 

d’Informatique. Faculté Des Sciences Dhar El Mehraz, B P 1796 

Atlas 30000 FeZ .MOROC. i.lagrat@caramail.com. 

H. Ouakka Laboratoire d’Electronique, Signaux-Systémes et 

d’Informatique. Faculté Des Sciences Dhar El Mehraz, B P 1796 

Atlas 30000 Fez .MOROC. 

I.  Boumhidi Laboratoire d’Electronique, Signaux-Systémes  et 

d’Informatique. Faculté Des Sciences Dhar El Mehraz,  B P 1796 

Atlas 30000 Fez .MOROC. 

 

 

 

 

This contribution deals with nonlinear adaptive 

controllers based on local linear fuzzy models. 

Nonlinear dynamic systems are described by means of 

T-S fuzzy models. The output of these fuzzy systems 

is calculated as an interpolation of locally valid linear 

models. On the one hand, this allows a linguistic 

interpolation of the fuzzy rules. On the other hand, 

classical linear control concepts can be applied to the 

local linear models [4]. The process information from 
the fuzzy models can be utilised by a great variety of 

control methologies [2], [5]. 

The paper is organized as follows: section II 

formulates the T-S fuzzy model of a class of nonlinear 

systems, and section III presents the fuzzy adaptive 

control design. In section IV, simulation results are 

given of Henon chaos model. 

 

II. T-S FUZZY MODEL OF NONLINEAR SYSTEM 

 

We consider a class of nonlinear systems defined 

by:     ))(()1( txfty  (1)  

With the regression vector represented by: 

 )(,),(),(,),()( ntutuntytytx    (2) 

Here, t  denotes the discrete time, and n define the 

number of delayed output. Through this contribution, 

the unknown function (.)f  is approximated by a T-S 

fuzzy model which is charities by rule consequents 

that are linear function of the input variables [3]. The 

rule base comprises m  rules of the form: 
i
ss

ii FxFxR  is  and   is  if: 11  

)()()()()1(
 
Then

11 ntubtubntyatyaty iniini  
 

mi ,...,2,1                                                           (3) 

Where 
iR denotes the ith  fuzzy inference rule, 

m is the number of inference rules, ),2,1( sjF i
j   

are fuzzy sets, )(tu  is the system input variable, )(ty  

is the system output, ,,,,,, 11 iniini bbaa  are 

coefficient of the ith  subsystem, and 

 sxxtx ,,)( 1   are some measurable system 

variables. Let ))(( txi  be the normalized 

T 
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membership function of the inferred fuzzy set iF ,    
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The output of T-S fuzzy model is computed: 

 

 




m

i
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1
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(4) 

III. FUZZY ADAPTIVE CONTROL DESIGN 

 

In this section, the objective of the fuzzy adaptive 

control under consideration is to find an adaptive 

control law such that output of the nonlinear system, 

with unknown parameters can track a given bounded 

reference signal with guaranteed stability.  

We define 

 Tiiiiii ntutuntytyt  )()1()()1()1(    

 Tiiniinii cbbaa  11

 TT
m

TT tttt )1()1()1()1( 21     

 TT
m

TT  21  

 The system described by (4) can also be rewritten 
as: 

)1()(  tty T                                                        (5) 

This is a regression form, with   being a system 

parameter vector and   a regression vector. It should 

be noted that the system (5) is in general nonlinear but 

it is linear with respect to its unknown parameter 

vectors. Based on parameterization (5), the 

identification algorithm giving estimates )(ˆ t  of )(t  

can be obtained using the normalized least-squares 

algorithm [6].  
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)(t  is a normalizing signal. 

We will employ the certainty equivalence principle 

to design the adaptive controller [5]. In doing so, we 
first consider the control design for the case where the 

parameters of the system model are known a priori. 

Consider the following local control law: 
i
ss

ii FxFxR  is  and   is  if: 11  
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mi ,...,2,1                                                          (7) 
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The global control law can then be obtained as: 
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and  ik  are coefficients of a stable polynomial 

defined by:  

nn
nn kzkzkzz  


1
1

1)(   

This specifies the desired output tracking error 

dynamics. 
Substituting the control law (8) into the system model 

(4) leads to the following closed-loop system: 

0)1()()1( 1  ntektekte n                    (9) 

This, in turn, can guarantee the tracking error to 

approach zero as time goes to infinity. 

Based on the certainty equivalence principle, we now 

choose the following local adaptive control law: 
i
ss
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The global control law can then be obtained as: 
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Remark1. In order to guarantee the non-singularity of 

the control law 0ˆ ib has to be ensured. There are a 

number of methods that can be used to achieve this in 

adaptive control systems design, such as the projection 

method proposed in [7]. 

Next, substituting the control law (11) into the fuzzy 

dynamic model (4) leads the following closed-loop 

system: 
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By defining 

  T
e tententetx )()2()1()(                (13) 
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The above closed-loop system can be expressed in 

state-space form, as: 
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Theorem1. For the fuzzy system (4), if the adaptive 

control law (11) is used, then the resulting closed-loop 

system is stable in sense that all the signals are 

bounded. Furthermore, the output tracking error will 

approach zeros as time goes to infinity. 

 

 

IV. SIMULATION RESULTS 

 

This section presents a simulation example to 

shown an application of the proposed adaptive control 

algorithm and its satisfactory performance. The 

dynamic equation of Henon model [5] is given by: 

)1(4.1)2(3.0)1()( 2  tutytyty          (15) 

With the following two membership functions [5]: 

)
)1(

1(5.0))1(();
)1(

1(5.0))1(( 21
d

ty
ty

d

ty
ty





   

(16) 

Where 7.0d  is a constant, large enough to cover the 

range of the output, the Henon model can be 

expressed as: 

Rule 1: if )1( ty is 1  then  

4.1)1()2(3.0)1()(  tutytdyty  

Rule 2: if )1( ty is 2  then  

4.1)1()2(3.0)1()(  tutytdyty  

The initial position    Tyy 10)1()0(   

 The initial parameter is chosen to be 

 Tdd 4.1114.111)0(ˆ   

The response of the non-adaptive control system is 

shown in Fig.1, where a worse performance of 

regulation is observed but a good is obtained in Fig.2, 
with the adaptive control law proposed. 
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Fig.1. Responses with non adaptive control. 
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Fig.2. Responses with adaptive control. 
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V. CONCLUSIONS 

 

In this paper has presented an adaptive control for a 

class of nonlinear systems. Firstly, the system 
nonlinear is represented by T-S fuzzy model. This 

approximation permits to convert a nonlinear problem 

into a linear one. A design a local linear adaptive 

controller in each local region, using the normalized 

least-squares algorithm. Then reassemble a global 

adaptive controller over the entire domain, that the 

stability of the closed-loop is guaranteed. The 

simulation result demonstrates the performance of the 

proposed control strategy. 
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Abstract: - In this paper, stable direct and indirect decentralized adaptive fuzzy controls are proposed for a 
class of large-scale nonlinear systems with the strong interconnected. The feedback and adaptive 
mechanisms for each subsystem depend only upon local measurements to provide asymptotic tracking of a 
reference trajectory. In both approaches, the proposed controllers are used to approximate the unknown 
subsystems. In addition, each subsystem is able to adaptively compensate for interconnections without 
known bounds. Simulation results are given to illustrate the tracking performance of the proposed methods. 
 
 
Keywords: Decentralized Control, Fuzzy Controller, Interconnected Nonlinear System. 
 
1 Introduction 
Decentralized adaptive control systems often arise 
from various complex situations where there exist 
physical limitations on information exchange among 
several systems for which there is insufficient 
capability to have a single control controller, and 
due to the physical configuration and high 
dimensionality of interconnected systems a 
centralized control is neither economically feasible 
nor even necessary. Therefore, the decentralized 
scheme is preferred in control design of large-scale 
interconnected system [1], [2], [9]. To control a 
large-scale system, one essential problem is how to 
handle the interactions among different systems. 
Intensive research has been devoted to the observer 
design for large-scale systems. Uncertainties in a 
large-scale system require the adaptive decentralized 
technique, for which many decentralized adaptive 
schemes have been developed, including the model 
reference adaptive control [1],[4], and nonlinear 
control with a special class of interconnections [7]. 
These approaches focus on stabilisation, where the 
dynamics of subsystems are assumed to be known or 
to be linear with a set of unknown parameters. 
However, in practice, large-scale systems may 
contain significant uncertainties, and/or with 
unknown parameters in nonlinear forms and 
unknown structures. 
     Fuzzy logic control as one of the most useful 
approaches for utilizing expert knowledge, has been 
an active field of research the past decade [8],[11]. 
Fuzzy logic control is generally applicable to plants  
 

 
that are mathematically poorly modelled and where 
experienced operators are available for providing 
qualitative guidance. The most important advantage 
of fuzzy-logic-control schemes lies in the fact that the 
developed controllers can deal with increasingly 
complex systems and controllers without precise 
knowledge of the model structure of the underlying 
system dynamic. Recently there have been significant 
research efforts on these issues in fuzzy control 
system [8],[11],[12] but these approaches work only 
for large-scale systems with a known or linear 
dynamics with a set of unknown parameters and 
bounds interconnections. In practice, however, not all 
states are usually available. 
     This paper presents two approaches which can 
easily tackle the output tracking control problem of a 
class of large-scale nonlinear system with unknown 
interconnections bounds. A direct adaptive approach 
approximates unknown control laws required to 
stabilize each subsystem, while an indirect adaptive is 
provided which identifies the isolated subsystem 
dynamics to produce a stabilizing controller. Both 
approaches ensure asymptotic tracking using only 
local measurement. 
     The organization of this paper is as follows: 
section 2 describes the problem under investigation; 
section 3, the direct adaptive decentralized control; 
while in section 4, we introduce the indirect 
approach. Experimental results are then used to 
demonstrate the effectiveness of the proposed 
approaches is presented in section 5, with a 
conclusion given in section 6. 

WSEAS TRANSACTIONS on SYSTEMS and CONTROL
Manuscript received Jun 8, 2007; revised Sep. 18, 2007 

A.Errahmani, H.Ouakka, M.Benyakhlef and I.Boumhidi

ISSN: 1991-8763 411 Issue 8, Volume 2, August 2007



 

2 Problem Formulation  
Consider a class of nonlinear interconnected SISO 
subsystems iS  ),...,2,1( Ni = described as follows: 
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xuxgxfx
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&

 (1) 

where TT
N

TT xxxx ],...,,[ 21= in
ix ℜ∈ , ,  is the global 

state vector, ℜ∈)(tui  is the control signal input and 
ℜ∈iy  is the output of the plant for the subsystem 

iS . The functions (.)if and (.)ig  are unknown and 
nonlinear, and ℜ∈∆ )(xi ,  are interconnection 
among subsystemsunknown ( Ni ,...,2,1= ). 
     The tracking error for iS  is defined by 

iiri yye −=0 . Our objective is to design an adaptive 
control for each subsystem which will cause the 
output iy  to track a desired output trajectory iry  

)0.,,( 0 →ieei in the presence of the strong 
interconnections using only local measurements. 
 
Assumption 1: Let the scalars ijq  quantify the 
strength of the interconnections and the output 
vector for the thi subsystem be defined by 

Td
iiii ieee ]...,  ,e  ,[ )1(
000

−= &  ; it is assumed that the 
interconnections satisfy:  

∑
=

≤∆
N

j
jiji ex

1
2 q    )(      (2) 

where 2 .   is the Euclidean vector norm. This 
assumption on the interconnections can be satisfied 
by a variety of decentralized nonlinear systems. For 
instance, in [10] it is shown to be satisfied for an 
intervehicle spacing regulation problem in a platoon 
of an automated highway system. 
Subsystem (1) can be expressed as:  

)]()()([0

.

xuxgxfb iiiiiiiiii ∆+++Λ= ςς  (3) 
where  
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and  
T

diiii i
],...,,[ ,2,1, ςςςς =  ,   ii y=1,ς , ii y&=2,ς , …, 

)1(
,

−= i
i

d
idi yς  

Assume that the given reference iry is bounded and 
have up to 1−id  bounded derivatives. The reference 

vector is denoted as Td
iriririr iyyyyY ]  ,...,,,[ )1(

ir
−= &&& . 

Define the tracking error of the thi subsystem as 

iiri yye −=0 . Then the error vector of the thi  

subsystem is given by Td
iiii ieee ]...,  ,e  ,[ )1(
000

−= & . 

It is desired that the output error of the thi subsystem 
follow  0... 00,

)1(
01,

)( =+++ −
− ii

d
idi

d
i ekeke i

i
i , here 

the coefficients are picked so that each: 

0,
1

1, ... i
id

iidi
id

i kkL +++= −
−

∧

ςς     (5) 
has its roots in the open left-half complex plane (in 
Hurwitz). 
If the subsystem iS  is well known ) 0)(( ≠ii xg and 
free of external disturbances; )0),...,,(( 21 =∆ Ni xxx ,  
then the primary control should be designed to have 
the following idealized control law: 

))((
  )(g 

1 )(

ii

* id
iri

T
iiii yeKxf

x
u ++−=   (6) 

In spite of the primary control (6) which 
mathematically cancels the given system and then 
places it  in a stabilizing part, so as to guarantee 

0lim =
∞→

i
t

e , it is clear that, in practice, an exact 

cancellation of the given system nonlinearity is 
theoretically unrealizable and physically impossible. 
Thus, in this study, the direct adaptive approach 
implements an adaptive fuzzy system to approximate 
the idealized control action, and with the indirect 
approach we approximate the unknown dynamics for 
each subsystem (   )( ii xf and  )( ii xg ). 
 
 
3 Direct adaptive fuzzy decentralized 
control 
In this section, a direct adaptive output-feedback 
fuzzy decentralized controller is designed, with 
guaranteed stability of the integrated closed loop 
system.  
Assume that in subsystem (1) 0)( ≠ii xg . The direct 
adaptive controller is designed as: 

))()((),( 1
ihii

T
iiiiiiii ubpetaxgxuu ++= −θ  (7) 

where )(),( ii
T
iiii xxu ϕθθ = , Tm

iiii
i ],...,,[ 21 θθθθ = are 

parameter vectors and T
miiii i

],...,,[(.) ,2,1, ϕϕϕϕ =  is a 

regressive vector with regressor l
iϕ  ( iml ≤≤1 , 

where im is the number of rules), which is defined as 

a fuzzy basis function [5]. The term ii
T
ii bpeta )(  is 

used to compensate unknown effects from the 
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interconnections ( ii xdd
ip ℜ∈ is a positive definite 

matrix defined by a Lyapunov matrix equation and 
id

ib ℜ∈  is a vector), and ihu .is auxiliary control 
compensation. 
Substituting (7) to (1), and adding *)( iii uxg  and then 

subtracting *)( iii uxg  on the right-hand side of (1), 
we obtain, 

)(

)()),()((
)(

*)(

xyeKu

bpetauxuxgy

i
id

iri
T
iih

ii
T
iiiiiiii

id
i

∆++++

+−= θ
 (8) 

The error dynamics for the thi  subsystem may be 
expressed as: 
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  (9) 

Define the optimal parameter vectors and fuzzy 
approximation error as:  













−=
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),( supminarg **
iiiiin

ixii
i xuu θθ

θ
  (10) 

where { }ii
T
iii M≤=Ω θθθ /  is the convex compact 

set which contains feasible parameter sets for *
iθ . 

Define the parameter error as iii θθ −=Φ * . 
In the analysis to follow, we will use the fact that 

iii
T
iiiii wxxuu −Φ=− )(),(* ϕθ  where 

T
miiii i

]~,...,~,~[ ,2,1, ΦΦΦ=Φ are parameter vectors, 
T

miiiii i
x ],...,,[)( ,2,1, ϕϕϕϕ =  are defined above 

which is defined as a fuzzy basis function [5]. 
The dynamics equations of the thi subsystem can be 
written as: 

)]()(
)()()([

xubpeta
wxxxgbee

iihii
T
ii

iiiii
T
iiiiiii

∆−−−

+Φ+Λ= βϕ&
 (11) 

and iw  represent the fuzzy approximation error of 

the thi subsystem. 
 
Assumption 2:  We assume that, there exists a 
function 0)( >Τ iw x

i
such that: 

Nixwx iiwiii ≤≤∀Τ< 1   )()(β            (12) 
The direct adaptive fuzzy decentralized control that 
we have proposed in (7) can be classified as: 

[.]Pr ojii ηθ =&      (13) 
where [.]Pr oj is the projection operator [5] 

)()( ii
T
iiwih bpesignxTu

i
=    (14) 

2)( ii
T
iai bpea

i
η=&     (15) 

where 0>iη , and 0>
iaη  are fixed adaptive gains. 

Theorem 1:  
Consider the nonlinear subsystem (1), suppose that 
assumptions 1-2 are satisfied.  If there exists a matrix 

0>= T
ii pp  satisfying the Lyapunov 

equation: 0=+Λ+Λ iiii
T
i Qpp  where 0>= T

ii QQ . 
The adaptive fuzzy decentralized controller law is 
chosen as (7) with parameter adaptation law (13)-
(15). Then the proposed fuzzy decentralized control 
scheme can guarantee that (i) all the variables of the 
closed-loop system are bounded and (ii) performance 
tracking is achieved.   
 
Proof: consider the following Lyapunov function for 
the thi subsystem: 

ii
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a
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T
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where iii θθ −=Φ * , *
iia a

i
τ−=Φ  , *

iτ  well be 

defined shortly , and each ii xdd
iip ℜ∈ is a positive 

definite and symmetric matrix. 
Taking the time derivative of iv , yields 
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Substituting (11) into (17), applying (12)-(14) and 
choosing ii

T
ii bpet =)(ζ  yields 
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so that if each 0* >iτ , we simply obtain 
2

*
))((1 xeQev i

i
ii

T
ii ∆+−≤

τ
&     (19) 

Now consider the composite system Lyapunov 

candidate ∑
=

=
N

i
iivV

1
ε where each 0>iε , yields 
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Since i
T

j
N

j
ij eq χψ=∑

=
21

, where 

T
Neee ],...,,[ 22221=ψ and 
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T
iNiii qqq ],...,,[ 21=χ , let iλ  the real part of the 

eigenvalue of iQ , (20) may be written as 
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Define ],...,,[ **
2
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NK τττ= . Let Nii ,...,2,1.** == ττ  

for some *0 τ< . Define  
{ }NNdiagD λελελε ,...,, 2211= and 
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χχε so that ψψ AV T−≤& , where 

MDA
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−= . Then for some sufficiently large 

0* >τ the matrix A  is positive definite. The 
diagonal dominance property may be established 
using Gershgorin’s Theorem [3]. Now define 

NTK ℜ∈= ],...,,[ **** τττ  as  











 −=

=
<

ℜ∈

  

*
**

*0

*

*

                   

 1:
minarg

definitepositive

isMDAKK
K

T

NK
τ

τ

 (22) 

There exists sufficiently large *τ such that A , 
defined by (22), is positive definite, which implies 
that ∞∈ lV , and thus ∞∈ l2ψ . Also  

∫ ∫
∞ ∞

+−≤
0 0

constdtVdtAT &ψψ     (23) 

so that 22 l∈ψ . Since all of the signals are well 

defined, we also have id
ie ∞∈ l& so that 

∞∈≤= l& 222 // iii
T
ii eeeeedtd . Using 

Barbalat’s Lemma, we thus establish that 
0lim 2 =∞→ ψt , thus we are guaranteed 

asymptotically stable tracking for each of the 
subsystems. 
 
 
4 Indirect adaptive fuzzy decentralized 
control 
In this section, it is assumed that the function )( ii xf  
and )( ii xg are unknown. Take a universal fuzzy 

system )/(ˆ
iii xf θ with 

ixi Ux ∈ for some compact 
set 

ixU  to approximate the uncertain term 

)( ii xf where iθ  contains the tunable parameters. 
Here the linearly parameterized fuzzy model [8] is 
employed in the approximation procedure. Then we 
replace )( ii xf  and )( ii xg by the fuzzy system 

)/(ˆ
1iii xf θ and )/(ˆ 2iii xg θ  respectively, with 

singleton fuzzifier, center average defuzzifier, and 

product inference. The fuzzy system )/(ˆ
1iii xf θ  and 

)/(ˆ 2iii xg θ  can be expressed as:    
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where ii mm
ikikikik ℜ∈= ],...,,[ 21 θθθθ  is a parameter 

vector )2,1( =k  and 
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regressive vector with the regressor )( i
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where (.)
,
l

jiFµ  is the membership functions for 

iml ≤≤1  ( im is the number of rules ) and inj ≤≤1  
in this paper,  we present the decentralized adaptive 
fuzzy controller defined as  
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where fiu  is the fuzzy controller, introduced to 
perform the main control action, which is given by 
synthesizing fuzzy control rules from human experts 
and/or by trial and error designing tools. 
The decentralized fuzzy controller ifu is constructed 

from the following ki

d

k

i

,
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=
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id1id1
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where kin ,  define the number of fuzzy sets kl
kiA , in 

kiU , ( kik nl ,1 ≤≤  and idk ≤≤1 ) such that for any 

kiki Ue ,, ∈ , there exists a fuzzy set jl
jiA ,  so that the 

memberships function 0)( ,
,

≠kiA
ejl

ji
µ . The centres of 

these fuzzy sets are adapted by the proposed low 
which will be defined below.   
According to the universal approximation theorem 
[6], there exist optimal approximation parameters 

*
1iθ and *

2iθ  such that )/(ˆ *
1iii xf θ  and )/(ˆ *

2iii xg θ can, 
respectively, approximate )( ii xf  and )( ii xg as best 
as possible. Define the optimal parameter vectors and 
fuzzy approximation errors 
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where 1iΩ  and 2iΩ  are the convex compact sets, 

which contain feasible parameter sets for *
1iθ  and 

*
2iθ  respectively, and  
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define  
)/(ˆ)()( *

1iiiiiii xfxfxf θ−=∆  
and    

)/(ˆ)()( *
2iiiiiii xgxgxg θ−=∆      (30) 

which denote the minimum approximation errors. 
Throughout this section we need the following 
assumption: 
 
Assumption 3: there exists a positive function 

)(0 iw xM i< such that  

)()()( iwiiiii xMuxgxf
i

≤∆+∆  Ni ≤≤∀ 1    (31) 
Substituting (26.) to (1), the tracking error dynamic 
equation can be written as 
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from  (24) and (30), (31) can be written as 

)](2/)(

)()()(

)([

2

1

xubpeta

xgxfux

xbee

iihii
T
ii

iiiiii
T
i

ii
T
iiiii

∆−−−

∆+∆+Φ

+Φ+Λ=

ϕ

ϕ&

      (34) 

where the parameter error vectors are defined as 

2
*
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The following update laws are now defined for the 
decentralized indirect adaptive controller:  
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where 21, ii ηη and iaη are fixed adaptive gains. The 

parameters update low for the isolated system 
identifier (35)-(36) are used to estimate the dynamics 
of the subsystem under control. The update law (37) 
is designed to compensate for the effects of the 
representation error, where (38) is used to stabilize 
the subsystem by estimating the effects of the 
interconnections. The vector 
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iσ is positive constant.  

 
Theorem 2:  
Consider the nonlinear subsystem (1), with the 
assumptions 1 and 3 are satisfied. If there exists a 
matrix 0>= T

ii pp  satisfying the Lyapunov equation: 

0=+Λ+Λ iiii
T
i Qpp  where 0>= T

ii QQ . Then the 
proposed control(26) with adaptation laws (35-38) 
will ensure that, for Ni ,...,2,1= . (i) all the variables 
of the closed-loop system are bounded and (ii) 
performance tracking is achieved. 
 
Proof: take the error dynamic equation (34), and 
consider the Lyapunov function candidate 
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where 2
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iia a
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*
iτ  well be defined shortly , and each iixdd

iiP ℜ∈ is a 
positive definite and symmetric matrix. 
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The time derivative of iv  along the error trajectory 
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Substituting (34) into (42) and choosing 
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Applying parameters adaptation laws (35)-(38), 
yields 
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now consider the composite system Lyapunov 

candidate ∑
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the derivate of V  gives  
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where iλ  is the real part of the eigenvalue of iQ . 
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−= . Then for some sufficiently 

large 0* >τ , the matrix A is positive define. The 
remainder of the theorem (2) follows as for the 
direct adaptive case. 
 
 
5 Simulation results 
a double-inverted pendulum connected by a spring 
can be considered as the simplified example of the 
large-scale system. Each pendulum may be 
positioned by a torque input iu applied by a 

servomotor at its base. It is assumed that both iφ and 

iφ& (angular position and rate) are available to the 
thi controller for 2,1=i .Fig.1.  

 

 
Fig.1. Two inverted pendulums connected by a 
spring. 
Consider a double-inverted pendulum model [10]. 
The equations which describe the motion of the 
pendulums are defined by 
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where 111 φ=x  and 221 φ=x  are the angular 
displacements of the pendulums from vertical. The 
parameters kgm 21 =  and  kgm 5.22 =  are the 
pendulum end masses, kgj 5.01 =  and kgj 625.02 =  
are the moments of inertia, the constant of connecting 
spring is mNk /100= , the pendulum height is 
r=0.5m, the natural length of the spring is ml 5.0=  
and the gravitational acceleration is 2/81.9 smg = . 
The distance between the pendulum hinges is defined 
as mb 4.0= (with lb <  in this example, so that the 
pendulum links repels each other when both are in the 
upright position (Fig 1). 
In (45) and (47)  
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the motion equations fit the format of system (1). 
Here we will attempt to drive the angular positions 
to zero, so that iie φ−=  (i.e., 021 == rr yy ) for 

2,1=i  
To construct the fuzzy approximators ),( iii xu θ in 

(9) and )/(ˆ 1iiij x θα , )/(ˆ 2iiij x θβ  in (24), we define 
three fuzzy sets for component of each 
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Defining 25 fuzzy rules, in the following linguistic 
description: 
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we can construct the fuzzy system (7) and (24) 
respectively, as follows: we choose 

001.0  ,01.0 ==
iai ηη  and 
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iaii , 

)10,10(diagQi = ,  and each iΛ  so that 

44)( 2 ++=
∧

ςςςL   has roots at )2,2( −− . 

Choose the initial conditions to be the same for both 
direct and indirect approaches in the simulations: 

TTxxxx )1,1,1,1(),,,( 22211211 = ), 12521 0 xii ==θθ and  
] 1750502500250507501[  . . .  . -. -. --i =Γ . For the direct 

approach, the simulation results are shown in Fig 2. 
The simulation results are given in Fig.3 
Both direct and indirect fuzzy decentralized 
controllers achieve good performance, as can be seen 
from the simulation results. 
 

 
Fig. 2, Control of the pendulums using the 
proposed direct adaptive decentralized technique. 

 
Fig. 3, Control of the pendulums using the proposed 
indirect adaptive decentralized technique.

 
 
Conclusion 
In the course of this paper, we have presented an 
adaptive output-feedback fuzzy decentralized 
control for a class of large-scale nonlinear  
 

 
 
 
systems. In both, direct and indirect adaptive 
proposed design methods, fuzzy logic systems are 
used to estimate the part the decentralized adaptive 
fuzzy controller and unknown nonlinear dynamics 
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without knowing bounds of interconnections. 
Furthermore, the stability of nonlinear 
interconnected systems is also guaranteed and 
ensures asymptotic tracking using only local 
measurement. The proposed approaches are 
simple without complex algorithms. Simulations 
have shown that the proposed controls 
methodology is effective, with guaranteed 
stability and satisfying performance. 
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Abstract: This paper presents a fuzzy adaptive control of a class
of MISO nonlinear systems. The dynamic behaviour of each MISO
systems is composed of a nonlinear term, interactions effect between
the inputs, and disturbances. In these circumstances, adaptive con-
trol becomes very difficult to implement and not always an evident
task. Thus, the MISO system is approximated by the Takagi-Sugeno
fuzzy model. The advantage of this approximation is beneficial in
the sense that it allows for converting the nonlinear problem into a
linear one. In this respect, the coupling, nonlinearity and unmod-
eled dynamics are easily compensated. The identification and the
control are conducted at the level of each local linear model based
on fuzzy approach. The computational load and the complexity of
nonlinear approach are reduced and permit wide applicability. The
validity and the performance are tested numerically.

Keywords: MISO systems, identification, fuzzy clustering,
Takagi-Sugeno fuzzy model, adaptive control, nonlinear system.

1. Introduction

Identification of nonlinear multi-variable processes is an important and chal-
lenging problem. For nonlinear static and dynamic systems, the conventional
techniques of modelling and identification are difficult to implement and some-
times impracticable. However, other techniques, based on fuzzy logic system,
can be used for modelling of the complex nonlinear processes (Chen, Chen,
1994). Fuzzy modelling and identification from the input-output process data
is shown to be effective for the approximation of nonlinear uncertain dynamic
system (Johancen, Foss, 1993). The Takagi-Sugeno model has attracted the
attention of many researchers. Accordingly, the most important issue for fuzzy
logic system is how to obtain a system design with the guarantee of stability

∗Submitted: February 2006; Accepted: March 2008
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and control performance (Tanaka, Wang, 2001). In fact, this model is based
on if-then rules, which are characterized by fuzzy antecedent and mathemati-
cal functions in the consequent part (Takagi, Sugeno, 1985). The antecedent
fuzzy sets divide the input space into a number of fuzzy regions, while the con-
sequent function describes the system behaviour in these regions. The task of
fuzzy model construction is to determine both the nonlinear parameters of the
membership functions and the linear parameters of the local models (Johancen,
Foss, 1993). The human expert, in this regard, is able to formulate the process
knowledge in terms of the fuzzy rules. Unfortunately, this can not provide a
clear idea of the plant behaviour, because the human expert cannot come up
with all the details and might not be able to quantitatively express the observa-
tions. However, heuristic approaches, like fuzzy clustering, are applied (Nelles,
Fink, Isermann, 2000) to obtain the fuzzy model of nonlinear dynamic using
input-output measurement data, e.g., the local linear model tree method and
tree construction algorithm (Sugeno, Kang, 1987), or the neuro-fuzzy inference
system (Jang, 1993). There are different algorithms that construct fuzzy clus-
ters, such as the c-means algorithm (Bezdek, 1981), the Gath-Geva algorithm
(Gath, Geva, 1989), and ultimately the Gustafson-Kessel algorithm (Gustafson,
Kessel, 1979), which is the subject of this paper.

The paper presents a fuzzy adaptive control of a class of MISO systems.
Each MISO nonlinear system is coupled in the inputs. The considered system is
transformed by Takagi-Sugeno approach and fuzzy clustering into linear models
(Takagi, Sugeno, 1985). In this transformation, the parameters of the Gaussian
membership function and the local linear model are easily obtained. Moreover,
the time-variant behaviour of the plant, which is caused by disturbances or
aging of components, should be considered in the system model. Therefore, on-
line adaptation of the fuzzy models is required. The local linear parameters of
each model in the rule consequents of Takagi-Sugeno fuzzy models are updated
by a local recursive weighted least-squares algorithm with a forgetting factor
(Trabelsi et al., 2004). The proposed control law is derived from Feng and Chen
(2005), and is designed to compensate for the interactions between the inputs.
The identification and the control are obtained, independently, for each local
model. This strategy reduces the computational burden of the global approach.

The paper is organized as follows: Section 2 contains the presentation of the
Takagi-Sugeno fuzzy model. Section 3 describes fuzzy identification of MISO
nonlinear system. Section 4 presents the adaptive control law designs. In Sec-
tion 5, we present a numerical example.

2. Takagi-Sugeno fuzzy model of a MISO process

Consider a class of MISO nonlinear system represented as follows:

y(k + 1) =f(y(k), . . . , y(k − na + 1), u1(k), . . . , u1(k − nb + 1), u2(k), . . . ,

u2(k − nb + 1), . . . , unu(k), . . . , unu(k − nb + 1), η(k)) (1)
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where f represents the unknown nonlinear function and η(k) are the distur-
bances. We assume that the upper bound of the orders na and nb are known
and equal to n, and then:

y(k + 1) =f(y(k), . . . , y(k − n + 1), u1(k), . . . , u1(k − n + 1), u2(k), . . . ,

u2(k − n + 1), . . . , unu(k), . . . , unu(k − n + 1), η(k))

We define the regression vector φ(k):

φ(k) =[y(k), . . . , y(k − n + 1), u1(k), . . . , u1(k − n + 1), u2(k), . . . ,

u2(k − n + 1), . . . , unu(k − n + 1), . . . , unu(k − n + 1), η(k)] (2)

Then, equation (1) can be written as:

y(k + 1) = f(φ(k)). (3)

The function f(φ(k)) is approximated by Takagi-Sugeno fuzzy models, which are
characterized by the linear function rule consequents as in Takagi and Sugeno
(1985). The Takagi-Sugeno MISO rules are estimated from the system input-
output data (Babuska, 1998). The base rule contains M rules of the following
form:

Rj : if y(k) is Ωj1 and unu(k − n + 1) is Ωjnu then

yj(k + 1) =

n
∑

r=1

ajryj(k − r + 1) +

n
∑

r=1

bjru(k − r + 1)

+

nu
∑

l=1

n
∑

r=1

bjlrul(k − r + 1) + cj j = 1, 2, . . . , M. (4)

The number M of rules is determined by testing many values according to the
error criterion as given in Trabelsi et al. (2004). The antecedent fuzzy sets Ωji

are defined on the universe of discourse of input i; cj is the offset and the linear
parameters θj in the rule consequents are given by:

θj = [ aj1, . . . , ajn, bj1, . . . , bjn, . . . , bjnu1, . . . , bjnu n, cj]. (5)

The membership function is chosen as Gaussian with centre vj and standard
deviation σj .

We take the product as the AND operator. The output of the fuzzy system
with M rules is aggregated as:

y(k + 1) =

M
∑

j=1

µj(φ(k)) · yj(k + 1)

M
∑

j=1

µj(φ(k))

(6)
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or:

y(k + 1) =

M
∑

j=1

yj(k + 1) · Φj(φ(k), vj , σj) (7)

where Φj(φ(k), vj , σj) denotes the normalized validity function such that
M
∑

j=1

Φj(φ(k), vj , σj) = 1 for all the premise inputs φ(k).

This normalization is achieved by:

Φj(φ(k), vj , σj) =
µj(φ(k))

M
∑

j=1

µj(φ(k))

(8)

with µj being the degree of fulfillment of the rule j:

µj(φ(k)) = exp(−
1

2
(
(y(k) − vj1)

2

σ2
j1

))···exp(−
1

2
(
(unu(k − n + 1) − vjunu

)2

σ2
junu

)). (9)

Once the structure is fixed, the MISO parameters are estimated independently
by fuzzy clustering (Babuska, Verbruggen, 1995).

3. Fuzzy identification

Generally, the approximation by a Takagi-Sugeno fuzzy model enables wide
applicability in identification, modelling and control (Babuska, 1998; Takagi,
Sugeno, 1985). In fact, fuzzy clustering facilitates automatic generation of
Takagi-Sugeno rules and their antecedent parameters. The identification pro-
cedure consists of two distinct steps, Trabelsi et al. (2004). The first step is
off-line identification, where nonlinear parameters of the Gaussian membership
function (vj , σj) and linear parameters of the local models θj are determined
by the fuzzy clustering algorithm (Babuska, 1998). In the second step, the rule
consequents are locally adapted on-line by a recursive least-squares algorithm
(Nelles, Fink, Isermann, 2000).

3.1. Off-line identification of the fuzzy model

The previous section has shown how the consequent part of Takagi-Sugeno mod-
els can be identified by weighted least-squares method. This would not occur
unless the antecedent membership functions are given. The Gustafson-Kessel
algorithm is used to identify the Takagi-Sugeno models. The available data
samples are collected in matrix Z = [φT y], formed by concatenating the regres-
sion matrix and the output vector. Through clustering, the data Z are parti-
tioned into Nc clusters. The result is a fuzzy partition matrix U = [uij ]Nc×N ,
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whose elements uij ∈ [0, 1] represent the degree of membership in cluster i, a
prototype matrix Vj = [vj1, . . . , vjnu], and the set of cluster covariance matrices
Fj = [Fj1, . . . , Fjnu]. Once the triplet (Uj , Vj , Fj) determined, the parameters of
the rule premises (vji, σji) and the consequent parameters θj are computed. For
more details see Babuska and Verbruggen (1996). Afterwards, the antecedent
membership functions of the cluster parameters are determined. The Gaussian
functions are used to represent the fuzzy sets, ωji:

ωji(φ(k)) = exp(−
1

2
(
(φi(k) − vji)

2

σ2
ji

)) . (10)

The consequent parameters θj in each rule are estimated separately by weighted
least-squares method and by minimizing the following criterion (Babuska, Ver-
bruggen, 1996):

min
θj

1

N
[y − ξθj ]

T
Qj [y − ξθj ] (11)

where ξ = [φ 1] is the regression extended by a unitary column and Qj is a
matrix containing the values of validity functions Φj of each jth local model.

The weighting matrix is:

Qj = diag (Φj(φ(1), vj , σj), . . . , Φj(φ(N), vj , σj)) . (12)

Then, θj is obtained as the weighted least-squares solution:

θj = (ξT Qjξ)
−1ξT Qjy. (13)

3.2. On-line adaptation of fuzzy model

In the on-line phase, the rule consequents (13) are adapted by the recursive
weighted least-squares (RWLS) algorithm with a forgetting factor. This ap-
proach is used to estimate the parameters of each local linear model. For the
jth local linear model, we can compute new parameter estimates θ̂j(k) as in (14):

θ̂j(k) =θ̂j(k − 1) + δj(k)
(

y(k) − ξT (k)θ̂j(k − 1)
)

(14)

δj(k) =
Pj(k − 1)ξ(k)

ξT (k)Pj(k − 1)ξ(k) + λ/Φj(φ(k), vj , σj)
(15)

Pj(k) =
1

λ

[

I − δj(k)ξT (k)
]

Pj(k − 1). (16)

Here, λis a forgetting factor and Φj(φ(k), vj , σj) provide the weights of actual
data. Then, Pj is the matrix of adaptation gain.
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4. Fuzzy adaptive control design

In this section, we will shed light on the adaptive control design for MISO
nonlinear system using the Takagi-Sugeno fuzzy models as shown in Feng and
Chen (2005). In this respect, we propose a control law, which can easily control a
MISO nonlinear system without any restrictive conditions on nonlinearity. The
strategy of this control is based on the fuzzy approach, which transforms the
nonlinear problem to a linear one, and compensates for the unmodeled dynamics
and nonlinearity effects. The structure of the proposed control law takes into
account the coupling between the inputs and the disturbances, and permits to
ensure stability, performance and wide applicability.

The controller rule has the same antecedents and fuzzy sets as in plant rules.
The proposed local adaptive control law is given by:

Rj : if y(k) is Omegaj1 and . . . and unu(k − n + 1) is Ωjnu then

uj(k) =
1

b̂j1̂

[−

n
∑

r=1

âjryj(k − r + 1) −

n
∑

r=2

b̂jru(k − r + 1)

−

nu
∑

l=1

n
∑

r=1

b̂jlrul(k − r + 1) − ĉj + ym(k + 1) − α1e(k) − · · ·

−αne(k − n + 1)], j = 1, 2, . . . , M. (17)

The global control law is obtained as:

u(k) =

M
∑

j=1

Φj(φ(k), vj , σj)uj(k). (18)

More precisely, the objective of the fuzzy adaptive control is to find an adaptive
control law, which guarantees that the output of the MISO systems can track
a given bounded reference signal. The tracking error is given by:

e = y − ym. (19)

With {αi} being the coefficients of the Hurwitz polynomial:

α(z) = zn + α1z
n−1 + · · · + αn−1z + αn (20)

we pass over to

Theorem 1 For the fuzzy dynamic model of the system (7), if the adaptive
control law is chosen as (17), or (18), using the adaptation algorithm (14), then
the closed-loop system is stable in the sense that the output and all inputs are
bounded for all the time. The output tracking error e = y − ym will approach to
the zero as time goes to infinity.
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Proof. Substituting the control law (18) into the fuzzy dynamic model (7) leads
to the following closed-loop system:

e(k + 1) + α1e(k) + · · · + αn−1e(k − n + 2) + αne(k − n + 1)

= H(k) − Ĥ(k) +
M
∑

j=1

Φj(φ(k), vj , σj)(bj1 − b̂j1)uj(k) (21)

where

H(k) =

n
∑

r=1

ajryj(k−r+1) +

n
∑

r=2

bjru(k−r+1) +

nu
∑

l=1

n
∑

r=1

bjlrul(k−r+1) + cj

Ĥ(k) =
n

∑

r=1

âjryj(k−r+1) +
n

∑

r=2

b̂jru(k−r+1) +
nu
∑

l=1

n
∑

r=1

b̂jlrul(k−r+1) + ĉj .

(22)

By defining:

xe(k) = [e(k − n + 1) e(k − n + 2) · · · e(k)]T (23)

the above closed-loop system can be expressed in state-space form, as:

xe(k+1) = Axe(k)+B
{

H(k)−Ĥ(k)+

M
∑

j=1

Φj(φ(k), vj , σj)(bj1− b̂j1)uj(k)
}

. (24)

That is:

xe(k + 1) =Axe(k) + B
{

(H(k) +

M
∑

j=1

Φj(φ(k), vj , σj)bj1uj(k))

− (Ĥ(k) +
M
∑

j=1

Φj(φ(k), vj , σj)b̂j1uj(k))
}

(25)

where

y(k + 1) =H(k) +

M
∑

j=1

Φj(φ(k), vj , σj)bj1uj(k)

ŷ(k + 1) =Ĥ(k) +

Mi
∑

j=1

Φj(φ(k), vj , σj)b̂j1uj(k). (26)

We consider:

e(k + 1) = y(k + 1) − ŷ(k + 1) (27)

and so:

xe(k + 1) = Axe(k) + Be(k + 1) (28)



8 I. LAGRAT, H. OUAKKA, I. BOUMHIDI

where:

A =















0 1 0 · · · 0
0 0 1 0
...

... 0
. . . 0

0 0 · · · 0 1
−αn −αn−1 · · · −α2 −α1















, B =















0
0
...
0
1















. (29)

It should be noted that the matrix A has all its eigenvalues located inside the
unit circle of the z-plane, and so stability is ensured.

5. Simulation example

Consider a MIMO system (Weng, Lang, 1990) having a polynomial nonlinearity
described as:

A(q−1)y(t) = Bd(q
−1)Z(t) + η(t) (30)

where q−1 is the back shift operator.

A(q−1) =diag[Ai(q
−1)] , Ai(q

−1) =

na(i)
∑

r=0

airq
−r, ai0 = 1

Bd(q
−1) =[q−dijBij(q

−1)], Bij(q
−1) =

nb(i,j)
∑

r=0

bijrq
−r, bij0 6= 0

dij is time delay between the input uj(t)and the output yi(t), y(t) ∈ Rn, Z(t) ∈
Rn and η(t) ∈ Rnare respectively the output, nonlinear input and the distur-
bances vectors. As in Jinxing and Shijium (1989) the nonlinearity is assumed
to be represented as follows:

Zi(t) = fi0 + fi1ui(t) + . . . + fipu
pi−1
i (t). (31)

The MIMO system is represented through two MISO nonlinear systems as fol-
lows:

A1(q
−1)y1(t) =q−d11B11(q

−1)Z1(t) + q−d12B12(q
−1)Z2(t) + η1(t)

A2(q
−1)y2(t) =q−d22B22(q

−1)Z2(t) + q−d21B21(q
−1)Z1(t) + η2(t)

with

A =
[

A1 A2

]T
=

[

1 + 0.35q−1 + 0.15q−2

1 + 0.72q−1 + 0.05q−2

]

,

B =

[

B11 B12

B21 B22

]

=

[

1 + 0.85q−1 2 + 1.25q−1

0.12 + 0.65q−1 1.65 + 0.23q−1

]

d11 = 1, d12 = 1, d21 = 1, d22 = 1

Z1(t) = 0.5u1(t) + 0.25u2
1(t), Z2(t) = u2(t) + 0.83u2

2(t)

η1(t) = 0.1rand(1, 600), η2(t) = 0.12rand(1, 600)
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The inputs are u1 and u2. The outputs are y1 and y2, with η1 and η2 repre-
senting disturbances. A prototype matrix and covariance matrix are determined
by the Gustafson-Kessel algorithm (Babuska, 1998):

V1 =





0.0235 0.0720 0.0023 0.0022 0.0041 0.0042
0.0424 0.0422 0.0022 0.0022 0.0040 0.0040
0.0846 0.0688 0.0022 0.0022 0.0041 0.0039





F1 =





0.0713 0.0269 8.0335 8.4517 4.8071 4.9064 0.0408
0.1299 0.1224 6.4028 6.8515 4.1058 3.7856 0.0311
0.3344 0.4947 12.9454 13.1246 7.9306 8.1032 0.0614





V2 =





0.0313 0.0457 0.0023 0.0023 0.0041 0.0042
0.0378 0.0377 0.0022 0.0022 0.0040 0.0040
0.0722 0.0883 0.0022 0.0022 0.0040 0.0039





F2 =





0.1878 0.1397 13.1520 11.7753 6.1561 6.7180 0.0669
0.1956 0.1556 11.1458 10.6673 5.6689 5.8682 0.0579
0.4412 0.2936 23.6297 25.8100 14.0950 13.6570 0.0970





The consequent parameters of each rule of Takagi-Sugeno fuzzy model are com-
puted from equation (13) and adapted by using RLS algorithm with forgetting
factor (λ = 0.45), Trabelsi et al. (2004).

For the rule i:

Ri : yi1(k + 1) = ai111(k)y1(k) + ai112(k)y1(k − 1) + bi111(k)u1(k)

+bi112(k)u1(k − 1) + bi121(k)u2(k) + bi122(k)u2(k − 1) + ci111

yi2(k + 1) = ai211(k)y2(k) + ai212(k)y2(k − 1) + bi211(k)u2(k)

+bi212(k)u2(k − 1) + bi221(k)u1(k) + bi122(k)u1(k − 1) + ci211

Fig. 1 shows the evolutions of parameters of the first output y1 for three
rules. Fig. 2 shows the evolutions of parameters of the second output y2 for
three rules.

In Figs. 1 and 2 we can notice that the linear parameters vary until the
sample 80 and 100, respectively for the output y1 and y2. Afterwards, they are
practically constant.

The reference signals y1m(k) and y2m(k) are square waves with period 100.
As shown in Figs. 3 and 4, exact tracking is obtained using the proposed

adaptive fuzzy control. The corresponding control laws are presented in Figs. 5
and 6.

6. Conclusion

The approach presented provides a solution to the problem of robust control
of MISO nonlinear systems. For each MISO system a local fuzzy adaptive
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Table 1. Evolution of parameters of the first output y1(t)



Fuzzy adaptive control of a class of MISO nonlinear systems 11

0 100 200 300 400 500 600
-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
b111 

b121 

b112 

c111 

b122 

a111 
a112 

samples 

0 100 200 300 400 500 600
-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
b211 

b221 

b212 

b222 

c211 

a211 
a212 

samples 

evolution of parameters of rule (1) evolution of parameters of rule (2)

0 100 200 300 400 500 600
-3

-2

-1

0

1

2

3
b311 

b321 

b312 

b322 

c311 

a312 
a311 

samples 

evolution of parameters of rule (3)

Table 2. Evolution of parameters of the second output y2(t)



12 I. LAGRAT, H. OUAKKA, I. BOUMHIDI

0 100 200 300 400 500 600
-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

samples 

---- y1m

__  y1

0 100 200 300 400 500 600
-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

----  y2m

__  y2 

samples 

Figure 3. The behaviour of y1(k) Figure 4. The behaviour of y2(k)
and y1m(k) and y2m(k)
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Figure 5. The behaviour of Figure 6. The behaviour of
the control u1(k) the control u2(k)

control is given. The assumed unknown nonlinearity, coupling between inputs,
unmodeled dynamics and disturbances are approximated by the Takagi-Sugeno
fuzzy model. The latter allows the conversion of the nonlinear problem into a
linear one. This approximation leads to both solving the nonlinearity problem
and to releasing the decoupling through the control synthesis. It is shown on a
numerical example that the proposed approach is a robust scheme and can deal
with a large class of MISO nonlinear systems.
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