UNIVERSITE SIDI MOHAMMED BEN ABDELLAH
FACULTE DES SCIENCES DHAR EL MAHRAZ
FES

THESE

Pour I'obtention du
Doctorat en Mathématiques
Option : Analyse Numérique

Présentée par

AMRANI SOUHLI HICHAM

UFR : ANALYSE APPLIQUEE

Intitulée

METHODES NODALES INTEGRALES ET
_ POLYNOMIALES D’ORDRE ELEVE POUR LA
RESOLUTION DES EQUATIONS DE DIFFUSION ET DES

EQUATIONS D’ECOULEMENT DE FLUIDES
INCOMPRESSIBLES

Soutenue le 05/12/2008

Devant le jury :

Mr M. AKHMOUCH Fac. des Sciences et Techniques, Fés  Rapporteur

Mr M. EL ALAMI FERRICHA  ENS, Fes Membre

Mr J. BENNOUNA Fac. des sciences, Fés Rapporteur

Mr A. CHATWITI Fac. des sciences, Fés Membre

Mr N. GUESSOUS ENS, Feés Directeur de thése

Mr A. TOUZANI Fac. des sciences, Feés Président



Remerciements

Ce travail a été réalisé au sein du département des mathématiques et informatique
a la faculté des sciences Dhar El Mehraz, de 'université sidi Mohammad Ben Abdellah
de Feés.

Je tiens a remercier le professeur A. Touzani pour m’avoir accueilli au sein de
I’'U.F.R Analyse appliquée et pour ’honneur qu’il me fait de présider le jury de soute-
nance. Je le remercie aussi pour son soutien et pour la confiance qu’il m’a accordée.

Je tiens a remercier sincérement mon Professeur N. Guessous, qui m’a proposé ce
sujet de these, et qui par sa maitrise et connaissance des méthodes nodales m’a apporté
un grand appui dans 'avancement de mes travaux. Je lui exprime aussi ma gratitude
pour sa patience, sa sagesse et le temps qu’il m’a consacré. Je le remercie pour m’avoir
constamment guidé, encouragé et conseillé, tout en me laissant une grande liberté et
me faisant I’honneur de me déléguer plusieurs responsabilités dont j’espére étre a la
hauteur.

Je remercie également les Professeurs M. Akhmouch, J. Bennouna pour avoir ac-
ceptés de rapporter sur mon travail.

Je remercie trés vivement les professeurs M. El Alami Ferricha et A. Chatwiti qui
m’ont honorés par leurs présence parmi les membres du jury. Je les prie d’accepter mes
vifs remerciements.

J’adresse ma sincére reconnaissance au professeur A. Benkirane pour son aide, ses
encouragements et son soutien.

Je n’oublie pas le personnel du département de mathématiques et informatique pour
leurs encouragements sympathiques qui ont contribué & ma motivation pour ce travail.
Je les remercie pour leurs conseils et I'intérét qu’ils m’ont témoigné pour mes recherches.

Enfin, merci & tous les collégues doctorants et mes amis qui m’ont soutenu, en par-
ticulier Hassania Hamzaoui, Aziza Belmaati, Lahcen Aharouch, et Anass Benbaraka.



Table des matiéres

Remerciements . . . . . . . .. 2
0 Introduction et préliminaires 5
0.1 Introduction . . . . . . . . . 5
0.2 Notations et définitions . . . . . . . . . . . . .. 6

1 Meéthode nodale avec développement polynomial d’ordre élevé appli-

quée a une équation de diffusion 15
1.1 Introduction . . . . . . . . . ... 15
1.2 Méthode nodale avec développement polynomial d’ordre élevée . . . . . 17
1.2.1 Interpolation des valeurs moyennes transverses . . . . . . . . . . 21

1.2.2  Condition de continuité sur le flux et le courant & travers les
interfaces . . . . . .. 22
1.2.3 Les équations du bilan pondérées . . . . . . ... ... ... .. 24
1.2.4 Interpolation du flux . . . . . .. .. .. ... ... L. 25
1.3 Méthodes nodales polynomiales mathématiques et physiques . . . . . . 27
1.3.1 Meéthode nodale polynomiale mathématique . . . ... .. ... 27
1.3.2 Méthode nodale polynomiale physique . . . . .. ... .. ... 29
1.4 Procédure de résolution . . . . . . . . . ... 33
1.5 Reésultats numériques . . . . . . . ..o 35

2 Meéthode nodale intégrale d’ordre élevé appliquée a un écoulement

stationnaire d’un fluide incompressible 53

2.1 Imtroduction . . . . . . . ... 53

2.2 Formulation de la méthode nodale integrale . . . . . .. ... ... .. o4

2.3 Unicité des valeurs moyennes nodales pondérées . . . . . . .. ... .. 61
2.3.1  Unicité des valeurs moyennes nodales pondérées des compo-

santes de la vitesse . . . . . . .. ... 61

2.3.2  Unicité des valeurs moyennes nodales pondérées de la pression . 62

2.4 Equations du bilan pondérées . . . . . . ... ... 63

2.5 Approximation des équations nodales . . . . . ... ... ... ... 63

2.6 Résultats numériques . . . . . ... 64

3 Meéthode nodale intégrale appliquée a I’équation de la chaleur uni-

dimensionnelle avec condition non-locale. 73
3.1 Introduction . . . . . . . . . 73
3.2 Discrétisation . . . . . . .. 73



3.3 L’unicité des valeurs moyennes nodales. . . . . . . . . .. ... ... .. 76

3.4 Equationdubilan . . . . ... oo 7
3.5 Formulations du systéeme discret . . . . . . ... ..o 7

3.5.1 Premiére formulation . . . . . . . ... ... ... 78

3.5.2 Deuxiéme formulation : . . . . . . . .. ... 79
3.6 Discrétisation de la condition non-locale . . . . . . ... ... ... .. 80
3.7 Reésultats numériques . . . . . . . ... o 82
Conclusion . . . . . . . . . . 86

A Les équations du bilan pondérées pour la méthode nodale HONEM-

m, m =0, 1. 89
A.1 L’équation du bilan pour la méthode HONEM-0 . . . . . .. ... ... 89
A.2 Les équations du bilan pondérées pour la méthode HONEM-1 . . . . . 89

B Solutions du probléme d’écoulement entre deux plaques paralléles 91

Bibliographie 93



Chapitre 0

Introduction et préliminaires

0.1 Introduction

Les méthodes nodales se classent parmi les méthodes de résolution des équations
aux dérivées partielles (multidimentionnelles), introduites dans les années 70 en neu-
tronique, principalement par Dorning et Lawrence et leurs collaborateurs aux Etats
Unis [20, 35, 68, 69| ainsi que par Wagner et Finnemann et leurs collaborateurs en
Allemagne. [42, 43].

Notons qu’au début des années 70, les méthodes nodales ont été présentées par les
neutroniciens en bloc comme des méthodes de discrétisation-résolution des équations
de diffusion multigroupe. Cependant plusieurs auteurs ont séparé ces aspects dans
leurs travaux en présentant les méthodes nodales essentiellement comme des méthodes
de discertisation. Citons a titre d’exemples les travaux de Azmy et Dorning [12, 13|,
précisément dans 1’étude des écoulements stationnaires de fluides incompressibles et
les travaux de Hennart [55, 56| qui a présenté les méthodes nodales mathématiques
analytiques et polynomiales d’ordre élevé comme étant des méthodes d’éléments finis
non-conformes.

Des méthodes nodales d’ordre élevé pour la discrétisation des équations de diffusion
neutronique multigroupe ont été aussi proposées par Guessous [49].

Les méthodes nodales sont développées essentiellement sur des maillages grossiers ré-
guliers (rectangles en deux dimensions et parallélépipédes en 3 dimensions), utilisant
comme inconnues principales, les valeurs moyennes, dites transverses, des variables dé-
pendantes.

Comme pour les méthodes des éléments finis (FEM), 'approximation de la solution est
exprimée par des fonctions polynomiales [42, 55, 57, 59, 60, 96] ou quasi polynomiales
[3, 49, 50, 56|. Avec les méthodes des différences finies (FDM), elles partagent le fait

que le systéme algébrique final posséde une matrice creuse et bien structurée sur des



mailles réguliéres de type réunions de rectangles.
Les variantes les plus connues des méthodes nodales, et auxquelles nous nous intéres-

serons de prés dans ce travail sont :
1. Méthodes nodales avec développement polynomial " Nodal expansion method
'NEM’ "[42].
2. Méthodes nodales Integrales (ou analytiques 'NIM’)[1, 2, 3, 4, 6, 12, 13, 49, 50].
3. Méthodes nodales polynomiales mathématiques et physiques [55].

Avant de donner un apercu sur ces différents types de méthodes nodales, nous allons
tout d’abord introduire quelques notations et définitions spécifiques qui nous serviront

tout au long de cette étude.

0.2 Notations et définitions

Soit P, le polynéme de Legendre de degré n (n > 0) défini sur Uintervalle [—1, 1]
par :
1 dn n
P.(z) = —(2* = 1)". 1
(1) = ot (@2 1) (1)

Nous rappelons les propriétés suivantes qui serviront par la suite a élaborer nos

calculs :

P.(1) =1,
Po(—1) = (=1)"Pu(x),

+1 0 sii# (2)
/ Py(z)Pi(z) = { 2 : i.j €N
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Nous noterons pour plus de lisibilité P, ;(z,y) := Pi(x).P;(y)
Considérons un rectangle K de R? de la forme | — a, +a[x] — b, +0].



Pour toute fonction ¢ € L?(K), on notera :

La moyenne (ou le moment) transverse d’ordre j de ¢ suivant x (ou par-rapport a y) :

b

— 1 .
5@ =5 [ pwoley vieN (1
i J-b
La moyenne (ou le moment) transverse d’ordre i de ¢ suivant y (ou par-rapport a ) :
—i 1 [ .
5.0 =55 [ @o s VieN 9

—j . R P )
La valeur moyenne de ¢, (z) d’ordre i par rapport a x sera notée ¢, ,

TR N L e »
5= 2 / pi(@)B) (2)dz Vi, j € N. (6)

—a

La valeur moyenne de al(y) d’ordre j par rapport a y sera notée E;Jy ;

—ij 1 [ —i .
3= | Py i eN @
Nt ),
Avec N} = 2?_:1, r = a,b, et p;(x) et p;(y) sont respectivement les polynoémes de Le-

gendre définis par p;(z) = Fi(2) et p;(y) = P;(¥).

Nous allons par la suite définir quelques formes linéaires associées au rectangle K
ainsi qu’a ses facettes, notées L, R, B, T pour left, right, bottom and top. Pour toute
fonction ¢ de L?(K), on fait associer ses valeurs moyennes transverses aux faces de K :

.

QSJL = 5;(_@,
i d
¢l = d,(—b),
| b =0+ VieN

Les valeurs moyennes nodales d’ordres (7, 7) de ¢ sur K (appelées aussi moments

volumiques ou centrés ) seront données par :

7=
C

= Nan?b / pij(x,y)o(z,y)dxdy Vi, j € N. (9)
i V5 JK

Nous remarquons les relations de consistance suivantes :
_27.7 _]77/ _’Lv]
¢C = ¢y,x = ¢1‘7y’ (10)
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Ces relations assurant I'unicité des valeurs moyennes nodales, nous seront trés utiles

par la suite pour le développement des équations discrétes.

On définit aussi les espaces polynomiaux suivants :

Qri<x,y> = {xzyﬂ, 0<i<k 0<j<I} onposeQri= O,
Pe<zx,y> ={axy, 0<i+j <k}, (11)
P < x> = {2, 0<i<k}.

Nous essayerons par la suite de définir aussi large que possible ce que nous entendons
par la méthode nodale intégrale (ou analytique) d’ordre m "HONIM-m" (m € N) et
méthode nodale polynomiale du méme ordre "HONEM-m", indépendamment du sys-
téme auquel nous les appliquons. Ainsi, nous viserons une généralisation aussi grande
que possible quant au domaine d’application.

Notre définition des méthodes "HONIM-m" et "HONEM-m" souligne que ce type d’ap-
proximation suppose, par principe, que le systéme a résoudre est multidimensionnel.
On se restreint dans notre travail au cas bidimensionnel, le cas multidimensionnel se

fait de facon analogue.

Définition 0.1 Méthode nodale intégrale d’ordre élevé "HONIM-m"

Soit un systeme de N équations aux dérivées partielles régissant le comportement
de N fonctions (variables dépendantes) a deuz dimensions (v et y variables indépen-
dantes).

Soit un domaine de résolution Q subdivisé en N, zones Q (k = 0,1,..., N.) appelées

aussi noeuds, de formes rectangulaires, tel que :

0= Ul]cV:el (o)

e U NU=0si k#I

Le noeud est la cellule de base sur laquelle seront effectuées tous les développements.

Dans la suite considérons un noeud K =| — a,+a[x] — b, +b[. Nous appelons méthode
nodale intégrale d’ordre m, m € N "HONIM-m" une technique de discrétisation qui
procéde comme suite :

1) Chacune des N équations est successivement intégrée avec les poids p;(y), j =
0,...,m suwant la direction y entre —b et +b puis avec les poids p;(z), i =
0,...,m entre —a et a suivant la direction x dans le noeud K, ce qui conduit a un
systéme de 2N (m—+1) équations unidimensionnelles, (des équations différentielles

ordinaires).



Ce processus d’intégration sur une variable dite transversale, introduit naturelle-
ment les grandeurs que nous avons déja définies dans (4-5), 5;@) et Ei(y), ot
¢ est une variable dépendante.

2) Chaque équation & une dimension est traitée de la maniére suivante :

a) Nous plagons dans le premier membre certains ou tous les termes linéaires,

c’est-a-dire, des termes du type j—;_i(t)(k =0,1,..; 7=0,...,m), ett,z=
x,y.

b) Le reste (termes touts intégrés . . .) est placé dans le seconde membre, soit
(9(t), t ==,y).

c) L’idée de base de la méthode nodale intégrale est de résoudre exactement et
pour les deux directions simultanément, les équations a une dimension, en sup-
posant que les seconds membres sont connus; ces seconds membres que nous
allons développer par la suite en série de polynémes de Legendre. Nous procéde-
rons analytiquement autant que possible, et numériquement si les équations sont
trop complezes. Cette stratégie va nous conduire a une écriture des moyennes
transverses EZ/ et 5; de ¢(x,y) en fonction des valeurs moyennes transverses
faciales : 1, g%, Y et ¢l et des valeurs moyennes nodales 5}}

Awvec les interpolations de 5; et 5;, ainst obtenues, nous serons en mesure de

formuler le systeme discret, et cela en imposant deux conditions :

Equations de bilan pondérées

Les équations du bilan s’obtiennent en appliquant des intégrations avec un poids p; ;
pour chacune des N équations, et cela sur chaque noeud du maillage.

Par conséquent nous obtenons un systéme d’équations qui relie les valeurs moyennes
nodales aux valeurs moyennes transverses faciales, et auz termes sources par des com-
binaisons linéaires ou non linéaires (par exemple dans le cas des équations de Navier-

Stokes).

Cette condition assure la conservation du schéma sur chaque noeud.

Continuité des valeurs moyennes transverses a travers les interfaces

Cette condition exprime la continuité des valeurs moyennes transverses de toutes les
variables qui entrent dans les N équations ainsi que certaines de leurs dérivées (a un
facteur multiplicatif pres).

Par exzemple dans le cas d’une équation de diffusion (chapitre 1), si ¢ désigne le flux

des neutrons et J = —DV ¢ le courant dérivé a partir du fluz, nous imposerons la conti-



nuité a la fois des moments du flux et du courant a travers les interfaces du maillage,
et pour le cas de l’écoulement des fluides incompressibles ( chapitre 2 ) on imposera la
continuité des valeurs moyennes transverses de la pression et de la vitesse, ainsi que

celles des dérivées de la vitesse.

Définition 0.2 Méthode nodale avec développement polynomial (HONEM-
m)

La description de cette méthode est la méme que celle de la méthode nodale intégrale,
sauf que dans Uétape c¢) au liew de procéder a la résolution analytique de chacune des
équations a une dimension, tout en supposant que le second membre est approrimé par
un développement en série de polynomes de Legendre, on se contentera d’approximer
les moyennes transverses 5; et 5; de chaque équation par un développement en série

de polynémes de Legendre.

Remarque 0.1 La méthode "HONIM-m" dans la définition 0.1 a été étudiée par
Guessous [49, 50] pour les équations de diffusion multigroupes en neutronique et testée
pour m=0,1,2. Tandis que la plus part des études faites pour la méthode "HONEM-m"
sont restreintes a son ordre le plus bas (m =0)[42, 67, 77, 78].

Notons bien que jusqu’a ce stade toutes les approximations faites pour les deux mé-
thodes nodales, intégrale "HONIM-m" et avec développement polynomial "HONEM-
m", se rapportent sur les moyennes transverses 5; et E; et non sur les fonctions variables
¢. L’interpolation de ¢, par des fonctions particuliéres permettra de calculer la valeur
approchée de la solution en tout point du maillage et sera utile pour I’étude le 'ordre
de convergence en norme L2

Plagons nous maintenant dans le cas d’une équation de diffusion de la forme :
—V.DVé+ Yo =@ dans Q € R? (12)

Ou Q est un domaine régulier (réunion de rectangles). ¢ désigne le flux et les coeffi-
cients D et X sont constants par morceaux.

Le courant J associé au flux ¢ est définit par : J := —DV¢ = —D(% %

(91:’(9(?/)'

Dans certains travaux sur les méthodes nodales [64, 65], les auteurs ont établie I’équi-
valence entre les méthodes nodales physiques, dont le systéme discret est construit a
partir de I’équation du bilan et de la continuité du courant aux interfaces du maillage

et une classe de méthodes d’éléments finis non-conformes dont I’espace d’interpolation

10



et 'ensemble des degrés de liberté sur chaque noeud K sont donnés par :

Pg = QmolUQmo dimPg =2m + 1
XK = { %’ %,¢OB,¢%,EZJ, 1=0,...,m—2pour j =0; (13)
eti:Opourj:(),...,m—Q}

Vue qu’on a un seul degré de liberté par face, cette méthode des éléments finis ne vérifie
pas le "patch test [90]" de la non-conformité et par consequent elle engendre un ordre
de convergence de O(h?) en norme L% Dans le méme esprit et pour accroitre ordre de
convergence J.P. Hennart [55] a proposé une méthode des éléments finis non-conformes
du type nodal, dont 'ordre de convergence croit correctement avec ’ordre d’approxi-
mation appelée, méthode nodale polynomiale mathématique d’ordre m "PMNM-m".
Il a aussi défini la méthode nodale polynomiale physique d’ordres m "PPNM-m" [55],
et établit I’équivalence entre ces deux méthodes nodales mathématiques et physiques,
en utilisant des quadratures numériques appropriées.

Ces deux méthodes nodales "PMNM-m" et "PPNM-m" seront reprises avec plus de
details dans les chapitre 1.

Dans le tableau (TAB (1)) nous résumons les différentes étapes des méthodes proposées

jusqu’a présent pour la discrétisation de 1’équation 12.

Remarques 0.1 — Dans plusieurs domaines d’ingénierie certains parametres phy-
siques tels que les coefficients de diffusion, d’absorbtion, la perméabilité, etc...
ne sont connus que par leurs valeurs moyennes sur des éléments rectangulaires.
En conséquence, les quantités les plus significatives a calculer sont les valeurs
moyennes des inconnues par maille.

— les méthodes nodales physiques "PPNM-m" et les méthodes nodales avec inte-
gration transverses (HONEM-m et HONIM-m) utilisent les mémes conditions
physiques ( Equations du bilan pondérées et continuité du flur auzx interfaces du
maillage) pour la construction du systéme linéaire.

— L’intégration transverse pour les méthodes HONIM-m et HONEM-m permet de
mieuz approcher les valeurs moyennes 5;(9(:) et ai(y)

— L’interpolation des valeurs moyennes 5;(.1‘) et g_b;(y) est suffisante pour pouvoir
appliquer les équations du bilan pondérées et la continuité du flux aux interfaces

du maillage.
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Méthodes Nodales poly-
nomiales  Mathématiques
"PMNM-m"

Méthodes Nodales polyno-
miales physiques "PPNM-
mll

Méthodes Nodales avec inté-
gration transverse, intégrales
"HONIM-m" et polynomiales
"HONEM-m"

1. Définir l'espace d’in-
terpolation de ¢.

2. Formulation varia-
tionnelle discréte.

3. Résolution du
téme linéaire.

Sys-

1. Définir l'espace d’in-
terpolation de ¢.

2. Application des équa-
tions du bilan pondé-
rées et de la continuité
des valeurs moyennes
transverses du flux et
du courant aux inter-
faces du maillage pour
la formulation du sys-
téme discret.

3. résolution du systéme
linéaire

1. Intégration transverse lo-
cale sur chaque noeud.

2. Interpolation locale de

Gy () et o, (y).

3. Application des équations
du bilan pondérées et de
la continuité des valeurs
moyennes transverses du
flux et du courant aux in-
terfaces du maillage pour la
formulation du systéme dis-
cret.

4. résolution du systéme li-

néaire

TAB. 1 — Comparaison entre les méthodes des définitions 0.1-0.2 et ceux données dans

[55]

Objet de la thése

Comme l'indique le titre de la thése, notre objectif est de contribuer & I’étude des mé-

thodes nodales d’ordre élevé pour différents types d’équations aux dérivées partielles,
tout en préservant les caractéristiques générales des méthodes nodales du premier ordre
définies dans la littérature.

Notre point de départ est la méthode nodale avec développement polynomial d’ordre
élevé "HONEM-m" : Higher order nodal expansion method) appliquée a un probléme
elliptique qui peut provenir de la modélisation de plusieurs phénomeénes physiques tels
que la diffusion des neutrons dans un réacteur nucléaire, I’écoulement d’un fluide dans
un milieu poreux, et autres.

Au premier chapitre nous donnerons une définition assez générale de la méthode no-
dale avec développement polynomial d’ordre élevé, appliquée & un probléme elliptique
en deux dimensions. Cette définition est batie sur un processus d’intégration trans-
verse, ce qui est cohérent pour l'ordre 0 avec la méthode nodale "NEM" donnée par
Finnemann et Wagner [42]. Toute en sachant qu'une étude d’une telle méthode pour

I'ordre élevé fait défaut en littérature, un opérateur d’interpolation & multi-variables

12



introduit et utilisé par Gordan [46, 47, 48] dans la théorie d’interpolation a multi-
variables sera utilisé pour construire la solution approchée du probléme en tout point
du domaine d’étude. Ceci permettra aussi de faire le lien avec la méthode des éléments
finis non-conformes nodale "PMNM-m" [55] et d’en déduire 1’équivalence théorique,
et par conséquent d’exhiber un ordre de convergence de O(h™2) pour une méthode
nodale avec développement polynomial d’ordre m "HONEM-m". Les tests numériques
relatifs & ce chapitre seront variés, & commencer par des tests dont on connait la so-

lution exacte et finir par un benchmark qui décrit un écoulement dans un milieu poreux.

Aprés avoir traité des problémes elliptiques linéaires, nous nous intéresserons par

la suite & des problémes non linéaires en mécanique des fluides incompressibles.

Dans Le deuxiéme chapitre nous proposons une formulation de la méthode no-
dale intégrale d’ordre élevé appliquée a la résolution des équations qui régissent la
dynamique des fluides incompressibles (i.e. & masse volumique constante), en état sta-
tionnaire, les équations de Navier-Stokes. Notre méthode est une généralisation de la
méthode nodale intégrale de Azmy [12, 13| pour le calcul des moments d’ordre élevé de
la vitesse et de la pression. Tous les aspects de la méthode nodale intégrale seront pré-
servés, a savoir : 'intégration transverse, 'unicité des valeurs moyennes nodales et les
équations du bilan. Des tests numériques seront exposés pour la validation numérique

du schéma pour l'ordre 0. Les ordres de convergence seront calculés numeriquement.

Nous nous intéressons spécialement dans le sieme chapitre & un probléme de diffusion
(moléculaire, de la chaleur, etc.), et qui a pour modéle de description mathématique
I’équation de la chaleur. Ce type de probléme en une dimension avec des conditions au
bord de type Neumann ou Dirichlet a été traité avec la méthode nodale intégrale par
plusieurs auteurs a citer, |4, 100]. De ce fait nous nous proposons d’explorer d’autres
types de conditions au bord, appellées non locales, ou aussi de conservation de masse.
Nous adapterons plusieurs schémas numériques pour la discrétisation de 1’ équation de
chaleur et nous proposerons d’autres pour la condition non-locale au bord.

A la fin nous donnerons des tests numériques divers et des comparaisons avec d’autres

méthodes standards et actuelles, pour la validation des schémas proposés.
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Chapitre 1

Méthode nodale avec développement
polynomial d’ordre élevé appliquée a
une équation de diffusion

1.1 Introduction

Au début des années 70, des méthodes nodales consistantes basées sur des approxi-
mations polynomiales ont été développées. La plus connue de ces méthodes (NEM :
Nodal expansion method) a été introduite par Finnemann [42|, puis quelques variantes
ont été ajoutées et approuvées [67]. Dans son ordre le plus bas, une approximation

quadratique des valeurs moyennes transverses de ¢(x,y) est considérée :

Oy(z) = awiala),
150 (1.1)
0,(v) = bitny(y).

O ¢ 4(x) et ¢y (y) sont des polynomes de degrés [; 1 =0, 1,2 tel que :

1 [Te 1 sil=0
% Vra(@)de = . (12)
a4 J-a 0 sil=#0.

A partir de la condition (1.2), on trouve [49, 77] :

zﬂO,a(x) = 17
Yra(r) =§, (1.3)
Va(z) = 3¢ — %-

O & = ;—a .

En tenant compte des relations (1.2) et en faisant tendre x vers Fa, les coefficients du
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développement (1.1) s’écrivent :

—0,0
ayg = ¢C )
al = gzﬁ% — %, (1.4)

ar =%+ — 200
Des relations analogues a (1.4) sont obtenu pour b, [ = 0,1, 2.
Le systéme discret final est obtenu a partir de I’équation du bilan et la condition de
continuité des moments transverses du courant et du flux aux interfaces du maillage.
Notons que le développement de ag(:c) et ag(y) en polynémes de degré supérieurs ou
égale a 2 n’améliore pas l'ordre de convergence de la méthode "NEM" [42], vue que
le nombre des inconnues principales par maille reste le méme, a savoir ¢%, #?, 6%, ¢%
et 520. D’ou l'idée d’ajouter comme inconnues principales les moments d’ordre élevé
de la fonction ¢. Cette idée a été développée par Hennart [55]. Il introduit la notion
de méthode nodale polynomiale mathématique d’ordre m "PMNM-m", comme étant
une méthode des éléments finis non-conforme, sur un maillage rectangulaire. Donc une
interpolation locale sur la fonction inconnu ¢ (et non seulement sur ses moyennes trans-
verses). Puis le systéme discret s’obtient & partir d’une formulation faible sur un espace
de dimension fini. Ce qui permet de faire 1’étude de convergence.
Il introduit aussi la méthode nodale polynomiale physique en gardant le méme espace
d’interpolation pour ¢, mais cette fois le systéme discret final sera obtenu a partir des
équation du bilan et de la condition de continuité des moments transverses du flux et
du courant aux interfaces du maillage.
Dans notre travail, le point de départ est 'interpolation locale en une dimension des
moyennes transverses Ei(x) et al(y), (7,7 =0,1,..m) dans P,, o par un développement
en série de polynomes de Legendre jusqu’a 'ordre m+2 ('m est U'ordre de la méthode).
Ce qui est suffisant pour obtenir le systéme discret final a partir de I’équation du bilan
et de la condition de continuité des moments transverses du flux et du courant a travers
les interfaces du maillage.
Ensuite nous utiliserons un opérateur d’interpolation dit de Gordan [46, 47, 48|, pour
construire la solution approchée de ¢(z, y) a partir des solutions approchées de ail(x), 5; (v)
et og i,j=0,1,..,m.
Nous montrerons que la méthode nodale "HONEM-m" munie de cet opérateur est équi-
valente a la méthode nodale physique "PPNM-m" [55]. En conséquence et en utilisant
'équivalence entre les méthode "PMNM-m" et "PPNM-m" établie dans [55], par le
moyen des quadratures numériques de type Gauss-Radau, nous exhibons un ordre de
convergence de O(h™2). A la fin de ce chapitre nous proposons deux tests numériques,

dont le premier on connait la solution exacte, tandis que le second est un Benchmark
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proposé par Mosé [79] et étudié dans [61, 77, 78§].

1.2 Méthode nodale avec développement polynomial
d’ordre élevé

Considérons I’équation de diffusion & deux dimensions suivante :

Lo =—-V.(DV¢)+X¢p = (Q dans €. (1.5)

. ([ 09/0x ~0g1 | Ogs 1 2 &gl ,
Ou V¢ = ( 06,0y ) et V.g = s + e Vg € (H'(Q))? ot H'(f2) est l'espace de

Sobolev standard.

En neutronique J := —DV¢ est le courant des neutrons et ¢ représente le flux.

Le domaine  est subdivisé en N, éléments, 2 (k = 0,1,..., N.) appelés aussi

noeuds (ou cellules), de formes rectangulaires tel que :

L ﬁ = U]kvil Q_ka
® QkﬂQl:@SI k‘?él
Cette subdivision sera notée 7, = (Q)g=1..n., ol h désigne de diamétre maximal

des €.

@ représente le terme source et D et Y sont constants et positifs sur chaque noeud
Q tel qu'il existe a : D(x,y) > o > 0.
Le long de ce chapitre on se convient d’appeler la variable ¢ flux.
Les conditions aux limites associées a I’équation (1.5) peuvent étre de type Dirichlet,
Newmann ou Robin.
Considérons un noeud quelconque 5 du maillage (FIG. 1.1).

L’équation (1.5) sur le noeud €2 prend la forme suivante :

9% 92¢
—Da5(@y) - Da—y2(x7 y) + 2oz, y) = Qz,y). (1.6)
Nous avons omis d’écrire dans cette derniére équation 'indice £ relatif au noeud 2.
I210)
N
j

En multipliant I’équation (1.6) par j=0,1,...,m, m € N puis en intégrant entre

pi(z)

—b et +b suivant la direction y, et aussi par WZ =0,1,...,m, m € N et intégrant

entre —a et 4a suivant la direction x, on obtient le systéme d’équations différentielles
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+b,
Qk
-a, 0 —d
b,
Fi1G. 1.1 — Un noeud Q;, de 7}, .
en une dimension suivant :
& (z) - o
—D—L— +3g,(r)  =Qyx) —lj(x) j=0,1,..m, (1.7)
29, —i —i : :
DTN ST~ Q) — ) = 0L, (1.9

Les fonctions inconnues principales dans (1.7) - (1.8) sont les moyennes transverses
de ¢(z,y) : ¢, (z) et P, (y).
Ce processus d’intégration transverse engendre des inconnues auxiliaires I () et I3(y),

appelées fuites transverses, qui s’écrivent :

: D [? 9?2 .
bz) =— pj(y)a—f(x,y)dy j=0,1,..,m,

Ny Sy J 1.9
) D a a2¢ . ( . )
L(y) = _F{l sz‘(I)@(x,y)dx 1=0,1,...,m.

La formulation de la méthode nodale avec développement polynomial d’ordre m "HONEM-

mll

, se fait en deux étapes. La premiére consiste a développer les valeurs moyennes
transverses 5;(95) et al(y) par une série de polynomes de Legendre jusqu’a l'ordre
m+ 2.

La deuxiéme, en appliquant 1’équation du bilan sur chaque noeud du maillage, et en
imposant la continuité des moments transverses du flux et du courant a travers les

interfaces du maillage.
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Définition 1.1 Une méthode nodale avec développement polynomial d’ordre m "HONEM-
m" appliquée au probléme (1.5) est une méthode de discrétisation caractérisée par :
1. Les degrés de liberté (les inconnues principales) sont gb%, z%, 33, gbgpj =0,1,....m
sur les interfaces du maillage et 5?, 1,7 =0,1,...,m au centre de chaque noeud.

(FIG. 1.2). Donc au total (m + 1)(m + 5) inconnues (degrés de liberté).

O
A IO ] I
A I S I 1

B . . B

F1G. 1.2 — Degrés de liberté sur un noeud €2 de 7}, .

—j —i ) . . . . -
2. ¢,(x) et ¢,(y) sont développées en série de polynomes de Legendre jusqu’a ['ordre
m + 2 dans Ppio < x> et Ppio <y > respectivement.

3. Le systeme discret final est formulé a partir des deux conditions suivantes :

e Les équations du Bilan pondérées :

+a p+b
ﬁ/ /b pi(7).p;(v) (L(¢) — Q) (z,y)dy dx, i,j =0,....,m. (1.10)

e La continuité des moyennes transverses du flur et du courant a travers les
interfaces du maillage. Cette condition, pour deuzr noeuds voisins g et e

suivant une bande horizontale, s’écrit sous la forme :

1 +b
N3, ) (DF0le0s) DI o(0up)) mdy =0 G =01,

= ¢/ j=0,1,...,m.

J
Rle L|d

Ou n. est le vecteur normal vers Uextérieur du noeud Q. (FIG. 1.3).

Avant de procéder au développement de ces caractéristiques, nous allons rappeler

quelques définitions qui nous seront utiles par la suite.
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v _ _ v
+b ¢Ié|e = ¢Lj|d
d —J d —J
p A% |, 4P
dx dx
_b x=+a, 7e> x=—ay
-a, +a, | —a, +a,

F1G. 1.3 — Deux noeuds adjacents suivant une bande horizontale.

Définitions 1.1

— Un triplet (R, P,X) est dit élément fini si :

1. R C R" est non vide et OR régulier (de classe C™ pour un certain m > 0).

2. P est un espace de dimension finie des fonctions définies sur R a valeurs

dans R, soit N = dimP.

3. X est un ensemble de N formes linéaires l; définies sur l’espace P, appelées

degrés de liberté et tel que Y est P-unisolvant , c’est a dire :

Pour tout N-uple o;, 1 < i < N de nombres réels, il existe un élément

unique p € P, satisfaisant :

En particulier, il existe N fonctions q; € P, qu’on appelle fonctions de base

de l’élément (R, P,Y), telles que :

li(gj)) = dij, 1 <i,j <N.

— Soit (R, P,X) un élément fini et soit v: R — R une fonction assez réguliére tel

que le degré de liberté l;(v), 1 <i < N soit bien défini. On pose

N

O(v) = > L(v)a,

i=1

qu’on appelle le P-intérpolant de v, et qu’on note I1g(v).

On dit aussi que I1(v) intérpole v dans P en .
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1.2.1 Interpolation des valeurs moyennes transverses

[_aa —Hl] X
tionné plus haut, considérons un développement en série de polynémes de Legendre,

de g_b;(x) dans P40 < x > et de El(y) dans P00 <y >.

Placons nous dans un noeud K = [—b, +b]. Comme nous l’avons men-

Ce développement s’écrit :

) m+2
() ng)yw pi(z) j=0,1,..,m. (1.15)
) m+2
En faisant tendre x vers Fa, on obtlent :
P = D by §=0,1,.,m (1.17)
i=0
' m+2
i=0
Par conséquent, on peut éliminer les deux inconnues E;ZLH et 5;7;” en faveur de gb?%

et gbjL, ce qui donne :
( . . m r . . 7
—jmtl ¢J + -1 m+1¢3 1 + -1 z+m+l¢] i )
¢‘;,x 2 R ( 2) L _Z ( >2 L ¢‘;7I ] :0717"'7m
=0 [ _
(1.19)
—imt2 ¢j — (=1 m+1¢j m 14+ (=1 i+m+2¢j —ii '
gb‘;,x 2 R ( 2) L _Z ( ) L ¢‘;,x ] :0717"'7m
\ =0 L i

En substituant (1.19) dans (1.15), on obtient :

(@), + V()¢ + br(z)$h j=0,1,...,m (1.20)

Zwa

Par une rotation de 7, on obtient une relation analogue & (1.20) pour g_zﬁ;(y) :

Zw (W) Bty + V() Bl + r(y) S i =0,1,..,m (1.21)
Ou :
[ o(e) = {1 (2) = pmya()},
Yr(z) = %{z)omﬁ(x) + Pmsa(@)}
Usy) = P (y) — Pure()}
rl) = (mer(s) + e} (122
6x($) = {Pz‘(x) — Pm+k() (x)},
| Y,(y) = {pi¥) = Pmir(®)} -

21



Ot p;(z)( resp p;(y)) désigne le polyndéme de Legendre d’ordre i sur [—a, +a| ( resp sur
[—b,4b]) et k(i) = 0,1 de telle sorte que i et k(i) +m ont la méme parité.

Remarque 1.1

1. Soit u(t) un polynome de Ppio < t >, x € [—c,+c|. En appliquant le méme

développement (1.15) a u, on obtient :

u(t) = Z%t(t)ﬂi + ¢ (t)u(—c) + Yrt)u(+c), (1.23)

. 4 1 €
ot uw, est le moment d’ordre i de u : U, := ﬁ/ pi(t)u(t) dt.

Considérons l’ensemble des degrés de liberté -

C

D" = {u(—c),u(+c),ut, i =0,...,m} (1.24)

Cc

Il est facile de vérifier que le triplet ([—c,+c|, Pmia < t >, D7) est un élément
fini, dont les fonctions de bases sont ¥ (t), wgr(t) et Y&, (t), i =0, ...,m.

2. Lq'formule (1.20) est une interpolation de 5;(1:) dans Ppyo < x >, en qbi, % et
Efjx, i=0,1,....,m, et de méme la formule (1.21) est une interpolation de @(g)

dans Ppio <y > en ¢, 'y et E;’?y, 7=0,1,...,m.

Dans toute la suite de ce chapitre on imposera a la solution approchée de vérifier

la condition de consistance suivante :
_7:7j _j72 _'L,] ..
Py = Py =O¢» 1,5 =0,...,m. (1.25)
1.2.2 Condition de continuité sur le flux et le courant a travers
les interfaces

Considérons deux noeuds adjacents 2, et Q; (FIG. 1.3). La condition de continuité
des moments transverses du flux et du courant a travers l'interface commune I'; 4

s’écrit :

1 +b
V}’(/b Pi(y) (D-V(ae,y) = D-Vé(=aa,y)) nedy =0 j =0,L..m, ) o)

Joo_ 4J -
Rle — YLid 7=0,1,....,m.
La condition de continuité sur le courant prend la forme suivante :

—J —Jj
_ d% E—D) %

L i=0,..,m. (1.27)

e~ 7 d-
dCL’ T=4ae dlE r=—agy
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Les indices e et d indiquent qu’on se place dans les noeuds 2, respectivement €.
En remplacant E?JJ par son approximation dans P,, ;o donnée par la formule (1.20), cette

condition s’écrit :
+De(¢L\e>/(+ae)¢£|e + |:De(¢R\e)/((%) — Da(¥r1a)' (—aa) ngﬂe - Dd(¢R|d)/(_ad)¢Zz|d
moo iy mo iy , (1.28)
+DBZ(¢ZC$>/(CL€)¢C]|6 - Ddz<¢lc’$>/(_ad>¢0]|d = 07 J = 07 ooy TN
i=0 i=0
De la méme facon, on considére deux noeuds adjacents (). et 2; suivant une bande

verticale (FIG. 1.4), la condition de continuité des moments transverses du courant a

travers 'interface commune I', 4 s’écrit :

43 dd
_p, "= — Dy rm :
dCL’ x=-+be d dl‘ r=—by

i=0,..,m (1.29)

En remplagant 5; par son approximation dans P, o donnée par la formule (1.21) et
en utilisant la continuité du flux a l'interface commune de €2, et €, cette condition

devient :
Do) (+be) 9l + | Deltrre) (be) = Dala) (=ba) |6, — Dalmia) (~ba)in

o iy Ny . 1.30
+D€Z(¢]Cy>/(be)¢é|e - Dd2(¢éy) (_bd)¢c|d = 07 1= Oa ey ( )
j=0 j=0

—-a +a
+b,
Q,— 7
¢B\d _Dd d_x
y y==by —bd
= = +b
; g,
¢T|e _De dﬁ
Qe —_— T y=+b,
_be

F1G. 1.4 — Deux noeuds adjacents suivant une bande verticale.
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Remarque 1.2

En utilisant la relation suivante [36] :

Pr(T E k(i,n)(2i + 1)p;(x)
(1.31)
. ) 1 siiet n ontla méme parité
ot k(i,n) = :
0 sinon ,

on arrie a montrer que :

_ (=D)"(m+2)

(
(

r(a) T~ ou (1.32)
(

2a 4
Wi y(a) = i(i+1)— (m+l€2(a))(m+k(z)+1)

(Vo) (—a) = (=1 (de,) ().
Des relations analogues & (1.32) sont obtenues pour Vi(Fb), Yi(Fb) et (¥, ) (Fb).

1.2.3 Les équations du bilan pondérées

Les équations du bilan s’obtiennent en intégrant 1’équation (1.5) avec un poids
pij(x,y), i,j = 0,1,...,m sur chaque noeud | — a, a[x]| — b, b. Elles s’écrivent sous la

forme :

D [ &G D [ G i i
- | ro - [ o=y etw 0

NP
1,7 =0,...,m.

j J—=b

Cette equation peut étre écrite aussi en terme des fuites transverses sous la forme :

B+ 1 + Y00 =Q, i, =0,1,...m, (1.34)

ot I7 et %7, sont les moments d’ordres i et j respectivement de J(x) et I%(y), donnés

par :

- 1 b .
2 Z—/p'yliydy,
Y ng b J( ) ( )

iy (1.35)
i = N /_api(x)lg(x)dx i,7=0,..,m.
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En remplagant 5; et q_b; par leurs approximations dans P, o données par les for-
mules (1.20) et (1.21), on obtient :

D a . D b —i
_W/ p”i(g;)Qs;(a:)dx—m/ P’ i(y)9.(y)dy

—ﬁﬂM®H4WMO(>M%ﬂW——Wﬂ)(D%@—MM%
—%[a> (=175 (8) + (1919 (6)| 65 — ﬁ@%@+kW%@—mw%g@w
S S D@ 3 (14l 07

+56¢ = Q¢

Remarque 1.3

— On constate que pour l’équation du bilan d’ordre (i,7), le moment centré EZCJ se
couple seulement avec les moments aux interfaces ng]L, g%, b, ok et les moments
centrés agj,gg(l, k=0,...,m), tels que k et i ont la méme parité et et j ont la
méme parité.

— Le systeme discret final est formé des équations (1.28)-(1.30) et (1.36), dont la
formulation ne nécessite que l'interpolation de a;(x) etai,(y) et non de la fonction
¢ elle méme.

— Pour la construction de la solution approchée en tout point, il est nécessaire de
choisir un opérateur d’interpolation qui prend en compte toutes les informations
fournies par la méthode "HONEM-m", a savoir les valeurs moyennes transverses
et nodales : 1, Zé, o, db et q_bic’j(i,j =0,...,m), sur chaque maille. Ceci sera le

but de la section suivante.

1.2.4 Interpolation du flux

Soit ¢ une application définie sur le domaine Q et R =] —a, +a[x]—0b, +b[, un noeud

du maillage 7. Considérons les trois interpolations suivantes pour la fonction ¢ :

RCE I !
I (o)(z,y) = ié@;(y)m(z), (1.37)
IE(0)y) = 3 Fn(@)nW)



Il est facile de montrer que :

;”()() ¢() j=0,1,...m
Q”( ). (1Y) <;5 (y) i=0,1,...m (1.38)
()] ¢j 1,,7=0,1,....m

Remarquant que chacun des trois opérateurs définis plus haut ne reprodmt pas
toutes les valeurs moyennes transverses et nodales de ¢ ((b (x), g_zﬁfp( ) et gbc Vi, ] =

0,1,...,m). Pour cela nous allons utiliser un opérateur d’interpolation multi-variables
(Gordon [46, 47]) définit par :

7 (9) == 11} (¢) + 17 (u) — 11E () (1.39)

[T (¢) est appelé la somme_bollenne de 117 (¢) et II7'(¢).

Il est facile de montrer que I} vérifie (1.38) et par conséquent II;(¢) et u ont les
mémes moyennes transverses 5;(1') et g_b;(y), i,7 =0,...,m et aussi les mémes valeurs
moyennes nodales q_bgj, 1,7 =0,...,m.

Sur chaque noeud R du maillage. Considérons ’espace d’interpolation S,,, et I'ensemble
des degrés de libertés D,,

i i i i —1,J ..
Dm :{ ]La ‘}27 B7¢T7¢C} Zajzoala"'am
Sm = Qm,m+2 U Qm+2,m'

(1.40)

Lemme 1.1 .
Si on remplace %(az) et ¢.(y) par leurs approzimations QASL(SC) et ggft(y) données par les
formules (1.20) (1.21) , alors IR (¢) € Sy, et il s’écrit sous la forme :

M (6) = 3 () (2, 9)6h + V(. y)od) + Z (W, 9)6 + Uil 9)6h) + >0 ¥ (9B

Jj=0 1= 4,j=0
(1.41)

et sera noté ]/._\I”R?(gzﬁ)
Les fonctions de base wi, %,wg, i et Elcj sont données par les formules suivantes :

;

Vi(ay) = L P (2) — psa(@)]p(y),

Vh(z,y) = l[pm+1( ) + P2 (2)].05(y),

V() = EE (@) [ (8) — Prsa(v)], (1.42)
Vi (, = 5pi($)-[pm+1(y) + Pmt2(y)),

Y)
(xy) =pi(@)0Y) — Py (2)-05(Y) — pi(@)-Prmsniiy (¥),
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ou k(i) =1,2, de telle fagcon que i et m + k(i) ont la méme parité.

Par conséquent D,, est S,,- unisolvant.

Preuve.
En substituant (1.20) et (1.21) dans (1.39) on obtient la formule (1.42). L’unisolvence
vient du fait que 'opérateur II'} reproduit toutes les valeurs moyennes transverses et

nodales de w. [ |

Remarque 1.4
L’opérateur d’interpolation ﬁ’ﬁ permet de construire de facon naturelle un élément fini
bidimensionnel (R, Sy, Dy,), G partir des éléments finis unidimensionnels ([—a, +a], Ppi2, D)

et ([=b, +b], Ppya, D) (1.24).

Pour étudier 'ordre de convergence de la méthode "HONEM-m" nous allons par la
suite examiner une autre approche des méthodes nodales appliquée au probléme (1.5).
Une approche donnée par Hennart [54] en deux variantes appelées, méthode nodale
polynomiale mathématique d’ordre m "PMNM-m" et méthode nodale polynomiale
physique du méme ordre "PPNM-m". Nous montrerons que la méthode "HONEM-m"

munie de ['opérateur ﬁ’;g est équivalente a la méthode "PPNM-m".

1.3 Meéthodes nodales polynomiales mathématiques
et physiques

1.3.1 Meéthode nodale polynomiale mathématique

Considérons le probléme (1.5) avec des conditions limites de type Dirichlet homo-

genes :

Lp=—-V.(DVo)+3Xp= dans .

p=0 sur 0f2. (1.43)

Avec0<a<Det 0<X.

La formulation variationnelle de (1.43) consiste a chercher ¢ vérifiant :

¢ € HY(Q) ,
{ a(¢,v) =Qv) Yve Hi(Q). (1.44)

27



Avec
a(p,v): = /Q(DV¢VU + Xow) dz, (1.45)
et Qv) = /QQU dzx. (1.46)

Ou Hy () est 'espace de Sobolev standard.
D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (1.44) admet une solution unique
dans Pespace H ().

Considérons la formulation faible discrete associée a (1.43) [55] :

( Trouver ¢, € V™ tel que :

an(én, vn) = Q(vn), You € Vi,
an(on,vn) =Y /(Dv¢hvvh+z¢hvh) dz, (1.47)

avec ReTy,

Q(vp) = /QQ.vhd:v.

Ou

v o= {vh € L3(Q) : vu|rE Sm(R), YR € T, tel que (v,)(E € {L, R, T, B})
est continue a travers les interfaces OR du maillage, pour, i =0, ...,m
et (vp) =0si E €00} .

(1.48)

L’espace d’interpolation local S,,(R) et I'ensemble des degrés de liberté D,,(R) dé-
finis dans [55] sont ceux fournis par la formule (1.40).
L’espace d’interpolation V,™ se constitue donc des fonctions qui appartiennent loca-
lement a ’espace S, et qui vérifient seulement la continuité des moments de ¢, aux
interfaces du maillage, ce qui génére un élément fini qui n’est pas de classe C°. Ainsi
cette méthode qu’on appelle méthode nodale polynomiale mathématique d’ordre m

noté "PMNM-m" n’est autre qu’une méthode des éléments finis non-conformes.

Remarque 1.5 Dans [55] on trouve une autre demonstration de l'unisolvence de D,y,
dans S,,, et ceci en calculant explicitement les fonctions de base de [’élément fini
(R, S, Din). Ces fonctions qui coincident avec ceuz qu’on a trouvé dans (1.42). Par

conséquent st ¢p, € V), alors sa restriction a un noeud R du maillage s’écrit :

= (WL (x,y) ] + Vh(z, v)dh) + > (U, y)dls + Un(x,y)dh) + Zw
7=0 =0

,j=0
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D’aprés Hennart [57] on a le résultat suivant :

Théoréme 1.1 Si la solution ¢ du probleme (1.44) est assez régulicre (dans H™2(Q))
et ¢y, son approximation par la méthode "PMNM-m" (1.47), alors il existe une constante

C indépendante de h tel que :

| & — n lloo< CH™? (1.50)

1.3.2 Meéthode nodale polynomiale physique

Par une méthode nodale polynomiale physique d’ordre m : "PPNM-m", on désigne
une méthode nodale d’ordre m utilisant les mémes degrés de liberté et les mémes
fonctions de base que la méthode "PMNM-m" (1.42), mais dont les équations discrétes

proviennent des deux caractéristiques physiques suivantes :

1. les équations du Bilan pondérées.
Le moment d’ordre (i,7)(i,j = 0,...,m) de l'equation (1.43) sur chaque noeud

Q. du maillage 7, est égale a zero :

/Q D(@)py(9) =V DV + S — Qldr = 0, i,j = 0,..om

2. La continuité des moments transverses du flux et du courant a travers les inter-
faces. Cette derniére condition traduit simplement la continuité des moments de

DV ¢ le long des interfaces du maillage.
/ pi(8) [D.Vonla. — D.NVoula,] neds =0, i=0,....m
Feq=QeNRy

Ou n, est le vecteur normal extérieure a l'interface commune I',y = Q. N Q.
Nous avons le théoréme suivant :
Théoréme 1.2 [55]

On suppose qu’on est dans les conditions du probléeme (1.43), alors la "PPNM-m" est

équivalente a la "PMNM-m" en utilisant des quadratures numériques de type Gauss-
Radau.

Preuve : La "PMNM-m" consiste a trouver 'élément ¢, € V", tel que le systeme
(1.47) est vérifié :
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a) Considérons la fonction wic’j , 1,7 =0, ..., mrelative & un noeud R comme fonction
test dans (1.47). On a :

/(Dvgbh.vng + Ny — QU )dxdy = 0; 0,5 =0,...,m (1.51)
R

qui est équivalente, par application de la formule de Green a

e (D.V gy 1 )ds + / e (=V.DV ¢y + S¢y, — Q)dady =0 (1.52)
OR R
Montrons que :

Ve (DN ¢y 1 )ds = 0
OR

I1 est facile de voir que :

pij(x,y) = (1)) (2, y) + Yh(z,y) + (=105 (2, y) + Pz, y) + g

Ainsi d’aprés (1.41) on a :

Sn =" (Gn)epij + VL (dn)) + U (Sn)h + 5 (0n)is + Ui (60)7
1,j=0

La contribution des termes p; ; aux composantes du V¢, est proportionnelle a

pi(x) et p;(y). Ainsi d’aprés (1.42) il est facile de remarquer que :

i . '
{ gj (55’ :Fb) = CPm+k(i) (l’) (153)
c (Fa,y) = Cpm+k(j)<y)

Ainsi, avec D constante sur chaque noeud, wic’j est orthogonale a py(x) et py(y), (k,l =
0,...,m).

Les contributions des fonctions de base 1%, au V ¢y, sont proportionnelles & p;(x ou y) i =
0,...,m Ou & Ppy1 F Pma2(x,y). Dans le premier cas (1.53) donne le résultat et

dans le deuxieme cas, grace a une intégration réduite de type Radau, le premier

terme de (1.52) disparait et par la suite on obtient :

[ P 9D+ S~ Q] iy =0
R
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b) Considérons maintenant dans (1.47) la fonction test ¢, E € L,R,B,T, j =
0,...,m. Pour simplifier, on prend @ng égale a @b% sur K et a gZ)]L sur Ky (FIG.
(1.5) ), on obtient :

/ (DVén. Vi, + S — Qui)da + / (DV6n. Ve + S — Qi )dz =0
K K> C1.54)
ii=0,1,...m

Puisque 2 est nul sur Ry et g est nul sur L;. Par intégration réduite de
Radau sur B1,7T1, B2,T2, I'équation (1.54) devient :

/ pi(y) [DN |k, — DNk, nds =0, i=0,...m
Iy

Ceci exprime la continuité du courant sur I'y , = K; N K.

K, KlﬂK2=F1’2 K,

Ll Rl LZ R2
B, B,
F1G. 1.5 —
Remarque 1.6 — La quadrature numérique de Gauss-Radau utilisée au théoréme

précédent est de U'ordre de 2m + 2 (exacte pour Qopmyio).

— Généralement, l'utilisation d’une quadrature numérique d’ordre 2m + 1 avec une
méthode des éléments finis appliqué au probléme (1.43) est compatible avec un
ordre de convergence de O(h™*2) ([28], p :207).

Ayant établi I’'équivalence entre les méthodes "PPNM-m" et "PMNM-m", en utilisant
une quadrature numérique de Gauss-Radau, et en tenant compte que 'ordre de qua-
drature est compatible avec 'ordre de la méthode établi au théoréme précédent, on a

le résultat suivant :
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Théoréme 1.3
St la solution ¢ du probleme (1.44) est assez réguliere (dans H™2(Q)) et ¢y son ap-
proximation par la méthode "PPNM-m", alors il existe une constante C' indépendante

de h tel que :

| & — dn o< CH™? (1.55)

Pour illustrer la difference entre la méthode "PPNM-m" et la méthode "HONEM-m",

nous résumons dans le tableau suivant 1’algorithme de chaque approche.

"PPNM-m" "HONEM-m"
1. Interpolation locale de ¢ dans .S,,. 1. Intégration transverse locale sur
chaque noeud.

2. Application des équations du bilan || 2. Interpolation locale de 5;(33) (1.20)
pondérées et de la condition de conti- || ot 5; (y) (1.21).

nuité des valeurs moyennes transverses
du flux et du courant a travers les inter-
faces du maillage pour la formulation
du systeme discret.

3. Résolution du systéme linéaire. 3. Application des équations du bilan
pondérées de la condition de continuité
des valeurs moyennes transverses du
flux et du courant a travers les inter-
faces du maillage pour la formulation
du systeme discret.

4. Résolution du systéme linéaire.

Rappelons que les fonctions de base construites pour la méthode "HONEM-m" a
partir de l'opérateur ﬁ’;g (lemme (1.1)) sont celles utilisées pour la méthode "PMNM-
m". Donc en ajoutant I’étape suivante a l'algorithme de la méthode "HONEM-m" :
5. Construction du Flux en tout point par 'opérateur ﬁ}g pour toute maille R de 7,

on obtient le résultat fondamental suivant :

Théoréme 1.4

La méthode "HONEM-m" munie de l’opérateur d’interpolation ﬁ’ﬁ est équivalente a la
méthode "PPNM-m" et par conséquent, si la solution ¢ du probleme (1.44) est assez
réqulicre (dans H™2(Q)) et ¢y, son approximation par la méthode "HONEM-m", alors

il existe une constante C' indépendante de h tel que :

I ¢ = én lloa< Ch™2 (1.56)
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Remarque 1.7

1. Le choiz de l'espace d’interpolation V,™ est une étape intégrée de la méthode
"PPNM-m", tandis que pour la méthode "HONEM-m", on peut explorer plusieurs
constructions de la solution approchée en tout point du domaine d’étude € a partir

des solutions approchées de q_b]y et g_b;

2. L’ordre de convergence O(h™"2) de la méthode nodale "PMNM-m", énoncé dans
le théoreme 1.1, est démontré dans [57] sans Uutilisation de quadrature numé-
rique.

La quadrature numérique de Gauss-Radau utilisée dans le théoréeme 1.2 est de
lordre de 2m + 2, tandis que , une quadrature de l'ordre de 2m + 1 est suffisante

pour conserver 'ordre de convergence O(h™"?).

Par la suite, on propose une procédure de résolution du systéme linéaire issu par ap-
plication de la méthode "HONEM-m" (m = 0,1) au probléme (1.43).

1.4 Procédure de résolution

Suposons que le domaine €2 est subdivisé en n, noeuds suivant z et n, noeuds sui-
vant y. On ordonne les équations en considérant tout d’abord les bandes horizontales
les une apres les autres de bas en haut, puis on considére toutes les bandes verticales les
une aprés les autres de gauche a droite, en numérotant pour chaque bande les interfaces
suivant y de bas en haut. De plus, on utilise l'ordre lexicographique pour numéroter
les noeuds €2y, k =0,...,m, [ = 0,...,m du maillage du domaine €2.

Pour simplifier considérons les notations suivantes :

— Gu = col(@y, Gps oy B0) (u =z 0ouy), oit ¢(s = 0,...,m) est le vecteur colonne
dont les composantes représentent les moments du flux transverse d’ordre s aux
interfaces des moments suivant la direction wu.

~ ¢c = col(de(ijy,J = 1,..,ny;i = 1,...,n1) ol ¢ est le vecteur colonne dont les
composantes représentent les moments du flux centrés pour la cellule €, ;.

Pe(ing) = col@kcl(i,j), k=0,...m; [ =0,...m).

En assemblant les équations (1.28) pour les moments du flux transverse suivant x,

les équations analogues (1.30) pour les moments du flux transverse suivant y et les

équations du bilan (1.36) pour les moments du flux centrés sur chacun des noeuds, on
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obtient le systéme linéaire suivant :

AT = S. (1.57)
et
o 0
v = @y , et S= 0 . (1.58)
Qc qc

qc est défini de la méme fagon que ¢, et ne dépend que de la source Q.

La matrice A est donnée par :

sz 0 M$c
A=| 0 M, M, |, (1.59)
Mcx Mcy Mcc

ol M,. est une matrice bloc diagonale d’ordre (m + 1) * nx * ny dont les blocs
diagonaux sont des matrices d’ordre (m + 1)%.. My, (u = z,y) est une matrice bloc
diagonale d’ordre (m+ 1) * (nx — 1) * ny pour M,, et (m+ 1) *nx* (ny — 1) pour M,,

. Les (m + 1) blocs diagonaux de M,, sont identiques de la forme :

T, 0 ... 0

r=| " T (1.60)
: . -0
0 ... 0 T,

ou T (j = 1,...,ny) est une matrice tridiagonale d’ordre nz — 1 qui est associée a la
7™ bande horizontale et dont les coefficients sont donnés par le premier membre des

équations (1.28). La matrice M, admet la méme structure que la matrice M,,.

Théoréme 1.5

Les matrices My, et M,, sont tridiagonales, symétriques et a diagonales strictement

dominantes.

Preuve

Le fait que M,, soit tridiagonale découle immédiatement de la forme des équations
(1.28). De plus tenant compte de la remarque (1.2) il est facile de voir que la matrice
M,, est bien a dominance diagonale stricte. De la méme maniére on montre que la

matrice M, est symétrique et & diagonale strictement dominante.
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Remarque 1.8

— Du théoreme précedent, on déduit immédiatement que les matrices My, et My,
sont symétriques définies positives.

— on peut facilement aussi vérifier que la matrice M,. est a diagonale dominante
stricte. 1l suffit d’écrire explicitement les équations du bilan pondérées (1.36) (voir

Annezxe (A) pour les équations du bilan).

D’aprés la remarque précédente M, est inversible ce qui permet d’exprimer les valeurs

_,L"j . .
moyennes nodales ¢, sur chaque noeud en fonction des valeurs moyennes faciales

2 Oy &, Oy 1,7 =0, ..., m. Par conséquent on obtient le systéme réduit suivant :

Lo
aalls]-lg asy
ol
Azm = wa - ch Mc_cl Mcxu
A:cy - _Ma:c Mc_l Mcy,
Ay = —M, Mczl M.,
Ayy = Myy — My, Mc_cl My, (1.62)
Qm - _ch Mc_cl gm
Qy = —My. Mc_cl de

La substitution des valeurs moyennes nodales par des combinaisons linéaires en
fonction des valeurs moyennes faciales donne naissance a des couplages entre les va-
leurs moyennes facials suivant x et ceux suivant y.

Pour finaliser ce travail on propose d’explorer une comparaison numérique entre diffé-
rents solveurs avec et sans préconditionnement pour le résolution du systéme 1.61.

deux préconditionneurs seront implémentés :
1. Préconditionneur de la factorisation incompléte ILU [86].

2. Préconditionneur par blocks [78|.

1.5 Reésultats numériques

Pour la validation du schema "HONEM-m, m = 0,1", on propose deux exemples
tests "Pi,7 = 0,1", dont le premier posséde une solution exacte, tandis que le deuxiéme
est un benchmark modélisant un écoulement dans un milieux poreux, proposé par Mosé
[79] et étudié dans 61, 77, 78|.
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Probléme test PO

Considérons le probléme suivant :

_A¢<x7y)+¢<x7y) :Q<.T,y) \V/.T7y€Q,
{ ) 0 sur Of). (1.63)

ou Q =] — 1,+1[. Les résultats numériques seront comparés avec les deux solutions

analytiques suivantes :

dx,y) = (1—a%)(1—y"),

Pou { Q) =122 (1—y) +12 (1—a)y? + (1— ot (1—yt), OV
et
( B cosh(z) cosh(y)
olz.y) = (1 a cosh(l)) (1(_)cosh(1)) ’ @)
cosh(y cosh(x

PO1 < N = cosh(z) <1 ~ cosh(1) cosh(y) <1 a cosh(1)> (1.65)

Q) = cosh(1) cosh(1)

cosh cosh(x

(g coshw)) (, _ coshla)

L cosh(1) cosh(1)

Soit € = ¢era — ¢n la fonction qui représente l'erreur numérique, ol ¢, €t ¢y sont
respectivement la solution exacte et approchée.

Considérons N, x IV, points équidistantes et fixes dans €. les erreurs en normes discrétes

L et L? relatives a ces points sont définies par :

u 1 2
lellf = [WZE (xi,yj)]

v

(1.66)

D=

Ces deux erreurs peuvent aussi étre calculées pour une distribution de points relatifs
aux mailles. Considérons donc que le domaine €2 est subdivisé en nx mailles suivant
x et ny mailles suivant y. Les erreurs en normes L™ et L? relatives aux centres des

mailles sont données par :

lellne = max|e(z;,y;)|  1<i<nz 1<j<ny.
ij
nu 1 3 2 (1.67)
ez = [nxny i 52(1‘,-,%)] ’

. 4 _kal 4
Les erreurs en normes L™ et L? relatives aux moments centrés ¢ sont données

par :
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k1 ok . _
lels? = max|((ei(z. )l 1<i<na 1<j<ny.
1
2

(1.68)

lel% = | ——3 (Gl e’

NTNY 4=
ij

L’erreur d’interpolation en normes L? et L> sera notée : [[eZ||%, et ||Z||%, pour une

répartition uniforme de points.

1. Reésultats relatifs a la solution analytique P00 (1.64)

maille el a ]l 72 o lellse a lell72 @

HONEM-0 2x2 9.69E-01 5.44E-01 4.62E-01 9.24E-01
4 x4 236E-01 2.03 1.35E-01 2.00 2.18E-01 1.08 2.65E-01 1.79
8§x 8 5.64E-02 2.06 3.36E-02 2.00 6.02E-02 1.85 6.94E-02 1.93
16 x 16 1.47E-02 1.93 8.58E-03 1.96 1.54E-02 196 1.75E-02 1.98
32 x 32 3.39E-03 2.11 1.99E-03 2.10 3.87E-03 1.99 4.39E-03 1.99

HONEM-1 2x2 1.36E-01 3.99E-02 5.23E-02 1.04E-01
4 x4 1.67E-02 3.02 2.98E-03 3.74 5.03E-03 3.37 7.74E-03 3.75
8§x8 1.78E-03 3.23 2.17E-04 3.78 4.16E-04 3.59 5.24E-04 3.88
16 x 16 7.15E-05 4.64 1.30E-05 4.06 4.12E-05 3.33 3.35E-05 3.99
32 x 32 3.62E-06 4.30 7.54E-07 4.10 3.15E-06 3.70 2.10E-06 3.99

TAB. 1.1 — Erreurs et ordres de convergence en normes L? et L> pour les méthodes
"HONEM-0" et "HONEM-1" appliquées au probléme P00

A partir du tableau 1.1, les ordres de convergence numériques en norme L? de
"HONEM-0" et "HONEM-1" sont respectivement 2 et 4. Ainsi on retrouve exac-
tement ’ordre de convergence théorique de "HONEM-0" fournit par le théoréme
(1.4) et on observe un ordre de convergence plus grand que celui prédit par le
méme théoréme pour "HONEM-1".

Les erreurs en normes infinies listées au méme tableau (1.1) maintiennent des
ordres de convergence semblables & ceux calculés en normes L2, & savoir 2 pour
la méthode "HONEM-0" et environ 4 pour la méthode "HONEM-1".

Le tableau (1.2) nous montre tout d’abord que les ordres de convergence rela-
tifs & lerreur d’interpolation en norme L? pour les méthodes "HONEM-0" et
"HONEM-1" sont conformes aux ordres théoriques (voir Ciarlet [28|, p : 132).
Ainsi on retrouve un ordre 2 pour la méthode nodale "HONEM-0" et un ordre

légérement plus grand que 4 pour la méthode "HONEM-1".

37



maille &Y o elB” o Jl5Zs, o eIl «
HONEM-0 2x2 4.07E-01 8.15E-01 5.71E-01 1.05E-01

4 x4 2.04E-01 0.99 247E-01 1.71 3.08E-01 0.89 3.68E-02 1.52

8x 8 5.T74E-02 1.83 6.55E-02 1.91 1.07E-01 1.52 1.17E-02 1.64

16 x 16 1.47E-02 1.96 1.66E-02 1.97 2.71E-02 1.98 2.97E-03 1.98

32 x 32 3.70E-03 1.99 4.16E-03 1.99 4.24E-03 2.67 2.99E-04 2.09
HONEM-1 2x2 256E-02 5.12E-02 1.24E-01 2.00E-02

4x4 1.76E-03 3.86 3.27E-03 3.96 1.65E-02 2.91 2.01E-03 3.31

8 x8 1.19E-04 3.88 2.05E-04 3.99 1.71E-03 3.27 1.65E-04 3.60

16 x 16 7.77E-06 3.93 1.28E-05 3.99 6.83E-05 4.64 9.60E-06 4.10

32 x 32 4.96E-07 3.96 8.44E-07 3.99 3.29E-06 4.37 5.10E-07 4.23

TAB. 1.2 — Erreurs et ordres de convergence en normes L? et L> pour les moments
centrés (0,0) et les erreurs d’intérpolations relatives aux méthodes "HONEM-0" et
"HONEM-1" appliquées au probléme P00

On constate aussi que les ordres de convergence en norme L* des erreurs d’in-

terpolation sont semblables & ceux en norme L2

La comparaison faite entre les erreurs des moments (0, 0) en normes L? et L™ au

méme tableau, donnent un ordre 2 pour la méthode nodale "HONEM-0" et un
ordre 4 pour la méthode "HONEM-1".
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(0,1)&(1,0)
1.2

(L,1)
L2

mesh  lelll, o el o el a |l
HOMEM-1 2x2 1.36E-01 3.99E-02 1.30E-03 1.86E-02
4x4 1.67E-02 3.02 298E-03 3.74 3.38E-04 1.95 5.56E-04 5.06
8§x8 1.78E-03 3.23 2.17E-04 3.78 1.42E-05 4.57 1.13E-05 5.60
16 x 16 7.15E-05 4.64 1.30E-05 4.06 4.83E-07 4.87 1.96E-07 5.85
RT1-a 2x2 227E-01 2.93E-02 1.30E-02 3.11E-02
Hennart[61] 4x4 3.98E-02 2.51 8.66E-03 2.78 1.59E-03 3.04 2.40E-03 3.69
8§ x 8 5.00E-03 2.99 9.85E-04 3.14 1.29E-04 3.61 2.39E-04 3.04
16 x 16 5.64E-04 3.15 1.16E-04 3.08 9.98E-06 3.70 2.83E-05 3.37
BDFMI1-a 2x2 257E-01 1.66 6.38E-02 2.83 1.81E-02
Hennart[61] 4x4 4.74E-02 244 1.02E-02 2.64 1.60E-03 3.50
8§ x8 5.8E-03 3.02 1.13E-03 3.17 1.29E-04 3.63
16 x 16 6.34E-04 3.21 1.26E-04 3.17 9.98E-06 3.70
RT1-b 2x2 1.74E-01 5.38E-02 6.53E-04 9.33E-03
Hennart[61] 4x4 268E-02 2.70 6.10E-03 3.14 1.69E-04 1.95 2.78E-04 5.07
8x 8 2.58E-03 3.37 5.09E-04 3.58 T7.10E-06 4.57 5.69E-06 5.61
16 x 16 1.99E-04 3.70 4.04E-05 3.65 2.42E-07 4.88 9.83E-08 5.86
BDFM1-b 2x2 246E-01 9.10E-02 4.06E-02
Hennart[61] 4x4 3.73E-02 2.72 1.05E-02 3.12 2.82E-03 3.84
8§x8 3.61E-03 3.37 8.62E-04 3.61 1.13E-04 4.64
16 x 16 2.78E-04 3.70 6.04E-05 3.83 3.78E-06  4.90
ANMF-1 2x2 1.33E-01 3.47E-02 1.93E-03 1.45E-02
Guessous[50] 4 x4 1.66E-02 3.00 2.68E-03 3.69 1.41E-04 3.76 4.52E-04 5.00
8§x8 1.76E-03 3.23 2.00E-04 3.74 6.74E-06 4.39 9.00E-06 5.65
16 x 16 7.04E-05 4.64 1.19E-05 4.06 2.26E-07 4.89 1.31E-07 6.09

TAB. 1.3 — Comparaison des erreurs en normes L? et L* et des ordres de convergence
de la méthode "HONEM-1" avec d’autres méthodes nodales [61]-[50]
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Dans le tableau (1.3) nous comparons les erreurs et les ordres de convergence de la

méthode "HONEM-1" ( pour les normes || ||%, || ||}, || ||g)2’1)&(1’0), et || ||(Ll§1)) avec

les méthodes nodales polynomials "RT1-a", "BDFM1-a", "RT1-b" et "BDMF1-

b" analysées dans [61] et la méthode nodale analytique (ou intégrale) "ANME-1"

étudiée par Guessous [49, 50| et Hennart [56].

Notons que la méthode nodale de Raviart-Thomat "RT1-a" présentée dans [61]

correspond au schéma nodale "PMNM-1" de la section (1.3.1), quant & la mé-

thode nodale "BDFM1-a" elle correspond & la version primale de ’élément fini

mixte Brezzi-Douglas-Fortin-Marini. [19]

Notons aussi que les schémas "RT1-b" et "BDFM1-b" présentés dans [61] pré-

servent les mémes espaces d’interpolations et les mémes degrés de liberté que les

schémas "RT1-a" et "BDFM1-a", sauf que la résolution par "RT1-b" et "BDFM1-

b" se base sur un processus d’intégration transverse avec quadratures numériques

(voir [61] pour plus de détails sur ces méthodes).

En analysant le tableau (1.3) on constate que :

— lordre de convergence en norme L? de la méthode "RT1-a" est 3, ce qui cor-
respond & 'ordre de convergence théorique donné par le théoréme (1.1).

— L’approximation par la méthode nodale "HONEM-1" donne plus de précision
que les méthodes "RT1-a", "BDFM1-a", "RT1-b" et "BDFM1-b" pour toutes
les normes figurants au tableau.

— La méthode "HONEM-1" gagne un ordre de convergence par rapport aux mé-
thodes "RT1-a", "BDFM1-a", et elle dépasse légérement celui des méthodes
"RT1-b" et "BDFM1-b".

— La precision et les ordres de convergence de la méthode "HONEM-1" sont
presque semblables & ceux fournis par la méthode "ANMF-1".

— Les ordres de convergence de la méthode "HONEM-1" par rapport au moments
centrés sont au voisinages de 5 pour les moments (0, 1) et (1,0) et de 6 pour les
moments (1,1). Ce résultat de super-convergence appelé "super-convergence
aux noeuds(degrés de liberté)" on le retrouve dans la résolution des équations
au dérivées partielles uni-dimensionnelles par la méthode des éléments finis
(voir par exemple [29]) et qui peut aussi étre expliqué par la presence des fonc-
tions de base quadratiques-cubiques et cubiques-quadratiques avec les moments

centrés (0,1) et (1,0) et cubiques-cubiques avec ceux d’ordre (1,1).

2. Reésultats relatifs a la solution analytique P01 (1.65)

Les résultats relatifs a la solution analytique P01 sont données aux tableaux
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(1.4)-(1.5) et (1.6) et ils sont identiques a ceux trouvés pour la solution analy-

tique P00.

maille

lells

(0%

]l

nu
lellze

lellz2

(0%

HONEM-0 2x2
4 x4
8 %X 8
16 x 16
32 x 32

HONEM-1 2 X2
4 x4
8 %X 8
16 x 16
32 x 32

5.63E-02
2.00E-02
5.38E-03
1.28E-03
2.21E-04

4.14E-03
2.22E-04
1.84E-05
8.68E-07
6.08E-08

1.48
1.89
2.06
2.53

4.21
3.59
4.40
3.83

1.26E-02
3.73E-03
1.01E-03
2.51E-04
6.25E-05

8.44E-04
5.46E-05
3.55E-06
2.19E-07
1.35E-08

1.75
1.88
2.00
2.01

3.94
3.94
4.01
4.01

7.50E-03
3.97E-03
1.12E-03
2.90E-04
7.32E-05

2.84E-04
4.25E-05
4.24F-06
3.35E-07
2.35E-08

0.91
1.81
1.95
1.98

2.73
3.32
3.66
3.83

1.50E-02
4.78E-03
1.26E-03
3.21E-04
8.05E-05

5.68E-04
4.68E-05
3.14E-06
2.00E-07
1.25E-08

1.64
1.91
1.97
1.99

3.60
3.89
3.97
3.99

TAB. 1.4 — Erreurs et ordres de convergence en normes L* et L™
"HONEM-0" et "HONEM-1" appliquées au probléeme P01

pour les méthodes

maille

0,0
B

«

0,0
el 5"

(67

7115

«

[€Z1I7

«

HONEM-0 2 x2
4 x4
8 X8
16 x 16
32 x 32

5.65E-03
2.89E-03
8.19E-04
2.10E-04
5.31E-05

0.96
1.82
1.95
1.98

1.13E-02
3.49E-03
9.21E-04
2.33E-04
5.85E-05

1.69
1.92
1.98
1.99

4.14E-01
1.58E-01
4.36E-02
1.04E-02
1.83E-03

1.38
1.85
2.06
2.50

1.07E-02
3.23E-03
8.92E-04
2.21E-04
5.48E-05

1.73
1.85
2.01
2.01

HONEM-1 2 X2
4 x4
8 x 8
16 x 16
32 x 32

2.46E-04
1.93E-05
1.51E-06
1.06E-07
7.04E-09

3.66
3.67
3.83
3.91

4.93E-04
3.34E-05
2.15E-06
1.35E-07
8.49E-09

3.88
3.95
3.98
3.99

3.54E-03
2.13E-04
1.80E-05
8.53E-07
5.91E-08

4.05
3.56
4.40
3.85

7.76E-04
4.99E-05
3.25E-06
2.00E-07
1.22E-08

3.95
3.94
4.02
4.02

TAB. 1.5 — Erreurs et ordres de convergence en normes L? et L pour les moments
centrés (0,0) et les erreurs d’intérpolation relatives aux méthodes "HONEM-0" et
"HONEM-1" appliquées au probléme PO1.
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mesh [ Q7Y o eGP 0 lglRY o BT e
HOMEM-1 2x2 1.39E-05 2.79E-05 1.24E-04 2.49E-04

4 x4 4.01E-06 1.79 5.68E-06 2.29 5.05E-06 4.62 5.31E-06 5.55

8 x &8 2.47E-07  4.02 2.15E-07 4.72 1.38E-07 5.18 9.16E-08 5.85

16 X 16 1.07E-08 4.52 7.04E-09 4.93 3.22E-09 5.42 1.48E-09 5.95

32 x 32 4.02E-10 4.73 2.22E-10 498 7.11E-11 5.50 2.45E-11 5.91

TAB. 1.6 — Les erreures et les ordres de convergence des moments centrés "(0,1) et
(1,0)" et (1,1) en normes L? et L> de la méthode "HONEM-1" appliquée au probléme
P01

Probléme test P1

Considérons le Benchmark donnée par Mosé [79], modélisant un écoulement dans une

nappe phréatique, dont I’équation est :
—V.DV¢ = Q(z,y), Y(z,y) € Q, (1.69)

ou © =]0,100[x]0,100[ et D représente la conductivité hydraulique, qui bascule entre
1 et 107°. Les dimensions et conditions au bord du probléme (1.69) sont illustrés dans
la figure (1.6).

Etant donnée que ce probléme ne posséde pas une solution exacte, une compa-
raison entre la représentation graphique tridimensionnelle des solutions données par
"HONEM-0" et "HONEM-1", et celles données par Moulton [77]| et Hennart [61], est
illustrée dans les figures (1.7) et (1.8), pour un maillage uniforme 25 x 25. On remarque
que les graphes obtenus par les méthodes "HONEM-0" et "HONEM-1" sont identiques
a ceux obtenus par la méthode "RT1-b" [61] et la méthode nodale intégrale "NIM"
[77].
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F1G. 1.6 — Les dimensions et les paramétres du probléme P1.

Comparaison entre différents solveurs pour la résolution

du systeme (1.61) relatif au probléme PO

Nous proposons une comparaison entre les solveurs : BICG, BICGSTAB et QMR
pour la résolution du systéme (1.61) (voir [86] pour la définition de ces solveurs).
Deux préconditionneurs seront implémentés :

— Le préconditionneur ILU de la factorisation incomplete [86].

— Un préconditionneur par bloc, présenté dans 78|, et qui prend la forme suivante :
B — {B Azy } (1.70)
Ayz Ayy

ot B est une matrice diagonale, dont chaque élément est égale a la somme des éléments

de la colonne correspondante de A,,.
Dans tous les tableaux suivants, les notations : ITER, et COND indiqueront respecti-
vement, le nombre des itérations correspondant a la valeur calculée de la solution et le
conditionnement de la matrice préconditionnée. La tolérance "€’ pour le résidu relatif

et le nombre maximale des itérations "maxiter” sont fixés respectivement a 1076 et
5000.
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La solution du probleme P1 par "HONEML1" en 25*25 points pour un maillage 25*25

99.4

99.2

99 .|
100

La solution du probleme P1 par "HONEM-0" dans un maillage 25*25 calculée en 25 points

99.4

99.2

99 .|
100

F1G. 1.7 — Graphiques des solutions de P1 par "HONEM-0" et "HONEM-1"
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F1G. 1.8 — Graphiques des solutions de P1. En haut "NIM" [77] et en bas "RT1-b" [61]
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| BICG | BICGSTAB | QMR
Sans préconditionnement (COND = 1.30E+03)
ITER | 38 | 27 \ 38
Avec préconditionneur ILU (COND = 1.11E-+03)
ITER | 30 | 20 \ 30
Avec préconditionneur par bloc (COND = 5.9E+01)
ITER | 06 | 04 \ 06

TAB. 1.7 — Comparaison entre différentes méthodes itératives avec et sans précondition-
nements pour la méthode "HONEM-0", appliquée au probléme PO dans un maillage
30 x 30

Dans le tableau (1.7) on constate que le préconditionneur B diminue considérable-
ment le nombre des itérations pour la méthode "HONEM-0", pour tous les solveurs.
On remarque aussi que le solveur BCGSTAB converge en un nombre minimum des
itérations en utilisant le préconditionneur B. Les courbes de convergence relatifs aux

deux preconditionneurs sont données dans FIG (1.9).

La comparaison pour la méthode "HONEM-1", donnée au tableau (1.8) montre
aussi lefficacité du préconditionneur B pour 'accélération de la convergence.Ainsi on
constate que le solveur BICGSTAB converge en un nombre minimum d’itérations en
utilisant le préconditionneur B. Les courbes de convergence relatives & "HONEM-1"
sont données dans FIG (1.10)

| BICG | BICGSTAB | QMR
Sans préconditionnement (COND = 3.19E+03)
ITER | 109 | 82 \ 106
Avec préconditionneur ILU (COND = 1.42E+03)
ITER | 51 | 34 \ 50
Avec préconditionneur par bloc (COND = 5.73E+01)
ITER [ 09 | 05 \ 09

TAB. 1.8 — Comparaison entre différentes méthodes itératives avec et sans précondi-
tionnement pour la méthode "HONEM-1", appliquée au probléme P0, dans un maillage
30 x 30

Comparaison entre différents solveurs pour la résolution

du systeme (1.61) relatif au probléme P1

Dans le tableau (1.9) on constate que le préconditionneur B diminue considérable-

ment le nombre des itérations pour la méthode "HONEM-0", pour tous les solveurs.
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On remarque aussi que le solveur BCGSTAB converge en un nombre minimum des ité-

rations. Les courbes de convergence relatifs aux deux preconditionneurs sont données

dans FIG (1.11).

[BICG [ BICGSTAB | QMR
Sans préconditionnement (COND = 5.42E+4-05)
ITER | 771 | 2221 | 762
Avec préconditionneur ILU (COND = 6.77E+03)
ITER [ 98 | 52 \ 96
Avec préconditionneur par bloc (COND = 4.11E+01)
ITER [ 3 | 2 \ 3

TAB. 1.9 — Comparaison entre différentes méthodes itératives avec et sans précondition-
nements pour la méthode "HONEM-0", appliquée au probléme P1 dans un maillage
25 x 25

La comparaison pour la méthode "HONEM-1", donnée au tableau (1.10) montre
aussi l'efficacité du préconditionneur B pour I'accélération de la convergence.Ainsi on
constate que le solveur BICGSTAB convergen en un minimum nombre d’itérations en
utilisant le préconditionneur B. Les courbes de convergence relatives & "HONEM-1"
sont données dans FIG (1.12).

| BICG | BICGSTAB | QMR
Sans préconditionnement (COND = 8.73E+05)
ITER [ 2382 | 4173 | 1742
Avec préconditionneur ILU (COND = 7.72E+03)
ITER | 84 | 50 \ 84
Avec préconditionneur par bloc (COND = 7.29E+01)
ITER [ 3 | 2 \ 3

TAB. 1.10 — Comparaison entre différentes méthodes itératives avec et sans précondi-
tionnements pour la méthode "HONEM-1", appliquée au probléme P1 dans un maillage
25 x 25
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Erreur résiduelle relative

Erreur résiduelle relative

Comparaison entre différents solveurs avec préconditionneur ILU pour "HONEM-0" appliquée
. au probléme PO pour un maillage 30 * 30
10 E T T T T

bicg
rroooo bicgstab
qmr

IR TTTT] B AR TTY BTSRRI SRR TTTT RS SR TTTT SRR |

wul

—7 1 1 1 1

Il
0 5 10 15 20 25 30
Nombre d’itérations

Comparaison entre différents solveurs avec préconditionneur par bloc pour "HONEM-0" appliquée
o au probléme PO pour un maillage 30 * 30
10 F T T T T
F bicg
L v bicgstab
107tk gmr

|

I I I I
o o o o
T T T T
Ll Lol Ll Lol

[
o
T
I Al

-7 | | | | |

0 1 2 3 4 5
Nombre d’itérations

o

F1G. 1.9 — Courbes de convergence pour "HONEM-0" appliquée a P0.

48



Erreur résiduelle relative

Erreur résiduelle relative

Comparaison entre différents solveurs avec préconditionneur ILU pour "HONEM-1" appliquée
. au probléme PO pour un maillage 30 * 30
10 E. T T T T

bicg
rroooo bicgstab
qmr

IR TTTT] B AR TTY BTSRRI SRR TTTT RS SR TTTT SRR |

ol

Il
0 10 20 30 40 50
Nombre d’itérations

)
o

Comparaison entre différents solveurs avec préconditionneur par bloc pour "HONEM-1"
appliquée au probléme PO pour un maillage 30 * 30

100 : : : ; T T T T T E

— bicg ]

i ) v bicgstab | ]
107" 3 - ]
1072 3 ]
1073 3 ]
10~ 3 ]
107° 3 i ]
10°F Y
10_7 ‘ ‘ | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 ’ 8 °

Nombre d’itérations

F1G. 1.10 — Courbes de convergence pour "HONEM-1" appliquée a PO.
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Erreur résiduelle relative

Erreur résiduelle relative

Comparaison entre différents solveurs avec préconditionneur ILU pour "HONEM-0"
appliquée au probleme P1 pour un maillage 30 * 30

100 T T T T T T T T E
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Nombre d’itérations

100

Comparaison entre différents solveurs avec préconditionneur par bloc pour "HONEM-0"
appliquée au probléme P1 pour un maillage 30 * 30
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F1G. 1.11 — Courbes de convergence pour "HONEM-0" appliquée a P1.
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Erreur résiduelle relative

Erreur résiduelle relative

Comparaison entre différents solveurs avec préconditionneur ILU pour "HONEM-1" appliquée
au probléme P1 pour un maillage 30 * 30
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Comparaison entre différents solveurs avec préconditionneur par bloc pour "HONEM-1" appliquée
o au probléme P1 pour un maillage 30 * 30
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F1G. 1.12 — Courbes de convergence pour "HONEM-1" appliquée a P1.
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Chapitre 2

Méthode nodale intégrale d’ordre
élevé appliquée a un écoulement
stationnaire d’un fluide incompressible

2.1 Introduction

Apreés avoir appliqué dans le premier chapitre une méthode nodale d’ordre élevé a
une équation elliptique linéaire, nous nous intéressons dans ce chapitre a la résolution
des équations de Naviers-Stokes qui régissent la dynamique des fluides incompressibles

(i.e. & masse volumique constante) en état stationnaire.

Rappelons qu’en mécanique des fluides, on distingue généralement les écoulements
irrotationnels, les écoulements de fluides compressibles et enfin les écoulements de
fluides incompressibles. Si les deux premiers concernent principalement les aérodynami-
ciens, on retrouve le troisiéme dans pratiquement tous les domaines allant des processus
industriels aux phénomeénes naturels pour lesquels la condition d’incompressibilité est
une hypotheése suffisante. Tous les fluides étant, en effet, plus ou moins compressibles,
la condition d’incompressibilité revient & considérer comme négligeables les influences
de la pression et de la température (ou de la concentration) sur la masse volumique.
La cavitation et les changements de phase liquide-vapeur sont deux exemples pour les-
quels on ne peut faire ’hypothése d’incompressibilité. D’autre part, un gaz peut étre
considéré comme incompressible si le nombre de Mach est faible (U/c<0,2) et si la
variation de température 'est aussi. Les petites variations de densité qui sont & 1’ori-
gine des mouvements de convection naturelle sont prises en compte quant a elles (grace
a ’hypothése de Boussinesq) par un terme source dans les équations de conservation
de la quantité de mouvement. On ne s’intéressera ici qu’a la résolution numérique des

équations de Navier-Stokes incompressibles ot ’on se trouve confronté a de nombreuses
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difficultés intrinséques parmi lesquelles on notera le traitement numérique des termes
convectifs et du couplage pression-vitesse. Pour rendre ce probléme (généralement as-
sez difficile a résoudre) plus abordable, nous nous plagons dans le cadre simplifié des

équations bidimensionnelles (2D).

Les méthodes généralement utilisées sont les différences finies [80], les éléments finis
[44, 91, 92|, et les volumes finis [33, 34, 37, 40| que I'on ne traitera pas.
Les méthodes nodales du premier ordre, qui ont été initiées pour les équations de
Naviers-Stokes incompressibles en régime stationnaire par Azmy et Dorning [12, 13|,
ont connu un progrés considérable par leurs applications en mécanique des fluides,
citant a titre d’exemples les travaux [4, 6, 38, 62, 74, 75, 76, 85, 98, 100, 101].
Comparer a ce qui as été fait dans le premier chapitre, nous nous proposons de donner
une formulation générale de la méthode nodale intégrale d’ordre élevé, appliquée a un
écoulement stationnaire incompressible, une formulation qui généralisera la méthode
nodale intégrale d’indice 0 donné par Azmy et Dorning [12, 13|. Notre souci dans ce
développement est d’une part, de préserver les caractéristiques générales de la méthode
nodale intégrale, & savoir, I’équation de bilan, I'unicité des valeurs nodales transverses
et la continuité des valeurs moyennes transverses ainsi que certains de leurs dérivées
a travers les interfaces du maillage et d’autre part, d’obtenir a la fin un systéme non-
linéaire bien défini en termes d’inconnues principales.
Parmi les difficultés rencontrées dans cette formulation, ¢’est I’approximation du terme
non-linéaire (de convection), que nous avons développé en série de Legendre sur chaque
interface du maillage. A la fin de ce chapitre nous proposerons deux tests numériques
pour la méthode nodale intégrale d’ordre 0. Le premier test est celui d'un écoulement
en poiseuille, qui as été étudié aussi dans le travail de Azmy et Dorning [12, 13], nous
retrouvons les mémes résultats numériques. Le profile de la vitesse sera illustré. Au
second test nous traiterons un écoulement en cavité entrainé [89]. Vu que ce probléme
posséde une solution analytique, et dans I’absence d’une étude théorique de l'erreur
de cette méthode, les ordres de convergence de vitesse et de pression seront calculés

numériquement [6].

2.2 Formulation de la méthode nodale integrale

L’écoulement 2D (dans le plant (x,y)) d’un fluide de masse volumique p constante
est complétement décrit par son champ vectoriel de vitesse V = (u(z,y),v(z,y)) € R?

et son champ scalaire de pression p(x,y) € R.
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Ces grandeurs seront déterminées & partir des lois de conservation suivantes :

— La conservation de la masse :

ou Ov
—+ —=0. 2.1
ox + oy 0 (2.1)

— La conservation de la quantité de mouvement :

ou ou ou?  ou? op

ua——FUa—y—l/[@-i-a—yz]-i—%:J. (2.2)
ov ov ov? ot Op
el Y B T - = f 2.
Yor +U8y V[8x2 * 8y2] * dy of (2:3)

Ou v désigne la vitesse cinématique du fluide, p(x,y) la pression divisée par densité
p, et f=(uf(z,y),f(x,y) les forces extérieures par unité de masse.
Dans la suite de ce chapitre nous serons amenés a utiliser le tenseur normal des

contraintes T'(z,y) = (I'(z,y), I (x,y)) défini par :

T(e,y) = vi-ule,y) ~ ple,0) (2.4
0
J(Iay) :Va_yv(xvy) —p<l’,y). (25)

Na,N,
Nous subdivisons le domaine 2 en des rectangles : 2 = U €; ; que nous appelons
,J
aussi noeuds, ot € ; = [—a; j, +a; ;] X [=b; j, +b; ;].

Pour plus de lisibilité dans les équations nous omettons pour l'instant I’écriture de
I'indice (i, j) relative aux noeuds du maillage.

Placons nous dans un noeud K = [—a, a] x [—b, b]. Les polynémes de Legendre ¢;, i € N
de degré i définis par exemple sur l'intervalle [—a, +a] sont normalisés par la relation

d’orthogonalité :

+a
| ata) = Nes,,
2a

241

En multipliant les équations (2.1)-(2.3) par %]’ € {0,...M} (M désigne l'ordre de la

J
méthode) et en intégrant entre —b et +b dans la direction y, nous obtenons le systéme

ou 9, ; désigne le symbole de Kronecker et N =

des équations transverses pondérées suivant la direction x :
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T 2 = Srifa). 26)
T
I (z) = Sy (). (2.7)
d* oY —
v (z) = Ss, (). (2.8)

Le systéme des équations transverses pondérées suivant la direction y est obtenu en

%(@)

it 1€ {0,1,...M} et en intégrant entre —a

multipliant les équations (2.1)-(2.3) par

et 4+a dans la direction z :

) = ) (2.9
VO ) = S 210
"e ) = B ) 2.11)

Rappelons les expressions des moments nodales et faciales d’'une fonction g définie

sur un noeud K = [—a,a| X [—b,b] du maillage :

+S
7 =5 [ wand

- 1 +R .
—7,? —]
gii= L / 4:(r) 7 (r)dr.
t N,LR R t

La fonction g désigne une des composantes de la vitesse (u,v), la pression p ou les

composantes du tenseur normal des contraintes :

gEuavaszy/TapettEmvy;TEyax;xe [_ava]vye [_b7b]

Ce processus d’intégration transverse engendre des nouvelles inconnues :
Sty (), Sy (), S5y(x), Sto(y), Sau(v), S5 (y)
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appelés pseudo-sources et qui se composent d’une part des valeurs moyennes pon-

dérées des forces extérieures et d’autre part des termes des variables dépendantes

(u,v,,I et T) :

Ces termes s’écrivent :

Ny S oy
Sa(n) = 3 [, wGe o5t 5y~ o
Sote) = 57 [, g+ o5 —vS+ Sy 7o)
St =~ [ alegeds
Sh) =7 [ @Gt oSt v Las - T
S = 7 [ @Gt o5t v e = )

Précisons que les variables principales sont :

S = {@)(+a), 7 (+a), T, (+a), T, (), T (£D),
(), @t ol T T, i, =0,1, .., M}

Yo VYT Ty,

Remarque 2.1

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Nous avons utilisé le tenseur normal des contraintes au lieu de la pression pour décou-

pler le systeme des équations transverses en termes des inconnues principales.

Par la suite nous procéderons a la résolution analytique des équations transverses. Ainsi

Considérons les équations différentielles du premier ordre (2.6) et (2.7) , nous intégrons

de o € [—a,+a] & +a, pour obtenir :

i (an) = () - | )

0

o7

(2.18)



i) = Tifa) — [ S (219)

zo

Pour I'équation du second ordre (2.8), nous intégrons deux fois de —a a xg, puis deux

fois de x¢ & +a pour aboutir aux formules suivantes :

. . dv), o -
vy (1) = V05 (—a) + v(xo + a)d— + /_ dx/_ ngy(x/)dx/. (2.20)
diw, +a ta
vl (o) = 10 (+a) — v(a — x9) =~ ¥ + / dx Sgi(x/)dx’. (2.21)
X l4+a z0 T

De fagon similaire en intégrant les équations (2.9)-(2.11) nous obtenons les relations

suivantes pour les équations transverses en y :

T (o) = T (+b) — / 5 (y)dy (2.22)
—i —i .
T () = T (+b) — / S5 (y)dy (2.23)

Yo
Yo v __,
[ v [ sy (2.24)
~b —b

) ) +b +b )
Vit = v, (+b) — v(b — yo) y|+b+/ dy/ So(y (2.25)

Vi, (yo) = v, (—b) + v/(

Nous supposons pour le moment que les pseudo-sources sont connus. Afin de construire
le systéme discret de la méthode nodale intégrale d’ordre M (HONIM-M), on procede
comme suit :

Pla(;ons—nous dans un noeud [—ay x, +a; x| X [—bk, by x]. On multiplie les équations (2.6)
et (2.7) par L322 Lie {0,1,...M}, ensuite nous intégrons entre —a et +a pour obtenir le

systéme :
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1—1

—arr dy u” N [uj (+aw) — (—1)° ué( ary)] :S_lizm (2.26)
i t=0 z
1 <= 1
—j.t p— Z-—' —7,t
L dﬁgj@+-xﬁz[gﬁc+mk)—(—1)gj(—mﬁﬂ -5 (2.27)
7 t=0 7

Remarquons la présence des termes de la premiére dérivée de vitesse dans les équa-
tions (2.20) et (2.21). Ces termes qui seront utiles a formuler les conditions au bord de
type Neumann, sont aussi d’une grande utilité dans la formulation du systéme discret.
[Is apparaissent dans les équations (2.20) et (2.21) de fagon naturelle aprés le processus
d’intégration transverse.

Par rapport a ce que nous avons déja vu dans le premier chapitre, une condition de
continuité de la premiére dérivée de la variable étudiée (par exemple le flux des neu-
trons) a été imposée a travers les interfaces du maillage. Dans cet esprit nous imposons
U] interfaces

la continuité d
T

horizontales du maillage. Considérons donc deux noeuds adjacents €2 et €41 5. Cette

condition de continuité de la dérivée de 6;' a travers la face commune de € et Q41
s’écrit sous la forme suivante :

ol ol

dvy _ dvy

dI r=+aj i dI T=—0a]4+1,k

j=0,.., M. (2.28)

Ainsi pour éliminer la présence des termes dérivés dans les équations (2.20) et (2.21),
faisons tendre xy vers +a dans (2.20) et vers —a dans (2.21), puis utilisons la condition

(2.28), cela donne finalement :

v (a, . 1 1 v (—a
v y( H—l,k‘) B E‘;(CLL}C)[ + + y( l,k)
Q4+1,k Q41K al+1 k QK (2 29)
1 tai41,k z — +ak +ay — ’
= / da:/ 53y< ' )da' + — d:c/ Sgy
A1k J—apiq —ai41,k Ak J—ayy,

De fagon similaire dans 'autre direction, en multipliant les équations (2.9) et (2.11)

par L2 Lie {0,..., M} et en intégrant de —b & +b nous obtenons :

[@fc(—i‘bl,k) — (=1YT,(=bix)] = S, o (2.30)

—1t
bz k Z dt]
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1 1 (e - .
2 AT+~ [yTx(+bl,k) - (_1)]Jx(_bl,k)] = Sa. (2.31)
N;© t=0 Nj '

J

Dans l'autre direction la continuité de w’ (y) a travers les interfaces horizontales sera
imposée pour éliminer les termes dérivés figurant dans les équations (2.24) et (2.25).
Pour cela considérons deux noeuds adjacents €2 5, et £} ;41 sur une bonde verticale. La
condition de continuité de la valeur moyenne pondérée de u a travres la face commune

de 1 et 41 s’écrit :

di di
et = Z i=0,., M (2.32)
dz ly=+b,x dz ly=—b 11

En faisons tendre yq vers +0b; ;, dans (2.24) et vers —b; ;11 dans (2.25) puis en utilsant

la continuité (2.32), on abouti a :

ut (b , 1 1 b
AT) gty ) 4 e
b k+1 birs1 b by
1 +b1 k41 Y 1 +b; & +b — (2'33)
= / dy / S (y)dy + — dy / S2. () dy,
b1 k41 by kt1 —bi k11 bk by Yy

ol St et Stx y» t=1,2,3 désignent les valeurs moyennes transverses d’indice ¢ et

J respectlvement des pseudo-sources Ejy(x) et E;(y), t=1,2,3:

i 1 . .
Shyw = Na = S i) Sy (w)de

th,y Nbf p 4@ th( )dy, h=1,2,3
Les coefficients dy; figurant dans ’équation, ne sont rien d’autre que les coefficients du

développement de d—%(:v) en série de polynomes de Legendre.
x

Remarques 2.1 .

— Implicitement nous avons utilisé la continuité des valeurs moyennes transverses

T —i -t . .
suivantes u: uy, vy, oLy Uy, vy, et T4 travers les interfaces du maillage.

— Jusqu’a cette étape, nous n’avons utilisé aucune approximation, et toutes les équa-

tions obtenues sont exactes.
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Afin de compléter les équations discrétes (2.26)-(2.33), une approximation des va-
leurs moyennes des pseudo-sources sur chaque noeud est nécessaire. Ces termes qui
se composent d’une part des forces extérieures et d’autre part des termes d’inconnus
principaux (vitesse et tenseur normal des contraintes). Le calcul de ces variables auxi-
liaires "pseudo-sources" en faveur des variables principales, ne sera accessible que si on

impose les deux conditions supplémentaires :

— L’unicité des valeurs moyennes nodales de toutes les variables sur chaque noeud.

— Les équations du bilan pondérées relatives a la conservation de masse et de la

quantité de mouvement.

Ces deux conditions qui serons illustrées et détaillées pour chaque variable dans la
section suivante, ne servent pas seulement & calculer les pseudo-sources, mais elles

garantissent aussi la stabilité du schéma numérique.

2.3 Unicité des valeurs moyennes nodales pondérées

La nécessité de cette contrainte provient du fait que les valeurs moyennes nodales
sont les quantités les plus importantes & calculer, vue que parfois dans le domaine de
I'ingénierie on s’intéresse a des comportements en valeurs moyennes sur chaque bloc
du maillage. Par conséquent ces valeurs doivent étre uniques et indépendante du choix

de l'intégration ( cela revient a dire que l'intégral double est commutatif).

gil, =gt Ong=uv, p, j=0,1,2.,M

2.3.1 Unicité des valeurs moyennes nodales pondérées des com-
posantes de la vitesse

Les valeurs moyennes nodales de la vitesse (u,v) peuvent étre calculées a partir des
équations transverses (2.18) et (2.20) ou aussi a partir de (2.22) et (2.24).

En éliminant la dérivée de la vitesse dans (2.20) et (2.24), par passage a la limite de

zo vers +a et de yo vers +b et en appliquant les conditions d’unicité ', = u}’ et

vt =0, 1,5 =0,1,2,..., M nous obtenons :
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2108 [ () ()]

1 +a +a 04+ 6 +b )
:W/_ gi(wo)dzy | Siy(x)dz — S jo/ / Sy (2.34)

7 1 +b
v [ atwidn [ ay [ S
J

di1 + dio

8.0t (+a) — 0,0t (—b) —

(5J O’U (+b) 51‘70@;(—&) — B
1

+b o

=5 ), wlwodn [ T
+a

21 +520/ dl’/ 53y

1
o /_ qz(xo)dxo/_a da Sgy( 2\

2.3.2 Unicité des valeurs moyennes nodales pondérées de la
pression

[0 (+a) — 0" (=a)]

(2.35)

Comme nous 'avons déja signalé, nous avons utilisé le tenseur normal des contraintes
a la place de la pression afin de découpler le system des équations transverses par rap-
port aux inconnues principales, dans le but de les résoudre analytiquement. Toutefois
nous pouvons récupérer le terme pression et ses valeurs moyennes transverses et no-
dales grace aux expressions (2.4) et (2.5). En intégrant ces deux derniéres équations,

on récupére aussi les valeurs moyennes transverses et nodales a travers les formules

suivantes :
i dﬂi i 2.36
pe) = v L) - T) (2.36)
—i dﬁl i
Ry = v - T (27)
Yy
Pl = yslyx — I (2.38)
ey = S 239)
En utilisant ces derniéres équations avec la contrainte pJ’, = py/, ’J nous obtenons :
i — 1 +a +a —
Sly:a: — ITy(CL) + m/ qi($o)dﬂfo/ Sgy(flf)dflf
1 —a o
L L o (2.40)
=5, - T+ [ alndn [ Sy
j J-b Yo



2.4 Equations du bilan pondérées

Cette condition que nous avons utilisée au premier chapitre sera présente pour les
équations de Navier-Stokes. Elle garantit la conservation de la masse et de la quantité
de mouvement du fluide sur chaque noeud, ceci en reliant les valeurs moyennes faciales
et nodales aux termes sources.

Nous obtenons cette condition en intégrant sur chaque noeud, les equations (2.1)-(2.3)

avec poids pz]\][( N?Z)’ pour obtenir :
5+ 5 =0. (2.41)
S+ 55 /M /% fm—l—ua 4ot dedy.  (2.42)
Y N“Nb Ox dy
S 45 /M /% a2l 0%y, (2.43)
v T SSay T N“Nb Y0 oy

2.5 Approximation des équations nodales

Pour une méthode nodale intégrale d’ordre M, les pseudo-sources sont développés

en série de polyndémes de Legendre jusqu’a l'ordre M :

Sty Z Stqu t=1,23.
M

Se) =" Sl ai(y) =1,2,3.
7=0

Les coefficients E?j}(a:) et E;(y) sont calculés en utilisant les équations, (2.26), (2.27),
(2.30), (2.31), (2.34) et (2.35).

Nous remarquons que la non-linéarité des équations de Navier-Stokes est repérée au
niveau des équations de bilan de la quantité du mouvement (2.42) et (2.43). Ces termes

non-linéaires prennent la forme suivante :

+a +b ) 9
— ()0 99 4,99 =
EZJ T /_a /_b Qz(x)QJ (y) |:uax + Uay:| dl‘dy g=1u,v
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En utilisant 1’équation de conservation de la masse (2.1) puis en intégrant par partie
nous obtenons :

Ej; =- /_ " /_ : [4(x)q;(y)ug + ¢;(y)ai(x)vg] dzdy

+/_b ¢;(y) [ug(a,y) — (—1)'ug(—a,y)] dy

+a ]
+/ qi(x) [vg(x, +b) — (—1)vg(z, —b)} dx.

a
Pour que 'approximation des F; ; tient en compte tous les valeurs moyennes transverses
et nodales des variables en question, nous développons chaque variable a 1 intérieur de

I'intégrale en série de Legendre jusqu’a l'ordre M :

g(x,y) = > GLpia)p;(y) V(z,y) € [—a,a] x [=b,b], g =u,v. (2.44)

g(Fay) = Z?{)(ﬂm)pj(y) Vy € [=b,b], g = u,v. (2.45)
g(x,Fb) = Zﬁ;(:Fb)pi(a:) Vo € [—a,al, g = u,v. (2.46)

Remarque 2.1

— Apres le calcul des pseudo-sources, on remarque que certaines inconnues princi-

pales peuvent étre déduites en fonction des autres inconnues & savoir :
M M M
M A S M M .
{U?JJJT ’ITZJ,QZ 7,Uw,yvy,‘rx,ya ] S {O,].,,M}}

— Le systéme discret final est non-linéaire et se compose des équations (2.29), (2.33),
(2.40), (2.41), (2.42) et (2.43) pour la discrétisation de l'intérieur du domaine,
et d’autres équations pour les conditions au bord. Ces derniéres se déduisent de
la méme fagon et dépendent de la nature du probléme étudié (écoulement en

poiseuille, cavité...)

2.6 Reésultats numériques

Dans cette partie nous allons présenter quelques résultats numériques relatifs a la
méthode nodale intégrale d’ordre 0, qu’on notera "NS.HONIM-0".

Vue que le systéme discret final se compose des équations non-linéaires, on utilisera
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la méthode de Newton-Raphson pour le résoudre. L’idée de base de cette méthode
est de développer le vecteur F(U) du systéme discret en une série de Taylor en U
jusqu’a l'ordre 1, ot U représente le vecteur colonne des inconnues principales. Ce

développement au voisinage d’une valeur initiale U° s’écrit :
E(U) = FU’+J(U")AU (2.47)

ot AU =U — U° et J(U) est la matrice Jacobienne donnée par :

OF,
2 = 557
J

La solution exacte du systéme discret satisfait :

F(Ux) = 0. (2.48)

Ainsi on force 'équation (2.47) & étre nulle et on calcule la nouvelle valeur initiale U

L’algorithme de Newton-Raphsone s’écrit :
1. Donner U°.
. for £=0,1,2,... until convergence do

. Evaluer b = —E(U*) et J = J(U")

2
3
4. solve J.s=b.
5. UM — Uk 4 s
6

. end for

Les itérations s’arrétent si les deux critéres suivants sont satisfaits :
o« F(U") <e, 1<i<I,

k
° &Se, 1<:< 1,
UFt

ot T est la taille de la matrice Jacobienne. On propose deux tests numériques, le premier
concerne un écoulement entre deux plaques paralléles avec une vitesse d’entré ug = 0.01,
pour un nombre de Reynold (Re) égale a 10. Les dimensions et les conditions au bord
du probléme sont présentés dans FIG (2.1). La simulation de cet exemple constitue une
premiére étape de validation de schéma nodal. Le profil de la vitesse est illustré dans
FIG 2.3 pour des mailles 8 x 8 et 16 x 16.
Les valeurs moyennes nodales de la vitesse et de la pression, pour des mailles pour des
maillages 4 X 4 et 6 x 6 sont listés dans I'annexe |B] et sont identiques a ceux trouvées
par Azmy [12].

Par la suite nous proposons d’étudier un écoulement en cavité entrainé (FIG (2.2))

par une vitesse u(z,1) = 16(z* — 223 + 2?) sur le bord supérieur du domaine Q =
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\
V=O B X Re=10
+ A=10
u=u, T=0
B=10
A
gt -
Y
u=0=v

F1G. 2.1 — Dimensions et paramétres de ’écoulement entre deux plaques paralléles.

[0,1] x [0, 1]. Cet exemple présenté par Shih [89], posséde une solution analytique, ce
qui permet de calculer les ordres de convergence numériquement.
La définition de l'erreur discréte en norme L2, pour les moments centrés est donnée

par la formule (1.68). tandis que l'erreur discréte maximale relative est calculée par la

formule :
———0,0 .
el = max 8, | /max/lucd)cp,l 1Si<No1<n<N,  (249)
maille ¢S o Je)S”Y  a  [e@)5”
NS.HONIM-0 2x2 3.99E-04 6.84E-02 1.66E-00

4 x4 1.31E-02 —=5.04 1.52E-02 2.17 3.73E-01 2.15
8§x8 3.63E-03 1.85 3.57E-03 2.08 1.05E-01 1.83
16 x 16 9.32E-04 196 8.83E-04 201 287E-02 1.87
32 x32 235E-04 198 220E-04 2.00 7.46E-03 1.94
64 x 64 5.88E-05 1.99  5.50E-05 2.00 1.89E-03 1.98

TAB. 2.1 — Erreurs et ordres de convergence en norme L? des moments centrés (0,0)
pour I’écoulement en cavité entrainée avec Re=10

A partir des tables (2.1) les ordres de convergence en norme L? des moments centrés
pour la pression et les composantes de la vitesse sont de 2.
Les ordres de convergence en norme maximale relative sont presque semblables a ceux
trouvés en norme L2. C'est & dire, 2 pour les composantes de la vitesse et environ 2

pour la pression.
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u(x,1)=16(x"—2x>+x%

A
u=0
u=0
v=0
= B
v=0 + Re=10,100
A=1
B=1
A
-t -
Y
u=0=v

F1G. 2.2 — dimensions et parameétres de ’écoulement en cavité entrainée.

maille ()% o JeM)SY o [eP)XY  a
NS.HONIM-0 2% 2 4.00E-03 4.63E-01 5.90E-00

4x4  513E-02 —-3.67 1.25E-01 1.88 1.65E-00 1.83
8 x 8 1.33E-02 1.94 3.23E-02 1.94 5.60E-01 1.55
16 x 16 4.48E-03  1.57 9.96E-03 1.69 1.86E-01 1.58
32x32 1.16E-03 194 281E-03 182 5.92E-02 1.65
64 x 64 3.01E-04 195 7.56E-04 1.89 1.70E-02 1.79

TAB. 2.2 — Erreurs et ordres de convergence en norme maximale relative des moments
centrés (0,0) pour I'écoulement en cavité entrainée avec Re=10

maille )% o Je)B”Y o @))% a
NS.HONIM-0 2x 2 3.99E-03 6.85E-02 1.67E-01

4 x4 1.32E-02 —-1.73 1.52E-02 2.16 3.97E-02 2.07
8§x8 3.65E-03 1.85 3.60E-03 2.08 1.11E-02 1.82
16 x 16 9.38E-04 196 8.89E-04 201 3.02E-03 1.88
32 x32 236E-04 198  222E-04 2.00 7.82E-04 1.95
64 x 64 5.92E-05 1.99 5.54E-05 2.00 1.98E-04 1.98

TAB. 2.3 — Erreurs et ordres de convergence en norme L? des moments centrés (0,0)
pour I’écoulement en cavité entrainé avec Re=100
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Les ordres de convergence affichés aux tables (2.3)et (2.4), pour un nombre de
Reynold Re égale a 100, sont presque identiques a ceux trouvés pour Re = 10.
Une analyse plus détaillée des tables (2.1)-(2.2)-(2.3) et (2.4), révele des oscillations
des composantes de la vitesse et de la pression, pour des mailles 2 x 2 et 4 x 4. Ces
oscillations s’annules & partir des mailles 8 x 8.
Le profile de la vitesse pour Re = 10, 100 est illustré dans FIG (2.4) et FIG (2.5).
Enfin, notons que ’algorithme de Newton-Raphson utilisé pour la résolution de systéme
discret final, converge en 3 itérations pour le probléme de cavité entrainée et en 4

itérations pour le probléme de I’écoulement entre deux plaques paralléles pour e = 1076.

. 0,0 0,0 0,0
maille (OIS o [eM)2Y o [eP)XY  a
NS.HONIM-0 2% 2 4.13E-02 4.81E-01 2.86E-00

4x4 586E-02 —5.02 1.25E-01 1.93 4.85E-01 2.56
8 x 8 1.44E-02  2.02  3.26E-02 194 1.16E-01 2.05
16 x 16  4.68E-03  1.62 9.99E-03 1.70 3.08E-02 1.91
32 x32 1.20E-03 195 281E-03 1.82 &8.92E-03 1.78
64 x 64 3.12E-04 195 7.56E-04 1.89 2.48E-03 1.84

TAB. 2.4 — Erreurs et ordres de convergence en norme maximale relative des moments
centrés (0,0) pour I'écoulement en cavité entrainé avec Re=100
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Profil d’écoulement entre deux plaques paralléles dans un maillage 8*8 et Re=10
10 T T T T T

—_ —= — — — — —

8| \\x%ﬁ -

Te——m— s == T

6, -
—_—— s ==

> 5t E
—_—,—= =

4, -

sl s = = = |

1r |
— — — — J— . — —
O Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12
X
Profil d’écoulement entre deux plaques paralléles dans un maillage 16*16 et Re=10
10 T T T T T
.
I~~~ — — — — = — — — —_ —_ - - n
—,— L T Ta e s T e e s > s > > > >
87&\\\\%%%%ﬁ%%%%%% h
7 | e S e e B
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e g
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0 2 4 6 8 10 12
X

Fi1G. 2.3 — Profil de la vitesse pour ’écoulement entre deux plaques paralléles pour
Re = 10 et des maillage 8 x 8 et 16 x 16. .
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Profil de la vitesse pour la cavité entrainée dans un maillage 8*8 et Re=10
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F1G. 2.4 — Profil de la vitesse pour la cavité entrainée pour Re = 10 et des mailles 8 x 8
et 16 x 16.

70



Profil de la vitesse pour la cavité entrainée dans un maillage 8*8 et Re=10
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FiG. 2.5 — Profil de la vitesse pour la cavité entrainée pour Re = 100 et des mailles
8 x 8 et 16 x 16.
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Chapitre 3

Méthode nodale intégrale appliquée a
I’équation de la chaleur
uni-dimensionnelle avec condition
non-locale.

3.1 Introduction

Aprés avoir étudié aux chapitres précédents des problémes en régime stationnaire.
Nous nous intéressons spécialement dans ce chapitre & un probléme de diffusion (molé-
culaire, de la chaleur, etc.), et qui a pour modéle de description mathématique 1’équa-
tion de la chaleur. Ce type de probléme en une dimension avec des conditions au bord
de type Neumann ou Dirichlet a déja été traité avec la méthode nodale intégrale par
plusieurs auteurs a citer, [4, 100]. De ce fait nous nous proposons d’explorer d’autres
types de conditions au bord, appellées non locales, ou aussi de conservation de masse.
Nous adapterons plusieurs schémas numériques pour la discrétisation de 1’ équation de
chaleur et nous proposerons d’autres pour la condition non-locale au bord.

A la fin nous donnerons des tests numériques divers et des comparaisons avec d’autres

méthodes standards et actuelles, pour la validation des schémas proposés.

3.2 Discrétisation

Considérons I'équation aux dérivées partielles suivante :

0?u  Ou
—=—, O<2z<l, 0<t<T, 3.1
“on2 " ot ! (3:1)
assujettie a la condition initiale
u(z,0) = f(z), 0<z<l, (3.2)
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et a la condition au bord
0
8—2(1,@ —g(t), 0<t<T, (3.3)

et la condition non locale :
1
/ u(z,t)de =m(t), 0 <t <T, (3.4)
0

ou f,g et m sont des fonctions données, () est une fonction source et o constante.
Les propriétés analytiques de la solution du probléme ((3.1)-(3.4)) ont été étudiées par
plusieurs auteurs [15, 21, 25, 63, 72, 103, 82].

Shi [87] a montré en utilisant la transformée de Fourier et une formulation variationelle
'existence et 1'unicité du probléme ((3.1)-(3.4)) dans un espace de Sobolev avec poids.
Le domaine d’étude Q = [0,1] x [0, 7] est subdivisé en N, x N; rectangles, appelées
noeuds ( ou élément ) : [—a;;, +a; ;] X [-Tij, +7ijl,i=1,...,Nyj=1,..., Ne.

La numérotation des faces et des noeuds du maillage est illustrée dans la figure (FIG.
3.1).

+D—g

((ED)

Numérotation des
faces horizontales

Numérotation horizontal et

verticale des noeuds Numérotation des

faces verticales

Fic. 3.1 — Numérotation des faces et des noeuds .

On omettra I’écriture de l'indice (7, j) relatif aux noeuds.
Plagons nous dans une maille K = [—a, +a] x [—b, +b]. L’équation aux dérivées par-
tielles (3.1) est convertie en appliquant des intégrations transverses, suivant les deux

directions x et t au systéme d’équations différentielles ordinaires suivant :

d*uy
Z_dIQ () =Six), 0<zx <1 (35)
;tx (1) =S.(t),0<t<T

ou

Ty(x) = T(x) = o /_Hu(x,t)dt.
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+a
To(t) = T(t) = /_ w(w, t)da.

2a J_,

Les pseudo-sources sont donnés par :

Sz) = [u(z, +71) — u(z, —7')])

s - %m-% - Gei-a)

On s’intéresse a explorer une méthode nodale intégrale d’ordre 0 appliquée au pro-

(3.6)

bléme (3.1)- (3.4). Donc les pseudo-sources seront approchés par des constantes sur

chaque noeud [—a, +a] X [—7,+7] :

1 [T
Si(z) =8 :=— Si(z)dr —a<z<+a
2a J_,
1 +7 (37)
Sp(t) =~ S, = By Sy(t)ydr —71<t<—+1
TJ_r
Ainsi le systéme (3.5) devient :
d*uy
a—s (x) =S, —a < x < +a. (3.8)
d_
aux(t) =Sy, —T <t < 4T (3.9)

Ce dernier est un systéme d’équations différentielles ordinaires dont les conditions
au bord sont les valeurs moyennes transverses de la variable u aux interfaces de chaque
noeud, a savoir : up,ug,up et ur. On rappelle la définition des valuers moyennes

transverses et nodales :

ug = u(+a), up:=T,(+7)
1 [t 1 [t

% /. u(z)de, gy = o g u,(t)dt.

Et,a) =
Les valeurs moyennes transverses et nodales sont représentées dans la figure (FIG. 3.2).
Aprés avoir approximer des pseudo-sources par des constantes (3.7), la solution

analytique du systéme ((3.8)-(3.9)) s’écrit :

Ug(x) = %.x2 +Ax+ B (3.10)
Uz (t) = Spt +C (3.11)

En faisant tendre x vers Fa dans (3.10) et ¢ vers F7 dans (3.11) on obtient :
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UT(in)
QO — i win YRIGH

Upin)

FI1G. 3.2 — Les inconnues principales dans un noeud 2, ,, .

URr — uy,
2a

p - UrtuL @ (3.12)
2a 2a
_ uptur

et

Ur —up

S, =
2T

(3.13)

On constate dans (3.12), qu'il reste a déterminer la valeur du pseudo-source S; en
fonction des valeurs moyennes transversses uy,, ug, ug et up. Pour cela deux conditions
seront imposées sur chaque noeud :

- L'unicité des valeurs moyennes nodales de u.

- L’equation du bilan sur chaque noeud.

3.3 L’unicité des valeurs moyennes nodales.

La valeur moyenne nodale de u peut étre calculée de deux fagons : La premiére en

intégrant w,(z) dans I’équation (3.10), de —a & +a, pour obtenir :

a® up + ur,

Uy = —St+ B=—F7——

a2
ba 2a 30"

(3.14)

La seconde en intégrant w,(t) a partir de ’équation (3.11) de —7 a +7, ce qui donne :

UB+UT

Ew,t:O: 9

(3.15)
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Moyennant (3.14) et (3.15) avec la condition d’unicité de la valeur moyenne nodale de
U : Upg = Ugy, o0 Obtient :

3o
242
Ayant déterminé les valeurs des pseudo-sources en fonction des moyennes faciales de u,

St [UL+UR—UB —UT] (316)

la solution analytique du systéme ((3.8)-(3.9)) s’écrit :

_ 3 9 1 1 3x 1 1
(@) = <4_a23; %z 1 +( 3‘Za L (3.17)
+(—4—2113 +4)UB+(—E$ +4
1 ¢ 1 t
To(t) = = (= + Dur + = (=~ + Dup (3.18)
2°T 20 T

3.4 Equation du bilan

Cette condition qui caractérise les méthodes nodales intégrales (ou analytiques)
et qui garantit la stabilité et la conservation du schéma nodale, sera imposée pour
I’équation de la chaleur.

On lobtient en intégrant 1’équation (3.1) sur chaque noeud [—a,+a| X [—7,+7] par

rapport aux deux directions z et ¢, ce qui donne :

a [T dPu 1 [t d

— — = — —,(t)dt 1

2a J_, dz? (w)de 21 J_, dt" (t) (3.19)
Ou aussi, en fonction des pseudo-sources :

En remplagant S; et S, par leurs formules (3.16)-(3.13) dans (3.20), on obtient une
relation qui relie les quatre valeurs moyennes faciales (ug, ur, up et ur) au terme source

() par des combinaisons linéaires :
3a -3« 1 -3 1

— N 21
gl Hurl + 5 5 4 o lus + 5 5 = o Jur =0 (3:21)

Le schéma relatif a I’équation du bilan est illustré¢ dans la figure 3.3-(C).

3.5 Formulations du systéme discret

De la méme maniére que pour les méthodes nodales étudiées dans les deux chapitres
- o dug , . : .y
précédents, on supposera la continuité de u(x) et d—(m) a travers les interfaces inté-
x
rieurs verticales (FIG. 3.4) et la continuité de @, (t) a travers les interfaces intérieurs
horizontales (FIG. 3.5) du domaine d’étude 2.
La continuité de ces valeurs moyennes peut étre présentée dans le systéme discret im-

plicitement ou explicitement. ce qui sera détaillé pour chaque formulation.
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(A) (B)
FIG. 3.3 — Les schémas relatifs aux formulations discrets (a = 7 et 3 = 3-)
3.5.1 Premiére formulation
Considérons deux noeuds adjacents ., = [—ak, +ar] X [—Tn, +70] €t Qg1 =

[—Qht1, Fap+1] X [—Tn,_—FTn],

d
La continuité de %(w) a travers l'interface commune de €y, et Qpiq1,(FIG 3.4)
x

s’écrit :
duy _ duy (3.22)
dz r=4ag N dx T=—0p41 ’
gfk,n Qk+1,n
URikn) | = Urjaerin
dut _ dut
dx dx
x=+ay X=—a,
FI1G. 3.4 — continuité & travers les interfaces verticales .
En dérivant 'équation (3.17), on obtient :
duy 3x 1 3x 1 3x 3z
) = (2 — — 2 up — g — 3.23
dx (z) (2a2 2a>uL + (2a2 + Qa)uR 2a2 un 2a2 ur ( )



En faisant tendre = vers +ay et —aj,1 dans (3.23), on aboutit a :

duy 1 3 3
= n 2 n) - 5 n) A n 324
Az |o=tay a [“Llw ) T 2UR|(kn) — SUB|(km) — ZUTI(R, )} (3.24)
duy, -1 3 3
. = — |2 n n) & n) — = n 3.25
0 oo, o { UL|(k+1,n) T UR|(k+1,n) 2“B|(k+1, ) 2uT|(k+1’ )} ( )

ici la notion wg(x,n) est relative a ugp dans le noeud €2, ou £ = L, R, B ou T.
En substituant (3.24) et (3.25) dans (3.22) on obtient :

1 1 1 1
—Ur|(km) + 2| — + UR|(kn) T —UR|(k+1,n)
Qg Qg QR+1 ag

(3.26)

——[uB|k,n) + Ur|En)] — [UB|(k+1,n) + UT|(kt1,0)] =0

2ay 2ap11

La premiére formulation se constitue de I’équation (3.26) et de I’équation du bilan
(3.21).
On obtient ainsi un schéma a 7 points par interface verticale intérieure et un schéma a
4 points par noeud, FIG 3.3-(B-C).
Notons que dans ce schéma, nous avons utilisé la continuité de la dérivée de u(x)
explicitement, ce qui est présenté dans ’équation (3.26), tandis que la continuité de
uy(x) et w,(t) a travers les interfaces intérieures est présentée implicitement dans (3.21)
et (3.26).

Remarque 3.1 La discrétisation de la condition au bord (3.3) se déduit de la formule
(3.24) en prenant k = N,.

3.5.2 Deuxiéme formulation :

La condition de continuité de @, (t) & travers les interfaces horizontales sera explicite
a travers 1’équation du bilan :

Ainsi considérons deux noeuds adjacents 2 ,, = [—ag, +ax] X [—an, +a,] et Qg i1 =
[—ag, +ag] X [—ani+1, +a,41] suivant une bande verticale.
En utilisant I’équation du bilan (3.21) dans ces deux noeuds avec la condition wzg, ) =

uB|(kn+1) (FIG. 3.5) on obtient :

(—1 + 35 ) UB|(kn) + ( £ —* ) UB|(kn+1) (—1 +o— ) U (k1)

n 3at,  3aT,i1 3Ty 41
| ULi(kn) + UR|(kin) — UL|(kn+1) — UR|(kn+1) | = O
(3.27)
La deuxiéme formulation se constitue des équations (3.26) et (3.27), donc la continuité

dn,

de 7, (t) & travers les interfaces horizontales et celle de %

() a travers les interfaces
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Qk,n+1 —

Up(n+1)

= Unykn)

k,n ——

F1G. 3.5 — continuité a travers les interfaces horizontales .

verticales est explicite.

Le schéma representant le schéma a 7 points issu de (3.27) est représenté dans la figure
(FIG.3.3-(A)).

Remarque 3.2 En parcourant tous les éléments du maillage, les équations (3.27) sont
algébriquement équivalentes auz équations du bilan (3.21). Sauf que le systéme issu de

(3.21) est plus creuz que celui obtenu par (3.27).

La discrétisation a 'intérieur du domaine établi, nous nous proposons d’explorer diffé-

rentes discrétisations pour la condition non locale.

3.6 Discrétisation de la condition non-locale

Rappelons la condition non-locale :
1
/ u(z,t)de =m(t), 0 <t <T (3.28)
0

ou m est une fonction donnée.

Nous nous proposons trois schémas différents pour discrétiser I’équation intégrale (3.28).
Le premiér est représenté par une équation discréte exacte et les deux derniers sont
obtenus par dérivation.

Premiére discrétisation :

Considérons une nouvelle notation de la partition du domaine d’étude {2 :
NamNt

Q= U ]z X Jn; ol Iz = [ZEZ‘, xi—l—l] et Jn = [tn, tn—l—l]; avec Tjp1 — X5 = 20@‘ et tn+1 —tn =
i,j=1
27,
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Le premier terme de I’équation (3.28) s’écrit :

1 Ny Tit1 N
/ u(x,t)dr = Z/ u(z, t)de = Z 20,TUq);(t)
0 i=1 Y% i=1

ou

1 Tit1 1 +a;
Tai(0) / (e, t)da / U(X, 1)dX

- 20@‘ B 2az~ a;
avec X = x — “HE ot U(X,t) = u(z, t).
Donc I'équation (3.28) devient :

N
> " 2a711,;(t) = m(t), Vt € [0,T]. (3.29)
=1
Par suite sa forme discréte :
N
> 200,(t) = m(tn), n=2,.., Ny. (3.30)
=1

Notons qu’aucune approximation n’est utilisée dans I’équation (3.30). Donc c’est une

équation discréte exacte.

2me ot 3¢ discrétisations :

On dérive I'équation (3.28) par rapport a ¢, puis on utilise ’équation (3.1), ce qui
donne :
1 92
0”u dm
—(x,t)de = —(t), t € |0, T 3.31
[t = G, te o) (3.31)

En intégrant transversalement ’équation (3.31) entre —,et + 7,,, on obtient :

duy duy m(Tat1) — m(7y)
— - — = . 3.32
Oé( dx z=+1 dx CC:O) 27—n ( )
du du
En substituant —t e par leurs formules données dans (3.24) et (3.25)
dx le=+1 dx le=0

dans 'équation (3.32), on obtient :

3
| —tu1)(v,m) + R ) = 5 (B, ) + Ui, ) |
an. (lNz QCLNz

2 1 3
o | =uram + —unam = 5 (Usiam + uam)] (3.33)

aq aq 2(11
_ mften) ~m(z

27, '
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Une troisiéme discrétisation de la condition non-locale peut étre déduite de (3.32) en

ou
exploitant la condition de Neumann %(17 t)=g(t), 0<t<T, cequidonne :

dﬂt — m(TnJrl) - m<7n)
— = — . 3.34
Vg lomo ~ Htn 27, ( )
Et en utilisant (3.25), on obtient :
—a[zu +iu - i(u +u )]
o, ) R = g Ui UL
— agy, — MTnr1) = miT), (3.35)

27,

Remarque 3.3 Les équations (3.33) et (3.35) sont algébriquement équivalentes, sauf

que le systéeme linéaire résultant avec (3.35) est plus creux que celui avec (3.33).

Les discrétisations de la condition non-locale formulées. nous nous proposons d’utiliser
une interpolation multi-variables (voir [46, 47, 48]) pour construire une approximation
de u(z,t) a partir de ses valeurs moyennes transverses faciales et nodales.

Cet opérateur que nous avons déja utilisé pour des problémes elliptiques, prouvera son
efficacité pour la discrétisation nodale de I’équation de chaleur, chose qui sera illustrée
avec des tests numériques.

Soit donc I’approximation de u en tout point de coordonnées (x,t) du domaine 2 :

w(z,t) ~ u(x) + Uy (t) — U (3.36)

En substituant (3.17) et (3.18) dans (3.36), on obtient :

@1 <3 S RS A IV S

u(z, ~ (1 ——x——)uL (—21: —m——)uR

(fa?’ xQEaltfg)u +4<a_ 5 :czQaJr 1A;+3>u
42 27 4)"B 4a? 27 1) T

(3.37)

+

3.7 Résultats numériques

Pour la validation des schémas nodaux, on propose deux tests numériques qui fi-
gurent dans plusieurs travaux anciens et récents (pour a = 1).
Considérant alors le probléme (3.1) sur le domaine 2 = [0,1] x [0, 1], avec les deux

solutions exactes suivantes :
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f(x)  =sin(mx) 0<z<l1
g(t) = —mexp(—n?t) 0<t<1

By m = Lot 0<i<1 (3.38)

T2

u(x,t) =exp(n®t)sin(rz) O0<z<1, 0<t<]l1

Et
( T
flx) = cos(ix) 0<z<l1
2
g(t) = exp(—%t) 0<t<1
P : 9 2 (3.39)
m(t) = —exp(—zt) 0<t<1
T
2
u(z,t) = exp(—%t) cos(gx) 0<zr<l, 0<t<l1
\

D’aprés la remarque (3.2) les deux formulations (3.27) et (3.21) a l'intérieur du
domaine sont algébriquement équivalentes et d’aprés la remarque (3.3) les deux dis-
crétisations pour la condition non-locale (3.33) et (3.35) sont aussi algébriquement
équivalentes. Par conséquent on choisit d’implementer la formulation & 1 intérieur du
domaine (3.21) avec les deux discrétisations pour la condition non-local : (3.30) et
(3.33), qu’on notera respectivement : "HI.NIM" et "H2.NIM".

Soit € = Uezq — Up, la solution qui représente ’erreur numérique, oll U, est la solution
exacte et uy est la solution approchée. Notons que, pour un pas de maillage uniforme
N, = Ny, h désigne la largeur ou la hauteur de la maille.

Les erreurs en normes, maximale relative et L? pour une distribution de points relative

a N, x N; mailles, sont données par :

lelloor = max|5(a:i,tn)\/max\uem(xi,tn)] 1<i<N, 1<n<N,
’ 1 ) %
_ 2
lellze = [Nl, Ntzm8 (x“t")}

Les erreurs en normes, maximale relative et L2 pour les moments centrés (0,0)

(3.40)

sont données par :

— —070 .
el = max[slf | /max|(ucaa)op,l 1< i< Noy 1< < N,

1% = [ SoE ) -
L2 - N, N, < Cli,n

wm

Jun

La table (3.1) montre un ordre de convergence de 2 pour les deux formulations
"H1.NIM" et "H2.NIM", par rapport a toutes les normes.
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Les résultats de la table (3.2), pour la solution analytique P;, révélent aussi un ordre
de convergence de 2, pour toutes les normes calculées.

L’analyse des erreurs calculées dans les deux tables (3.1) et (3.2) montre que, les résul-
tats donnés par les schémas "H1.NIM" et "H2.NIM" sont identiques. Par conséquent

ces deux schémas sont numériquement équivalents, pour les deux solutions analytiques

étudiées.
. (0,0) (0,0)
maille  [lefloc, o ez o el a lellgs o
H1.NIM 2x2 4.56E-00 1.93E-01 1.50E-00 1.36E-01
4x4 6.90E-01 2.72 821E-02 1.23 3.33E-01 2.17 5.53E-02 1.29
8 x & 1.60E-01 2.10 2.56E-02 1.68 9.07E-02 1.87 1.70E-02 1.69
16 x 16 4.14E-02 1.95 6.84E-03 1.90 2.50E-02 1.85 4.54E-03 1.90
32 x 32 1.08E-02 1.93 1.74E-03 1.97 6.85E-03 1.87 1.15E-03 1.97
64 x 64 2.82E-03 1.94 4.37E-04 1.99 1.82E-03 1.90 2.60E-04 1.99
H2.NIM 2x2 4.56E-00 1.93E-01 1.50E-00 1.36E-01

4 x4 6.90E-01 2.72 821E-02 1.23 3.33E-01 2.17 5.53E-02 1.29
8§ x8 1.60E-01 2.10 2.56E-02 1.68 9.07E-02 1.87 1.70E-02 1.69
16 x 16 4.14E-02 1.95 6.84E-03 1.90 2.50E-02 1.85 4.54E-03 1.90
32 x 32 1.08E-02 1.93 1.74E-03 1.97 6.85E-03 1.87 1.15E-03 1.97
64 x 64 2.82E-03 194 4.37E-04 1.99 1.82E-03 1.90 2.60E-04 1.99

TAB. 3.1 — Erreurs et ordres de convergence en normes, maximale relative et L2, des
schémas "H1.NIM" et "H2.NIM" pour F,

Nous allons par la suite, comparer ’erreur maximale relative pour la solution P;
calculée au point (0.05,0.1), par le schéma nodale H1.NIM, avec celles calculées par
les schémas : Implicite [24], Galerkin [22], Keller-Box [41], RKC [73] et Saulyev I [32].
(Le lecteur pourra consulté les références citées pour plus des détails sur ces schémas)

La table (3.3), nous montre que la solution u(0.5,0.10) donnée par le schéma
"H1.NIM" au point de coordonnées (0.05,0.1) est plus précise que celles données par
les autres schémas.

Ces essais numériques ont été réalisés sur un ordinateur Pentium 4 de vitesse CPU 2.4
GHZ avec 800 de RAM.
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3 (0,0) (0,0)
maille  |lelloo,r o Jellz o ey o o]l o
HLNIM 2x2 1.54E-01 5.07E-02 8.93E-02 3.40E-02

4 x4 396E-02 1.96 1.35E-02 1.90 2.33E-02 1.93 9.15E-03 1.89
8§x8 1.06E-02 1.90 3.45E-03 1.97 6.56E-03 1.83 2.33E-03 1.97
16 x 16 2.77E-03 1.92 8.66E-04 1.99 1.78E-03 1.87 5.85E-04 1.99
32 x 32 7.A7E-04 195 2.16E-04 1.99 4.69E-04 1.92 1.46E-04 1.99

H2.NIM 2 x2 1.54E-01 5.07E-02 8.93E-02 3.40E-02
4 x4 396E-02 1.96 1.35E-02 1.90 2.33E-02 1.93 9.15E-03 1.89
8§x8 1.06E-02 1.90 3.45E-03 1.97 6.56E-03 1.83 2.33E-03 1.97
16 x 16 2.77E-03 1.92 8.66E-04 1.99 1.78E-03 1.87 5.85E-04 1.99
32 x32 T7.A7E-04 195 2.16E-04 1.99 4.69E-04 1.92 1.46E-04 1.99

TAB. 3.2 — Erreurs et ordres de convergence en normes, maximale relative et L2, des
schémas "H1.NIM" et "H2.NIM" pour P,

maille Implicit  Galerkin ~ Keller-box  RKC  SaulyevI HI1.NIM
20 x20  9.1E-03  9.9E-02 9.4E-02  9.8E-02 9.6E-03  245E-03
40 x 40  2.3E-03  3.0E-02 24E-02  3.7TE-02 25E-03  6.40E-04
100 x 100 3.8E-04  4.9E-03 4.1E-03  6.1E-03  3.9E-04  4.92E-05

TAB. 3.3 — Comparaison de l’erreur maximale relative du schéma "H1.NIM" au point
(0.05,0.1), avec d’autres schémas numériques
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Conclusion

Les travaux présentés dans cette thése portent sur 'application des méthodes no-
dales intégrales et polynomiales d’ordre élevé pour la résolution des équations de dif-

fusion et d’écoulement des fluides incompressibles.

Les formulations proposées sont basées sur un processus d’intégrations transverses
pondérées par des polyndémes de Legendre d’ordre elevé. Elles préservent aussi toutes
les caractéristiques des méthodes nodales du plus bas ordre, a savoir les équations du
bilan, la condition de continuité des variables principales a travers les interfaces et

I'unicité des valeurs moyennes nodales.

Au début nous avons proposé une définition de la méthode nodale avec dévelop-

". Définition qui dans son ordre le

pement polynoémiale d’ordre élevé " HONEM-m
plus bas (m = 0) est équivalente a la méthode " NEM " proposée par Finemann [42].
Dans le but d’obtenir une approximation de la solution en tout point du domaine nous
avons utilisé un opérateur d’interpolation & multi-variables dites de Gordon [46, 47, 48],
grace a cet opérateur et en utilisant des quadratures numériques du type Gauss-Radau
nous avons établi I’équivalence entre la méthode " HONEM-m " et la méthode nodale

" proposée par Hennart[55], ce qui nous a per-

polynémiale mathématique "PMNM-m
mis d’exhiber un ordre de convergence supérieur ou égale & m + 2 pour la méthode "
HONEM-m " et ceci si la solution exacte est assez réguliere (dans H™%?). Des tests

" pour m = 0,1 révélent

numériques pour la validation de la méthode " HONEM-m
un ordre de convergence égale & 2 pour m = 0 et égale & 4 pour m = 1. Ce résultat
obtenu pratiquement pour la méthode " HONEM-1 " nous lance dans une recherche

pour I’établir théoriquement.

Par la suite nous avons proposé une formulation de la méthode nodale intégrale
d’ordre élevé " HONIM-m " appliquée a un écoulement d’un fluide incompressible en
état stationnaire. Formulation qui généralise celle donnée par Azmy [12] pour m = 0.
Pour la validation du schéma a l'ordre 0(m = 0) nous avons simulé deux problémes
tests. Le premier traite un écoulement en poiseuille dont les résultats sont identiques a
ceux trouvés dans [10]. Le second concerne un écoulement en cavité entrainé par une
vitesse non nulle dans son bord supérieur. Ce dernier exemple posséde une solution
analytique ce qui nous a permis de bien calculer les ordres de convergence numérique-

ment, qui sont de 'ordre de 2 pour les composantes de la vitesse et de la pression.
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A la fin de ce travail nous avons étudié plusieurs schémas nodaux d’ordre 0 pour
la discrétisation de I’équation de la chaleur avec une condition non-locale. Les tests
numeériques donnés pour la validation des schémas proposés nous révelent un ordre de
convergence égale & 2. Une comparaison avec d’autres méthodes numériques anciennes

et récentes nous montre la supériorité en précision de la méthode nodale d’ordre 0.
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Annexe A

Les équations du bilan pondérées pour
la méthode nodale HONEM-m,
m = 0, 1.

Plagons nous dans un noeud K = [—a, +a] x [—b, +b] du maillage.

A.1 L’équation du bilan pour la méthode HONEM-0

En integrant 'équation (1.5) sur K on obtient :

—0,0

272
5 = BolB(6) + o)+ (e + o] + 200G

Qe (A.1)

3D

1 Ry = .
O 0T 5(3Da? + na20? + 3D?)

A.2 Les équations du bilan pondérées pour la mé-
thode HONEM-1

En intégrant 1'équation (1.5) sur K avec des poids p;(z)p;(y) on obtient :

21.2
EOCO _ 3ROO |:b2¢L b2¢0 + a2¢OB + ang%] + a b R0,0 @%0
_ R a2V Ry g —
o) = =2 [ 156260 + 15626% + 3a2ek + 3a2¢T} L0 "
2

. 2b2 .
oo RTO [3b2¢L + 3020L — 15a2¢% + 15a2¢T} fo, o'
—1,1 15R 0 2ble —11

& == [ — B0 + B2k — a2gL + a2¢1T] et g
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ou

Roo
Rip
Ro

Riq

D
"~ 3Da? + Za;)lﬁ + 3Db?

" 3Da? + 2%52 T+ 15002

~ 15Da? + chbQ + 3Db?

15Da? + Ya2b? + 15Db?
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Annexe B

Solutions du probléme d’écoulement
entre deux plaques paralléles

—0,0

—0,0

—0,0

L’élément (7,7) ug Ve Po

1.1 8.8690e-003 1.1310e-003  -9.0477e-006
1.2 1.1131e-002 1.1310e-003  9.0477e-006

1.3 1.1131e-002 -1.1310e-003 9.0477e-006

14 8.8690e-003 -1.1310e-003 -9.0477e-006
2.1 7.0469e-003  6.9114e-004  -5.5291e-006
2.2 1.2953e-002  6.9114e-004  5.5291e-006

2.3 1.2953e-002 -6.9114e-004 5.5291e-006

24 7.0469e-003 -6.9114e-004 -5.5291e-006
3.1 6.2756e-003 8.0157e-005  -6.4126e-007
3.2 1.3724e-002 8.0157e-005  6.4126e-007

3.3 1.3724e-002 -8.0157e-005 6.4126e-007

3.4 6.2756e-003 -8.0157e-005 -6.4126e-007
4.1 6.2129e-003 -1.7462e-005 1.3970e-007

4.2 1.3787e-002 -1.7462e-005 -1.3970e-007
4.3 1.3787e-002 1.7462e-005 -1.3970e-007
4.4 6.2129¢-003  1.7462¢-005  1.3970e-007

TAB. B.1 — Les valeurs moyennes nodales des composantes de la vitesse et de la pression

pour un maillage 4 x 4
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(i,.4)
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
5.1
5.2
9.3
5.4
2.5
0.6
6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

TAB. B.2 — Les valeurs moyennes nodales des composantes de la vitesse et de la pression

pour un maillage 6 x 6

ay’

8.5024¢-003
1.1217e-002
1.0281e-002
1.0281e-002
1.1217¢-002
8.5024¢-003
6.0419e-003
1.2227¢-002
1.1732¢-002
1.1732¢-002
1.2227¢-002
6.0419e-003
4.7772e-003
1.1565¢-002
1.3658¢-002
1.3658¢-002
1.1565e-002
4.7772e-003
4.3584¢-003
1.1057¢-002
1.4585¢-002
1.4585e-002
1.1057e-002
4.3584¢-003
4.2600e-003
1.1023¢-002
1.4717¢-002
1.4717e-002
1.1023e-002
4.2600e-003
4.3427¢-003
1.1056¢-002
1.4601e-002
1.4601e-002
1.1056¢-002
4.3427¢-003

Ty’
1.4976e-003
1.7787e-003
2.8109¢-004
-2.8109¢-004
-1.7787¢-003
-1.4976e-003
9.6292e-004
2.1323¢-003
1.1693¢-003
-1.1693¢-003
-2.1323¢-003
-9.6292¢-004
3.0180e-004
1.0587¢-003
7.5686¢-004
-7.5686¢-004
-1.0587e-003
-3.0180e-004
1.1698¢-004
2.8688¢-004
1.6991¢-004
-1.6991e-004
-2.8688¢-004
-1.1698¢-004
-1.8627¢-005
-5.5696¢-005
-3.7069¢-005
3.7069e-005
5.5696¢-005
1.8627¢-005
-6.4007¢-005
-1.4302¢-004
-7.9008e-005
7.9008¢-005
1.4302¢-004
6.4007¢-005
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—0,0
Pc
-1.7971e-005

1.4598e-005
3.3731e-006
3.3731e-006
1.4598e-005
-1.7971e-005
-1.1555¢-005
-2.4771e-006
1.4032e-005
1.4032e-005
-2.4771e-006
-1.1555e-005
-3.6216e-006
-5.4607e-006
9.0823e-006
9.0823e-006
-5.4607¢e-006
-3.6216e-006
-1.4037¢e-006
-6.3520e-007
2.0389e-006
2.0389¢-006
-6.3520e-007
-1.4037¢e-006
2.2352e-007
2.2130e-007
-4.4483e-007
-4.4483e-007
2.2130e-007
2.2352e-007
7.6808e-007
1.8002e-007
-9.4810e-007
-9.4810e-007
1.8002e-007
7.6808e-007
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