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THÈSE

Présentée par

Mohamed CHAIB

Pour l’obtention du grade de

Docteur
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Thèse soutenue le 18/02/2023 devant le jury composé de :
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ce travail, pour tout le temps qu’il a consacré à m’orienter pour faire les bons choix et pour
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ma femme, mon fils, mes soeurs et mon frère, pour leurs soutiens et leurs encouragements
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3.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.4.1 Exemple 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.4.2 Exemple 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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Résumé

Notre objectif dans cette thèse est l’étude des fonctions presque automorphes et
les fonctions asymptotiuement presque automorphes dans le cadre des algèbres des fonc-
tions généralisées au sens de Colombeau, introduites dans la littérature par C. Bouzar.
Nous explorons de nouvelles propriétés de ces fonctions et nous appliquons les résultats
à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions presque automorphes d’une nouvelle classe
des équations différentielles, en utilisant les semi-groupes généralisés, quand ces équation
contient un opérateur qui généralise un C0-semi-groupe. Nous avons généralisé aussi l’étude
des opérateur de Nemytskii dans le cas de la composition des fonctions presque automorphes
ou asymptotiquement presque automorphes. Nous avons établit les différentes propriétés de
ce type de fonctions pour étudier les solutions presque automorphes ou asymptotiquement
presque automorphes de quelques équations différentielles dans le cadre de l’algèbre des
fonctions généralisées de Colombeau.
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Introduction générale

Les algèbres des fonctions généralisées, plus particulier l’algèbre de J. F. Colombeau [12]
représentent un outil polyvalent pour étudier des problèmes singuliers, et non réguliers en
analyse non linéaire, géométrie voir [15, 57, 59], puis en physique mathématiques [37]. Au
cours de la dernière décennie, l’intérêt structurale de ces algèbres s’est accru, en particulier ce
qui concerne l’analyse fonctionnelle et la topologie [33, 34] . Une large utilité des distributions
dans plusieurs branches de mathématiques et dans différents sciences (physique théorique)
ont imposé la nécessité de résoudre deux problèmes principaux dans lesquels la théorie des
distributions a été rencontré : la multiplication des distributions et la différentiation du pro-
duit des distributions (la dérivée du produit des distributions ne satisfait pas toujours la règle
de Leibniz). Puis de nombreuses tentatives ont été faites pour donner un sens au produit
de distributions [28, 31, 32, 43, 44]. Encore il y avait plusieurs tentatives d’injecter l’espace
des distributions dans une algèbre différentielle [58, 63]. Dès le début, certaines questions
de nature algébrique ont joué un rôle très important dans la théorie de Colombeau. Parmi
eux il y a la solution des équations algébriques dans la théorie des fonctions généralisées.
Plus généralement par exemple on peut résoudre des équations algébriques, possèdent seule-
ment des solutions classiques dans un cadre particulier avec une dépendance continue des
paramètres [14].

Les travaux autours les algèbres de fonctions généralisées sont multiples, ces dernières
années afin de résoudre quelques problèmes des équations différentielles ou des équations aux
dérivées partielles [67, 30, 18] qui n’admettent pas de solution au sens des distributions [5].
Au cœur de ces problèmes se trouve souvent l’impossibilité de donner un sens au produit
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de distributions. Cette difficulté se contourne en injectant l’espace D′(Ω) des distributions
sur un ouvert Ω de Rn dans une algèbre Gs(Ω), appelée algèbre des fonctions généralisées
simplifiée de J.F. Colombeau, où l’on peut donner un sens au produit des distributions voir
[36]. L’algèbre des fonctions C∞(Ω) s’injecte également dans Gs(Ω) et les opérateurs de Gs(Ω)
restreintes à C∞(Ω), prolongent celles de C∞(Ω) à un ”infiniment petit près”.

On énonce des théorèmes généraux d’existence et d’unicité pour des formulations du
problème de Cauchy dans un espace de fonctions généralisées. L’existence générale des solu-
tions est obtenue au prix de devoir accepter comme solutions les fonctions généralisées qui
ne sont pas en général des distributions [13]. L’unicité est obtenue en formulant le problème
d’une façon très précise, ce qui implique un choix non contenu dans la formulation clas-
sique. La notion de presque automorphie a été introduite dans la littérature par S.Bochner
[8] il y a une cinquantaine d’années comme une généralisation de la presque périodicité
classique au sens de Bochner. En [46, 56, 65], Ding, Goldstien, Xiao, N’Guérékata, Zhang
ont donné une riche littérature sur la théorie de la presque automorphie et ces applica-
tions aux équations différentielles et au équations aux dérivées partielles. Récemment Xiao,
Liang et Zhang introduisent une nouvelle classe de fonctions dite fonctions pseudo-presque
automorphes. Plusieurs ouvrages intéressants traitent le concept de presque automorphie,
notamment le livre de Diagana [19] et celle de N’Guérékata [56] et la série d’articles de Shen
et Yi [66]. Aussi dans la littérature on rencontre les fonctions pseudo-presque automorphes
avec poids généralisent les fonctions pseudo-presque automorphes.

Dans le cadre de l’algèbre de Colombeau, les travaux sur les fonctions presque périodiques,
presque automorphes et asymptotiquement presque automorphes restent assez rares, à l’ex-
ception des travaux de C.Bouzar et al voir [10]. Ce dernier qui a construit pour la première fois
les classes de l’algèbre de Colombeau compatibles avec des fonctions presque périodiques,
presque automorphes et asymptotiquement presque automorphes. Notre idées principales
s’inspire de ses travaux afin d’y ajouter quelques propriétés qui leur manquaient, à savoir les
propriétés de la solution de l’équation d

dt
u(t) = Au(t)+f(t). Nous étudions ici cette équation

différentielle singulière dans deux cas : le premier on suppose que A est un nombre complexe
généralisé où nous avons montré que si f a un représentant (fε)ε∈(0,1]est une fonction presque
automorphe, alors c’est le cas de la solution généralisée de cette équation différentielle. Dans
le second cas, nous supposons que A est un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe
fortement continu, voir [62] où nous avons également prouvé que si tout représentant du
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C0-semi-groupe généralisé à un paramètre est continu et que le représentant (fε)ε de f est
Bouchner intégrable, alors la solution généralisée est asymptotiquement presque automorphe.

Dans le but d’aborder les différents aspects traités dans cette thèse, nous avons organisé
ce travail en cinq chapitres suivis par une conclusion générale et des perspectives.
Chapitre 1 : Dans ce chapitre de cette thèse après cette brève introduction on a intro-
duit quelques motivations, exemples, et l’impossibilité de Laurent Schwartz, pour entamer
la théorie des fonctions généralisées de Colombeau. Ainsi que le besoin de cette théorie dans
l’analyse. Dans ce chapitre on a aussi rappeler la construction de l’algèbre des fonctions
généralisées G, il regroupe les rappels nécessaires à l’utilisation de l’algèbre spéciale de Co-
lombeau. La définition de l’algèbre spéciale notée Gs introduite pour la première fois par
J.F.Colombeau, et certaines de ses propriétés fondamentales ont été rappelé ici. Ainsi que
la définition des nombres généralisés, et les valeurs des fonctions généralisées en un point
donné. On a clôturé ce chapitre par un rappel sur la notion de l’intégrale généralisée.
Chapitre 2 : Le deuxième chapitre à pour but d’étude les fonctions presque automorphes et
asymptotiquement presque automorphes dans le cadre classique des espaces de Banach, plus
précisément on a rappelé premièrement les fonctions presque périodiques et ses propriétés
fondamentales, ensuite la classe des fonctions presque automorphes, qui est assez large que
celle des fonctions presque périodique. Les fonctions de classe C∞ presque automorphes ont
été placé dans la troisième section de ce chapitre, enfin on a terminé ce chapitre par les
fonctions asymptotiquement presque automorphes.
Chapitre 3 : Le troisième chapitre, est consacré à la théorie des fonctions généralisées
presque automorphes, plus précisément dans la première section on a rappelé quelques pro-
priétés importantes des fonctions généralisées presque automorphes, on a donné un cadre
fonctionnel, à savoir l’algèbre notée GAA sur lequel on définit rigoureusement les fonctions
généralisées presque automorphes. Ainsi que les fonctions généralisées asymptotiquement
presque automorphes. On liaison avec les équations dans lesquelles apparait des opérateurs
qui génèrent des C0-semi-groupes, il est naturel d’introduire la notion de semi-groupe généralisé
de Colombeau afin de l’utiliser pour démontrer notre principaux théorèmes. Les résultats de
cette étude ont placé dans la troisième section de ce chapitre, et on a terminé ceci par un
exemple pratique.
Chapitre 4 : Dans ce chapitre, on a établit la contribution de l’algèbre de Colombeau dans
les fonctions presque automorphes, où on a étudié quelques propriétés fondamentales des
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fonctions généralisées presque automorphes tout ceci dans des classes d’algèbres de Colom-
beau, ceci fait l’objet de la première section, puis la deuxième section a été consacré pour
l’extension des opérateurs dits de Nemytskii, on a étudié aussi quelques propriétés fondamen-
tales des fonctions généralisées asymptotiquement presque automorphes dans la section trois.
Un exemple de problème abstrait de Cauchy illustrant tous ceci est placé dans la dernière
section de ce chapitre.
Enfin, nous terminons cette thèse par une conclusion et quelques perspectives du futur.
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Notations générales

Dans toute cette thèse, on utilisera les notations suivantes :
∅ L’ensemble vide

N L’ensemble des entiers naturels

N∗ L’ensemble des entiers naturels non nuls

Z L’ensemble des entiers relatif

Q L’ensemble des nombres rationnels

R Le corps des nombres réels

C Le corps des nombres complexes

R+ L’ensemble des nombres réels positifs

Rn Espace vectoriel réel de dimension n

Ω un ouvert de Rn

M(2,C) L’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 à coefficient dans C
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X un espace de Banach

N(A) Le noyau de l’application A

R(A) L’image de l’application A

D(Ω) L’espace des fonctions (testes) de classe C∞ à support compact dans Ω

D(Ω)′ L’espace des distributions sur Ω

E ′(Ω) L’ensemble des distributions à support compact dans Ω

DLp L’espace des fonctions C∞, dont toutes les dérivées entières sont dans Lp

OM(Ω) L’espace des fonctions indéfiniment différentiable à croissance lente

S(R) L’espace des fonctions ainsi que toutes les dérivées sont à décroissance
rapide

L(X) L’espace des formes linéaire sur X

Lc(X) L’espace des formes linéaire continue sur X

BC(R,X) L’espace des fonctions bornées continues

AA(R,X) L’espace des fonctions presque automorphes (p.a.)

BAA L’espace des fonctions de classe C∞ dont toutes les dérivées sont p.a.

AAA(R,X) L’espace des fonctions asymptotiquement presque automorphes
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Gs L’algèbre spéciales de Colombeau définie sur Ω

EsM(Ω) L’espace des fonctions modérées

N s(Ω) L’espace des fonctions negligeables

Gsr L’anneau des nombres réels généralisés

Gτ (C) L’algèbre des fonctions généralisées tempérées

GL∞(R) L’algèbre des fonctions généralisées bornées
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Chapitre 1
Algèbre spéciale de Colombeau

1.1 Motivation et Impossibilité de Schwartz

1.1.1 Motivation

Le but de cette section est de fournir un exemple de motivation impliquant des produits
ou même des opérations non linéaires plus générales avec des distributions.
Exemple : Le modèle proie-prédateur

On considère le modèle proie-prédateur de Yoshikawa-Yamaguti [67] et Hashimoto [40] : (∂x + ∂t)u = uv,

(∂x − ∂t)v = −uv,

Qui décrit les densités de deux espèces se déplacent le long de l’axe des x avec des vitesses
+1 et ayant des taux de croissance proportionnel à leur produit. Supposons d’abord que, les
populations se concentrent aux points x = −1 et x = +1, respectivement, c’est-à-dire. u(x, 0) = δ(x+ 1),

v(x, 0) = δ(x− 1),

Pour peu de temps, aucune interaction ne se produit, et les deux populations migrent sim-
plement avec leurs vitesses respectives : u(x, t) = δ(x− t+ 1),

v(x, t) = δ(x+ t− 1),

Cependant, au temps t = l les deux populations se rencontrent : mathématiquement, cela
engendre le produit de deux mesures de Dirac.

14



Chapitre 1 – Algèbre spéciale de Colombeau

1.2 Impossibilité de Schwartz

Est-t-il vrai qu’une multiplication générale des distributions est impossible ? Pour se
rapprocher d’une réponse à cette question, examinons exactement ce qui pourrait être im-
possible, quels obstacles attendre ? Nous devrons examiner deux catégories d’exemples. Le
premier traite de ce qu’on pourrait appeler une multiplication intrinsèque des distributions.
la tentative de définir le produit de deux distributions afin que le résultat soit une nouvelle
distribution. En effet, une prescription qui donnerait une valeur raisonnable pour le produit
d’une paire donnée de distributions semble être impossible. Il vaut la peine de souligner que
les problèmes commencent déjà avec le produit usuel de deux fonctions en général, il n’est
pas stable en ce qui concerne la régularisation et le passage à la limite. La deuxième catégorie
de contre-exemples concerne les algèbres différentielles contenant l’espace des distributions.
Dans une telle algèbre, le produit de deux distributions est défini [15, 18, 16]. Ce qui devient
impossible maintenant, c’est d’avoir certaines propriétés algébriques (comme l’associativité
ou la commutativité) et en même temps la cohérence du nouveau produit et les nouvelles
dérivées avec les opérations classiques correspondantes sur ces sous-espaces où ces derniers
sont définis.
Exemples :

1)Considérons la mesure de Dirac δ(x) et vp 1
x

la valeur principale de Cauchy de 1
x
. On a

〈vp( 1
x

), ϕ〉 = lim
ε→0+

[∫ −ε
−∞

ϕ(x)
x

dx+
∫ +∞

ε

ϕ(x)
x

dx

]
∀ϕ ∈ D(R).

Alors

δ = (vp( 1
x

).x).δ

= vp( 1
x

).(x.δ)

= 0.

Car x.δ = 0 au sens des distributions. Ce qui est contradictoire avec δ 6= 0 dans D′(R).
2) Considérons la fonction signe η(x) = signe(x). Ensuite, η et η2 sont dans L∞ et η2 = 1.
Si dans une telle algèbre dont l’unité est 1, nous avons un produit sur D′ satisfaisant la règle
de Leibniz, et cöıncidant avec le produit usuel sur L∞, puis

0 = (η2)′ = 2η.δ + 2δη,
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Chapitre 1 – Algèbre spéciale de Colombeau

donc
(η2)′ = η.δ = −δη.

Si η.δ 6= 0, le produit n’est pas commutatif.
Si η.δ = 0, on conclut que

δ = (η η)δ = η(ηδ) = 0.

Donc on n’a pas l’associativité.
Dans l’objectif de surmonter ce problème de la non linéarité des distributions, hirata-Ogata,
Minkowski, M. Iltano[43, 44, 45], Fisher[29, 28, 31, 32] ont proposés, en 1957, une définition
du produit des distributions.

Définition 1.1. Soit (ρn) ∈ C∞(R) avec

lim
n→+∞

supp(ρn) = 0∫
R
ρn(x)dx = 1.

On dit que le produit des distributions S et T existe si pour toute suite (ρn),

lim
n→+∞

(S ∗ ρn)(T ∗ ρn) existe dans D′(R).

Mais, malgré cette définition, le problème de la non linéarité est toujours en vigueur
puisque δ2 n’a pas de sens avec cette définition.
En effet : supposons que δ2 ∈ D′(R).
On voit que ρn → δ dans D′.
Choisissons une fonction test ϕ telle que ϕ = 1 au voisinage de 0 et Supp(ρn) ⊂ Supp(ϕ),
on trouve que

< ρ2
n, ϕ > =

∫
R
ρ2
n(x)ϕ(x) dx

=
∫
R
ρ2
n(x)dx,

alors (ρn)n∈N est bornée dans L2 et, par conséquent, elle admet une sous-suite convergente
L2.
Donc

δ ∈ L2,

ce qui est absurde.
On permet de collecter certaines exigences naturelles pour injecter D′(Ω) dans une algèbre
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Chapitre 1 – Algèbre spéciale de Colombeau

(A(Ω),+, ◦). On vérifie si c’est possible de construire des algèbres associatives, commutatives
et satisfaisant
(i) D′(Ω) s’injecte linéairement dans A(Ω) de sorte que la fonction constante f(x) = 1
devient l’unité dans A(Ω).
(ii) Il existe un opérateur de dérivé partiel ∂i : A(Ω) −→ A(Ω) (i = 1, ..., n) qui est linéaire
et satisfait la règle de Leibniz.
(iii) La restriction de ∂i sur D′(Ω) cöıncide avec la dérivée partielle usuelle.
(iv) La restriction de ◦ sur L∞loc(Ω)× L∞loc(Ω) cöıncide avec le produit usuel.
La condition (ii) signifie que A(Ω) est une algèbre différentielle. Malheureusement, dans
toute algèbre associative et commutative satisfaisant (i) et (ii), les propriétés (iii) et (iv)

s’écartent mutuellement comme on le voit immédiatement de l’exemple suivant.
Exemple :

Soit A une algèbre associative, commutative munie d’une dérivation (satisfaisant la règle de
Leibniz). Alors tout élément H de A tel que H.H = H est nécessairement une constante
(c’est-à-dire H ′ = 0).
En effet :
On a

(H2)′ = 2H.H ′,

et
(H3)′ = 3H2.H ′ = 3H H ′.

Maintenant, H = H2 = H3

Ce qui implique que
H ′ = 2H.H ′ = H ′ = 3H.H ′,

donc
H.H ′ = 0,

d’où
H ′ = 0.

En particulier, si on considère la fonction Heaviside H(x) = (signe(x) + 1)/2, D′ s’injecte
dans une telle algèbre A, et on a H.H = H en D′, alors

H ′ = δ
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Ainsi, la substitution de iv) par
v) ◦/C(Ω) × C(Ω), cöıncide avec le produit usuel des fonctions. Cette situation a déjà été
examinée par Schwartz [63], résultat d’impossibilité suivant :

Théorème 1.1. Il n’y a pas d’algèbre associative, commutative (A(Ω),+, ◦) satisfaisant (i)
- (iii) et (v).

Démonstration. Supposons que (A(R),+, ◦)) est une telle algèbre, et D la dérivation sur A.
On considère x+(x) =

∫ x
0 H(t)dt. Ensuite (v)implique

x+ ◦ x = x2 et x ◦ (x log|x| − x) = x2log|x| − x2.

Ainsi

D2(x+) ◦ x = D2(x+ ◦ x)− 2D(x+) ◦D(x)− x+ ◦D2(x)

= D2(x2)− 2D(x+)

= 0,

et

x ◦D2(xlog|x| − x) = D2(x ◦ (xlog|x| − x))− 2D(x)D(xlog|x| − x)

−D2x ◦ (xlog|x| − x)

= D2(x2log|x| − x2)− 2D(xlog|x| − x)

= D(2xlog|x| − x)−D(2xlog|x| − 2x)

= 1.

Donc

D2(x+) = D2(x+) ◦ (x ◦D2(xlog|x| − x))

= (D2(x+) ◦ x) ◦D2(xlog|x| − x)

= 0,

en contradiction avec

D2(x+) = D(H)

= δ 6= 0.
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Envers le postulat de Laurent Schwartz affirmant qu’il n’existe pas d’algèbre associative
commutative et vérifiant (i) - (v).

Après toutes les impossibilités discutées dans le théorème ci-dessus, le mathématicien
français Jean François Colombeau parvient, en 1980, à élaborer une algèbre nommée algèbre
des fonctions généralises notée Gs(Rn) commutatives, associatives, satisfaisant (i) - (iii) et
(vi) ◦/C∞(Ω)× C∞(Ω) cöıncide avec le produit usuel des fonctions.
Les livres [12] et [15] de Jean François Colombeau exposent d’une manière détaillée la base
fondamentale sur laquelle repose sa théorie des fonctions généralisées.

1.3 Idée générale

L’algèbre de Colombeau, a été introduite dans le but de fournir une solution au problème
de la multiplication dans D′(Ω), Dans cette Algèbre s’injectent les espaces C(Ω), C∞(Ω) et
D′(Ω), et du coût, le produit de deux distributions quelconques existe, mais ne donne pas tou-
jours une Distribution, la construction de cette algèbre est basé sur l’idée suivante : Comme
pour la construction des nombres réelles, on confond chaque nombre réel avec la classe des
suites de Cauchy convergente vers le même nombre, l’ensemble des nombres réelles est alors
identifié à l’espace quotient des suite de Cauchy modulo les suite de Cauchy convergentes vers
0, ainsi puisque chaque distribution est aussi limite d’une suite de fonctions C∞ relativement
à la topologie de D′(Ω) nous pouvons aussi identifié D′(Ω) à un certain espace quotient.

1.4 Algèbre spéciale de Colombeau

Avant d’aborder la définition des algèbres spéciales de Colombeau, permettez-nous d’abord
introduire une description alternative de l’espace des distributions qui affichera déjà certaines
des caractéristiques de base des constructions qui sont à suivre. Comme indiqué dans la sec-
tion précédente, la régularisation des distributions sera la notion clé de l’injection de D′ dans
une algèbre de fonctions généralisées. Nous verrons que cette procédure permet également
d’obtenir une représentation séquentielle de D′ pour nos recherches supplémentaires.
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Soit I = (0, 1],

A = {(uε)ε ∈ C∞(Rn)I/∃u ∈ D′(Rn) avec uε → u dans D′},

J = {(uε)ε ∈ C∞(Rn)I/uε → 0 dans D′}.

Proposition 1.1. L’application linéaire

ψ : A/J −→ D′(Rn)

(uε)ε + J −→ lim
ε−→0

uε

est un isomorphisme.

Démonstration. L’injectivité de ψ est claire.
Choisissons ϕ ∈ D(Rn) avec∫

ϕ(x)dx = 1, et
∫
xαϕ(x)dx = 0, ∀α multi-indice.

Et on définit
ϕε(x) = 1

εn
ϕ(x
ε

).

Alors uε = u ∗ ϕε ∈ C∞(Rn) et uε → u dans D′ .
D’où ψ est surjective.

Pour injecter l’espace D′ dans une algèbre en gardant les propriétés (i) - (iii) et (vi).
Les auteurs ont choisi un idéal I dans

(
C∞(Rn)

)I
avec I ⊆ J et l’espace D′ est injecté de

la façon suivante

D′(Rn) −→
(
C∞(Rn)

)I
/I

u −→
(
u ∗ ϕε

)
ε

+ I.

Dans cette présentation (vi) signifie que(
(f ∗ ϕε).(g ∗ ϕε)

)
+ I =

(
(fg) ∗ ϕε

)
ε

+ I,

pour tout f, g ∈ C∞(Rn).
On considère une autre injection de C∞(Rn) dans

(
C∞(Rn)

)I
/I par l’injection constante

f → (f)ε + I.

D’autre part on peut injecter C∞(Rn) dans
(
C∞(Rn)

)I
/I par :

f →
(
f ∗ ϕε

)
ε

+ I.
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1.4.1 Définition et propriétés de base

Notation 1.1.

Es(Ω) = (C∞(Ω))I ,

EsM(Ω) = {(uε)ε ∈ Es(Ω)/∀K b Ω ∀α ∈ N ∃N ∈ N, sup
x∈K
|∂αuε(x)| = Oε→0(ε−N)},

N s(Ω) = {(uε)ε ∈ Es(Ω)/∀K b Ω ∀α ∈ N ∀m ∈ N, sup
x∈K
|∂αuε(x)| = Oε→0(εm)}.

Proposition 1.2. (i) L’espace EsM(Ω) est une sous-algèbre de C∞(Ω)I stable par dérivation.
(ii) N s(Ω) est un idéal de EsM(Ω).

Démonstration. (i) Soient (uε)ε, (vε)ε ∈ C∞(Ω)I , λ1, λ2 ∈ C ∀K b Ω, ∀α ∈ Zn+, on a

∃m1 = m1(α) > 0,∃c1 = c1(α) > 0,∃ε1 = ε(α) ∈ I,∀ε ≤ ε1, sup
x∈K
| ∂αuε(x) |≤ c1ε

m1

et

∃m2 = m2(α) > 0,∃c2 = c2(α) > 0,∃ε2 = ε(α) ∈ I,∀ε ≤ ε2, sup
x∈K
| ∂αuε(x) |≤ c2ε

m2

alors
sup
x∈K
|∂α (λ1uε(x) + λ2vε(x))| ≤ |λ1| |∂αuε(x)|+ |λ2| |∂αvε(x)|

≤ |λ1| c1ε
m1 + |λ2| c1ε

m2 .

On prend c = Max (c1 |λ1| , c2 |λ2|) ,m = m1 +m2 for ε0 = min (ε1, ε2) on obtient

sup
x∈K
| ∂α

(
λ1uε(x) + λ2vε(x) |≤ cε−m.

Par conséquent λ1 (uε)ε + λ2 (vε)ε ∈ Em(Ω). De plus, nous avons

|∂α (uεvε) (x)| ≤
∑
β≤α

Cβ
α

∣∣∣∂βuε(x)
∣∣∣ · ∣∣∣∂α−βvε(x)

∣∣∣ .
Et par suite

sup
x∈K
|∂α (uεvε) (x)| ≤

∑
β≤α

Cβ
α sup
x∈K

∣∣∣∂βuε(x)
∣∣∣ · sup

x∈K

∣∣∣∂α−βvε(x)
∣∣∣

≤
∑
β≤α

Cβ
α · cβ · ε−mβ · cα−β · ε−mα−β .

Soit m = minβ≤α (mβ,mα−β) , C = ∑
β≤αC

β
αcβcα−β, alors (uεvε)ε ∈ Em(Ω). soit K b Ω et

α ∈ Zn+, β ∈ Zn+ alors
∣∣∣∂α (∂βuε) (x)

∣∣∣ =
∣∣∣∂α+βuε(x)

∣∣∣, par définition ∃mα+β > 0,∃cα+β >

0,∃εα+β ∈ I, ∀ε ≤ εα+β.

| ∂α(∂β)uε)(x) |≤ cα+βε
−mα+β .
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D’où ∂βuε ∈ EsM(Ω).
(ii) Soit (uε)ε ∈ EsM(Ω), (vε)ε ∈ N s(Ω), K b Ω et α ∈ Zn+, on a

|∂α (uεvε) (x)| ≤
∑
β≤α

Cβ
α

∣∣∣∂βuε(x)
∣∣∣ ∣∣∣∂α−βvε(x)

∣∣∣ .
Par définition ∀α, β ∈ Zn+,∀q > 0,∃cα−β > 0,∃ε2 ∈ I,∀ε < ε2,

sup
x∈K

∣∣∣∂α−βvε(x)
∣∣∣ ≤ cα−βε

q.

Donc
sup
x∈K
|∂α (uεvε) (x)| ≤

∑
β≤α

Cβ
αcβε

−mβcα−βε
q

Soit m′ < minβ≤α (mβ, q) ,mβ = q −m′ et C = ∑
β≤αC

β
αcβ · cα−β. On a

sup
x∈K
|∂α (uεvε) (x)| ≤ Cεq.

Ceci montre que (uεvε)ε ∈ N s(Ω).

Les éléments de EsM(Ω) (resp N s(Ω)) sont appelées fonctions modérées (resp. fonctions
négligeables).
L’algèbre de Colombeau sur Ω est définie comme suit

Gs(Ω) = EsM(Ω)/N s(Ω).

L’espace EsM(Ω) des suites modérées est une algèbre différentielle avec les opérations usuelles
[7]. On peut voir que c’est la plus grande sous-algèbre différentielle (c’est-à-dire stable par
des dérivées partielles) de EsM(Ω) dans lequel N s(Ω) est un idéal, par conséquent, Gs(Ω) est
une algèbre différentielle associative, commutative. Dans ce qui suit, si (uε)ε ∈ EsM(Ω) est un
représentant d’un élément u ∈ Gs(Ω)), on écrit u = [(uε)ε]. Il est évident que C∞(Ω) est une
sous-algèbre de Gs(Ω).

Exemple 1.4.1.

Soit ϕ ∈ D(Rn), on note

ϕε(x) = 1
εn
ϕ(x
ε

), avec ε > 0.

1) On pose u = [(uε)ε] avec

uε(x) = ϕε(x)

= 1
εn
ϕ(x
ε

).
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Alors, pour tout opérateur de dérivation, on a

∂αuε(x) = 1
εn+|α|∂

αϕ(x
ε

).

Soit K un compact de Rn, alors

sup
x∈K
|∂αuε(x)| ≤ 1

εn+|α| sup
x∈K
|∂αϕ(x

ε
)|

≤ C ε−n−|α|.

Donc
(uε)ε ∈ EsM(Rn).

2) Pour Ω = R, on pose
uε(x) = ε

x2
x4+ε4 .

Alors
|uε(x)| ≤ 1, pour tout x dans R.

D’autre part, les dérives de uε sont de la forme suivante

u(k)
ε (x) = rk

(
x, ε, log(ε)

)
uε(x),

où rk est une fonction rationnelle.
Donc

(uε)ε ∈ EsM(R).

Ainsi
u := [(uε)ε] ∈ Gs(R)

3) Soit f ∈ C(Rn).
On pose

vε(x) = (f ∗ ϕε)(x)

=
∫
Rn
f(y)ϕε(x− y)dy.

Ainsi

vε(x) = 1
εn

∫
Rn
f(y) ϕ(x− y

ε
)dy

=
∫
Rn
f(x− ε t) ϕ(t)dt.
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Alors

∂αvε(x) = 1
εn+|α|

∫
Rn
f(y)∂αϕ(x− y

ε
)dy

= 1
ε|α|

∫
Rn
f(x− ε t)∂αϕ(t)dt.

Soit K un compact de Rn, on a

sup
x∈K
|
∫
Rn
f(x− εt)∂αϕ(t)dt| ≤ sup

x∈K,t∈ supp(φ),δ∈[0,1]
|f(x− δt)|

∫
Rn
|∂αϕ(t)|dt

≤ c.

Alors
sup
x∈K
|∂αvε(x)| ≤ C ε−|α|,

donc
(vε)ε ∈ EsM(Rn).

d’où

[(vε)ε] ∈ Gs(Rn).

Remarque 1.1. Soient u, v deux éléments de G(Rn), alors

u = (uε)ε + N s(Rn) avec (uε)ε ∈ EsM(Rn),

v = (vε)ε + N s(Rn) avec (vε)ε ∈ EsM(Rn).

Alors
u = v dans G(Rn) si et seulement si (uε)ε − (vε)ε ∈ N s(Rn)

u+ v = (uε + vε)ε + N s(Rn),

u ◦ v = (uε · vε)ε + N s(Rn).

Le résultat suivant présente une caractérisation très utile de N s comme un sous-espace
de EsM(Ω). Il montre que un élément (uε)ε de EsM(Ω) appartient à N s si (uε)ε satisfait les
estimations N s dans le cas α = 0.

Théorème 1.2. (uε)ε ∈ EsM(Ω) est négligeable si et seulement si :

∀K b Ω ∀m ∈ N, sup
x∈K
|uε(x)| = Oε→0(εm).
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Si u ∈ Gs(Ω) et Ω′ est un sous-ensemble ouvert de Ω, la restriction u/Ω′ ∈ Gs(Ω′) est
définie comme (u/Ω′)ε +N s(Ω′). (Si Ω = Rn, la restriction aux sous-espaces est également
définie par les composantes). Nous disons que u est nul sur Ω′ si (u/Ω′ = 0 dans Gs(Ω′)).
Le support de u est défini comme

(∪{Ω′ ⊆ Ω ouvert, u/Ω′ = 0})c.

Soient Ω′′ et Ω′ deux ouverts de Ω tel que Ω′′ ⊆ Ω′ ⊆ Ω, il est clair que

(u/Ω′)/Ω′′ = u/Ω′′.

Si P est un polynôme et u ∈ Gs(Ω), il est claire que P (u) = (P (uε))ε + N s(Ω) est un
élément de Gs(Ω).
On définit OM(Ω) par

OM(Ω) = {f ∈ C∞(Ω)/ ∀α ∈ N,∃p ∈ N, sup
x∈Ω

(1 + |x|)−p|∂αf(x)| <∞}.

Et on définit S(Ω) par

S(Ω) = {f ∈ C∞(Ω)/ ∀p ∈ N,∀α ∈ N, sup
x∈Ω

(1 + |x|)p|∂αf(x)| <∞}.

Proposition 1.3.

Si u = (u1, · · · , um) ∈ Gs(Ω)m et v ∈ OM(Km) alors

v ◦ u := [v ◦ uε)ε] ∈ Gs(Ω).

Définition 1.2.

On dit que (uε)ε = (u1
ε, · · · , umε )ε ∈ EsMm est un élément c-borné de Ω dans Ω′ si

∀K ⊂ Ω,∃K ′ ⊂ Ω′,∃ε0 > 0 tel que ∀ε ≤ ε0 : uε(K) ⊆ K ′. (1.1)

On note l’espace des fonctions modérées c-bornées de Ω dans Ω′ par EsM [Ω,Ω′].
Un élément de Gs(Ω)m est dit c-borné s’il possède un représentant satisfaisant (1.1).
Notation :

Gs[Ω,Ω′] l’espace des fonctions généralisées c-bornées de Ω dans Ω′.

Proposition 1.4. (Composition des fonctions)

Soit u = (u1, · · · , um) ∈ Gs(Ω)m est un c-bornée dans Ω′ et v ∈ Gs(Ω′). Alors

v ◦ u := [(vε ◦ uε)ε] ∈ Gs(Ω)

est bien définit dans Gs(Ω).
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1.4.2 L’injection de D′(Ω)

La construction de Gs(Ω) a été faite de telle sorte que l’injection de l’espace des distri-
butions devrait être possible par produit de convolution. Dans cette section, nous aurons
besoin d’une fonction ρ ∈ S(Rn) avec∫

ρ(x)dx = 1, (1.2)∫
xαρ(x)dx = 0 ∀|α| ≥ 1. (1.3)

Et nous notons toujours
ρε(x) = ε−nρ(x

ε
).

Le premier problème avec ce type de ρ est qu’il ne peuvent pas être convolé avec des éléments
de D′ sans restriction. Pour commencer, nous allons nous restreindre aux distributions à
support compact.
Notation :

• On note E ′ l’ensemble des distributions à support compact, et on a le résultat

Proposition 1.5. L’application suivante

i0 : E ′(Ω) −→ Gs(Ω)

ω 7−→ ((ω ∗ ρε)/Ω)ε +N s(Ω)

est linéaire et injective.

• On note l’injection constante de C∞(Ω) dans Gs(Ω) par :

σ : C∞(Ω) −→ Gs(Ω)

f 7−→ (f)ε +N s(Ω)

En effet :
f ∈ C∞(Rn)

Alors
fε(.) = f(.) ∈ C∞(Rn)
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D’autre part, pour tout opérateur de dérivation, on a

∂αfε(x) = ∂αf(x),

Soit K un compact de Rn on a :

sup
x∈K
|∂αfε(x)| = sup

x∈K
|∂αf(x)|

≤ cε−N , N ∈ N,

Donc
(fε)ε ∈ EM(Rn).

D’où
[(fε)ε] ∈ Gs(Rn).

• On note l’injection de C(Ω) dans Gs(Ω) par :

σ2 : C(Ω) −→ Gs(Ω)

f 7−→ (f ∗ ϕε)ε +N s(Ω).

Remarque 1.2. L’espace des fonctions C∞ s’injecte donc de deux manières différentes.

On a la proposition

Proposition 1.6.

i0/D(Ω) = σ2.

donc i0 est un homomorphisme injective sur D(Ω).

La construction de l’injection deD′(Ω) dans Gs(Ω) sera faite en plusieurs étapes. Premièrement,
on choisit un recouvrement d’ouverts (Ωλ)λ∈Λ de Ω tel que Ωλ est compact dans Ω.
Soit (ψλ)λ la famille des éléments de D(Ω) avec ψλ = 1 sur tout voisinage de Ω.
Pour tout λ ∈ Λ on définit

iλ : D′(Ω) −→ Gs(Ωλ)

ω 7−→ (((ψλω) ∗ ρε)/Ωλ)ε +N s(Ωλ),
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Proposition 1.7. Pour tout ω ∈ D′(Ω), la famille (iλ(ω))λ∈Λ est cohérente,

(i.e. iλ(ω)/Ωλ ∩ Ωµ = iµ(ω)/Ωµ ∩ Ωλ ∀λ, µ ∈ Λ.

Théorème 1.3.

i : D′(Ω) ↪→ Gs(Ω)

est linéaire et injective.

Proposition 1.8. 1. On a

i/E ′(Ω) = i0,

i/C∞(Ω) = σ.

2. Si α ∈ N et ω ∈ D′, alors

∂α ((ω)) = i(∂αω).

Exemple 1.4.2. 1. La distribution de Dirac δ s’injecte dans Gs(R) sous la forme :

i(δ) = (δε)ε +N s(R) ∈ Gs(R)

avec

δε(x) = (δ ∗ ρε)(x)

= < δ(y), ρε(x− y) >

= ρε(x).

2. On a
i(x)i(δ) = (xρε)ε +N s(R).

Il est claire que x.δ = 0 dans D′(Ω), mais i(x)i(δ) = [(xρε)ε] 6= 0 dans Gs(R).
En effet :
On choisit x0 ∈ R∗ tel que ρ(x0) 6= 0 posons x = ε x0,

alors xρε(x) = x0ρε(x0) 6= 0.

sup
x∈[−1+x0,x0+1]

|xρε(x)|9 0 (ε→ 0),

donc (xρε))ε /∈ N s(R).
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3. On a i(sin(δ)) = ( sin(ρε)ε) +N s(R) (la Proposition (1.8)).

4. On a i(H) = (hε)ε +N s(R) avec

hε(x) =
∫ x

−∞
ρε(y)dy

On a i(H)2 6= i(H).

Remarque 1.3. On définit l’opérateur ∂α par :

∂α : Gs(R) −→ Gs(R)

u 7−→ ∂αu = (∂αuε) +N s(R), α ∈ N

pour tout opérateur de dérivation ∂α.

Il s’ensuit que l’opérateur de dérivation est linéaire et satisfait la règle de Leibniz.

Exemple 1.4.3. Soit H la fonction heaviside. Alors i(H) ∈ Gs(R) et on a :

i(H) = (hε)ε +N s(R),

avec
hε(x) =

∫ x

−∞
ρε(y)dy.

Donc
i(H)′ = (h′ε)ε +N s(R),

avec

h′ε(x) = d

dx

∫ x

−∞
ρε(y)dy

= ρε(x)

D’où
i(H ′) = i(δ) ∈ Gs(R).
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1.4.3 Les fonctions généralisées tempérées

L’algèbre Gsτ des fonctions généralisées tempérées a été introduite par J. F. Colombeau
dans [12] afin de développer la théorie des distributions tempérées dans l’algèbre de fonctions
généralisées. L’intérêt principal dans cette classe d’algèbre de Colombeau consiste d’une part
à justifier la composition par composantes des applications indéfiniment différentiables, et
d’autre part dans la théorie des transformations des groupes, pour plus de détail voir [38].
Soit I = (0, 1], on pose

Esτ (Ω) = {(uε)ε ∈ (C∞(Ω))I/∀α ∈ N, ∃N ∈ N,

sup
x∈Ω

(1 + |x|)−N |∂αuε(x)| = Oε→0(ε−N)},

N s
τ (Ω) = {(uε)ε ∈ (C∞(Ω))I/∀α ∈ N,∃p ∈ N,∀m ∈ N,

sup
x∈Ω

(1 + |x|)−p|∂αuε(x)| = Oε→0(εm)}.

Remarque 1.4. • N s
τ (Ω) est un idéal de Esτ (Ω), et dans ce cas l’algèbre des fonctions

généralisées tempérées sur Ω est définie par

Gsτ (Ω) = Esτ (Ω)/N s
τ (Ω).

1.4.4 Les nombres généralisés et la valeur en un point d’une fonc-

tion généralisée

Dans la théorie de la distribution classique, une définition des valeurs de point pour
distributions a été introduite par Lojasiewicz dans [47]. Cependant, ce concept ne peut pas
être appliqué à des distributions arbitraires à des points arbitraires. De plus, il n’y a aucun
moyen de caractériser les distributions par leur valeurs en un point quelconque de telle
manière que ce soit similaire aux fonctions classiques. D’autre part, pour les éléments des
algèbres de Colombeau il y a une manière très naturelle et directe d’obtenir des valeurs de
points, notamment en insérant des points pour les représentants. Les objets tirés d’une telle
opération sont les suites des nombres qui ne sont pas à valeurs dans le corps K, considérées
comme étant des représentants des nombres généralisés.

Notation 1.2. Soit I = (0, 1]

Esr = {(rε)ε ∈ KI/∃N ∈ N, |rε| = Oε→0(ε−N)},

N s
r = {(rε)ε ∈ KI/∀m ∈ N, |rε| = Oε→0(εm)}.
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Remarque 1.5. N s
r est un idéal Esr , et dans ce cas l’algèbre des nombres généralisés sur Ω

est définie par
Gsr = Esr/N s

r .

Si K = R (resp.K = C) alors Gsr = R̃ (resp. Gsr = C̃).

Proposition 1.9. Gsr n’est pas un corps

Démonstration. Soit

rε =


0 si ε = 1

n
, n ∈ N

1 si non.

On a
(rε)ε ∈ Esr ,

et
(rε)ε /∈ N s

r ,

supposons qu’il existe s = [(sε)ε] ∈ Gsr tel que r.s = 1,
donc pour (nε)ε ∈ N s

r , on a
rε.sε + nε = 1 ∀ε.

Pour ε = 1
n
, on trouve que

nε = 1,

ce qui est absurde (quand ε→ 0).

• On note l’injection constante de K dans Gsr par :

σ : K −→ Gsr
r 7−→ (r)ε +N s

r

Définition 1.3. Pour u ∈ Gs(Ω) ou u ∈ Gsτ (Ω)) et x0 ∈ Ω, la valeur de u en x0 est définie
comme la classe de uε(x0))ε dans Gsr , c’est à dire

u(x0) = [(uε(x0))ε].

Exemple 1.4.4.
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1. Si f ∈ C∞ et x0 ∈ Ω, alors

i(f)(x0) = σ(f)(x0) = f(x0) dans Gsr .

2. Si f ∈ C(Ω) le résultat n’est pas vrai en général
En effet : pour x0 = 0 on a

i(x+)(x0) = (x+ ∗ ρε(x0))ε + N s
r

i(x+)(x0) = (
∫ ∞

0
yρε(x0 − y)dy)ε + N s

r

i(x+)(0) = (ε
∫ ∞

0
yρ(−y)dy)ε + N s

r

Donc i(x+)(0) dépend de ρ en général on a i(x+)(0) 6= 0 dans Gsr , mais la valeur clas-
sique est x+(0) = 0.

3. On a i(x)i(δ) 6= 0 dans Gs(R).
De plus la valeur de i(x)i(δ) en tout point est nulle.
En effet :
• Si x0 = 0 évidente
• Si x0 6= 0 alors

x0ρ(x0) = x0

ε
ρ(x0

ε
)→ 0, quand ε→ 0,

car ρ ∈ S(R).

1.5 Intégrale d’une fonction généralisée

La prochaine construction de la théorie non linéaire des fonctions généralisées est le
concept d’intégration sur Gs. Ce n’est pas surprenant que l’idée de base de la présentation sui-
vante consistera en élevant les définitions par composant au niveau des classes d’équivalence.

Proposition 1.10. Soit M un ensemble Lebesgue-mesurable tel que M ⊂⊂ Ω et u ∈ Gs(Ω),
alors ∫

M
u(x)dx =

( ∫
M
uε(x)dx

)
ε

+N s
r ∈ Gsr .
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Preuve 1.1. On a (uε(x))ε ∈ EsM(Ω) donc,( ∫
M
uε(x)dx

)
ε
∈ Esr ,

d’où ∫
M
u(x)dx ∈ Gsr .

Proposition 1.11. On note λ la mesure de Lebesgue sur Rn et soient M1,M2,M3 des
ensembles λ-mesurable tels que M i ⊂ Ω, i = 1, 2, 3.
De plus, si u, v ∈ Gs(Ω) et α ∈ Gsr , alors
i) On a ∫

M
(u+ αv) =

∫
M
u+ α

∫
M
v.

ii) Si λ(M) = 0 alors ∫
M
u = 0.

iii) Si λ(M1 ∩M2) = 0 alors ∫
M1∪M2

u =
∫
M1
u+

∫
M2
u.

iv) Si M ⊆ Ω′ ⊆ Ω alors ∫
M
u =

∫
M

(u/Ω′).

v) Si f ∈ C∞(Ω) alors ∫
M i(f) =

∫
M f dans Gsr .

Exemple 1.5.1. • Soit K = [−a, a], alors∫
K
i(δ)(x)dx = (

∫ a

−a
ρε(x)dx)ε + N s

r

= 1 dans Gsr .

En effet : ∀r > 0, on a

|1−
∫ a

−a
ρε(x)dx| = |

∫
|y|≥a

ε

ρ(y)dy|

≤ Crε
r.

Définition 1.4. Soit u ∈ Gs(Ω) avec supp(u) = K compact dans Ω on définit∫
Ω
u(x)dx :=

∫
L
u(x)dx,

où L est un compact de Ω contient K.
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Exemple 1.5.2.

1) On a ∫
R
i(δ)(x)dx =

∫
K
i(δ)(x)dx

= 1.

2) ∫
R
i(δ)2(x)dx = (

∫
R
ρ2
ε(x)dx)ε +N s

r

= (1
ε

∫
K
ρ2(x)dx)ε + N s

r .

Théorème 1.4.

Si ω ∈ D′(Ω) et ϕ ∈ D(Ω) alors

∫
Ω i(ω)(x)i(ϕ)(x)dx = 〈ω, ϕ〉 dans Gsr .

Corollaire 1.1.

Si ω ∈ D′(Ω) et ϕ ∈ D(Ω) alors

lim
ε−→0

∫
Ω
i(ω)ε(x)ϕ(x)dx = 〈ω, ϕ〉.
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Chapitre 2
Fonctions presque automorphes et
asymptotiquement presque automorphes

2.1 Rappel sur les fonctions presque périodiques

Définition 2.1. Soit (X, ‖ . ‖) un espace de Banach, une fonction f : R −→ X est dite
presque périodique si :
1) f est continue
2) Pour chaque ε > 0 il existe un l(ε) > 0 tel que tout intervalle I de longueur l(ε) > 0
contient un nombre τ avec la propriété

‖ f(t+ τ)− f(t) ‖< ε,

pour chaque t ∈ R.
Les nombres τ sont appelés des ε presque-périodes.

Théorème 2.1. (Voir [8]) [Caractérisation de Bouchner] Soit X un espace de Banach muni
d’une norme notée ‖ . ‖ une fonction f : R −→ X est presque-périodique si et seulement si
elle vérifie les deux conditions suivantes :
1) f est continue
2) De toute suite (h′n)n∈N de nombres réels on peut extraire une sous suite (hn)n∈N telle que
la suite (f(t+ hn))n∈N soit uniformément convergente sur R.

Théorème 2.2. (Voir [8]) [Deuxième caractérisation de Bouchner] Soit f : R −→ X une
fonction continue. Alors f est presque périodique si et seulement si pour toute suite ((σn)n∈N,
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(τn)n∈N, avec σn, τn ∈ R, il existe une sous suite ((σ′n)n∈N, (τ ′n)n∈N telle que (f(t + σ
′
n))n∈N

converge simplement sur R vers une fonction g(t) et (f(t+ τ
′
n))n∈N, (g(t+ τ

′
n))n∈N convergent

simplement vers la même fonction h(t).

Nous citons dans la suite les principales propriétés des fonctions presque périodiques
définies de R à valeurs dans un espace de Banach X.

Proposition 2.1. (Voir [17])
1) Toute fonction presque-périodique est bornée.
2) Toute fonction presque-périodique est uniformément continue.
3) L’ensemble des fonctions presque-périodique est invariant par translation.
4) L’image d’une fonction presque périodique est relativement compacte.
5) L’espace des fonctions presque périodiques est complet pour la norme sup.
6) La somme et le produit de fonctions presque périodiques est presque périodique.
7) La composée de deux fonctions presque périodiques est presque périodique.
8) Si f est une fonction presque périodique et g est une fonction uniformément continue alors
g ◦ f est une fonction presque périodique.
9) Soit f une fonction presque périodique dérivable. Si f ′ est uniformément continue alors
f
′ est presque périodique.

10) Si f est une fonction presque périodique, alors la fonction F définie par

F (t) =
∫ t

0
f(s)ds,

est presque périodique si et seulement si l’image de F est relativement compacte dans X.
11) Si X est un espace de Banach uniformément convexe, et f une fonction presque périodique,
alors la fonction F définie par F (t) =

∫ t
0 f(s)ds, est presque périodique si et seulement si

sup
t∈R
‖ F (t) ‖<∞.

Remarque 2.1. Toute fonction périodique est presque périodique, et la réciproque est fausse
en général comme le montre le contre exemple suivant

Exemple 2.1.1. Un exemple de fonction presque périodique qui n’est pas périodique est le
suivant : Considérons la fonction f définie par

f(x) = eix + ei
√

2x.
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Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodique, l’une de période 2π, l’autre de
période

√
2π. donc f est presque périodique. Montrons par absurde que f n’est pas périodique.

Supposons qu’il existe τ 6= 0, tel que pour tout réel x on a f(x+ τ) = f(x). On doit avoir

eix eiτ + ei
√

2x ei
√

2τ = eix + ei
√

2x,

donc
eix (eiτ − 1) + ei

√
2x (ei

√
2τ − 1) = 0.

En dérivant on obtient

eix (eiτ − 1) +
√

2ei
√

2x (ei
√

2τ − 1) = 0.

En prenant x = 0, on voit que l’on doit aussi avoir

eiτ − 1 +
√

2(ei
√

2τ − 1) = 0.

Ceci donne, avec l’équation de départ évaluée en x = 0 que eiτ = ei
√

2τ = 1. Il existe donc
(k1, k2) ∈ Z tel que τ = 2k1π et

√
2τ = 2k2π. Or τ 6= 0, on obtient

√
2 = k2

k1
. Ce qui est

absurde.

2.2 Les fonctions presque automorphes

Définition 2.2. Une fonction continue f : R −→ X est dite presque automorphe (p.a.) si
pour toute suite de nombres réels (s′n) on peut extraire une sous suite (sn) telle que

lim
m→∞

lim
n→∞

f(t+ sn − sm) = f(t). (2.1)

pour chaque t ∈ R.
L’ensemble des fonctions presque automorphes est noté par AA(R,X) ou AA(X).

Remarque 2.2.

La définition précédente est équivalente à : De toute suite de nombres réels (s′n) on peut
extraire une sous-suite (sn), (sn) ⊂ (s′n) telle que

g(t) = lim
n→∞

f(t+ sn), (2.2)
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est bien définie pour chaque t ∈ R, et

f(t) = lim
n→∞

g(t− sn) (2.3)

pour chaque t ∈ R.
En effet, on a

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t),

pour chaque t ∈ R, et
lim
n→∞

g(t− sn) = f(t),

donc

lim
m→∞

lim
n→∞

f(t+ sn − sm) = lim
m→∞

(
lim
n→∞

f((t− sm) + sn)
)

= lim
m→∞

g(t− sm)

= f(t).

Réciproquement, on a :
lim
m→∞

lim
n→∞

f(t+ sn − sm) = f(t),

alors lim
m→∞

lim
n→∞

f(t+ sn − sm) existe pour chaque t ∈ R. On pose g(t?sm) = lim
m→∞

lim
n→∞

f(t+
sn − sm), donc

lim
m→∞

g(t− sm) = lim
m→∞

lim
n→∞

f(t+ sn − sm), (2.4)

et

lim
m→∞

f(t+ sm) = lim
m→∞

lim
m→∞

g(t+ sm − sm)

= g(t). (2.5)

Remarque 2.3.

Si dans les deux limites (2.2) et (2.3) la convergence est uniforme en t ∈ R, alors f est
presque périodique. La notion de presque automorphie est donc plus générale que la presque
périodicité [66]. On a les inclusions suivantes

AP (X)  AA(X)  BC(X).
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Exemple 2.2.1. (voir [55]) Soit f : R −→ R telle que

f(t) = sin
( 1

2 + cos(t) + cos(
√

2t)

)
alors f est presque automorphe, mais f n’est pas uniformément continue sur R, il s’ensuit
que f n’est pas presque périodique.

Théorème 2.3. [61] Supposons que les fonctions f, f1, f2 sont presque automorphes et λ un
scalaire. Alors les assertions suivantes sont vraies
1) f1 + f2 est presque automorphe.
2) λf est presque automorphe pour tout λ dans R.
3) fa = f(t+ a) est presque automorphe pour tout constant a dans R.
4) supt∈R ‖ f(t) ‖<∞ , c’est-à-dire que f est une fonction bornée.

Démonstration. 1. 1. Soit (s′)n∈N une suite de nombres réels, puisque f1 ∈ AA(X), il existe
une sous-suite (sn)n∈N ⊂ (s′)n∈N telle que

lim
n→∞,m→∞

f1(t+ sn − sm) = f1(t),

pour tout t ∈ R. De même f2 ∈ AA(X) alors il existe une sous suite (tn) ⊂ (sn) telle que

lim
n→∞,m→∞

f1(t+ tn − tm) = f2(t),

On a (tn) ⊂ (sn) ⊂ (s′n) et

lim
n→∞,m→∞

(f1 + f2)(t+ tn − tm) = lim
n→∞,m→∞

f1(t+ tn − tm) + lim
n→∞,m→∞

f2(t+ tn − tm)

= f1(t) + f1(t)

= (f1 + f2)(t) (2.6)

et ceci pour tout t ∈ R. Donc f1 + f2 est presque automorphe.
2. Comme f est presque automorphe, (s′n) ∈ R, il existe une sous-suite (sn) de (s′n) telle que

lim
n→∞,m→∞

f(t+ sn − sm)

on a

lim
n→∞,m→∞

(λf)(t+ sn − sm) = λ lim
n→∞,m→∞

f(t+ sn − sm)

= (λf)(t), (2.7)
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donc λf est presque automorphe.
3. Soit (s′n) une suite de nombres réels, puisque f ∈ AA(X), on peut extraire une sous-suite
(sn) ⊂ (s′n) telle que

lim
n→∞,m→∞

f(t+ sn − sm) = f(t)

Ainsi

lim
n→∞,m→∞

fa(t+ sn − sm) = lim
n→∞

lim
m→∞

f(t+ sn − sm + a)

= lim
n→∞

lim
m→∞

f(t+ a+ sn − sm)

= f(t+ a)

= fa(t)

Par suite fa est une fonction presque automorphe.
4. Supposons par l’absurde que

sup
t∈R
‖ f(t) ‖=∞,

alors il existe une suite de nombres réels (s′n) telle que

lim
n→∞

‖ f(s′n) ‖=∞.

Puisque f est presque automorphe nous pouvons extraire (sn) ⊂ (s′n) telle que

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t),∀t ∈ R.

En particulier lim
n→∞

f(sn) = g(0) = α . D’où

lim
n→∞

‖ f(sn) ‖=‖ α ‖<∞.

qui est une contradiction, on conclut donc que supt∈R ‖ f(t) ‖ est fini.

Théorème 2.4. Si (fn)n∈N est une suite de fonctions presque automorphes qui converge
uniformément sur R vers une fonction f alors f est presque automorphe.

Démonstration. Soit (sn) une suite réelle. Puisque les fonctions fn sont presque automorphes
par procédé diagonal on peut extraire une même sous-suite (sn) telle que, ∀t ∈ R, ∀i ∈ N

lim
n→∞

fi(t+ sn) = gi(t) (∗)
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Pour chaque t ∈ R, on observe que la suite (gi(t)) est une suite de Cauchy. En effet on peut
écrire

gi(t)− gj(t) = gi(t)− fi(t+ sn) + fi(t+ sn)− fj(t+ sn) + fj(t+ sn)− gj(t),

et en utilisant l’inégalité triangulaire on obtient

‖ gi(t)− gj(t) ‖≤‖ gi(t)− fi(t+ sn) ‖ + ‖ fi(t+ sn)− fj(t+ sn) ‖ + ‖ fj(t+ sn)− gj(t) ‖,

Soit alors ε > 0, puisque (fn) converge uniformément vers la fonction f alors il existe N ∈ N
tel que pour tout i, j > N on a

‖ fi(t+ sn)− fj(t+ sn) ‖< ε.

Maintenant, puisque X est complet et que (gi(t)) est de Cauchy, donc (gi(t)) converge sim-
plement vers une fonction g(t) On montre que,

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t),

et
lim
n→∞

g(t− sn) = f(t),

Pour chaque t ∈ R, et tout i ∈ N, on a

‖ f(t+ sn)− g(t) ‖≤‖ f(t+ sn)− fi(t+ sn) ‖ + ‖ fi(t+ sn)− g(t) ‖ + ‖ gi(t)− g(t) ‖,

soit ε > 0, il existe alors M1 = M1(ε) ∈ N tel que

‖ f(t+ sn)− fM1(t+ sn) ‖< ε,

pour tout t ∈ R et n ∈ N et ∃M2 = M2(ε, t)

‖ gM2(t)− g(t) ‖< ε,

pour chaque t ∈ R.
D’où, ∀ε > 0, ∀t ∈ R,∃M = M(ε, t) = max(M1,M2) tel que

‖ f(t+ sn)− g(t) ‖< 2+ ‖ fM(t+ sn)− gM(t) ‖,

d’après (∗) pour chaque t ∈ R, il existe un entier naturel K = K(t,M) tel que pour tout
n ≥ K on a :

‖ fM(t+ sn)− gM(t) ‖< ε,
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Finalement,
‖ f(t+ sn)− g(t) ‖< ε,

d’où
lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t)

pour chaque t ∈ R.

Théorème 2.5. Si f ∈ AA(X) et sa dérivée f ′ existe et est uniformément continue sur R,
alors f ′ ∈ AA(R).

Démonstration. On cherche à écrire f ′ comme une limite uniforme d’une suite de fonctions
presque automorphes. On sait que pour tout réel x on a

f
′(x) = lim

n→∞
n(f(x+ 1/n)− f(x).

On pose,
fn(x) = n(f(x+ 1/n)− f(x)).

On a

‖ f ′(x)− fn(x) ‖ = ‖ f ′(x)− n
∫ x+ 1

n

x
f
′(t)dt ‖,

≤ n
∫ x+ 1

n

x
‖ f ′(x)− f ′(t) ‖ dt,

≤ sup
t∈[x,x+ 1

n
]
‖ f ′(x)− f ′(t) ‖ .

Prenons ε > 0, l’uniforme continuité de f ′ assure l’existence d’un δ tel que si |u − v| ≤ δ

alors ‖ f ′(t) − f ′(v) ‖≤ ε. Il existe n0 tel que pour n ≥ n0 on a 1
n
≤ δ donc pour n ≥ n0

et x ∈ R on a ‖ f(x) − fn(t) ‖≤ ε, d’où la convergence uniforme de la suite (fn)n∈N vers
f
′ sur R. Puisque (fn)n∈N est presque automorphe d’aprés le Théorème 2.4 f

′ est presque
automorphe.

Proposition 2.2. Si f est une fonction définie sur R presque automorphe et f(t) = 0 pour
tout t > α, avec α une constante réelle alors f(t) = 0 pour tout t ∈ R.

Démonstration. Montrons que f(t) = 0 pour tout t ≤ α, on considère la suite des nombres
naturels (n), puisque f est presque automorphe on peut extraire une sous-suite (nk) telle
que

lim
k→∞

f(t+ nk) = g(t),
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et
lim
k→∞

g(t− nk) = f(t),

pour chaque t ∈ R. Il est clair que pour tout t ≤ α on peut trouver (nkj) ⊂ (nk) avec
t+ nkj > α, pour tout j tel que f(t+ nkj) = 0 pour tout j et puisque

lim
k→∞

f(t+ nkj) = g(t).

On obtient g(t) = 0, donc f(t) = 0, pour tout t ∈ R.

Théorème 2.6. L’espace (AA(X), ‖ . ‖∞) est un espace de Banach

Démonstration. Comme AA(X) ⊂ BC(R,X) d’après le Théorème 2.4 on a AA(X) est un
sous-espace fermé de (BC(R,X), ‖.‖∞) qui est complet donc, (AA(X), ‖.‖∞) est un espace
de Banach.

Proposition 2.3.

Nous définissons F : R −→ X par F (t) =
∫ t

0 f(s)ds, où f ∈ AA(X). Alors F ∈ AA(X), si
et seulement si RF = {F (t)/t ∈ R} est pré-compacte.

Démonstration.

Il suffit de prouver que F est une fonction presque automorphe si RF est relativement
compact. Soit (s”

n) une suite réelle, alors il existe une sous-suite (s′n) ⊂ (s”
n) telle que

lim
n→∞

f(t+ s
′

n) = g(t),

et
lim
n→∞

g(t− s′n) = f(t),

pour chaque t ∈ R et
lim
n→

F
′(s) = α1.

Nous obtenons alors pour chaque t ∈ R et n ∈ N :

F (t+ s
′

n) =
∫ t+s′n

0
f(r)dr

=
∫ s
′
n

0
f(r)dr +

∫ t+s′n

s′n

f(r)dr

= F (s′n) +
∫ t+s′n

s′n

f(r)dr, (2.8)
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en utilisant le changement de variable σ = r − s′n on obtient

F (t+ s
′

n) = F (s′n) +
∫ t

0
f(σ + s

′

n)dσ.

En appliquant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons,

F (t+ s
′

n) = lim
n→∞

F (s′n) + lim
n→∞

∫ t

0
f(σ + s

′

n)dσ

= lim
n→∞

F (s′n) +
∫ t

0
lim
n→∞

f(σ + s
′

n)dσ

= α1 +
∫ t

0
g(σ)dσ, (2.9)

pour chaque t ∈ R, nous observons que l’ensemble RG = {G(t) : t ∈ R} où

G(t) = α1 +
∫ t

0
g(r)dr

est également relativement compact et

sup
t∈R
‖ G(t) ‖≤ sup

t∈R
‖ f(t) ‖ .

Pouvons donc extraire une sous-suite (sn) de (s′n) tel que lim
n→∞

G(−sn) = α2 pour un certain
α2 ∈ X Maintenant, nous pouvons écrire

G(tsn) = G(−sn) +
∫ t

0
g(rsn)dr.

Pour que
lim
n→∞

G(t− sn) = α2 +
∫ t

0
f(r)dr = α2 + F (t),

il faut que α2 = 0. En utilisant la notation Ts, qui est un opérateur linéaire, avec Tsf = g

pour exprimer que
lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t),

où s = (sn) et Asf = T−sTsf nous obtenons

AsF = α2 + F.

Maintenant on a l’équation

A2
sF = Asα2 + AsF = α2 + α2 + F = 2α2 + F.

Nous pouvons continuer indéfiniment le processus pour obtenir

AnsF = nα+F, n = 1, 2, ...
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Mais nous avons, pour tout n ∈ N

sup
t∈R
‖ AnsF (t) ‖≤ sup

t∈R
‖ F (t) ‖,

avec F (t) qui est une fonction bornée. Ce qui conduit à une contradiction si α2 6= 0, donc
α2 = 0 et AsF = F. Alors F est presque automorphe ce qui achève la démonstration.

Corollaire 2.1. (Voir[56] ) Soit X un espace de Banach uniformément convexe et F : R −→
X définie par F (t) =

∫ t
0 f(s)ds où f ∈ AA(X). Alors F ∈ AA(X) si et seulement si F est

bornée.

Théorème 2.7. Soit f ∈ AA(X), si h ∈ L1(R) alors leur convolution définie par

(f ∗ h)(t) =
∫ +∞

−∞
f(s)h(t− s)ds

appartient à AA(X)

Démonstration. Puisque f est continue et h ∈ L1(R) on peut voir que la fonction t −→
(f∗h)(t) est continue. Soit (s′n) une suite de nombres réels, puisque f est presque automorphe,
il existe une sous suite (sn) ⊂ (s′n) tel que

g(t− σ) = lim
n→∞

f(t− σ + sn),

et
f(t− σ) = lim

n→∞
g(t− σ − sn),

pour tous t, σ ∈ R. Considèrerons alors

(f ∗ h)(t+ sn) =
∫ +∞

−∞
f(t− σ + sn)h(σ)dσ,

pour tous t, σ ∈ R. Grâce à la continuité de f , on a

‖ f(t− σ + sn)h(σ) ‖≤‖ f ‖∞ |h(σ)|.

En utilisant le fait que h ∈ L1(R) et compte tenu de ce qui précède, on en déduit alors du
théorème de la convergence dominée de Lebesgue que :

lim
n→∞

(f ∗ h)(t+ sn) =
∫ +∞

−∞
lim
n→∞

f(t− σ + sn)h(σ)

=
∫ +∞

−∞
g(t− σ)h(σ)dσ

= (g ∗ h)(t),
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pour chaque t ∈ R. D’une manière similaire considérons

(g ∗ h)(t− sn) =
∫ +∞

−∞
g(t− σ − sn)h(σ)dσ

pour chaque t ∈ R. On a clairement :

‖ g(t− σ − sn) ‖≤‖ g ‖∞ |h(σ)|,

pour chaque t, σ ∈ R, de nouveau par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue,
il en résulte que

lim
n→∞

(g ∗ h)(t− sn) =
∫ +∞

−∞
lim
n→∞

g(t− σ + sn)h(σ)

=
∫ +∞

−∞
f(t− σ)h(σ)dσ

= (f ∗ h)(t),

pour chaque t ∈ R.
Finalement f ∗ h est presque automorphe.

2.3 Les fonctions de classe C∞ presque automorphes

Définition 2.3. On définit l’espace des fonctions de classe C∞ dont toutes les dérivées sont
presque automorphes par

BAA =
{
ϕ ∈ E : ∀j ∈ Z+, ϕ(j) ∈ AA(R)

}
.

Cette espace peut munir de la topologie induite par la famille de semi-normes

‖ ϕ ‖k,∞=
∑
j≤k
‖ ϕ(j) ‖L∞ k ∈ N0, ϕ

(j) ∈ L∞ (2.10)

Des propriétés importantes sont données dans la

Proposition 2.4. 1. L’espace BAA est une sous-algèbre de Frechét de B.

2. τωBAA ⊂ BAA, ∀ω ∈ R.

3. BAA ∗ L1 ⊂ BAA.
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Démonstration. 1. Comme la topologie de BAA ⊂ DL∞ est donnée par la famille sous-
multiplicative dénombrable de normes ‖ . ‖k,∞, k ∈ N, il reste à montrer la complétion
de l’espace BAA. Soit (fm)m∈N ⊂ BAA une suite de Cauchy, il est claire que, ∀i ∈ N, (f (i)

m )m∈N
est une suite de Cauchy dans AA(R), l’espace des fonctions presque continues, qui est com-
plet par rapport à la norme de la convergence uniforme, alors ∀i ∈ N, (f (i)

m )m converge
uniformément vers fi ∈ AA(R), posons f0 = f , on obtinet, grâce à la convergence uniforme,
que f ∈ C∞, et ∀i ∈ N, f (i) = fi ∈ AA(R), c.à.d (fm)m∈N converge vers f pour la topologie
de BAA, ce qui signifie que BAA est complet.
2. Soit f ∈ BAA, et soit ω un nombre réel , on prouve que τωf est un élément de BAA, puisque
la translation de toute fonction de classe C∞ est aussi une fonction de classe C∞, il reste à
montrer que τωf est une fonction presque automorphe, qui est claire d’après la définition.
3. Si h ∈ L1 et f ∈ BAA, alors (f ∗ h) ∈ C∞ et ∀i ∈ N, (f ∗ h)(i) = f (i) ∗ h ∈ AA(R).

Remarque 2.4. On a BAA  C∞ ∩ AA(X).

Le résultat suivant est une conséquence de la proposition précédente.

Corollaire 2.2. Soit f ∈ DL∞, alors f ∈ BAA, si et seulement si ∀ϕ ∈ D, f ∗ ϕ ∈ AA(X).

Démonstration. La condition de nécessité ressort clairement de la proposition ci-dessus. Soit
f ∈ DL∞ , prenons une suite (ψm)m∈N tel que ψm ≥ 0, supp ψm ⊂

[
− 1
m
, 1
m

]
et
∫
R ψm(x)dx = 1,

par hypothèse f ∗ ψm ∈ AA(X),∀m ∈ N. Comme

|f ∗ ψm(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫
R
ψm(y)(f(x− y)− f(x))dy

∣∣∣∣
≤ sup

y∈R
|f ′(y)|

∫ 1
m

−1
m

ψm(y)|y|dy

≤ 1
m

sup
z∈R
|f ′(z)| ,

donc (f ∗ ψm)m∈N converge uniformément vers f sur R, d’après la Proposition 2.4, f ∈
AA(X), c’est à dire f ∈ DL∞ ∩ AA(X) = BAA.

2.4 Les fonctions asymptotiquement presque automorphes

Définition 2.4. Nous définissons plusieurs classes de fonctions comme suit :
(a) Une fonction continue f : R×X 7→ X est dite presque automorphe si f(t, x) est presque
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automorphe dans t ∈ R uniformément pour tout x ∈ K, où K est tout sous-ensemble borné
de X, c’est-à-dire, pour toute suite de nombres réels {sn}∞n=1 , nous pouvons extraire une
sous-suite {snk}

∞
k=1 telle que :

lim
k→∞

f (t+ snk , x) = g(t, x),

est bien définie pour tout t ∈ R et x ∈ K, et

lim
k→∞

g (t− snk , x) = f(t, x),

pour tout t ∈ R et x ∈ K. Soit AA(R× X,X) l’ensemble de tous ces fonctions.
(b) Une fonction continue bornée f : R× X 7→ X est dite nulle à l’infini si
limt→∞ ‖ f(t, x) ‖= 0 uniformément sur tout sous-ensemble borné de X. En particulier, on
a le résultat

Proposition 2.5.

1. L’espace (C0(R,X), ‖.‖∞) est une sous-algèbre de Banach de Cb(R,X).

2. τωC0(R,X) ⊂ C0(R,X), pour tout ω ∈ R.

3. C0(R,X) ∗ L1 ⊂ C0(R,X).

4. C0(R,X)× Cb(R,X) ⊂ C0(R,X).

Remarque 2.5.

La dérivée et la primitive d’une fonction qui s’annule à l’infini, ne s’annulent pas nécessairement
à l’infini. Autrement dit, si f ∈ C0(R,X), et F est une primitive de f sur R, alors f ′ et F
ne sont pas nécessairement dans C0(R,X). En effet on a le résultat

Proposition 2.6. Soit f ∈ C0(R,X).

1. Si f ′ existe et est uniformément continue sur R ; alors il existe une fonction F ∈
C0(R,X) tel que F = f ′ sur R.

2. Il existe F ∈ C0(R,X) une primitive def sur R si et seulement si
∫∞
0 f(t)dt < ∞ et∫ x

0 f(t)dt est borné sur R.

Démonstration.
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1. Soit (sm)m∈N une suite de nombres réels positifs convergente vers zéro. Considérons la
suite de fonctions (ϕm)m∈N définie sur R par

ϕm(.) = f (.+ sm)− f(.)
sm

=
∫ 1

0
f ′ (.+ λsm) dλ.

En raison de la continuité uniforme de f ′, la suite de fonctions (ϕm)m converge uniformément
vers f ′ sur R. Définissons la fonction F par

F (x) =

 f ′(x), x ≥ 0
f ′(0), x < 0.

Alors F est la limite uniforme sur R de la suite de fonction (Fm)m ⊂ C0(R,X) :

Fm(x) =

 ϕm(x), x ≥ 0
ϕm(0), x < 0,

par conséquent F ∈ C0(R,X).
2. Comme F ∈ C0(R,X) est une primitive sur R de f ∈ C0(R,X), alors F est continue,
bornée et on a pour une constante C ∈ R,

F (x) =
∫ x

0
f(t)dt+ C, x ∈ R.

Par conséquent
∫ x

0 f(t)dt est bornée sur R. L’annulation à l’infini de la fonction F donne que∫+∞
0 f(t)dt = −C < ∞. Inversement, si

∫ x
0 f(t)dt est borné sur R et

∫+∞
0 f(t)dt < ∞. On

définit la fonction F par

F (x) =


∫ x
0 f(t)dt−

∫+∞
0 f(t)dt, x ∈ R

−
∫+∞

0 f(t)dt, x < 0.

Alors on voit que F ∈ C0(R,X) et F ′ = f sur R.

Définition 2.5.

Une fonction continue f : R 7→ X (resp R × X 7→ X) est dite asymptotiquement
presque automorphe s’il existe une fonction g ∈ AA(R,X)(AA (resp R × X,X)) et h ∈
C0(R,X) (C0 (resp R× X,X)) telles que f = g + h sur R(resp R× X).
On note par AAA(R,X) (resp AAA(R×X,X)) l’ensemble de toutes les fonctions asympto-
tiquement presque automorphe définies sur R (resp R× X).
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Remarque 2.6. 1. Si on supposons que f ∈ AA(X), alors sa restriction à R+ appartien-
dra à AAA(X). En effet, il suffit de prendre g = f sur R et h = 0 sur R.

2. Dans les deux cas, g est appelé le terme principal de f et h son terme correctif.

Proposition 2.7. La décomposition d’une fonction asymptotiquement presque automorphe
définie dans R (ou dans R× X), est unique sur R+.

Démonstration. Nous donnons la preuve dans le cas où f est définie sur R, l’autre cas
est similaire. Soit f une fonction asymptotiquement presque automorphe possédant deux
décompositions, c’est-à-dire

f = gj + hj j = 1, 2 sur R+,

où gj ∈ AA(X) et hj ∈ C0(R,X), alors

g1(t)− g2(t) = h2(t)− h1(t), ∀t ∈ R+,

et lim
t−→+∞

‖ g1(t)− g2(t) ‖= 0, puis le fait que AA(X)∩C0(R,X) = {0} donne g1 = g2 sur R.
Par conséquent, h1 = h2 sur R.

On rappelle quelques propriétés fondamentales des fonctions presque automorphes, voir
[9, 69], l’ensemble de ces fonctions est donnée dans la Définition 2.2 du chapitre précédent
par AA(R× X,X).

Théorème 2.8.

Si f ∈ AA(R× X,X) est Lipschitzienne par rapport à x uniformément en t ∈ R alors la
fonction g de la Définition 2.4 est aussi Lipschitzienne avec la même constante de Lipschitz.

Démonstration. :

Soit L une constante de Lipschitz pour la fonction f , c’est-à-dire

‖f(t, x)− f(t, y)‖ < L‖x− y‖,

pour x, y dans tout sous-ensemble borné K de X uniformément dans t ∈ R. Soit t ∈ R
arbitraire et ε > 0 et K un ensemble borné dans X donné. Alors pour toute suite de nombres
réels (sn), il existe une sous-suite (snk) telle que

‖f (t+ snk , x)− g(t, x)‖ < ε

2 ,
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et
‖g (t− snk , x)− f(t, x)‖ < ε

2 ,

pour k assez grand et uniformément dans x ∈ K. On peut écrire pour tout x, y ∈ K

g(t, x)− g(t, y) = g(t, x)− f (t+ snk , x) + f (t+ snk , x)− f (t+ snk , y)

+ f (t+ snk , y)− g(t, y).

Pour k suffisamment grand on obtient :

‖g(t, x)− g(t, y)‖ < ε+ L‖x− y‖.

Et puisque ε est arbitraire on obtient

‖g(t, x)− g(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

uniformément pour x, y ∈ K, ce qui achève la preuve.
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Nous traitons dans ce chapitre des algèbres de fonctions généralisées presque automorphes
contenant les espaces des fonctions indéfiniment dérivable presque automorphes et l’espace
des distributions presque automorphes. Pour effectuer quelques opérations non linéaires sur
les distributions. Les algèbres de fonctions généralisées sont étudiés dans [7, 12], voir [39]
avec plus de détail.

3.1 Propriétés des fonctions généralisées presque au-

tomorphes

Nous commençons cette section en présentant une classe d’algèbres de Colombeau, qui
sera compatible avec la théorie des fonctions presque automorphes [68, 69], sur cette classe,
voir par exemple [10].
On considère dans l’algèbre des fonctions généralisées presque automorphes l’équation différentielle

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t). (3.1)

Soit I = (0; 1), et rappelons l’algèbre des fonctions généralisées bornées, noté par GL∞ :

GL∞ =ML∞/NL∞ ,

avec

ML∞ =
{

(uε)ε ∈ (DL∞)I : ∀k ∈ Z+,∃m ∈ Z+, ‖ uε ‖k,∞= O(ε−m), ε→ 0
}
,

52
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et
NL∞ =

{
(uε)ε ∈ (DL∞)I : ∀k ∈ Z+,∀m ∈ Z+, ‖ uε ‖k,∞= O(εm), ε→ 0

}
,

avec ‖ . ‖k,∞ est la famille de semi-norme donnée dans (2.10). Pour plus de propriétés sur
l’algèbre GLp le lecteur pourra voir par exemple la référence [39].

Définition 3.1.

On définit l’espace des éléments modérés presque automorphes par

MAA =
{

(uε)ε ∈ (BAA)I : ∀k ∈ N,∃m ∈ N, ‖ uε ‖k,∞= O(ε−m), ε→ 0
}
,

et l’espace des éléments négligeables par

NAA =
{

(uε)ε ∈ (BAA)I : ∀k ∈ N,∀m ∈ N, ‖ uε ‖k,∞= O(εm), ε→ 0
}
.

Le résultat suivant donne une caractérisation de NAA.

Proposition 3.1. 1. MAA est une sous algèbre de l’algèbre de Banach BAA.

2. NAA est un idéal de MAA.

Preuve 3.1. Soient (uε)ε ∈MAA, (vε)ε ∈ NAA, d’après la définition ci-dessus on a,

∀k ∈ N, ∃m′ ∈ N, ∃c′ > 0, ∃ε′1 ∈ I, ∀ε < ε
′

1, ‖ uε ‖k,∞< c
′
ε−m

′

.

et
∀k ∈ N, ∀m0 ∈ N, ∃c

′
> 0, ∃ε′1 ∈ I, ∀ε < ε

′

1, ‖ vε ‖k,∞< c
′
εm0 .

Par la formule de Leibniz,il existe ck > 0 tel que

‖ uε vε ‖ ≤ ck ‖ uε ‖ ‖ vε ‖

≤ ck c0 c1 ε
−m′+m0

Donc, ‖ uε vε ‖≤ Cεm̃, avec m̃ = −m′ +m0 ∈ N,
ce qui montre que NAA est un idéale de MAA.

L’algèbre des fonctions généralisées presque automorphes est donnée par

GAA =MAA/NAA. (3.2)

Proposition 3.2. Une caractérisation de l’idéal des éléments négligeable est donnée par

NAA = {(uε)ε ∈MAA : ∀m ∈ N, ‖ uε ‖0,∞= O(εm) quand ε→ 0} .

La preuve de ce résultat vous pouvez le voir [39] où il est donné dans le cas général.
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3.2 Semi-groupe généralisé

Suite à la tentative de nombreux chercheurs qui consiste à donner la relation entre semi-
groupe et son générateur infinitésimal. Dans cette section nous discutons la méthode de
construire l’algèbre de Colombeau pour donner un sens aux semi-groupes généralisés.
Soit X un espace localement convexe défini par la famille des semi-normes (pi)i∈I .
On rappelle que :

EsM(X) = {(xε)ε ∈ (X)(0,1)/∃m ∈ N,∀i ∈ I, pi(xε) = Oε→0(ε−m) },

N (X) = {(xε)ε ∈ (X)(0,1)/∀m ∈ Ns,∀i ∈ I, pi(xε) = Oε→0(εm) }.

Remarque 3.1.

– EsM(X) est une algèbre
– N (X) est un idéal de EsM(X).

L’algèbre de Colombeau sur X est définie par

X̃ = EsM(X)/N s(X).

Définition 3.2. [52] • SEM(R+ : Lc(X)) est l’espace des applications (Sε)ε fortement conti-
nues
Sε : R+ −→ Lc(X), ε ∈ (0, 1) avec la propriété : pour tout T > 0 il existe a ∈ R tel que

sup
t∈[0,T )

‖Sε(t)‖ = Oε→0(εa). (3.3)

• SN (R+ : Lc(X)) est l’espace des applications (Nε)ε fortement continues
Nε : R+ → Lc(X), ε ∈ (0, 1) satisfaisant :
pour tout b ∈ R et T > 0

sup
t∈[0,T )

‖Nε(t)‖ = Oε→0(εb), il existe t0 > 0 et a ∈ R tel que sup
t<t0
‖Nε(t)

t
‖ = Oε→0(εa). (3.4)

Il existe une suite (Hε)ε dans Lc(X) et ε0 ∈ (0, 1) tel que

lim
t→0

Nε(t)
t

Hεx, x ∈ X, ε < ε0, et ‖Hε‖ = Oε→0(εb), pour tout b > 0. (3.5)

Proposition 3.3. [52]
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SEM(R+ : Lc(X)) est une algèbre et SN (R+ : Lc(X)) est un idéal de SEM(R+ : Lc(X)).
L’algèbre des semi-groupes généralisés sur X est définie par

SG(R+ : L(X)) = SEM(R+ : L(X))/SN (R+ : L(X)).

Les éléments de SG(R+ : L(X)) sous la forme S = [Sε], avec (Sε)ε est un représentant de S.

Définition 3.3. [52] S ∈ SG(R+ : L(X)) est appelé un C0-semi groupe de Colombeau s’il
admet un représentant (Sε)ε tel que, pour tout ε0 > 0, Sε est un C0-semi-groupe, pour tout
ε < ε0.
Dans la suite on utilise seulement les représentants (Sε)ε de C0-semi-groupe S qui sont des
C0-semi-groupes, pour ε assez petit.

Proposition 3.4. [52]

Soient (Sε)ε et (S̃ε)ε deux représentants d’un C0-semi-groupe S de Colombeau, de générateur
infinitésimale Aε, ε < ε0, et Ãε, ε < ε̃0, respectivement, où ε0 et ε̃0 correspondent ( dans le
sens de la Définition 3.2 à (Sε)ε et (S̃ε)ε, respectivement.
Alors, D(Aε) = D(Ãε), pour tout ε < ε̄ = min{ε0, ε̃0}, Aε − Ãε peut être étendu en un
élément de L(X), noté par Aε − Ãε.
Par suite, pour tout a ∈ R,

‖Aε − Ãε‖ = Oε−→0(εa). (3.6)

Maintenant on note parA l’ensemble des paires ((Aε)ε, (D(Aε))ε), où Aε un opérateur linéaire
fermé de X à domaine dense D(Aε) ⊂ X, pour tout ε ∈ (0, 1). On introduit sur A la relation
d’équivalence

((Aε)ε, (D(Aε))ε) ∼ ((Ãε)ε, (D(Ãε))ε).

S’il existe ε0 ∈ (0, 1) tel que D(Aε) = D(Ãε), pour tout ε < ε0, et pour tout a ∈ R ils existent
C > 0 et εa ≤ ε0 tel que, pour x ∈ A(Aε), ‖(Aε − Ãε)x‖ ≤ Cεa‖x‖, x ∈ D(Aε), ε ≤ εa.
Puisque Aε est à domaine dense dans X, Rε := Aε − Ãε peut être étendu à un opérateur
dans Lc(X) satisfaisant ‖(Aε − Ãε)x‖ = O(εa), ε → 0, pour tout a ∈ R. un tel opérateur
Rε est appelé un opérateur négligeable.
On note par A l’élément de l’espace quotient A/ ∼. D’après la Définition 3.3, les résultats
suivants ont un sens.

Définition 3.4. [52]
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A ∈ A/ ∼ est un générateur infinitésimal du C0-semi-groupe généralisé S s’il existe un
représentant (Aε)ε de A tel que Aε est un générateur infinitésimal de Sε, pour ε assez petit.

Proposition 3.5. [52]

Soit S un C0-semi-groupe généralisée dont le générateur infinitésimal est A. Alors il existe
ε0 ∈ (0, 1) tel que :
(a) l’application t 7−→ Sε(t)x : R+ −→ X est continue pour tout x ∈ X et ε < ε0.

(b)

lim
h−→0

∫ t+h

t
Sε(s)xds = Sε(t)x, ε < ε0, x ∈ X.

(c) ∫ t

0
Sε(s)xds ∈ D(Aε), ε < ε0, x ∈ X.

(d) Pour tout x ∈ D(Aε), t ≥ 0 Sε(t)x ∈ D(Aε), et

d

dt
Sε(t)x = AεSε(t)x = Sε(t)Aεx, ε < ε0. (3.7)

(e) Soit (Sε)ε et (S̃ε)ε des représentants du C0-semi-groupe généralisé S, dont les générateurs
infinitésimaux sont Aε et Ãε, ε < ε0, respectivement. Alors, pour tout a ∈ R et t ≥ 0

‖ d
dt
Sε(t)− ÃεSε(t)‖ = Oε−→0(εa). (3.8)

(f) Pour tout x ∈ D(Aε) et tout t, s ≥ 0,

Sε(t)x− Sε(s)x =
∫ t
s Sε(τ)Aεxdτ =

∫ t
s AεSε(τ)xdτ.

Théorème 3.1. [52]

Soient S et S̃ deux C0-semi-groupes dont les générateurs infinitésimaux sont A et Ã, respec-
tivement. Si A = Ã alors S = S̃.

Remarque 3.2. [7]

On suppose que les assertions de la Définition 3.2 sont satisfaites. De plus, on suppose
une hypothèse plus forte que (3.3), ils existent M > 0, a ∈ R et ε0 ∈ (0, 1) tels que

‖Sε(t)‖ ≤Mεaeαεt, ε < ε0, t ≥ 0, où 0 < αε < α, pour certain α > 0.

On obtient donc une sous-algèbre de SG(R+ : L(X)). Pour cette sous algèbre le théorème
de Hille-Yosida est valable dans le sens usuel.

56



Chapitre 3 – Fonctions généralisées presque automorphes

3.3 Théorèmes fondamentaux

3.3.1 Cas A ∈ C̃ (A est un nombre complexe généralisé)

On considère un système linéaire d’équation différentielle ordinaire (3.1) avecA = [(λε)ε] ∈
C̃ (λε = λ ∈ C) est un nombre complexe généralisé, u ∈ GAA, et f = [(fε)ε] ∈ GAA, avec une
donnée initiale u0 ∈ C̃ est un nombre complexe généralisé.

Définition 3.5.

Une fonction généralisée u ∈ GAA est dite solution de (3.1) sur J = [0,∞) s’elle satisfaite(
u
′

ε(t)− λuε(t)− fε(t)
)
ε
∈ NAA.

où λ = λε ∀ε ∈ I, et f = [(fε(t))].

Théorème 3.2. Avec les mêmes notations da la définition précédente, et si λ ∈ C, fε :
R −→ C est une fonction généralisée presque automorphe, alors la solution de (3.1) est
donnée par la fonction généralisée presque automorphe

u1(t) =
(
−
∫ +∞

t
eλ(t−s)fε(s)ds

)
ε

+NAA si Reλ > 0.

u2(t) =
( ∫ t

−∞
eλ(t−s)fε(s)ds

)
ε

+NAA si Reλ < 0.

La preuve de ce théorème nécessite le lemme suivant

Lemme 3.1. ( Inégalité de Landau-Kolomogorov)

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble de R. On suppose que f est infiniment
différentiable, alors

‖ f (k) ‖L∞(T )≤ C(n, k, T ) ‖ f ‖1−k/n
L∞(T ) ‖ f

(n) ‖L∞(T ) .

Démonstration. Pour démontrer le Théorème 3.2, On montre d’abord que si u(t) est bien
définie comme élément de GAA, alors c’est le cas pour d

dt
u(t), En effet : Un représentant

uj(t), j = 1, 2 est donné par

uj,ε(t) = −
∫ ∞
t

eλ(t−r) fε(r)dr si Re (λ) > 0 et j = 1, 2,
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Chapitre 3 – Fonctions généralisées presque automorphes

on a (uj,ε)ε(t) ∈MAA, ce qui signifie que

∀k ∈ N , ∀m > 0, ∃c > 0, ∃ε0 ∈ I ‖ uj,ε ‖k,∞≤ c−ε ∀ε < ε0,

on a pour j = 1, 2

‖ u′j,ε ‖k,∞ =
∑
j≤k
‖ (u′j,ε)(j) ‖∞

=
∑
j≤k
‖ (u′j,ε)(j+1) ‖∞

=
∑
l≤k+1

‖ (u′j,ε)(l) ‖∞

=
∑
l≤k+1

‖ (u′j,ε)(l) ‖∞

= ‖ uj,ε ‖k+1,∞ .

Puisque k est arbitraire dans la définition deMAA, on obtient ‖ u′j,ε ‖k,∞= O(ε−m) pour un
réel m > 0, ce qui prouve que u′j j = 1, 2 est un élément deMAA. Il est claire que u1(t) et
u2(t) sont des solutions de (3.1) dans le sens de la définition précédente. Il reste à prouver
que ce sont des fonctions généralisées presqu’automorphes.
Soit s = t− r, alors on peut écrire

uj,ε(t) = −
∫ 0

−∞
eλsfε(t− s)ds. j = 1, 2.

Soit (sn)n une suite de nombres réels. Puisque pour tout ε ∈ I avec I est un ensemble
d’indices, fε est une fonction presque automorphe , il existe une sous-suite (snk(ε))k de (sn)n
telle que

lim
k→+∞

fε(t+ snk(ε)) = gε(t) et lim
k→+∞

gε(t− snk(ε)) = fε(t) sur R.

On a u1,ε(t) = −
∫ 0
−∞ e

λsf(t − s + snk)ds, on montre qu’il existe une constante c > 0 telle
que ‖ eλsf(t− .+ snk) ‖k,∞≤ c eReλ s pour tout s ∈ R. En effet , on a quel que soit k ∈ N

‖ eλsfε(t− s+ snk) ‖k,∞=
∑
j≤k
‖ f (j)

ε ‖∞ .

En appliquant l’inégalité classique de Landau-Kolomogorov :
‖ f (p) ‖∞≤ 2π ‖ f ‖1−p/n

∞ ‖ f (n) ‖p/n∞ où 0 < p < n ∈ N, et f est de classe Cn. En particulier
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Chapitre 3 – Fonctions généralisées presque automorphes

pour p = j,et n = 2j, on obtient pour tout k ∈ N

‖ eλ s f(t− s+ snk) ‖k,∞ ≤ e(Reλ) s ∑
j≤k

(2π) ‖ fε ‖1−1/2
∞ ‖ f (2j)

ε ‖1/2
∞

≤ e(Reλ) s 2π(‖ fε ‖0,∞)1/2 ∑
j≤k
‖ f (2j)

ε ‖1/2
∞

=
(

2π(‖ fε ‖0,∞)1/2 ∑
j≤k
‖ f (2j)

ε ‖1/2
∞

)
e(Reλ)s

≤
(
2πc1/2 c

1/2
2 ε−m1/2εm2/2

)
e(Reλ)s.

Puisque le terme entre parenthèses dans le membre de droite de l’inégalité précédente est une
constante qui ne dépend pas de la variable s, donc le membre de droite est dans L1(−∞, 0),
de plus Reλ > 0, et du coût, on peut appliquer le théorème de convergence dominée de
Lebesque, puisque gε est une fonction bornée et mesurable sur R, on obtient

lim
k→+∞

u1,ε(t+ snk) = −
∫ 0

−∞
eλ s gε(t− s)ds := yε(t) pour tout t ∈ R,

En appliquant le même raisonnement à la fonction yε(t), on obtient

lim
k→+∞

yε(t− snk) = −
∫ 0

−∞
eλ s gε(t− s)ds := u1,ε(t) por tout t ∈ R,

ce qui montre que u1(t) = [(u1,ε(t))ε] est une fonction généralisée presque automorphe.

3.3.2 Cas A est un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe

généralisé

Dans ce paragraphe on aura besoin de la notion du semi-groupe généralisé de Colombeau,
défini dans la Définition 3.2, et pour plus d’informations voir [53]. On suppose que f ∈ GAA
et que A est un générateur infinitésimale d’un C0-semi-groupe d’opérateurs linéaires
T (t) = [(Tε(t))t∈R]. D’abord on rappel le définition suivante

Définition 3.6. Une fonction u(t) = [(uε(t))] ∈ GAA avec un représentant donné par
l’intégrale

uε(t) = Tε(t)u(0) +
∫ t

0
Tε(t− s)fε(s)ds ∀ε ∈ I. (3.9)

sera dite une solution intégrale (maild solution) de l’équation différentielle (3.1).

Théorème 3.3. Soient (T (t))t∈R un C0-semi-groupe généralisé de représentant (Tε(t)) et
f = [(fε)ε] ∈ GAA(R) tels que
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Chapitre 3 – Fonctions généralisées presque automorphes

1. Pour tout x ∈ X, Tε(t)x ∈ AA(R).

2. fε est un élément de L1(J;X).

Alors toute solution intégrale ”mild solution” de (3.1) restreint à J = [0 ,+∞) est presque
automorphe.

Démonstration. La solution intégrale est donnée par

xε(t) = Tε(t)x0,ε +
∫ t

0
Tε(t− s)fε(s)ds

Pour toute suite de nombre réels (τ ′n)n, il existe une sous suite (τn)n telle que

lim
n→∞

Tε(t+ τn)x0,ε := g(t)

et
lim
n→∞

g(t− τn) = Tε(t)x0,ε

Soit maintenant (τ ′n)n une suite de nombres réels. Puisque f ∈ GAA, il existe une sous-suite
(τn)n de (τ ′n)n telle que

lim
n→∞

fε (t+ τn) = f̄ε(t).

est bien définie pour tout t ∈ R, et on a

lim
t→∞

f̄ε (t− τn) = fε(t), ∀t ∈ R.

On a

uε (t+ τn) =
∫ t+τn

0
Tε (t+ τn − s) fε(s)ds

=
∫ t+τn

0
Tε (t+ τn − (r + τn)) fε (r + τn) dr

=
∫ t

0
Tε(t− r)fε (r + τn) dr

=
∫ t

0
Tε(t− r)fε,n(r)dr,

où fε,n(r) = fε (r + τn) , n = 0, 1, · · · . On a aussi,

‖ xε (t+ τn) ‖k,∞≤ K ‖ fε ‖k,∞ Cα, ∀n ∈ N,

par la continuité du semi-groupe,

lim
n→∞

Tε(t− r)fε,n(r) = Tε(t− r)f̄ε(r), ∀r ∈ R et r ≤ t.
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Soit
x̄ε(t) =

∫ t

0
Tε(t− s) f̄ε(s)ds,

on remarque que l’intégrale est absolument convergente pour tout t ∈ R. Ainsi, par le
théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim
k−→∞

xε(t+ τnk) = x̄ε(t) ∀t ∈ R.

De manière similaire, on peut prouver que

lim
k−→∞

x̄ε(t− τnk) = xε(t) ∀t ∈ R.

Ceci montre que xε(t) est une fonction presque automorphe.

Corollaire 3.1. Dans le théorème précédent, si de plus on suppose que A est un opérateur
inversible, alors on aura l’unicité de la solution généralisée presque automorphe.

Définition 3.7. – On dit dans le cas classique qu’un C0-semi-groupe T (t)t∈R+ est expo-
nentiellement stable s’il existe M ≥ 1 et α > 0 tels que

‖ T (t) ‖≤M e−α t pour tout t ≥ 0. (3.10)

– Un C0 semi-groupe généralisé (S(t)) est dit exponentiellement stable s’il existe ε0 > 0
et un représentant (Sε(t)) de S tel que (3.10) satisfaite pour tout ε < ε0.

Théorème 3.4. Soient (T (t))R+ un C0-semi-groupe généralisé exponentiellement stable de
générateur infinitésimal A et f une fonction généralisée presque automorphe. Alors (3.1)
possède une unique solution généralisée presque automorphe.

Démonstration. Soit u′ε(t) = Aεuε(t)− fε(t) la régularisation de l’équation (3.1) en terme de
représentants, dans l’algèbreMAA. On sait que cette équation possède une solution intégrale
définie par

xε(t) = Tε(t− t0)xε(t0) +
∫ t

t0
Tε(t− s) fε(s)ds, pour tout t ≥ t0.

On doit montrer qu’elle est bien définie comme élément de l’algèbreMAA, et si on prend un
autre représentant (yε)ε on montrera que (xε(t)− yε(t))ε est un élément de NAA.
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D’abord on prouve que xε est presque automorphe. En effet
Considérons la fonction uε(t) =

∫ t
−∞ Tε(t− s) fε(s)ds. Grâce à la Propriété (3.10), on obtient

‖ uε(t) ‖k,∞ = ‖
∫ t

−∞
Tε(t− s)fε(s)ds ‖k,∞

≤ M ‖
∫ t

−∞
exp(α(t− s))fε(s)ds ‖k,∞

≤ M ‖ fε ‖k,∞ Cα,

avec Cα est une constante positive dépend de α, ce qui prouve que l’intégrale∫ t

−∞
Tε(t− s)fε(s)ds.

est absolument convergente, par suite elle est convergente. Et par conséquent u(t) existe et

‖ uε(t) ‖k,∞≤M ‖ fε ‖k,∞ Cα t ≥ 0.

Soit maintenant (τ ′n)n une suite de nombres réels. Puisque f ∈ GAA, il existe une sous-suite
(τn)n de (τ ′n)n telle que

lim
n→∞

fε (t+ τn) = f̄ε(t).

est bien définie pour tout t ∈ R, et on a

lim
t→∞

f̄ε (t− τn) = fε(t), ∀t ∈ R.

Considérons

uε (t+ τn) =
∫ t+τn

−∞
Tε (t+ τn − s) fε(s)ds

=
∫ t+τn

−∞
Tε (t+ τn − (r + τn)) fε (r + τn) dr

=
∫ t

−∞
Tε(t− r)fε (r + τn) dr

=
∫ t

−∞
Tε(t− r)fε,n(r)dr,

où fε,n(r) = fε (r + τn) , n = 0, 1, · · · . On a aussi,

‖ uε (t+ τn) ‖k,∞≤ K ‖ fε ‖k,∞ Cα, ∀n ∈ N,

par la continuité du semi-groupe,

lim
n→∞

Tε(t− r)fε,n(r) = Tε(t− r)f̄ε(r), ∀r ∈ R et r ≤ t.

62
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Soit

ūε(t) =
∫ t

−∞
Tε(t− s)uε(s)ds,

on remarque que l’intégrale est absolument convergente pour tout t ∈ R. Ainsi, par le
théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim
n−→∞

uε(t+ τ) = ūε(t) ∀t ∈ R.

De manière similaire, on peut prouver que

lim
n−→∞

ūε(t− τ) = uε(t) ∀t ∈ R.

Ceci montre que uε(t) est une fonction presque automorphe.
Soit a ∈ R un réel donné. on a donc

uε(a) =
∫ a

−∞
Tε(a− s) fε(s)ds.

Alors pour tout t ≥ a , en utilisant la propriété de la continuité du semi-groupe,

Tε(t− a)uε(a) =
∫ a

−∞
Tε(a− s) fε(s)ds,

et par suite∫ t

a
Tε(t− s) fε(s)ds =

∫ t

−∞
Tε(t− s) fε(s)ds−

∫ a

−∞
Tε(t− s) fε(s)ds

= uε(t)− Tε(t− a)uε(a).

D’où
uε(t) = Tε(t− a)uε(a) +

∫ t

a
Tε(t− s) fε(s)ds.

Si on prend x(a) = u(a) , on aura x(t) = u(t), alors (xε)ε ∈MAA. Il reste à montrer l’unicité
de la solution intégrale généralisée dans GAA. Soient x = [(xε)ε] et y = [(yε)ε] deux solutions
intégrales de l’équation (3.1), et supposons que les deux sont presque automorphes, soit
z = x − y. Alors z = [(zε)ε] = (xε − yε)ε +NAA est bien définit comme élément de GAA, et
satisfait

u
′(t) = Au(t).

Alors on a zε(t) = Tε(t− s)wε(s) avec wε(s) = xε(s)− yε(s) ∀t, s ∈ R t ≥ s. On a aussi

‖ zε(t) ‖k,∞≤M e−α(t−s) ‖ zε(s) ‖k,∞ ∀t ≥ s.
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Par les propriétés élémentaires de l’exponentiel on trouve.

lim
n−→∞

‖ zε(nτ) ‖k,∞= 0, pour tout τ > 0.

Ainsi, pour tout q ∈ N, il existe une constante c > 0 telle que ‖ zε(t) ‖≤ c εq quand ε → 0,
donc (zε)ε, est un élément négligeable, puisque t 7−→ Tε(t)x0, x0 ∈ R est presque automorphe,
donc on a l’alternative suivante

inf
t∈R
‖ x(t) ‖> 0, ou x(t) = 0, ∀t ∈ R.

Par suite x = y dans GAA.

3.4 Exemples

3.4.1 Exemple 1

On considère l’équation suivante

A
d

dt
u(t) +Bu(t) = g(t), t ∈ R, (3.11)

avec A =

 4 2
1 1

2

 ∈ M(2,C), B =

 1 0
1 1

 ∈ M(2,C), g(t) = [(gε(t))ε] ∈
(
GAA

)2
et

gε(t) =

 g1,ε(t)
g2,ε(t)

 où g1,ε(t) = cos(t) + cos(
√

2t) + 2

g2,ε(t) = eit + ei
√

2t + 2. Remarquez que g1,ε(t) est la partie réelle de g2,ε(t).
gi,ε(t) est un élément bien défini deMAA. on peut montrer que gi,ε(t) i = 1, 2 ont une borne
modérée d’ordre ε−m avec un entier non négatif, puisque toutes leurs dérivées d’ordre entier
sont bornées, ceci prouve que g(t) est une fonction généralisée presque automorphe. Trouvons

u(t) =

 u1(t)
u2(t)

. Maintenant, nous avons C = AB−1 =

 2 2
1
2

1
2

 ∈M(2,C).

Posons Bu(t) = v(t). Ainsi, le système devient :

Cv′(t) + v(t) = g(t)⇐⇒

 2 2
1
2

1
2


 v1(t)
v2(t)


′

+

 v1(t)
v2(t)

 =

 g1,ε(t)
g2,ε(t)


En appliquant la décomposition de l’espace, le noyau est

X1 = N(C) = Vect


 −1

1


 .
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Soit V0 =

 4
1

 et V1 =

 −1
1

. Il est facile de voir que X2 = R(C) = Vect


 4

1


 .

Clairement, W = {V0, V1} est une base orthogonale pour C2. La matrice associée à W est
donnée par

S =

 4 −1
1 1


Si nous exprimons C dans la nouvelle base W = {V0, V1}, nous obtenons :

C ′ =

 5
2 0
0 0


En calculons pN(C)(t) et pR(C)(g), les projections spectrales de g sur N et R respective-

ment, on trouve p1(t) et p2(t) tels qu’on obtient un équivalence du système (3.11) sous la
forme

 5/2 0
0 0


 v1,ε(t)
v2,ε(t)


′

+

 v1,ε(t)
v2,ε(t)

 =

 p1,ε(t)
p2,ε(t)


peut s’exprimer par le formulaire suivant :

λv′1,ε(t) + v1,ε(t) = p1,ε(t)

v2,ε(t) = p2,ε(t).

Finalement 
λv1,ε(t) = e−5/2(t−σ)v1,ε(σ) + 5/2

∫ t

σ
e−5/2(t−τ)p1ε(τ)dτ

v2,ε(t) = p2,ε(t).

3.4.2 Exemple 2

On considère l’équation différentielle(
d

dt
+ λt

)
u(t) = 0, (3.12)

où u(t) = [(uε(t))ε] ∈ G(R)), et λ = [(2/ε)ε] ∈ C̃ est un nombre réel complexe. Il est
bien connu que les fonctions gaussiennes

gε,s(t) = 1√
πs
e−t

2/ε, t ∈ R, et ε ∈ (0, 1).
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Et soit ϕε la fonction de test définie par

ϕε(x) = 1
ε
ϕ(x
ε

), pour tout x ∈ R,

où ϕ est une fonction lisse avec un support compact. La fonction gε(t) ∗ ϕε(t) satisfaire
l’équation analogue (

d

dt
+ λt

)
uε(x) = 0,

sur la droite réelle R. Par conséquent, en cherchant une solution de l’équation (3.12), considérons
les fonctions

uε,s(t) =
∞∑

k=−∞
gε,s(t+ 2πk)

qui sont paramétrés par ε, auxquels on applique l’opérateur d
dt

+ 2
ε
t et on obtient

Uε,s(t) =
(
d

dt
+ 2
ε
t
)
uε,s(t)

=
∞∑

k=−∞

(
d

dt
+ 2
ε
t

)
gε,s(t+ 2πk)

= 1√
πs

∞∑
k=−∞

(
−2
ε
t− 4

ε
πk + 2

ε
t
)
e−(t+2πk)2/ε

= −4
√
π

ε
√
s

∞∑
k=−∞

ke−(t+2πk)2/e.

Par conséquent, la fonction Uε;s(t) est majorée par l’estimation

|Uε,s(t)| ≤
4
√
π

ε
√
s

∣∣∣∣∣∣
−1∑

k=−∞
ke−(t+2πk)2/ε

∣∣∣∣∣∣+
∞∑
k=1

∣∣∣ke−(t+2πk)2/ε
∣∣∣
 ,

et sur l’intervalle t ∈ [−π, π]

|Uε,s(t)| ≤
8
√
π

ε
√
ε

∞∑
k=1

ke−π
2(2k−1)2/ε = 8

√
π

ε
√
ε
e−π

2/ε
∞∑
k=1

k
(
e−π

2/s
)4k(k−1)

où les premiers termes de la somme finale sont donnés explicitement entre crochets de la
relation

|Uε,s(t)| ≤
8
√
π

ε
√
ε
e−π

2/ε
[
1 + 2

(
e−π

2/ε
)8

+ 3
(
e−π

2/ε
)24

+ . . . . . .
]

= O(ε−C), comme ε→ 0 avec C > 0

ce qui implique que (Uε,s(t))ε est un élément de l’espace modéré NAA. Et donc u(t) est une
fonction généralisée presque automorphe, u(t) ∈ GAA.
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3.5 Fonctions généralisées asymptotiquement presque

automorphes

Nous introduisons l’algèbre des fonctions généralisées asymptotiquement presque auto-
morphes comme dans le cas de GAA où nous remplaçons l’algèbre des fonctions modérées
MAA, et l’algèbre de fonctions négligeables NAA par MAAA et NAA, respectivement.

Définition 3.8. On définit l’espace des fonctions modérées par

MAAA =
{

(uε)ε ∈ (BAAA)I : ∀k ∈ N,∃m ∈ N, ‖ uε ‖k,∞= O(ε−m), ε→ 0
}
,

où BAAA est l’algèbre des fonctions asymptotiquement presque automorphe indéfiniment
dérivables, et l’espace des fonctions négligeables correspondant par

NAAA =
{

(uε)ε ∈ (BAAA)I : ∀k ∈ N,∀m ∈ N, ‖ uε ‖k,∞= O(εm), ε→ 0
}

Proposition 3.6. NAAA est un idéale de MAAA.

Preuve 3.2. soient (uε)ε ∈MAAA, (vε)ε ∈ NAAA. D’après la Définition (3.8), on a les deux
estimations

∀k ∈ N, ∀m′ ∈ N, ∃c′ > 0, ∃ε′1 ∈ I, ∀ε < ε
′

1, ‖ uε ‖k,∞< c
′
εm
′

.

Puisque la famille de norme ‖ . ‖k,∞ est compatible avec la structure algébrique de l’espace
B,donc ∀k ∈ N, ∃ck > 0 tel que

‖ uεvε ‖k,∞≤ ck ‖ uε ‖k,∞ ‖ vε ‖k,∞< ck c c
′
ε−m εm

′

.

On prend m
′ ∈ N tel que m

′ = −m + m
′ ∈ N, on obtient donc, pour tout k ∈ N,

∃C = ck c c
′
> 0, ∃ ε0 = inf(ε1, ε

′
1) ∈ I, ∀ε < ε0, ‖ uε vε ‖< C εm0 , ce qui montre que NAAA

est un idéale de MAAA.

L’algèbre des fonctions généralisées asymptotiquement presque automorphes est défini
comme l’algèbre quotient

GAAA =MAAA/NAAA,

pour plus de détail pour cette algèbre le lecteur peut voir [10].
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Pour ω ∈ R, le translaté d’une fonction généralisé asymptotiquement presque automorphe
u = [(uε)ε] ∈ GAAA est notée et définie par

τωu = [(τωuε)ε].

On rappelle les définitions de quelques algèbres des fonctions généralisées. L’algèbre de
fonctions-Lp généralisées , 1 ≤ p ≤ +∞, voir [6], est définie comme l’algèbre quotient

GLp =MLp/NLp ,

avec
MLp = {(uε)ε ∈ (DLp)I : ∀k ∈ Z+,∃m > 0, ‖ uε ‖k,p= O(ε−m), ε→ 0},

et
NLp = {(uε)ε ∈ (DLp)I : ∀k ∈ Z+,∀m > 0, ‖ uε ‖k,p= O(εm), ε→ 0}.

Remarque 3.3.

Soit u = [(uε)ε] ∈ GL∞ et v = [(vε)ε] ∈ GAA le produit u× v est défini par

u× v = [((uε]vε)ε),

et si v ∈ GL1 la convolution u ∗ v est définie par

u ∗ v = [(uε ∗ vε)ε].

On rappel les propriétés de stabilité de l’algèbre GAAA dans la

Proposition 3.7.

1. GAAA est une sous-algèbre de GL∞ stable par dérivation.
2. τωGAAA ⊂ GAAA, ∀ω ∈ R.
3. GAAA × GAA ⊂ GAAA.
4. GAAA ∗ GL1 ⊂ GAAA.

Démonstration. 1. On montre la stabilité sous dérivation. Soit (uε)ε ∈MAAA, satisfait

∀k ∈ Z+, ∃m ∈ Z+, ∃c > 0, ∃ε1(0, 1), ∀ε < ε1, ‖ uε ‖k,∞< cε−m, (3.13)
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et commeM⊂ BIAA, donc(uε)ε ∈ (DL∞)I . Si (uε)ε ∈ NAAA, on obtient le même résultat que
(uε)ε ∈ NL∞ .
2. Découle de la stabilité de BAAA par translation. d’écrire un élément de GAAA et de montrer
la propriété pour un représentant.
3. Soient u = [(uε)ε] ∈ GAAA et v = [(vε)ε] ∈ GAAA, donc (uε)ε ∈ MAAA et (uε)ε ∈ MAA

alors (uε)ε et (uε)ε satisfont l’estimation (3.13). Au vu d’un résultat dans le cas classique
nous avoir ∀ε ∈ I, uεvε ∈ BAAA . Pour tout j ∈ Z+.

‖ (uεuε)(j) ‖≤ 2j ‖ uε ‖j,∞‖ vε ‖j,∞≤ 2j c1 c2ε
−m1ε−m1 ,

par conséquent, pour tout entier positif k, il existe m = m1 +m2 ∈ N, ‖ uεvε ‖k,∞= O(ε−m),
ε→ 0, donc (uεuε)ε ∈ MAAA . Le produit u× v est indépendant des représentants (uε)ε et
(vε)ε. En effet, supposons que (u′ε)ε ∈ MAAA et (v′ε)ε ∈ MAA soient d’autres représentants
de u et v respectivement, alors pour j ∈ N

‖
(
uεvε − u

′

εv
′

ε

)(j)
‖∞ = ‖

(
uεvε − u

′

εvε + u
′

εvε − u
′

εvε

)(j)
‖∞

≤ ‖
(

(uε − u
′

ε)vε
)(j)
‖∞ + ‖

(
u
′

ε(vε − v
′

ε

)(j)
‖∞

≤ 2j
(
‖ uε − u

′

ε ‖j,∞‖ vε ‖j,∞ +u′ε ‖j,∞‖∞ vε − v
′

ε ‖j,∞
)

puisque (uε − u
′
ε)ε ∈ NAAA et (vε − v

′
ε)ε ∈ NAA, alors ∀m ∈ N, ‖ uεuε − u

′
εv
′
ε ‖k,∞= O(εm),

quand ε→ 0, ce qui donne que (uεvε − u
′
εv
′
ε)ε ∈ NAAA.

4. En utilisant l’estimation (3.13) et l’inégalité de Yong on déduit le résultat.

Nous présentons les différentes conditions pour introduire des solutions integrales presque
automorphes dans le cadre de l’algèbre de Colombeau.

3.6 Extension des opérateurs de Nemytskii

Nous avons également souhaité pousser plus loin l’étude des opérateurs de Nemytskii. Ces
opérateurs sont en effet les bons outils pour travailler dans des cadre fonctionnel adéquat.
Une étude assez complète a été faite dans un cadre régulier et est présenté dans cette section,
et nous verrons également apparâıtre, souvent de manière décisive, ces opérateurs dans le
cadre des fonctions généralisées asymptotiquement presque automorphe.
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Définition 3.9. Soient X un espace de Banach, u : R × X −→ X et ϕ : R −→ X deux
fonctions. L’opérateur de superposition de Nemytskii Hu : XR −→ XR généré par u est défini
par

Hu(ϕ)(t) = u(t, ϕ(t)).

Théorème 3.5. (généralisation de l’opérateur de Nemytskii ) Soient u = [(uε)ε] ∈ GAA(R×
X,X) et ϕ ∈ GAA(R), tels que uε(t, .) est uniformément continue sur chaque ensemble borné
K ⊂ X uniformément pour t ∈ R. Alors [Hu,ε(ϕε)(t)] est bien défini dans GAA.

Démonstration. Soient u et ϕ deux fonctions généralisées telles que décrites dans l’énoncé
du théorème, montrons que u(., ϕ(.)) est un élément bien défini de GAA(X). Si on considère
(uε)ε, (ϕε)ε deux représentants de u et ϕ respectivement dans GAA(R × X,X) et GAA(X),
alors nous devons prouver que (uε(t, ϕε(t)))ε est un élément de MAA(X) pour tout t ∈ R.
Nous avons

∀k ∈ N,∃m1 ∈ N,∃c1 > 0,∃ε1 ∈ I,∀ε < ε1, ‖ uε ‖k,∞< c1 ε
−m1 ,

et
∀k ∈ N, ∃m2 ∈ N,∃c2 > 0,∃ε2 ∈ I,∀ε < ε2, ‖ϕε‖k,∞ < c2 ε

−m2 .

On peut écrire

‖ uε(., ϕε(.)) ‖k,∞=
∑
j<k

‖∂jtuε(t, ϕε(t))‖∞ =
∑
j<k

‖∂jtuε‖∞ =‖ uε ‖k,∞< c1 ε
−m,

ceci implique que (Hu,ε)ε ∈MAA(X). Si nous considérons deux représentants (u1,ε(t, ϕ1,ε(t)))ε,
(u2,ε(t, ϕ2,ε(t)))ε, on montre de même que la différence est bien un élément de NAA(R×X,X)
Soit (sn)n une suite de nombres réels. Alors il existe une sous-suite (snk)k de (sn)n tel que
(i) limk→∞ uε (t+ snk , x) = g(t, x), limk→∞ g (t− snk , x) = uε(t, x) ,∀ε ∈ I pour chaque t ∈ R
et x ∈ X,
(ii) limk→∞ ϕε (t+ snk) = h(t) limk→∞ h (t+ snk) = ϕε(t) pour chaque t ∈ R, pur tout ε ∈ I
Définissons G = [(Gε)ε] ∈ GAA par G(t) = g(t, h(t)). On obtient

lim
k→∞
Hu,ε (t+ snk) = Gε(t),

lim
k→∞

Gε (t− snk) = Hu,ε(t),
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En effet : Considérons l’inégalité

‖Nε (t+ snk)−Gε(t)‖ ≤‖uε (t+ snk , ϕε (t+ snk))− uε (t+ snk , h(t))‖

+ ‖uε (t+ snk , h(t))− g(t, h(t))‖ .

Puisque ϕ ∈ GAA, alors ϕε et h sont bornées. On choisit K ⊂ X tel que ϕε(t), h(t) ∈ K pour
tout t ∈ R. D’après (ii) et continuité uniforme de uε(t, x) en x ∈ K, on obtient

lim
k→∞
‖uε (t+ snk , ϕε (t+ snk))− uε (t+ snk , h(t))‖ = 0.

Par la première hypothèse (i), on obtient

lim
k→∞
‖uε (t+ snk , h(t))− g(t, h(t))‖ = 0,

ce qui prouve que pour chaque t ∈ R

lim
k→∞
Hu,ε (t+ snk) = Gε(t).

De la même façon, on peut prouver que

lim
k→∞

Gε (t− snk) = Hu,ε(t),

pour chaque t ∈ R. Ce qui termine la démonstration du théorème.
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Chapitre 4
Quelques propriétés des fonctions généralisées
asymptotiquement presque automorphe

4.1 Fonctions généralisées asymptotiquement presque

automorphe

Nous introduisons l’algèbre des fonctions généralisées asymptotiques presque automorphes
comme dans le cas de GAA où nous remplaçons l’algèbre des fonctions modérées MAA, et
l’algèbre des fonctions négligeables NAA par MAAA et NAAA, respectivement.

Pour plus de détails sur cette algèbre, le lecteur pourra voir [10].
Notation : On note par B′ l’espace des distributions bornées.

Définition 4.1. – Le translaté τωT d’une distribution bornée T est définie par

< τωT, ϕ >=< T, τ−ωϕ >

– Une distribution est dite nulle à l’infini si

lim
ω→+∞

< τωT, ϕ >= 0 ∀ϕ ∈ D.

– L’espace des distributions bornées s’annulent à l’infini est noté par B′0,+.
– L’espace des distributions asymptotiquement presque automorphes est noté par B′AAA,

et on a le résultat suivant

Proposition 4.1. L’application

iA : B′AAA −→ GAAA qui associe à chaque T∈ B′AAA,
(
T ∗ ρε

)
ε

+NAAA
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est une injection linéaire commute avec les dérivées.

Démonstration. Soit T ∈ B′AAA , par la caractérisation d’une distribution asymptotiquement
presque automorphe, il existe une suite (fj)j≤m de fonctions continues et asymptotiquement
presque automorphes, telle que T = Σj≤mf

(α)
j . Soit α ∈ Z+, écrivons∣∣∣∣(T ∗ ρε)(α)

(x)
∣∣∣∣ ≤ Σj≤m

1
εα+j

∫
R

∣∣∣fj(x− εy)ρ(α+j)(y)dy

≤ Σj≤m
1

εα+j ‖ fj ‖∞
∫
R

∣∣∣ρ(α+j)(y)dy

Par conséquent il existe une constante Cm,α telle que

sup
x∈R

∣∣∣∣(T ∗ ρε)(α)
(x)
∣∣∣∣ ≤ Cm,α

εα+j .

Ainsi
‖ T ∗ ρε ‖k,∞= O(ε−m

′

), quand ε→ 0

ce qui montre que
(
T ∗ ρε

)
ε
∈MAAA. La linéarité de iA résulte du fait que la la convolution

est linéaire. Si
(
T ∗ ρε

)
ε
∈ NAAA, et ψ ∈ DL1 .

< T, ψ >= lim
ε→0

∫ (
T ∗ ρε

)
(x)ψ(x)dx

Par la caractérisation des éléments de NAAA, ∀m′ ∈ Z+, ∃ε
′
> 0, ∀ε < ε

′ tels que∣∣∣∣ ∫ (
T ∗ ρε

)
(x)ψ(x)dx

∣∣∣∣ < c
′
ε
′
.

par conséquent lorsque ε→ 0, on obtient < T, ψ >= 0, ∀ψ ∈ DL1 , donc iA est injectif. Pour
terminer,

iA
(
T (α)

)
=

(
T (α) ∗ ρ

)
ε

+NAAA

=
(
T ∗ ρ

)(α)

ε
+NAAA =

(
iA(T )

)α
,∀α ∈ Z.

Définissons maintenant l’injection canonique

σA : BAAA −→ GAAA qui associe à chaque f ∈ BAAA, [(f)ε] = (f)ε +NAAA

Choisissons ρ ∈ D(Rn) avec∫
ρ(x)dx = 1, et

∫
xkρ(x)dx = 0, ∀k ∈ N. (4.1)
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Proposition 4.2. Le diagramme suivant

BAAA −→ B′AAA
σA ↘ ↓

GAAA
iA

est commutatif

Démonstration. Soit f ∈ BAAA, on montre que (f ∗ ρε − f)ε ∈ NAAA. On prend ρε comme
celles données dans la preuve de la Proposition 4.1, par la formule de Taylor, pour θ ∈]0, 1[
et m ∈ N, on obtient

(
f (α) ∗ ρε − f (α)

)
(x) égale à

∫
R

m−1∑
k=1

(−εy)k
k! f (k+α)(x)ρ(y)dy +

∫
R

(−εy)m
m! f (m+α)(x− θεy)ρ(y)dy

Donc on aura

sup
x∈R

∣∣∣(f (α) ∗ ρε − f (α)
)

(x)
∣∣∣ ≤ εm sup

x∈R

∫
R

∣∣∣∣∣(−y)m
m!

∣∣∣∣∣ ∣∣∣f (m+α)(x− θεy)
∣∣∣ |ρ(y)|dy

≤ εm

m!
∥∥∥f (m+α)

∥∥∥
∞
‖ymρ‖1

Par conséquent,
‖ f ∗ ρε − f ‖k,∞≤

εm

m! ‖ f ‖m+k,∞ ‖ymρ‖1 ,

ce qui signifie que (f ∗ ρε − f)ε ∈ NAAA.

Notons que la composée d’une fonction généralisée quelconque avec une fonction généralisée
presque automorphe n’est pas nécessairement presque automorphe, c’est pour cette raison
qu’on compose avec des fonctions généralisées tempérées introduite dans le premier chapitre.
L’algèbre des fonctions généralisées tempérées sur C est noté par Gτ (C), pour plus de détails
voir [39].

Proposition 4.3.

Soit ũ ∈ GAAA et F̃ ∈ Gτ (C), alors F̃ ◦ ũ := [(fε ◦ uε)ε] est un élément bien définie de
l’algèbre GAAA

Démonstration. Soient ũ = u = [(uε)ε] ∈ GAAA et F̃ = F = [(fε)ε] ∈ Gτ (C), si (uε)ε ∈MAAA

et (fε)ε ∈ Esτ (Ω) , par la formule classique de Faa di Bruno on obtient ∀j ∈ Z+

(fε ◦ uε)(j)(x)
j! =

∑
l1+2l2+...+jlj=j

fε(r)(uε(x))
l1!l2!...lj!

j∏
i=1

(
u(i)(x)
ε

i!

)li
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On a pour tout ε ∈ I, pour tout j ∈ Z+, u
(j)
ε ∈ AAA(R) et fε ∈ E , on déduit que,

fε(r)(uε) ∈ AAA(R) et puisque AAA(R) est une algèbre, alors ∀ε ∈ I, fε ◦ uε ∈ BAAA.
comme (uε)ε ∈MAAA, donc satisfait l’estimation

∀k ∈ Z+,∃nk ∈ Z+,∃ck > 0,∃εk ∈ I,∀ε < εk, ‖ uε ‖k,∞< ck ε
−nk .

Et comme (fε)ε ∈ Esτ alors

∀j ∈ Z+,∃Nj ∈ Z+,∃Cj > 0,∃ε′j ∈ I,∀ε < ε
′

j, ‖ f (j)
ε (uε) ‖∞< Cjε

−Nj(1+ ‖ uε ‖∞)−Nj

Par conséquent on obtient

‖ (fε ◦ uε)(j) ‖∞
j! ≤

∑
l1+2l2+...+jlj=j

Crε
−Nr(1+‖uε‖∞)−Nr
l1!l2!...lj!

j∏
i=1

(‖ u(i)(x)
ε ‖∞
i!

)li

Il existe donc c > 0 tel que

‖ (fε ◦ uε)(j) ‖∞
j! ≤

∑
l1+2l2+...+jlj=j

cε−Nr(1+n0)

l1!l2!...lj!

j∏
i=1

(
ciε
−ni

i!

)li

≤
∑

l1+2l2+...+jlj=j

cε−(Nr(1+n0)+
∑j

i=1 ni lj)

l1!l2!...lj!

j∏
i=1

(
ciε
−ni

i!

)li
≤ C

′
ε−m,

avec

m = max
{
−(Nr(1 + n0) +

j∑
i=1

ni lj)
}
, et C

′ =
∑

l1+2l2+...+jlj=j

c

l1!l2!...lj!

j∏
i=1

(
ci
i!

)li
.

Par conséquent si on pose C = C
′∑

j≤k j!, on a

∀ k ∈ Z+,∃m ∈ Z+,∃ C > 0,∃ ε0 = inf
1≤i≤ j≤k

(ε, ε′j),∀ ε < ε0, ‖ fε ◦ uε ‖k,∞< C ε−m.

Ce qui signifie que (fε ◦ uε)ε)ε ∈ MAAA. Cette définition ne dépend pas des représentants.
En effet, supposons que (vε)ε ∈MAAA et (gε)ε ∈ Esτ (Ω) soient d’autres représentants de u et
F respectivement. Soit (nε)ε = ((vε)ε − (uε))ε ∈ NAAA et (mε)ε = ((fε)ε − (gε)ε) ∈ N . Pour
montrer que (fε ◦ uε − gε ◦ vε)ε ∈ NAAA, par la caractérisation d’ordre zéro de l’idéal NAAA,
il suffit de montrer que (fε ◦ uε − gε ◦ vε)ε vérifie l’estimation

∀k ∈ N,∃m1 ∈ N,∃c1 > 0,∃ε1 ∈ I,∀ε < ε1, |uε|k,∞ < c1 ε
−m1 ,
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puisque (fε ◦ uε − gε ◦ vε)ε ∈MAAA . En effet, nous avons

‖ fε ◦ uε − gε ◦ vε ‖k,∞ = ‖ fε ◦ uε − fε ◦ vε + fε ◦ vε − gε ◦ vε ‖∞,

≤ ‖ fε ◦ uε − fε ◦ vε ‖∞ + ‖ fε ◦ vε − gε ◦ vε ‖∞,

= ‖ fε(uε)− fε(uε + nε) ‖∞ + ‖ mε(vε) ‖∞,

≤ ‖ nε ‖∞ f
′(uε) ‖∞ + ‖ mε(vε) ‖∞ .

Il est clair que ∀k ∈ Z+, ‖ nε ‖∞‖ f
′
ε(uε) ‖∞= Oε→0(εk), et nous avons aussi

∀l ∈ Z+, ‖ mε(vε) ‖∞= O(εl),ε→ 0. Par conséquent ∀q ∈ Z+, ‖ fε◦uε−gε◦vε ‖∞= O(εq),ε→
0, ce qui donne que (fε ◦ uε − gε ◦ vε)ε ∈ NAAA.

Dans la suite on montre qu’une fonction généralisée asymptotiquement presque auto-
morphe est uniquement décomposé. L’algèbre des fonctions généralisées bornées s’annulant
à l’infini, introduit dans [11], est défini par

G+,0 =M+,0/N+,0,

avec
M+,0 := {(uε) ∈ (B+,0)I : ∀k ∈ Z+,∃m ∈ Z+, ‖ uε ‖k,∞= O(ε−m), ε→ 0},

et
N+,0 := {(uε) ∈ (B+,0)I : ∀k ∈ Z+,∀m ∈ Z+, ‖ uε ‖k,∞= O(εm), ε→ 0}.

Théorème 4.1. Soit u ∈ GAAA, alors il existe v ∈ GAA et w ∈ G+,0 tels que u = v + w sur
J = [0,+∞).

Démonstration. Soit u = [(uε)ε ∈ GAAA, donc ∀ε ∈ I,∀j ∈ Z+, u
(j)
ε ∈ AAA(R), alors il existe

vε,j ∈ AA(R) et wε,j ∈ C+,0, tel que ∀j ∈ Z+, u
(j)
ε = (vε,j + wε,j) ∈ AAA(R) sur J. Pour

j = 0. on a uε = vε + wε sur J. et ∀j ∈ Z+, vε,j = (vε)(j) sur R et wε,j = (wε)(j) sur J, donc
vε ∈ BAA et wε ∈ B+,0(J).
On montre que (vε)ε ∈MAA . Comme (uε)ε ∈MAAA on a

∀k ∈ Z+, ∃m ∈ Z+,∃c > 0,∃ε0 ∈ I,∀ε < ε0, ‖ uε ‖k,∞< cε−m. (4.2)
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D’après une caractérisation des éléments de AA(R), on a

∀j ∈ Z+, ‖ v(j)
ε ‖∞≤ sup

x∈J
| u(j)

ε (x) |, (4.3)

Alors
∀k ∈ Z+,∃m ∈ Z+,∃c > 0,∃ε0 ∈ I,∀ε < ε0, ‖ vε ‖k,∞< cε−m, (4.4)

ce qui montre que (vε)ε ∈MAA. Si (uε)ε ∈ NAAA alors

∀k ∈ Z+,∀m ∈ Z+,∃c > 0,∃ε0 ∈ I,∀ε < ε0, ‖ uε ‖k,∞< cεm. (4.5)

Combinons (4.3) et (4.5), on obtient (vε)ε ∈ NAA. Par suite v ∈ GAA.
D’autre part

∀j ∈ Z+, sup
x∈J
| w(j)

ε (x) |≤ sup
x∈J

u(j)
ε (x) + sup

x∈J
v(j)
ε (x), (4.6)

si (uε)ε ∈MAAA, alors (4.2), (4.4) et (4.6) donnent

∀k ∈ Z+, ∃m ∈ Z+,∃c > 0,∃ε0 ∈ I,∀ε < ε0, ‖ wε ‖k,∞< 2cε−m,

donc (wε)ε ∈ M+,0 . Si (uε)ε ∈ NAAA, alors d’après (4.5) et (4.6), (wε)ε ∈ M+,0. Par
conséquent w = [(wε)ε] ∈M+,0(J). On en déduit qu’on a u = v + w sur J.

Proposition 4.4. La décomposition d’une fonction généralisée asymptotiquement presque
automorphe est unique sur J.

Démonstration. Soit u ∈ GAAA une fonction généralisée asymptotiquement presque auto-
morphe avec deux décompositions, c’est-à-dire

u = vi + wi sur J, i = 1, 2,

où vi ∈ GAA et wi ∈ G+,0, soit (vε,i)ε ∈MAA et (wε,i)ε ∈M+,0 respectivement représentants
de vi et wi, i = 1, 2. Alors (vε,1 − vε,2)ε + (wε,1 − (wε,1)ε ∈ NDL∞ (J), c’est à dire. ∀k,m ∈
Z+∃c > 0,∃ε0 ∈ I, ∀ε < ε0,

‖ vε,1 − vε,2 + wε,1 − wε,2 ‖k,∞≤ cεm, (4.7)

Puisque ∀ε ∈ I, vε,i ∈ BAA, i = 1, 2, alors pour toute suite réelle (sm)m∈N, telle que sm → +∞
il existe

(
smk(`)

)
k

une sous-suite de (sm)m∈N et gε,i, i = 1, 2, et en raison de la proposition
14,∀x ∈ R,∀j ∈ Z+nous avons

g
(j)
ε,i (x) := lim

k→+∞
v

(j)
ε,i

(
x+ smk(ε)

)
et lim

k→+∞
g

(j)
ε,i

(
x− smk(ε)

)
= v

(j)
ε,i (x).
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De plus ∀ε ∈ I, wε,i ∈ B+,0, i = 1, 2, ∀x ∈ R,∀j ∈ Z+,

lim
k→+∞

w
(j)
ε,i

(
x+ smk(ε)

)
= 0, i = 1, 2.

D’autre part, en utilisant (4.7) nous avons ∀m ∈ Z+,∃c > 0,∃ε0 ∈ I,∀ε < ε0,∀x ≥ −smk(ε) ,

‖ v(j)
ε,1

(
x+ smk(ε)

)
− v(j)

ε,2

(
x+ smk(ε)

)
+ w

(j)
ε,1

(
x+ smk(ε)

)
− w(j)

ε,2

(
x+ smk(ε)

)
‖≤ cεm,

donc quand k → +∞ on obtient que ∀m ∈ Z+,∃c > 0,∃ε0 ∈ I,∀ε < ε0,∀x ≥ −smk(ε) ,∣∣∣g(j)
ε,1(x)− g(j)

ε,2(x)
∣∣∣ ≤ cεm,

prendre le translate par −smk(ε) et on passe à la limite on obtient ∀m ∈ Z+,∃c > 0,∃ε0 ∈
I,∀ε < ε0,∀x ≥ 0, ∣∣∣v(j)

ε,1(x)− v(j)
ε,2(x)

∣∣∣ ≤ cεm.

D’après le Théorème 1.2, on obtient

∀k ∈ Z+,∀m ∈ Z+, ∃c > 0,∃ε0 ∈ I,∀ε < ε0, ‖ vε,1 − vε,2 ‖k,∞< c εm, (4.8)

ce qui montre que (vε,1 − vε,2)ε ∈ NDL∞ , donc v1 = v2 dans GDL∞ (R). De (4.7) et (4.8), on
obtenir (wε,1 − wε,2)ε ∈ NDL∞ , alors w1 = w2 sur J.

Théorème 4.2. Soit u = (uaa + ucor) ∈ GAAA et F ∈ Gτ (C), alors F ◦ u ∈ GAAA. Le terme
principal et le terme correctif de F ◦ u sont respectivement F ◦ uaa et F ◦ u− F ◦ uaa.

Démonstration. Soient u = (uaa + ucor) ∈ GAAA et F ∈ Gτ (C), il est clair que F ◦ u = F ◦
uaa+F ◦u−F ◦uaa, d’après la Proposition 4.3 on a F ◦u ∈ GAAA. On a F ◦uaa ∈ GAA, puisque
GAAA et GAA sont contenus dans GB = GDL∞ alors F ◦u−F ◦uaa ∈ GB. Il reste à prouver que
F ◦ u−F ◦ uaa ∈ G+,0. En effet, il suffit de montrer que ∀ε ∈ I, fε ◦ uε− fε ◦ uaa,ε,∈ B+,0, où
(fε)ε, (uε)ε, (uaa,ε)ε et (ucor,ε)ε sont respectivement des représentants de F , u, uaa, et ucor. Le
résultat classique sur la composition d’une fonction asymptotiquement presque automorphe
avec une fonction continue montre que le terme correctif de fε ◦ uε est fε ◦ uε − fε ◦ uaa,ε et
le fait que F ◦ u−F ◦ uaa ∈ GB donne ∀ε ∈ I, (fε ◦ uε− fε ◦ uaa,ε) ∈ C+,0 ∩B. Or on sait que
C+,0 ∩ B = B+,0. Alors ∀ε ∈ I, fε ◦ uε − fε ◦ uaa,ε ∈ B+,0.

Théorème 4.3. Supposons que pour tout représentant (Tε(t)) du C0-semi-groupe généralisé
(T (t))t∈R, on a Tε(t)x est une fonction presque automorphe de R dans l’algèbre de Banach
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X, et que f = [(fε)ε] ∈ G(R), si de plus fε est un élément de L1(J;X). Alors toute solution
intégrale ” mild solution” de (3.1) restreint à J = [0 ,+∞) est asymptotiquement presque
automorphe.

Démonstration. La presque automorphie de la solution découle directement du Théorème
(3.5), il reste à montrer que la solution généralisée est asymptotiquement presque auto-
morphe. En effet Soit xε(t) = Tε(t)u(0) +

∫ t
0 Tε(t− s)fε(s)ds ∀ε ∈ I un représentant de la

solution intégrale de (3.1) et considérons vε(t) : R −→ X définie par

vε(t) =
∫ +∞

t
Tε(t− s)fε(s)ds.

vε(t) est bien définie et continue sur R+, et lim
t→∞
‖ vε(t) ‖= 0. En effet, puisque (T (t))t∈R est

un C0-semi-groupe on a
sup
t∈R
‖ Tε(t) ‖<∞,

En utilisant le théorème de Banach Sthenhauss D’où,

‖ vε(t) ‖≤M
∫ +∞

t
‖ fε(s) ‖ ds→ 0, quand t→∞.

Et il est claire que vε est continue sur R.
d’autre part la fonction u(t)

uε(t) = Tε(t)x(0) +
∫ ∞

0
Tε(t− s)fε(s)ds

= Tε(t)
(
x(0) +

∫ ∞
0

Tε(−s)fε(s)ds.

est presque automorphe puisque Tε(−t)f(t) : R −→ X est une fonction continue et∫ ∞
0
‖ Tε(−s) fε(s) ‖ ds ≤M

∫ ∞
0
‖ f(s) ‖ ds.

De plus
∫∞

0 Tε(−s) f(s)ds existe dans X. Maintenant on observe que x(t) = u(t)+v(t) ∀t ∈
J, par conséquent x(t) est presque automorphe.

Théorème 4.4. Soit u = u(t, x) = [(uε)] ∈ GAAA(R×X,X) avec terme principal v = v(t, x)
et terme correctif w = w(t, x). Supposons que (vε)ε est uniformément continue sur tout
borné fixé K ⊂ X uniformément en t ∈ R. Supposons également que ϕ ∈ GAAA(X,X). Alors
la valeur de l’opérateur Nemytskii généralisé Hu en ϕ(t), est bien définie dans GAAA(X).
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Démonstration. Nous devons prouver que u(., ϕ(.)) est un élément bien défini de GAAA. En
effet on a pour tout ε ∈ I.

Soient x(t) et y(t) les termes principal et correctif respectivement de ϕ(t). Écrivons pour
tout ε ∈ I

uε(t, ϕε(t)) =vε(t, xε(t)) + uε(t, ϕε(t))− vε(t, xε(t)) = vε(t, xε(t)) + vε(t, ϕε(t))

− vε(t, xε(t)) + wε(t, ϕε(t))

Au vu du Théorème 3.5 vε(t, xε(t)) ∈ AA(R×X,X). D’autre part, la continuité uniforme de
vε(t, ϕε(t)) implique que pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

‖vε(t, ϕε(t))− vε(t, xε(t))‖ < ε,

si ϕε(t), xε(t) ∈ K pour tout t ∈ R+ et un ensemble borné donné K ⊂ X et ‖ϕε(t)−
xε(t)‖ < δ. De plus puisque yε(t) ∈ C0(R,X), il existe T > 0 tel que

‖ϕε(t)− xε(t)‖ = ‖yε(t)‖ < δ,

pour t > T , on obtient
lim
t→∞
‖vε(t, ϕε(t))− vε(t, xε(t))‖ = 0,

on sait aussi que
lim
t→∞
‖wε(t, ϕε(t))‖ = 0,

cela prouve que
vε(t, ϕε(t))− vε(t, x(t)) + wε(t, ϕε(t)) ∈ C0

(
R+,X

)
et par conséquent Hu(ϕ)(.) = u(., ϕ(.)) ∈ GAAA, ce qui achève la démonstration.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons établi des nouvelles propriétés des fonctions presque auto-
morphes et asymptotiquement presque automorphes en étendant les résultats de Bouzar dans
les algèbres de Colombeau. Nous avons utiliser aussi le concept de fonction asymptotique-
ment presque automorphe afin d’étudier les opérateurs de Nemytskii qui permet de prendre
en compte une sorte de composition ”non autonome”. Ce qui constitue, pour notre part, une
grande contribution au développement de la théorie des fonctions presque automorphes ou
asymptotiquement presque automorphes dans le cadre des fonctions généralisées au sens de
Colombeau. L’introduction de ces nouvelles notions dans la littérature des fonctions asymp-
totiquement presque automorphes a son importance et ses applications dans des domaines
divers de la recherche scientifique. Des chercheurs s’y mettent à fond et établissent d’impor-
tants résultats sur d’autres types de presque automorphie : ”fonctions pseudo-presque auto-
morphes, fonctions pseudo-presque automorphes au sens de Stepanov, etc.” en témoignant
les papiers [11, 25, 26]. Le chemin à parcourir est encore long et le travail ne fait que com-
mencer, donc les amoureux de la presque automorphie généralisée ont encore du pain sur la
planche.
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phic Generalized Functions soumis à ”Sahand Communications in Mathematical Analysis”
dec(2021)
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