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Notations et Abréviations

p.p. Presque partout.⇀ Convergence faible.
↪→ L’injection continue.
↪→↪→ L’injection compacte.
∅ L’ensemble vide.
N l’ensemble des nombres naturels.
R l’ensemble des nombres réels.
RN L’espace euclidien de dimension N.
Ω Domaine borné et régulier de frontière ∂Ω .
Ω Fermeture deΩ.
x = (x1, · · · , xN) Élément deΩ point générique de RN.
dx = dx1dx2...dxN Mesure de Lebesgue surΩ.

∇v Gradient de v défini par∇v =
(
∂v
∂x1
, · · · , ∂v

∂xN

)
.

Tk Fonction troncature de niveau k > 0.
C0(Ω) Espace des fonctions continues nulles au bord deΩ.
Ck(Ω) Espaces des fonctions k-fois continument différentiables dansΩ.
Lp(Ω), L∞(Ω) Espaces de Lebesgue standards surΩ d’exposants p et∞.
p(·) Fonction mesurable (exposant variable).
p(u(x)) Exposant variable dépend de x et de la fonction u(x).
p+, p− sup essentiel, inf essentiel de p(·).
p′ L’exposant conjugué de p > 1 vérifiant 1

p
+ 1

p′
= 1.

Lp(x)(Ω) Espaces de Lebesgue généralisé surΩ d’exposant variable p(x).
Lp(u(x))(Ω) Espaces de Lebesgue généralisé sur Ω d’exposant variable dépendant

de x et de u(x).
W1,p(Ω) Espace de Sobolev standard surΩ d’exposant variable p.
W1,p(x)(Ω) Espace de Sobolev généralisé surΩ d’exposant variable p(x).
W1,p(u(x))(Ω) Espace de Sobolev généralisé surΩ d’exposant variable dépendant de

x et de u(x).
W

1,p(x)
0 (Ω) Adhérence de C∞0 (Ω) dansW1,p(x)(Ω) pour la norme ‖ · ‖1,p(x).

Lp
′
(Ω) Le dual topologique de Lp(Ω).

Lp
′(x)(Ω) Le dual topologique de Lp(x)(Ω).

W−1,p′(x)(Ω) Le dual topologique deW1,p(x)
0 (Ω).
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Résumé

L’objectif de ce travail est l’étude de divers problèmes d’équations aux dérivées partielles
non linéaires du type elliptique ou parabolique faisant intervenir l’opérateur de Laplace
avec des exposants p et q qui peuvent dépendre de la solution inconnue u et de la variable
spatiale x. Cette situation où les exposants variables p et q au point x peut dépendre de la
valeur inconnue u(x) (ou de l’ensemble des valeurs inconnues (u(x))x∈Ω) n’est pas standard.
Néanmoins, les problèmes associés sont bien posés sous des hypothèses de régularité légères
sur p et q. Cette thèse composée de quatre chapitres, présente des résultats d’existence de
solutions faibles et entropiques pour quelques problèmes non linéaires du type mentionnés
ci-dessus. Après un bref exposé de définitions et résultats nécessaires à la suite du thèse,
nous prouvons au chapitre 2 l’existence de solutions faibles pour deux problèmes elliptiques
du type réaction-diffusion avec des conditions aux limites de Dirichlet. Dans le même axe,
au chapitre 3, nous avons établi l’existence de solutions entropiques de deux problèmes
elliptiques associés à l’opérateur p(u)-Laplacien généralisé avec des conditions de Dirichlet
et de Fourier. Le dernier chapitre de ce travail concerne l’étude problèmes aux limites de
Dirichlet impliquant un type d’opérateur non homogène qui est généralement connu sous
le nom de (p, q)-Laplacien en montrant l’existence de solutions faibles et entropiques pour
des équations elliptiques et paraboliques de type local ou non local.

Mots clés : problème elliptique local et non locale, problème parabolique, conditions de
Fourier, conditions de Dirichlet, espaces de Sobolev à exposants variables, p(u)-Laplacien
généralisé, (p(b(u)), q(b(u)))-Laplacien, existence, solution faible, solution entropique.

AMS classification : 35J60, 35J05, 35D30, 35J65, 35K55, 35K60.
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Abstract

The objective of this work is the study of various problems of nonlinear partial differential
equations of the elliptic or parabolic type involving the Laplace operator with exponents p
and q which may depend on the unknown solution u and the spatial variable x. This sit-
uation where the variable exponents p and q at the point x can depend on the unknown
value u(x) (or on the set of unknown values (u(x))x∈Ω) is not standard. Nevertheless, the
associated problems are well posed under light regularity assumptions on p and q. This
thesis, composed of four chapters, presents existence results of weak and entropy solutions
for some nonlinear problems of the type mentioned above. After a brief presentation of def-
initions and results necessary for the sequel of the thesis, we prove in chapter 2 the existence
of the weak solution for two elliptic problems of the reaction-diffusion type with Dirichlet
boundary conditions. Along the same lines, in chapter 3, we established the existence of
entropy solutions of two elliptic problems associated with the generalised p(u)-Laplacian
operator with Dirichlet and Fourier boundary conditions. The last chapter of this work con-
cerns the study of Dirichlet boundary problems involving a type of inhomogeneous operator
which is generally known as (p, q)-Laplacian by showing the existence of weak and entropy
solutions for elliptic and parabolic equations of local or nonlocal type.

Keywors : local and nonlocal elliptic problems, Fourier boundary condition, Dirichlet
boundary condition, Sobolev space with variable exponents, generalised p(u)-Laplacian,
(p(b(u)), q(b(u)))-Laplacian, existence, weak solution, entropy solution.

AMS classification : 35J60, 35J05, 35D30, 35J65, 35K55, 35K60.
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Introduction Générale

La modélisation est une phase essentielle en physique, elle est la base de la démarche sci-

entifique. Les équations aux dérivées partielles (EDPs) et les équations différentielles ordi-

naires (EDOs) traduisent mathématiquement les lois de la physique (mécanique, thermody-

namique, électromagnétisme, etc.) utilisés dans des phénomènes du monde réel. Les situa-

tions dépendant du temps se traduisent plus particulièrement par des équations d’évolution

tenant compte d’éventuelles interactions entre objets et événements.

Les équations aux dérivées partielles interviennent dans d’autres domaines à savoir la

chimie pour modéliser les réactions, le traitement d’images pour restaurer les dégradations,

le finance pour étudier les produits dérivés et l’économie pour étudier le comportement des

marchés.

Le développement des EDPs a été commencé au 17ème siècle par beaucoup de mathé-

maticiens et de physiciens: Euler, Navier et Stokes ont développé les équations de la mé-

canique des fluides, Maxwell a travaillé sur celles de l’électromagnétisme, Fourier a étudié

l’équation de la chaleur, Schrödinger et Heisenberg ont fait les premiers pas dans l’étude des

équations de la mécanique quantique.

Cependant, l’étude systématique des EDPs est bien plus récente, et c’est seulement au

cours du 20ème siècle que les mathématiciens ont commencé à développer l’arsenal néces-

saire. Un pas de géant a été accompli par Schwartz lorsqu’il a fait naître la théorie des

distributions (autour des années 1950), et un progrès, au moins comparable, est dû à Hör-

mander pour la mise au point du calcul pseudodifférentiel (au début des années 1970). Il

est certainement bon d’avoir à l’esprit que l’étude des EDPs reste un domaine de recherche

très actif en ce début de 21ème siècle. D’ailleurs, ces recherches n’ont pas seulement un re-

tentissement dans les sciences appliquées, mais jouent aussi un rôle très important dans le

développement actuel des mathématiques elles-mêmes, à la fois en géométrie et en analyse.

Par ailleurs, les travaux présentés dans cette thèse concernent quelques équations aux

dérivées partielles du type elliptique et d’autres du type parabolique, locaux et non locaux

faisant intervenir l’opérateur de Laplace avec des exposants p qui peuvent dépendre de la

solution inconnue u et de la variable spatiale x. La première préoccupation que confronté

1
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un mathématicien à une équation aux dérivées partielles c’est de lui donner un sens dans

des espaces fonctionnels appropriés et d’y démontrer l’existence et l’unicité de la notion de

solution appropriée.

Illustrons tout d’abord quelques difficultés qui peuvent apparaître lors de l’étude de ces

équations en considérant les problèmes modèles suivants : du type local
−div(|∇u|p(u)−2∇u) = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(0.0.1)

où Ω est un domaine borné de RN, N ≥ 2 avec une frontière de Lipschitz ∂Ω, f est une

donnée et p : R → [1,+∞) est la fonction exposante non linéaire telle que p est continue et

1 < α ≤ p ≤ β <∞, pour certaines constantes α,β, et sa version non locale
−div(|∇u|p(b(u))−2∇u) = f inΩ

u = 0 on ∂Ω,

(0.0.2)

où b est une application deW1,α
0 (Ω) dans R telle que b soit continue et bornée. Des exemples

appropriés de l’application b peuvent être choisis comme

b(u) = ‖∇u‖α,

ou

b(u) = ‖u‖q, pour tout q ≤ α∗, où
1

α∗
=
1

α
−
1

N
.

La question de l’existence des problèmes (0.0.1) et (0.0.2) reste ouverte. En effet, la non-

densité possible des fonctions régulières dans les espaces de Sobolev à exposants variables

entrave l’analyse de convergence. Nous évitons cette difficulté en exigeant que p = p(u(·))
est suffisamment régulier. Par conséquent, notre analyse se réduit au cas où α > N (N étant

la dimension du domaine spatial) et p vérifie la condition de Hölder.

Le problème (0.0.1) est l’extension naturelle du problème p(x)-Laplacien introduit par

Zhikov dans [87] et pour lequel le regain d’intérêt au cours des deux dernières décen-

nies est venu d’applications de modélisation telles que les fluides thermiques ou électro-

rhéologiques [16, 45] et restauration d’images [42]. Pour les problèmes p(x)-Laplacien dif-

férentes questions d’existence, d’unicité et de régularité ont déjà été abordées dans de nom-

breux travaux et par différents auteurs (voir encore [16, 42, 45]). Cependant pour le prob-

lème p(u)-Laplacien (0.0.1), et à notre connaissance, le premier travail est dû à Andreianov

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 2 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE
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et al. [18], où le problème considéré est
u− div(|∇u|p(u)−2∇u) = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(0.0.3)

Notez que la situation où l’exposant variable p au point x peut dépendre de la valeur in-

connue u(x) (ou de l’ensemble des valeurs inconnues (u(x))x∈Ω) n’est pas standard, car les

problèmes (0.0.1) et (0.0.2) ne peuvent pas être écrites comme égalités en termes de dualité

dans des espaces de Banach fixes. Néanmoins, sous des hypothèses de régularité légères

sur p, b et Ω et sous la restriction clé p ≥ α > N, nous prouvons que les problèmes (0.0.1)

et (0.0.2) sont bien posés dans L1(Ω). Concernant la deuxième classe de problèmes non lo-

caux (0.0.2), il est important de souligner que de nombreuses équations de diffusion, ou

de réaction-diffusion, avec des termes non locaux distincts ont été étudiées dans de nom-

breux travaux et par différents auteurs. Dans ce cas, puisque p = p(b(u(x))) et comme b

est complètement déterminé par u, on peut considérer que p dépend de u de manière non

locale (on note une telle dépendance par p = p [u]). En général, la motivation pour étudier

des problèmes non locaux repose sur le fait physique qu’en réalité les mesures de certaines

grandeurs ne sont pas faites ponctuellement mais à travers des moyennes locales.

Parfois ces équations sont mal posées dans le cadre des solutions faibles (c’est-à-dire des

solutions au sens de distributions). L’existence des solutions faibles des problèmes ellip-

tiques (0.0.1) et (0.0.2) a été aborder récemment par M. Chipot and H. B. de Oliveira dans

[38]. La question de l’unicité pour ces problèmes est également abordée dans ce travail, en

particulier en établissant l’unicité pour un problème local à une dimension et en montrant

que l’unicité se perd facilement pour le problème non local. La notion de solution faible ne

suffit donc pas à déterminer la solution physiquement observée car elle n’est pas unique. Il

paraît alors nécessaire de trouver un critère d’origine physique qui permet de sélectionner,

parmi toutes les solutions faibles, la solution physiquement admissible. La notion juste de

solution est celle dite entropique.

Le problème de non unicité des solutions des problèmes elliptiques et paraboliques se

pose également lorsque les données sont peu régulières (fonctions intégrables ou mesures).

Des formulations, plus appropriées que le cadre habituel des solutions faibles, ont alors vu le

jour, avec l’espoir d’arriver à une définition de solutions qui permettrait d’obtenir l’unicité.

Trois notions de solutions ont été adoptées : les solutions appelées SOLA (solutions obtenues

comme limite d’approximation) utilisées par A. Dall’Aglio [43], les solutions entropiques au
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sens de Ph. Bénilan, L. Boccardo, T. Gallouët, R. Gariepy, M. Pierre et J.-L. Vazquez [27] et

enfin les solutions renormalisées ayant pour origine l’article de R. DiPerna et P.L. Lions [45]

sur les équations de Boltzmann. Par exemple, pour le problème elliptique local (0.0.2) la

solution entropique u est une fonction mesurable surΩ vérifiant
Tk(u) ∈W1,p(b(u))

0 (Ω) pourtout k > 0

∫
Ω
|∇u|p(b(u))−2∇u · ∇Tk(u−ϕ)dx ≤

∫
Ω
fTk(u−ϕ)dx ∀ϕ ∈ C10,

où Tk est la fonction troncature au niveau k définie par Tk(x) = min(k,max(x,−k)). Il faut

signaler que parallèlement à cette définition, F. Murat [69, 68] a développé le concept de

solutions renormalisées pour le problème elliptique, et s’est avéré, pour de nombreux prob-

lèmes d’ailleurs, équivalent à celui de solutions entropiques, et les deux mènent à une solu-

tion unique.

Au cours des dernières décennies, l’intérêt pour les formes générales de problèmes dif-

férentiels, dont l’opérateur principal est de type (p, q)-Laplacien a fortement augmenté. La

raison principale de cette augmentation c’est que ce type d’opérateur non linéaire appa-

raît naturellement dans l’étude de la diffusion non locale avec des caractéristiques partic-

ulières (voir Rüžička [77]). En effet, si l’opérateur Laplacien (c’est-à-dire p = q = 2) est

reconnu comme un prototype mathématique clé pour l’étude complète des équations el-

liptiques linéaires dans le contexte des phénomènes physiques, le (p, q)-Laplacien (dans

le cas où q 6= 2 ) étend la gamme d’applications des équations non linéaires dans le con-

texte des phénomènes physiques non linéaires comme l’analyse de la viscosité des matéri-

aux avec différents exposants de durcissement dans les taux de croissance, et le comporte-

ment des fluides intelligents avec et sans l’influence des champs externes (par exemple,

un champ électromagnétique). Une collection intéressante de monographies est disponible

sur la théorie générale des équations Laplacien, les équations p-Laplacien, les équation

(p, q)-Laplacien, les équations de (p(x), q(x))-Laplacien, et les cadres fonctionnels appro-

priés (voir, par exemple, [42, 45, 75, 90]). Ainsi, le lecteur peut trouver des réponses précises

à toutes les questions concernant la source des difficultés et des complications supplémen-

taires dans l’extension de la théorie de régularité de l’équation Laplacien jusqu’aux équa-

tions (p(x), q(x))-Laplacien avec des fonctions d’exposant variable p et q (voir aussi le livre

Rădulescu-Repovš [76]).

Sans être exhaustif, nous soulignons brièvement quelques faits qui disent qu’il n’est

pas trivial de poursuivre l’étude théorique des opérateurs (p(x), q(x))-laplaciens. Suivant
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l’approche du calcul des variations et de la théorie du point critique, le point de départ na-

turel de la théorie existante est constitué par les travaux qualitatifs sur l’existence et la régu-

larité des solutions des intégrales variationnelles (intégrales d’énergie totale) de la forme

I(u) =

∫
Ω

g(x,∇u(x))dx

où u : Ω→ RN (Ω est un domaine ouvert borné) et∇u est la matriceN×N du gradient de

déformation. L’étude est réalisée en imposant une hypothèse de croissance de la forme

c0|u|
c1 ≤ |g(x, u)| ≤ c2 (1+ |u|c3) pour tout (x, u) ∈ Ω× R,

où c0, c1, c2, c3 sont des constantes positives et 1 ≤ c1 ≤ c3 ; nous nous référons à [16, 24, 25,

65, 64] pour une large discussion sur le sujet.

De plus, nous distinguons le cas des exposants constants p, q (à savoir les équations

isotropes) et le cas des exposants variables p(x), q(x) (à savoir les équations anisotropes).

Les résultats existants ont été développés dans les cadres abstraits des espaces de Lebesgue

et de Sobolev avec et sans exposants variables, à savoir, Lp(Ω),W1,p(Ω), Lp(x)(Ω),W1,p(x)(Ω).

Or, il est bien connu que Lp(x)(Ω) n’est pas invariant par rapport à la translation (Kováčik-

Rákosník [61]). Ceci forme une source de difficultés sur les convolutions et la continuité des

fonctions. De plus,W1,p(x)(Ω) présente des difficultés sur la densité des fonctions régulières

(Meyers-Serrin [66]), l’inégalité de Sobolev, et les théorèmes d’injections (Edmunds-Rákosník

[51], Kováčk-Rákosník [61]). Cela signifie que le passage du cadre de l’exposant constant au

cadre de l’exposant variable nécessite une attention particulière aux cas spéciaux, et donc

que certains problèmes difficiles restent ouverts (pour plus de détails, nous nous référons à

Barile-Figueiredo [23] et Cencelj-Rădulescu-Repovš [36], et aux références qui y figurent).

Cette thèse, qui est composée de quatre chapitres, présente des résultats d’existence de

solutions faibles ou entropiques pour des problèmes non linéaires du type, mentionnés ci-

dessus. Nous allons présenter ici, d’une manière détaillée, le contenu de chacun d’eux.

Le premier chapitre est entièrement consacré aux préliminaires mathématiques concer-

nant un cadre fonctionnel des espaces de Sobolev classiques et des espaces de Sobolev à

exposant variable. Nous rappelons aussi quelques résultats fondamentaux nécessaires à la

suite de cette thèse.

Le deuxième Chapitre est consacré à l’étude d’existence des solutions faibles des prob-

lèmes elliptiques à exposant variable avec un exposant p qui peut dépendre de la solution

inconnue u. Nous considérons deux cas pour chaque problème; le cas où la dépendance de
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p par rapport à u est une quantité locale et le cas d’une dépendance non locale.

Dans la première partie de ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude de problème suivant

: 
−div(|∇u|p(u)−2∇u) = f+ g(u)|∇u|p(u)−1 dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un domaine borné de RN, N ≥ 2 avec une frontière de Lipschitz ∂Ω, f est une

donnée et p : R → [1,+∞) est la fonction exposante non linéaire telle que p est continue et

1 < α ≤ p ≤ β <∞, pour certaines constantes α,β.

g : R → R est une fonction bornée et continue qui appartient à L1(R) et qui satisfait la

condition de signe suivante

−g(u)|∇u|p(·)−1u ≥ 0.

Nous prouvons l’existence des solutions faibles en utilisant une technique de perturbation

singulière. Cette technique consiste à introduire un problème auxiliaire et par la théorie des

opérateurs monotones et le théorème de point fixe de Schauder, on montre que ce problème

approximé admet une solution. En passant à la limite, on montre que le problème local

admet une solution faible.

Dans la même partie, nous étudions la version non locale de premier problème :
−div(|∇u|p(b(u))−2∇u) = f+ g(u)|∇u|p(b(u))−1 dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

où g satisfait les mêmes hypothèses dans le problème local ci-dessus. On note b une ap-

plication de W1,α
0 (Ω) dans R telle que b est continue et bornée. Des exemples appropriés

d’application b peuvent être choisis comme

b(u) = ‖∇u‖α,

ou

b(u) = ‖u‖q, for q ≤ α∗, où
1

α∗
=
1

α
−
1

N
.

Dans le même axe, la deuxième partie de ce chapitre a été consacré à l’étude du problème

non linéaire suivant: 
−div(|∇u|p(u)−2∇u) + |u|p(u)−2u = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,
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où Ω est un domaine borné de RN≥2, f est une donnée et p est la fonction d’exposant non

linéaire p : R→ [1,+∞) tel que

p est continue et 1 < α ≤ p ≤ β <∞ pour un certains α,β.

Nous considérons également le problème non local suivant :
−div(|∇u|p(b(u))−2∇u) + |u|p(b(u))−2u = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

où p : R −→ [1,+∞) et b : W1,α
0 (Ω) −→ R sont les fonctions impliquées dans l’exposant de

non-linéarité, pour un certain exposant constant α tel que 1 < α <∞.

L’objet de troisième chapitre est de présenter des résultats d’existence de solutions en-

tropiques des problèmes elliptiques associés à un opérateur de type p(u)-Laplacien.

On commence en un premier temps par prouver l’existence de solutions entropiques pour

certaines équations elliptiques associées à l’opérateur p(u)-Laplacien généralisé avec des ex-

posants p qui peuvent dépendre de la solution inconnue u. Nous considérons le cas où la

dépendance de p par rapport à u est une quantité locale. Plus précisément, nous étudions le

problème suivant 
−div(|∇u−Θ(u)|p(u)−2 (∇u−Θ(u))) = f inΩ

u = 0 on ∂Ω,

oùΩ est un domaine borné de RN, N ≥ 2, f est une donnée, p : R→ [p−, p+] est une fonction

continue réelle, 1 < p− ≤ p+ < +∞ et p′(z) = p(z)
p(z)−1

est l’exposant conjugué de p(z), avec

p− := ess inf
z∈R
p(z) and p+ := ess sup

z∈R
p(z).

Le résultat d’existence est obtenue sous les hypothèses suivantes:

(H1) f ∈ L1(Ω).

(H2)Θ : R→ RN est une fonction continue telle queΘ(0) = 0 et |Θ(x)−Θ(y)| ≤ λ|x−y|, pour

tout x, y ∈ R, avec λ est une constante positive telle que λ <
1

2C0
, et C0 est une constante

donnée par l’inégalité de Poincaré.

Nous montrons d’abord que le problème approximé admet une suite de solutions faibles

en appliquant la méthode variationnelle combinée à un type spécial d’opérateurs. Dans

un deuxième temps, nous prouverons que la suite de solutions approximées converge vers

une certaine fonction u et en utilisant des estimations a priori, nous montrerons que cette

fonction u est une solution entropique de problème étudié.
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Le dernier problème, présenté au Chapitre 2, concerne le problème non linéaire de Fourier

suivant 
−div(|∇u−Θ(u)|p(u)−2 (∇u−Θ(u))) + |u|p(u)−2u+ α(u) = f dansΩ

(|∇u−Θ(u)|p(u)−2 (∇u−Θ(u))).η+ λu = g sur ∂Ω,

où Ω est un domaine borné de RN, N ≥ 3 avec une frontière de Lipschitz ∂Ω, λ > 0, η est

le vecteur normal unitaire extérieur sur ∂Ω, α,Θ sont des fonctions réelles définies sur R or

RN, f ∈ L1(Ω), g ∈ L1(∂Ω) et p : R → [p−, p+] est une fonction continue réelle telle que,

1 < p− ≤ p+ < +∞ et p′(z) = p(z)
p(z)−1

est l’exposant conjugué de p(z).

Nous prouvons l’existence de solutions entropiques de ce problème sous les hypothèses

suivantes :

(H0) α est une fonction continue définie sur R telle que α(x).x ≥ 0 pour tout x ∈ R.

(H1) f ∈ L1(Ω) et g ∈ L1(∂Ω).

(H2) Θ : R→ RN est une fonction continue telle queΘ(0) = 0 et |Θ(x)−Θ(y)| ≤ λ|x−y|, pour

tous x, y ∈ R, où λ est une constante positive telle que λ <
1

2C0
, et C0 est la constante

donnée par l’inégalité de Poincaré.

Dans le quatrième chapitre, l’attention est portée sur l’existence des solutions faibles et

entropiques des problèmes elliptiques et paraboliques impliquants un tel opérateur jouent

un rôle crucial dans la modélisation de divers phénomènes physiques et la dynamique des

sciences de la vie, c’est l’opérateur (p, q)-Laplacien de type local ou non local. Plus précisé-

ment, pour un domaine borné Ω de RN (N ≥ 2), nous prouvons l’existence de solutions

entropiques pour le problème suivant
−div(|∇u|p(b(u))−2∇u) − div(|∇u|q(b(u))−2∇u) = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω.

Dans la deuxième partie , on s’intéresse à l’étude des solutions faibles pour le problème

elliptique de la forme suivante
−div(|∇u|p(u)−2∇u) − div(|∇u|q(u)−2∇u) + |u|p(u)−2u+ |u|q(u)−2u = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,
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Nous terminons ce chapitre en montrant l’existence des solutions faibles pour le problème

parabolique suivant
ut − div(|∇u|p(b(u))−2∇u) − div(|∇u|q(b(u))−2∇u) = f dansΩT = Ω× (0, T)

u = 0 sur Γ = ∂Ω× (0, T),

u(x, 0) = u0(x) dans Ω.

Organisation de la thèse

Le contenu de cette thèse fait l’objet des articles suivant :

Chapter 2: est l’objet de l’article [14] publié dans le journal "Journal of Elliptic and Parabolic

Equations" et de l’article [10] accepté à la publication dans le journal "CUBO, A Mathemati-

cal Journal".

Chapter 3: est l’objet de l’article [8] accepté à la publication dans le journal "Miskolc Math-

ematical Notes" et de l’article [9] accepté à la publication dans le journal "Boletim da So-

ciedade Paranaense de Matemática".

Chapter 4: est l’objet d’un article accepté à la publication dans le journal "Advanced Mathe-

matical Models & Applications", un article soumis dans le journal "International mathemat-

ical journal of analysis and its applications" et de l’article accepté à la publication dans le

journal "Nonlinear Dynamics and Systems Theory".
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Chapter 1

Préliminaires

Contents
1.1 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 Espaces de Lebesgue et de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.2 Espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposant variable . . . . . . . . 15

1.1.3 Autres espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Sur les opérateurs monotones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Résultats Fondamentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations et présentons quelques propriétés sur les

espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev à exposant variable. De plus, nous présentons

quelques résultats fondamentaux nécessaires à la suite de la thèse.

1.1 Espaces fonctionnels

Les espaces de Lebesgue et de Sobolev sont un outil très intéressant dans l’étude des équa-

tions aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques. Leur compréhension est donc une

étape nécessaire avant d’aborder ce type des équations. Nous présentons dans cette section

certains énoncés de O. Kavian [60] et de H. Brezis [33] sur ces espaces, pour une présentation

plus complète des espaces de Sobolev, on pourra consulter l’ouvrage de R.A. Adams [5].

1.1.1 Espaces de Lebesgue et de Sobolev

Nous supposons Ω un domaine borné de Rn. On désigne par D(Ω) l’espace des fonctions

de classe C∞ à support compact dans Ω. Pour toute 1 ≤ p < ∞, on note Lp (Ω) l’espace

défini par

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mesurable;

∫
Ω

|u|p <∞}

10
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muni de la norme

‖u‖p =
(∫

Ω

|u|p
) 1
p

,

et pour p =∞, on note

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable; ess-sup |u| <∞}

que l’on munit de la norme

‖u‖∞ = ess− sup
Ω

|u|.

L’espace de SobolevW1,p(Ω) est défini par

W1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω);∃g1, · · · , gN ∈ Lp(Ω),

∫
Ω

giϕ = −

∫
Ω

uϕxi∀ϕ ∈ D(Ω)

}
muni de la norme

‖u‖1,p =
(
‖u‖pp + ‖Du‖pp

) 1
p

si p <∞, et

‖u‖1,∞ = max (‖u‖∞, ‖Du‖∞)

si p =∞. On note pour 1 ≤ p <∞
W1,p
0 (Ω) = D(Ω)W

1,p(Ω).

On désigne par W−1,p′(Ω), p′ = p
p−1
, 1 ≤ p < ∞ l’espace dual de W1,p

0 (Ω) que l’on peut

caractériser comme suit : F ∈W−1,p′(Ω), alors il existe f0, f1, · · · , fN ∈ Lp
′
(Ω) telles que

〈F,φ〉 =
∫
Ω

f0φ+

N∑
i=1

∫
Ω

fi
∂φ

∂xi
∀φ ∈W1,p

0 (Ω) et ‖F‖ = max
1≤i≤N

‖fi‖L′(Ω) .

A présent rappelons brièvement quelques propriétés de base de ces espaces. Com-

mençons par le critère de compacité de Fréchet-Kolmogorov.

Théorème de Fréchet-Kolmogorov : Soient Ω un ouvert de RN et ω ⊂ Ω. Soit F un

sous-ensemble borné de Lp(Ω) avec 1 ≤ p <∞. On suppose que ∀ε > 0,∃δ > 0, δ < dist
(
ω,RN\Ω

)
tel que

‖f(·+ h) − f(·)‖Lp(ω) < ε ∀h ∈ RN avec |h| < δ et ∀f ∈ F .

Alors F|ω est relativement compact dans Lp(ω).

Résultat de densité : On suppose Ω de classe C1. Soit u ∈ W1,p(Ω) avec 1 ≤ p < ∞.

Alors il existe une suite (un)n ∈ C∞
c

(
RN
)

telle que un|Ω → u dansW1,p(Ω).

Théorème de Rellich-Kondrachov : On supposeΩ de classe C1. Si p < N, alors

W1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈
[
1, p∗

[
, où

1

p∗
=
1

p
−
1

N
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compactement. En particulierW1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) est une injection compacte pour tout p.

Nous rappelons quelques inégalités très utiles portant sur les normes de Sobolev.

Inégalité de Poincaré : Soient 1 ≤ p <∞ etΩ un ouvert borné de RN. Alors il existe une

constante C telle que pour tout u ∈W1,p
0 (Ω) on ait

‖u‖p ≤ C‖Du‖p.

En particulier, ‖Du‖p est une norme équivalente à celle deW1,p
0 (Ω).

Inégalité de Poincaré-Wirtinger : Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et Ω un ouvert borné, connexe et

lipschitzien de RN. Alors il existe une constante C telle que pour tout u ∈W1,p(Ω) on ait

‖u− ū‖p ≤ C‖Du‖p,

où ū =
1

|Ω|

∫
Ω

u(x)dx.

Traces des fonctionsW1,p(Ω)

Nous mentionnons le résultat suivant sur les traces des fonctionsW1,p(Ω).

Théorème 1.1.1 Soient Ω un ouvert régulier de RN et 1 ≤ p ≤ ∞. Alors il existe un opérateur

linéaire continu τ : W1,p(Ω)→ Lp(∂Ω), appelé opérateur trace, tel que τ : W1,p(Ω)→ Lp(∂Ω) est

compact.

Pour 1 ≤ p ≤∞( 1
p
+ 1

p′
= 1
)

on définit l’espace vectorielW
1
p′ ,p(∂Ω) comme suit :

W
1
p′ ,p(∂Ω) =

{
τ(u); u ∈W1,p(Ω)

}
que l’on munit de la norme

‖f‖ 1
p′ ,p

= inf {‖u‖1,p; τ(u) = f} .

Les premières propriétés les plus remarquables et utiles à notre exposé sont les suivantes:

- Si u ∈W1,p(Ω), alors τ :W1,p(Ω)→W
1
p′ ,p(∂Ω) est linéaire surjectif et

‖τ(u)‖ 1
p′ ,p
≤ C‖u‖1,p ∀u ∈W1,p(Ω).

- Comme Ω est régulier, toute fonction u ∈ W
1
p′ ,p(∂Ω) est la trace d’une fonction û ∈

W1,p
0 (G), i.e. û|∂Ω = u, où G est un ouvert de RN contenant Ω. Pour plus des détails sur

les espaces traces, voir par exemple C.B.Jr. Morrey [67], J. Nečas [70], J.L. Lions et E. Ma-

genes [62] et J. Droniou [48].

Les espaces Lp ([0, T ] ;X)
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Dans cette partie, on présente quelques résultats très utiles sur les espaces de fonctions

à valeurs dans un espace de Banach. On suppose que X est un espace de Banach et T > 0.

Nous définissons les espaces suivants :

C([0, T ];X) = {u : [0, T ]→ X continue },

Lp(0, T ;X) =

{
u : (0, T)→ Xmesurable ;

∫ T
0

‖u(t)‖Xdt <∞} , 1 ≤ p <∞
muni de la norme

‖u‖Lp(0,T ;X) =
(∫ T

0

‖u(t)‖pX
) 1
p

,

L∞(0, T ;X) = {u : (0, T)→ Xmesurable ;∃C > 0‖u(t)‖X ≤ C p.p. t }

muni de la norme

‖u‖L∞(0,T ;X) = inf {C > 0; ‖u(t)‖X ≤ C p.p. t } .

Remarque 1.1.2 Pour tout 1 ≤ p <∞, Lp(0, T ;X) est un espace de Banach etC([0, T ];X) est dense

dans Lp(0, T ;X). Si 1 < p < ∞ et si X est réflexif, alors Lp(0, T ;X) est réflexif (cf. H. Brezis [32] et

J. Droniou [49]).

Théorème de Egorov : Si fn : (0, T) → X est une suite de fonctions qui converge presque

partout vers f, alors ∀ε > 0 il existe un ensemble mesurable Aε ⊂ (0, T) tel que |Aε| < ε et

fn → f uniformément sur (0, T)\Aε.

Le théorème de Vitali est l’un des résultats de base de l’intégration, il repose sur la défi-

nition suivante :

Définition 1.1.3 Soit 1 ≤ p < ∞. On dit qu’une suite de fonctions (fn)n de Lp([0, T ];X) est p-

équi-intégrable si elle vérifie la condition suivante : ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que ∀n ≥ 1, ∀A ⊂ (0, T)

mesurable avec |A| < δ, on ait ∫
A

‖fn(t)‖pXdt < ε.

Remarque 1.1.4 Une fonction f ∈ Lp([0, T ];X) est p-équi-intégrable (cf. J. Droniou [49]).

Théorème de Vitali : Soit 1 ≤ p < ∞. Si (fn)n de Lp([0, T ];X) convergeant presque partout

vers f, alors

fn → f dans Lp(0, T ;X) si et seulement si (fn)n est p-équi-intégrable.

Le dual de Lp([0, T ];X)
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Soit X∗ le dual de X, nous intéressons à la caractérisation des fonctionnelles linéaires

continues sur Lp(0, T ;X). Rappelons qu’une application ψ : (0, T) → X∗ est dite faiblement

∗ mesurable si l’application t 7→ 〈x,ψ(t)〉 est mesurable pour tout x ∈ X. Muni de cette

définition, on présente le théorème suivant:

Théorème 1.1.5 [35, Theorem 1.5.4] Soit 1 ≤ p < ∞, alors pour tout Γ ∈ (Lp(0, T ;X))∗ il existe

une fonction ψ : (0, T)→ X∗ telle que

- ψ est faiblement ∗ mesurable

- L’application t 7→ ‖ψ(t)‖X∗ est mesurable et appartient à Lp′(0, T)

- Γ(f) =
∫T
0
〈f(t), ψ(t)〉dt pour tout f ∈ Lp(0, T ;X)

- ‖Γ‖ = ‖‖ψ(·) ‖X∗‖p′ .
Inversement, toute fonction ψ : (0, T)→ X∗ w∗-mesurable pour laquelle il existe g′ ∈ Lp′(0, T) telle

que ‖ψ(t)‖X∗ ≤ g(t) p.p. t ∈ (0, T), induit, par la troisième propriété, une fonctionnelle linéaire

continue Γ sur Lp(0, T ;X), de norme inférieure ou égale à ‖g‖p′ .

Le théorème précédent donne une bonne caractérisation des fonctionnelles linéaires con-

tinues sur Lp(0, T ;X); cependant une structure vectorielle fait défaut, dans le sens que si

ψ1, ψ2 sont associées à Γ1, Γ2, ψ1 + ψ2 peut ne pas convenir à Γ1 + Γ2. Cela est due notam-

ment au fait que la mesurabilité de t 7→ ‖ψ1(t)‖ , ‖ψ2(t)‖ ne garantit pas la mesurabilité de

t 7→ ‖ψ1(t) +ψ2(t)‖. Pour y remédier, on procède comme suit :

Soit 1 ≤ q ≤ ∞. On note par Lq(0, T ;w∗ − X∗) l’espace des fonctions ψ : (0, T) → X∗

faiblement ∗mesurables pour lesquelles il existe g ∈ Lq(0, T) telle que

‖ψ(t)‖X∗ ≤ g(t) pour presque tout t ∈ (0, T).

Considérons dans Lq(0, T ;w∗ − X∗) la relation d’équivalence
∗
∼ , définie par

ψ1
∗
∼ ψ2 ⇔ pour tout x ∈ X, 〈x,ψ1(t)〉 = 〈x,ψ2(t)〉 p.p. t ∈ (0, T).

Soit Lq (0, T ;w∗ − X∗) l’espace quotient induit par
∗
∼. On définit la norme d’une classe [ψ]

comme

|‖[ψ]‖|q = inf ‖g‖q,

où la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions g ∈ Lq(0, T) pour lesquelles il existe

une certaine ψ0 ∈ [ψ] telle que ‖ψ0(t)‖X∗ ≤ g(t) pour presque tout t.

Proposition 1.1.6 Soit 1 ≤ q ≤ ∞. Alors l’espace Lq (0, T ;w∗ − X∗) muni de la norme |‖[·]‖|q est

un espace de Banach.
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Soit 1 ≤ p ≤∞( 1
p′
+ 1

p
= 1
)

et soit l’application

I : Lp
′
(0, T ;w∗ − X∗) −→ (Lp(0, T ;X))∗

[ψ] −→ I[ψ] définie par I[ψ](f) =
∫
Ω

〈f(t), ψ0(t)〉dt

où ψ0 ∈ [ψ]. A partir de l’application I, on peut reformuler le Théorème 1.1.5 comme suit :

Théorème 1.1.7 [35, Theorem 1.5.5] Soit 1 ≤ p < ∞, alors l’application linéaire I est un isomor-

phisme isométrique sur (Lp(0, T ;X))∗, et pour tout [ψ] ∈ Lp′ (0, T ;w∗ − X∗) il existe ψ0 ∈ [ψ] telle

que la fonction t 7→ ‖ψ0(t)‖X∗ est mesurable et appartient à Lp′(0, T), et | ‖[ψ]‖ ‖p′ =‖ ‖ψ0(·)‖X∗ ‖p′ .

Cas où X est séparable

Lorsque X est séparable, la construction précédente se simplifie considérablement grâce

au lemme suivant :

Lemme 1.1.8 [46, Lemme 1] SoientX un espace de Banach séparable etψ : (0, T)→ X∗ une fonction

w∗-mesurable. Alors la fonction t 7→ ‖ψ(t)‖X∗ est mesurable.

En effet, grâce à ce lemme, l’espace Lq (0, T ;w∗ − X∗) se définit tout simplement comme

Lq (0, T ;w∗ − X∗) :=

{
ψ : (0, T)→ X∗w∗ − mesurable ;

∫ T
0

‖ψ(t)‖qX∗dt <∞}
que l’on munit de la norme

‖ψ(·)‖Lq(0,T ;w?−X∗) =

(∫ T
0

‖ψ(t)‖qX∗dt
) 1
q

.

1.1.2 Espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposant variable

D’après l’énoncé des problèmes locaux, nous pouvons voir que la fonction exposante p

dépend de la solution inconnue u et donc elle dépend de la variable spatiale x. Par con-

séquent, la puissance p peut être écrite comme étant un exposant variable π(x) dans le sens

suivant

π(x) = p(u(x)).

Ceci nous motive à travailler dans des espaces de Sobolev à exposants variables. Dans

cette partie, nous rappelons quelques définitions préliminaires et propriétés de base des

espaces de Lebesgue généralisés Lπ(x)(Ω) et des espaces de Sobolev généralisésW1;π(x)(Ω) et

Wm;π(x)(Ω). Plus de détails peuvent être trouvés dans [45, 48, 51, 56, 61, 86].

Nous désignons par C+(Ω) l’ensemble suivant

C+(Ω) = {π ∈ C(Ω) : π(x) > 1 pour tout x ∈ Ω}.
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Tout au long de cette thèse,

π− := ess inf
x∈Ω

π(x) et π+ := ess sup
x∈Ω

π(x),

pour tout π ∈ C+(Ω). On dit qu’une fonction continue à valeurs réelles π(·) est log-Hölder

continue dansΩ si

∃C > 0 : |π(x) − π(y)| ≤ C

ln
(

1
|x−y|

) ∀x, y ∈ Ω, |x− y| <
1

2
. (1.1.1)

Nous définissons le modulaire d’une fonction mesurable u : Ω→ R par

ρπ(.)(u) :=

∫
Ω

|u(x)|π(x)dx.

L’espace de Lebesgue à exposant variable Lπ(x) (Ω) est un espace de Banach qui est l’ensemble

de toutes les fonctions mesurables u : Ω→ R telles que son modulaire

ρπ(.)(u) < +∞,
est finie, muni de la norme de Luxemburg

‖u‖L(x)(Ω) := ‖u‖π(x) = inf
{
β > 0 : ρπ(·)

(
u

β

)
≤ 1
}
.

L’espace C∞
0 (Ω) désigne l’espace des fonctions C∞ à support compact dansΩ. Si

1 ≤ π− ≤ π+ <∞. (1.1.2)

Lπ(x) (Ω) est séparable et, en particulier, C∞
0 (Ω) est dense dans Lπ(x) (Ω). Si on restreindre

π(.) pour satisfaire

1 < π− ≤ π+ <∞,
alors Lπ(x) (Ω) devient réflexif, et son dual est donné pour π′(x) = π(x)

(π(x)−1)
par Lπ′(x) (Ω), où

π′(x) est le conjugué de π(x). Dans ces espaces, une version de l’inégalité Hölder∫
Ω

uvdx ≤
(
1

π−
+
1

π+

)
‖u‖π(x)‖v‖π′(x) ≤ 2‖u‖π(x)‖v‖π′(x),

est valable pour u ∈ Lπ(x) (Ω) et v ∈ Lπ′(x) (Ω). Concernant la relation entre le modulaire

ρπ(·)(·) et la norme ‖ · ‖π(x), on rappelle les propriétés suivantes: si uk, u ∈ Lπ(x) (Ω) et 1 <

π− ≤ π+ <∞, alors:

si ‖u‖π(x) > 1 =⇒ ‖u‖π−π(x) ≤ ρπ(x)(u) ≤ ‖u‖π+π(x);
si ‖u‖π(x) < 1 =⇒ ‖u‖π+π(x) ≤ ρπ(x)(u) ≤ ‖u‖π−π(x);
‖uk‖π(x) → 0 (resp. +∞)⇔ ρπ(x)(uk)→ 0 (resp. +∞);

min
{
ρπ(x)(u)

1
π− , ρπ(x)(u)

1
π+

}
<‖u‖π(x)<max

{
ρπ(x)(u)

1
π− , ρπ(x)(u)

1
π+

}
;

(1.1.3)

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 16 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

‖u‖π−π(x) − 1 ≤ ρπ(x)(u) ≤ ‖u‖
π+
π(x) + 1. (1.1.4)

Nous définissons maintenant l’espace de Sobolev généraliséW1,π(x) (Ω) comme étant l’ensemble

de tous les fonctions u ∈ Lπ(x) (Ω) tel que ∇u ∈ Lπ(x) (Ω), qui est un espace de Banach pour

la norme

‖u‖1,π(x) = ‖u‖π(x) + ‖∇u‖π(x).

Cet espace est à nouveau un cas particulier des espaces de Sobolev-Orlicz et hérite de nom-

breuses propriétés de Lπ(x) (Ω). En particulier,W1,π(x) (Ω) est séparable si 1 ≤ π− ≤ π+ <∞,

et réflexive si 1 < π− ≤ π+ <∞.

Maintenant, nous introduisons l’espace fonctionnel suivant

W
1,π(·)
0 (Ω) := {u ∈W1,1

0 (Ω) : ∇u ∈ Lπ(·)(Ω)},

muni de la norme suivante

‖u‖
W
1,π(·)
0 (Ω)

:= ‖u‖1 + ‖∇u‖π(·). (1.1.5)

Si π ∈ C(Ω), alors la norme dans W1,π(·)
0 (Ω) est équivalente à ‖∇u‖π(·). Lorsque π est log-

Hölder continue, alors C∞
0 (Ω) est dense dansW1,π(.)

0 (Ω).

L’espace dual deW1,π(x)
0 (Ω) peut être identifié àW−1,π′(x) (Ω) pour 1

π(x)
+ 1
π′(x)

= 1. Il est muni

de la norme.

‖v‖−1,π′(x) = inf

{
‖v0‖π′(x) +

N∑
i=1

‖vi‖π′(x)

}
où la borne inférieure est pris sur toutes les décompositions possibles v = v0 − div F avec

v0 ∈ Lπ
′(x)(Ω) et F = (v1, . . . , vN) ∈

(
Lπ
′(x)(Ω)

)N
.

Résumons les propriétés ci-dessus dans la proposition suivante :

Proposition 1.1.9 ([61]).

1) W1,π(x) (Ω) et W1,π(x)
0 (Ω) sont des espaces de Banach qui sont séparables si π(·) ∈ L∞(Ω) et

réflexifs si 1 < π− ≤ π+ <∞.
2) Si q ∈ C+(Ω) avec q(x) < π∗(x) := nπ(x)

n−π(x)
pour tout π(x) < n, alors on a l’injection compacte

W1,π(x) (Ω) ↪→ Lq(x) (Ω). En particulier, puisque π(x) < π∗(x) pour tout x ∈ Ω alors

W1,π(x) ↪→↪→ Lπ(x) (Ω) .

3) Il existe une constante C > 0 avec ‖u‖π(x) ≤ C‖∇u‖π(x) pour tout u ∈ W
1,π(x)
0 (Ω), donc

‖∇u‖π(x) et ‖u‖1,π(x) sont deux normes équivalentes surW1,π(x)
0 (Ω).
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1.1.3 Autres espaces fonctionnels

Soit k > 0, la fonction de troncature au niveau k est définit par:

Tk(r) = min{k,max{r,−k}} =


k si r > k

r si |r| < k,

−k si r 6 −k.

Il est clair que :

1) Tk(−s) = −Tk(s),

2) |Tk(s)| = min{|s|, k},

3) lim
k→∞ Tk(s) = s,

4) lim
k→0 1kTk(s) = sign(s),

où

sign(s) :=


1 si s > 0

0 si s = 0,

−1 si s < 0.

Pour tout u ∈ W1,h(.)(Ω), on note τ(u) la trace de u sur ∂Ω au sens usuel. Nous identi-

fions à la frontière u et τ(u). Soit

T 1,h(.)(Ω) =
{
u : Ω→ R, measurable such that Tk(u) ∈W1,h(.)(Ω), for any k > 0

}
.

On définit T 1,h(.)tr (Ω) comme l’ensemble des fonctions u ∈ T 1,h(.)(Ω) tel qu’il existe une

suite (un)n∈N ⊂W1,h+(Ω) satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) un → u p.p. dansΩ.

(ii) ∇Tk (un)→ ∇Tk(u) dans L1(Ω).

(iii) Il existe une fonction mesurable v sur ∂Ω, telle que un → v p.p. sur ∂Ω.

Dans la suite, la trace de u ∈ T 1,p(.)tr (Ω) sur ∂Ω sera notée tr(u). Si u ∈ W1,p(.)(Ω), tr(u)

coïncide avec τ(u) au sens usuel. De plus, pour u ∈ T 1,p(.)tr (Ω) et pour tout k > 0, tr (Tk(u)) =

Tk(tr(u)) et si ϕ ∈W1,p(.)(Ω) alors u−ϕ ∈ T 1,h(.)tr (Ω) et tr(u−ϕ) = tr(u) − tr(ϕ).

Ensuite, nous définissons le gradient au sens faible d’une fonction mesurable u ∈ T 1,p(u)(Ω).

Proposition 1.1.10 ([18]) Pour toute fonction mesurable u ∈ T 1,p(u)0 (Ω), il existe une unique fonc-

tion mesurable v : Ω → RN, que nous appelons le très faible gradient de u et notons v = ∇u, tel

que

∇Tk(u) = vχ{|u|<k} p.p. x ∈ Ω et pour tout k > 0,
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où χE désigne la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable E.

De plus, si u appartient àW1,1
0 (Ω), alors v coïncide avec le gradient faible de u.

Lemme 1.1.11 Soient λ ∈ R, u et v finies presque partout et appartenant à T 1,p(u)0 (Ω) introduits,

∇(u+ λv) = ∇u+ λ∇v p.p. dans Ω,

où ∇u, ∇v et ∇(u + λv) sont respectivement les gradients de u, v et u + λv introduit dans la

Proposition 1.1.10.

1.2 Sur les opérateurs monotones

Dans ce qui suit, X est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application de X

dans X′.

Définition 1.2.1 On dit que

i) A est monotone si :

∀u, v ∈ X, 〈A(u) −A(v), u− v〉 ≥ 0.

ii) A est hémicontinue si : pour tous u, v,w ∈ X, l’application t 7→ 〈A(u + tv), w〉 est continue de

R dans R.

iii) A est coercif si :

lim
‖u‖X→+∞

〈A(u), v〉
‖u‖X

= +∞.
Théorème 1.2.2 ([63]) Soit A un opérateur vérifiant :

1. A est borné,

2. A est hémi-continu,

3. A est monotone,

4. A est coercif.

Alors A est surjectif de X→ X′, i.e. pour f ∈ X′, il existe u ∈ X tel que A(u) = f.

Remarque 1.2.3 ([63]) Le résultat du Théorème 1.2.2 reste vrai si l’on remplace l’hypothèse de

monotonie par la Propriété de type (M):

A est de type (M) si :

un ⇀ u dans X

A (un)⇀ χ dans X′

lim sup
n→∞ 〈A (un) , un〉 ≤ 〈χ, u〉

 =⇒ χ = A(u)
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1.3 Résultats Fondamentaux

Lemme 1.3.1 [38] Nous supposons que

1 < α ≤ qn(x) ≤ β <∞ ∀n ∈ N,

pour tout x ∈ Ω, et pour certains constantes α et β, (1.3.1)

qn → q p.p. dansΩ, quand n→∞, (1.3.2)

∇un → ∇u dans L1(Ω)N, quand n→∞, (1.3.3)

‖|∇un|qn(x)‖1 ≤ C, pour une certaine constante positive C ne dépend pas de n. (1.3.4)

Alors Du ∈ Lq(·)(Ω)N et

lim
n→ inf∞

∫
Ω

|∇un|qn(x)dx ≥
∫
Ω

|∇u|q(x)dx. (1.3.5)

Preuve. Par l’inégalité de Young on a pour tout a, b ∈ RN et 1 < q <∞,
a · b ≤ |a||b|<|a|q +

|b|q ′

q ′q
q ′
q

,
1

q
+
1

q ′
= 1. (1.3.6)

Si b est une fonction dans L∞(Ω)N et nous prenons q = qn dans (1.3.6) et utilisons l’hypothèse

(1.3.1), on dérive ∫
Ω

(∇vn · b −
|b|q ′n(x)

q ′n(x)qn(x)
q ′n(x)

qn(x)

)dx<

∫
Ω

|∇vn|qn(x)dx. (1.3.7)

En utilisant les hypothèses (1.3.2) et (1.3.3), nous pouvons passer à la limite dans (1.3.7)

quand n→∞, de sorte que∫
Ω

(∇v · b −
|b|q ′(x)

q ′(x)q(x)
q ′(x)
q(x)

)dx ≤ lim
n→ inf∞

∫
Ω

|∇vn|qn(x)dx := L. (1.3.8)

On considère alors la fonction suivante b,

b :=
∇v
|∇v|

q(x)|∇v|
1

kq ′(x)−1 , avec |∇v|k := |∇v| ∧ k, k > 0,

où u∧ v := min{u, v}. En prenant cette fonction b dans (1.3.8), on obtient∫
Ω

(|∇v|kq(x)|∇v|
1

q(x)−1

k − |∇v|
q ′ (̇x)
q ′(x)−1
k

q(x)

q(x)
)dx ≤ L,
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ce qui implique ∫
Ω

|∇v|
1

q(x)−1
+1

k dx<L.

En observant que
1

q(x) − 1
+ 1 = q(x), on arrive à

∫
Ω

|∇v|q(x)k dx ≤ L. (1.3.9)

Enfin, on obtient (1.3.5) en faisant k tend vers∞ dans (1.3.9), et d’après l’hypothèse (1.3.4)

nous avons∇u ∈ Lq(·)(Ω)N.

Dans la suite de la thèse, nous traitons des problèmes (p, q)-Laplacien, nous avons donc

besoin de l’argument similaire suivant

Lemme 1.3.2 Soient pn, qn : R → [1,+∞) deux fonctions mesurables et α,β ∈ (1,+∞) . On

suppose que

1 < α ≤ qn(x), pn(x) ≤ β <∞ ∀n ∈ N,

qn → q, pn → p p.p. dansΩ, quand n→∞,
∇un ⇀ ∇u dans L1(Ω)N, quand n→∞,
‖|∇un|qn(x)‖L1(Ω), |∇un|pn(x)‖L1(Ω) ≤ C, C est une constante positive ne dépend pas de n.

Alors |∇un|q(x), |∇un|p(x) ∈ L1(Ω) et

lim
n→ inf∞

∫
Ω

(
|∇un|qn(x) + |∇un|pn(x)

)
dx ≥

∫
Ω

(
|∇u|q(x) + |∇u|p(x)

)
dx.

Preuve. Puisque 1 < α ≤ qn(x), pn(x) ≤ β < +∞, nous pouvons appliquer le Lemme 1.3.1

séparément pour (pn, p) et (qn, q) pour obtenir

|∇un|p(x) ∈ L1(Ω), lim
n→ inf∞

∫
Ω

|∇un|pn(x)dx ≥
∫
Ω

|∇u|p(x)dx,

|∇un|q(x) ∈ L1(Ω), lim
n→ inf∞

∫
Ω

|∇un|qn(x)dx ≥
∫
Ω

|∇u|q(x)dx.

En additionnant les inégalités ci-dessus, on en déduit le résultat.

Lemme 1.3.3 [63] Pour tout ξ, η ∈ RN, les assertions suivantes sont vérifiées :

2 ≤ p <∞⇒ 1

2p− 1
|ξ− η|p<(|ξ|p−2ξ− |η|p−2η) · (ξ− η);

1 < p < 2⇒ (p− 1)|ξ− η|2 ≤ (|ξ|p−2ξ− |η|p−2η) · (ξ− η)(|ξ|p + |η|p)
2−p
p .

Lemme 1.3.4 Soit ξ, η ∈ RN et soit 1 ≤ p <∞. On a

1

p
|ξ|p −

1

p
|η|p ≤ |ξ|p−2ξ(ξ− η).
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Preuve. On considère la fonction f : R+ → R définie par x 7→ xp − px+ (p− 1). On a

f(x) ≥ min
y∈R+

f(y) = f(1) = 0 ∀x ∈ R+.

On prend x = |η|

|ξ|
( si |ξ| = 0, le résultat est trivial) dans la fonction ci-dessus pour obtenir le

résultat du lemme en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Lemme 1.3.5 Soient a ≥ 0, b ≥ 0 et soit 1 ≤ p < +∞. On a

(a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp) .

Preuve. Si a = 0, le résultat est trivial.

Si a > 0, on peut écrire l’inégalité sous la forme

(1+ x)p ≤ 2p−1 (1+ xp) ,

avec 0 ≤ x = b
a

la fonction

f(x) =
(1+ x)p

1+ xp
,

satisfait

f(0) = 1 = lim
x→+∞ f(x),

et

f(x) > 0, pour tout 0 < x < +∞.
Donc, pour x ≥ 0, f atteint son maximum seulement au point x = 1. Comme

f(1) = 2p−1,

le résultat s’ensuit.

Remarque 1.3.6 Il est clair de voir que sous la condition 1 ≤ p− ≤ p+ < +∞, on a

(a+ b)p(x) ≤ 2p+−1
(
ap(x) + bp(x)

)
.

Lemme 1.3.7 (See[19]) Soit (vn)n∈N une suite de fonctions mesurables dans Ω. Si vn converge en

mesure vers v et uniformément borné dans Lp(·)(Ω) pour un certain 1 � p(·) ∈ L∞(Ω), alors vn
converge fortement vers v dans L1(Ω).
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2.1 Existence des solutions faibles pour des problèmes p-Laplacien
locaux et non locaux

2.1.1 Motivation

Dans cette section, nous considérons le problème p(u)-laplacien suivant
−div(|∇u|p(u)−2∇u) = f+ g(u)|∇u|p(u)−1 dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(2.1.1)

où Ω est un domaine borné de RN, N ≥ 2 avec une frontière Lipschitzienne ∂Ω, f est une

fonction donnée et p : R→ [1,+∞) est la fonction exposante de non-linéarité telle que p est

continue et 1 < α ≤ p ≤ β <∞, pour certaines constantes α,β.

(0)This work
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g : R → R est une fonction bornée et continue qui appartient à L1(R) et qui satisfait la

condition de signe suivante

− g(u)|∇u|p(·)−1u ≥ 0. (2.1.2)

On considère également le problème non local suivant
−div(|∇u|p(b(u))−2∇u) = f+ g(u)|∇u|p(b(u))−1 dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(2.1.3)

où g satisfait les mêmes hypothèses dans le problème local ci-dessus. On note b une ap-

plication de W1,α
0 (Ω) dans R telle que b soit continue et bornée. Des exemples appropriés

d’application b peuvent être choisis comme

b(u) = ‖∇u‖α,

où

b(u) = ‖u‖q, pour tout q ≤ α∗, où
1

α∗
=
1

α
−
1

N
.

Dans les dernières années, l’étude de ce genre de problèmes suscite beaucoup d’intérêt

avec le développement de la mécanique élastique, des fluides électro-rhéologiques, de la

restauration d’images, etc. Nous renvoyons le lecteur à [16, 29, 30, 41, 77, 79]. Des résul-

tats d’existence pour différents systèmes elliptiques issus du problème des thermistances

et de la modélisation des fluides thermorhéologiques, déjà obtenus par Zhikov [91, 89] et

par Antontsev et Rodrigues [17]. La majorité des preuves de ces travaux sont basées sur le

théorème du point fixe de Schauder. De nombreuses équations de diffusion et de réaction-

diffusion avec des termes non locaux distincts ont été étudiées par différents auteurs comme

les travaux pionniers de Chipot et al. [38, 39, 40]. Ouaro et Sawadogo dans [71] ont étudié

l’existence et l’unicité de la solution faible et le résultat du stabilité structurelle d’un prob-

lème non linéaire de type p(u)-Laplacien avec condition aux limites de Neumann homogène

à travers une méthode d’approximation et des suites convergentes en terme de mesure de

Young. Chipot et al. ont établi l’existence des solutions faibles de problème (2.1.1) avec

g = 0 dans un travail très intéressant [38], ils ont considéré le problème p(u)-Laplacien du

prototype suivant 
−div(|∇u|p(u)−2∇u) = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

ainsi que la question de l’unicité pour le cas unidimensionnel. L’existence de solutions

faibles pour sa version non locale également été prouvée.
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A notre connaissance, il n’y a que quelques contributions importantes concernant le bien-

posé des solutions de ce type des problèmes. L’une est due à Andreianov et al. [18], où les

auteurs ont prouvé l’existence de deux types de solutions faibles ainsi que l’unicité de telles

solutions Lipschitziennes sous certaines hypothèses.

2.1.2 Le problème local

Nous définissons l’ensemble où nous allons chercher les solutions comme suit

W
1,p(u)
0 (Ω) :=

{
u ∈W1,1

0 (Ω) :

∫
Ω

|∇u|p(u)dx <∞}.
Si 1 < p(u) < ∞ pour tout u ∈ R, cet ensemble est un espace de Banach pour la norme

‖u‖
W
1,p(·)
0 (Ω)

définie dans (1.1.5) (voir [18], Proposition 2.3) qui est équivalente à ‖∇u‖p(u)
dans le cas où p(u) ∈ C(Ω). Si pour une constante α, 1 < α ≤ p, p est continue, alors

W
1,p(u)
0 (Ω) est un sous-espace fermé deW1,α

0 (Ω), par conséquent il est séparable et réflexif.

Définition 2.1.1 On suppose que la fonction p donnée dans (2.1.1) est continue et que

1 < α ≤ p(u) ≤ β <∞ ∀u ∈ R, (2.1.4)

pour certaines constantes α et β. Supposons également que

f ∈W−1,α ′(Ω). (2.1.5)

Une fonction u ∈W1,p(u)
0 (Ω) est dite solution faible du problème (2.1.1), si∫

Ω

|∇u|p(u)−2∇u · ∇vdx =
∫
Ω

g(u)|∇u|p(u)−1vdx+ 〈f, v〉 ∀v ∈W1,p(u)
0 (Ω),

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre (W1,p(u)
0 (Ω)) ′ etW1,p(u)

0 (Ω).

Notez que q = p(u) ∈ Q(Ω) et que l’infimum essentiel q− et le supremum essentiel q+

satisfont à (1.1.2) pour tout u ∈W1,p(u)
0 (Ω) .

Théorème 2.1.2 Soit Ω ⊂ RN, N ≥ 2, un domaine borné avec une frontière ∂Ω Lipschitzienne.

Supposons que

p : R −→ [1,+∞) est une fonction Lipschitzienne-continue , (2.1.6)

et que la condition (2.1.5) est vérifiée. Si

N < α ≤ p(u) ≤ β <∞ ∀u ∈ R, (2.1.7)

alors il existe, au moins, une solution faible au problème (2.1.1) au sens de la Définition 2.1.1.
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Preuve. La preuve du Théorème 2.1.2 est divisée en plusieurs étapes.

Etape 1 : Approximation

Pour chaque ε > 0, nous considérons le problème auxiliaire suivant −div(|∇u|p(u)−2∇u) − g(u)|∇u|p(u)−1 + ε
(
−div(|∇u|β−2∇u) − g(u)|∇u|β−1

)
= f dansΩ,

u = 0 sur ∂Ω.
(2.1.8)

Pour une fonction exposante p satisfaisant (2.1.6) et (2.1.7), on dit qu’une fonction u est une

solution faible du problème régularisé (2.1.8), si
u ∈W1,β

0 (Ω),∫
Ω

|∇u|p(u)−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|p(u)−1vdx

+ε

(∫
Ω

|∇u|β−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|β−1vdx
)

= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β
0 (Ω),

où 〈·, ·〉 désigne la crochet de dualité entreW−1,α ′(Ω) etW1,α
0 (Ω).

Proposition 2.1.3 Pour chaque ε > 0, le problème (2.1.8) admet une solution faible uε.

Preuve. Soit w ∈ L2(Ω), d’après (2.1.7), nous avons

N < α ≤ p(w) ≤ β <∞ p.p. x ∈ Ω. (2.1.9)

donc,

f ∈W−1,α ′(Ω) ⊂W−1,β ′(Ω) ,

et, par la théorie des opérateurs monotones, le problème admet une solution unique u = uw
u ∈W1,β

0 (Ω),∫
Ω

|∇u|p(w)−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|p(w)−1vdx

+ε

(∫
Ω

|∇u|β−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|β−1vdx
)

= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β
0 (Ω),

(2.1.10)

Si l’on prend v = u comme fonction test dans (2.1.10), on obtient∫
Ω

|∇u|p(w)dx−
∫
Ω

g(u)|∇u|p(w)−1udx+ ε
(∫

Ω

|∇u|βdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|β−1udx
)

= 〈f, u〉.

Nous utilisons la condition (2.1.2) et l’inégalité Cauchy-Schwarz, nous obtenons

ε

∫
Ω

|∇u|βdx ≤ ‖f‖−1,α′‖∇u‖α + ε
∫
Ω

g(u)|∇u|β−1udx.
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Grâce à l’inégalité de Young et au fait que g est une fonction bornée, on a

ε

∫
Ω

|∇u|βdx ≤ C1‖∇u‖β + C2
∫
Ω

|∇u|βdx+ C3
∫
Ω

|u|βdx.

Ainsi,

ε‖∇u‖ββ ≤ C1‖∇u‖β + C2‖∇u‖
β
β + C4‖∇u‖

β
β.

On obtient

‖∇u‖β ≤ C, (2.1.11)

où C = C(α,β,Ω, ε, f) indépendant de w. Puisque β > N ≥ 2 on a W1,β
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), est

compact et

‖u‖2 = ‖uw‖2 ≤ C,

pour une constante positive C = C(α,β,Ω, ε, f, d) indépendante de w. On définit T := {v ∈
L2(Ω) : ‖v‖2 ≤ C}, et on considère l’application

T 3 w→ uw ∈ T, (2.1.12)

cette application est continue. En effet, nous supposons que wn est une suite dans L2(Ω)

telle que

wn → w dans L2(Ω), quand n→∞. (2.1.13)

Pour chaque n ∈ N, soit un la solution du problème (2.1.10) associé à w = wn. Par (2.1.11),

on a

‖∇un‖β ≤ C.

Donc, pour une certaine sous-suite encore appelée un et un certain u, nous avons

un ⇀ u dans W1,β
0 (Ω), quand n→∞, (2.1.14)

un → u dans L2(Ω), quand n→∞. (2.1.15)

D’après (2.1.10), on obtient∫
Ω

(
|∇un|p(wn)−2∇un + ε|∇un|β−2∇un

)
· ∇vdx (2.1.16)

−

∫
Ω

(
g(un)|∇un|p(wn)−1 + εg(un)|∇un|β−1

)
vdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).

En utilisant la monotonicité, on obtient∫
Ω

(
|∇un|p(wn)−2∇un + ε|∇un|β−2∇un

)
· ∇(un − v)dx

−

∫
Ω

(
g(un)|∇un|p(wn)−1 + εg(un)|∇un|β−1

)
(un − v)dx

−

∫
Ω

(
|∇v|p(wn)−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(un − v)dx (2.1.17)

+

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(wn)−1 + εg(v)|∇v|β−1

)
(un − v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).
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En prenant v = un − v dans (2.1.16) et en utilisant (2.1.17), on obtient

〈f, un − v〉−
∫
Ω

(
|∇v|p(wn)−2∇v− ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(un − v)dx (2.1.18)

+

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(wn)−1 + εg(v)|∇v|β−1

)
(un − v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).

Grâce à l’hypothèse (2.1.6) et la convergence (2.1.13), nous pouvons appliquer le théorème

de convergence de Lebesgue, donc

|∇v|p(wn)−2∇v→ |∇v|p(w)−2∇v fortement dans Lβ
′
(Ω)N, quand n→∞ (2.1.19)

et

g(v)|∇v|p(wn)−1 → g(v)|∇v|p(w)−1 fortement dans Lβ
′
(Ω)N, quand n→∞. (2.1.20)

En combinant les convergences (2.1.14), (2.1.19) et (2.1.20) on peut passer à la limite dans

(2.1.18) pour obtenir

〈f, u− v〉−
∫
Ω

(
|∇v|p(w)−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(u− v)dx (2.1.21)

+

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(w)−1 + εg(v)|∇v|β−1

)
(u− v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).

Soit z ∈W1,β
0 (Ω) et δ > 0, on prend v = u± δz, dans (2.1.21), on en déduit

±
[
〈f, z〉−

∫
Ω

(
|∇(u± δz)|p(w)−2∇(u± δz) + ε|∇(u± δz)|β−2∇(u± δz)

)
· ∇zdx

+

∫
Ω

(
g(u± δz)|∇u± δz|p(w)−1(u± δz) + εg(u± δz)|∇u± δz|β−1(u± δz)

)
zdx

]
≥ 0.

(2.1.22)

En faisant δ tend vers zéro dans (2.1.22), il en résulte que∫
Ω

(
|∇u|p(w)−2∇u+ ε|∇u|β−2∇u

)
· ∇zdx

−

∫
Ω

(
g(u)|∇u|p(w)−1 + εg(u)|∇v|β−1

)
zdx = 〈f, z〉 ∀z ∈W1,β

0 (Ω).

Signifie que u = uw. D’après la convergence (2.1.15) et puisque la limite est déterminée

d’une manière unique, on trouve

uwn → uw fortement dans L2(Ω), quand n→∞,
on en déduit que l’application (2.1.12) est continue. Par conséquent, d’après le théorème du

point fixe de Schauder, cette application admet un point fixe.
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Cela signifie que, pour chaque ε > 0 il existe uε ∈W1,β
0 (Ω) tel que∫

Ω

|∇uε|p(uε)−2∇uε∇vdx−
∫
Ω

g(uε)|∇uε|p(uε)−1vdx+ ε
∫
Ω

|∇uε|β−2∇uε · ∇vdx

−ε

∫
Ω

g(uε)|∇uε|β−1vdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β
0 (Ω). (2.1.23)

De plus,

N < α ≤ p(uε) ≤ β <∞ ∀ε > 0, p.p. x ∈ Ω.

Étape 2 : Passage à la limite en tant que ε→ 0

En prenant v = uε dans (2.1.23), on obtient∫
Ω

(
|∇uε|p(uε) − g(uε)|∇uε|p(uε)−1uε

)
dx+ ε

∫
Ω

(
|∇uε|β − g(uε)|∇uε|β−1uε

)
dx = 〈f, uε〉.

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons

∫
Ω

|∇uε|αdx ≤ C‖|∇uε|α‖p(uε)
α

≤ C
(∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
) 1(

p(uε)
α

)
−

≤ C
(∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
)
, (2.1.24)

où C = C(α,β,Ω). Par conséquent

〈f, uε〉 ≤ C||∇uε||α ≤ C
( ∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
) 1
α

. (2.1.25)

Grâce à (2.1.25) et en appliquant l’inégalité de Young, on obtient∫
Ω

|∇uε|p(uε)dx+ ε‖∇uε|ββ ≤ C. (2.1.26)

On peut aussi déduire que

||∇uε||α ≤ C, (2.1.27)

où C est une constante positive qui ne dépend pas de ε.

Puisque α > N > 2 alors l’injection W1,α
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) est compact. Par conséquent, nous

avons pour une certaine sous-suite (encore d’indice n) et un certain u

uεn ⇀ u dans W1,α
0 (Ω), quand n→∞, (2.1.28)

∇uεn ⇀ ∇u dans Lα(Ω)N, quand n→∞, (2.1.29)

uεn → u dans L2(Ω), quand n→∞,
uεn → u p.p. dans Ω, quand n→∞. (2.1.30)

La convergence (2.1.30) implique que

p(uεn)→ p(u) p.p. dans Ω, quand n→∞. (2.1.31)
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Nous rappelons que

N < α ≤ p(uεn) ≤ β <<∞ ∀n ∈ N, for p.p.quadx ∈ Ω. (2.1.32)

Nous remplaçons uεn par uε dans (2.1.26), selon (2.1.29), (2.1.31) et (2.1.32) ainsi, nous pou-

vons appliquer le Lemme 1.3.1, nous obtenons

u ∈W1,p(u)
0 (Ω). (2.1.33)

Nous employons la monotonicité pour déduire∫
Ω

(
|∇uεn |p(uεn )−2∇uεn + ε|∇uεn |β−2∇uεn

)
· ∇(uεn − v)dx

−

∫
Ω

(
g(uεn)|∇uεn |p(uεn )−1 + εng(uεn)|∇uεn |β−1

)
(uεn − v)dx (2.1.34)

−

∫
Ω

(
|∇v|p(uεn )−2∇v+ εn|∇v|β−2∇v

)
· ∇(uεn − v)dx

+

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(uεn )−1 + εng(v)|∇v|β−1

)
(uεn − v)dx ≥ 0

∀v ∈W1,β
0 (Ω).

En remplaçant uεn par uε et en prenant uεn−v à la place de v dans l’égalité (2.1.23), l’inégalité

(2.1.34) devient

〈f, uεn − v〉−
( ∫

Ω

(
|∇v|p(uεn )−2∇v+ εn|∇v|β−2∇v

)
· ∇(uεn − v)dx

−

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(uεn )−1 + εng(v)|∇v|β−1

)
(uεn − v)dx

)
≥ 0,

pour tout v ∈ C∞
0 (Ω).

En utilisant (2.1.31), et le théorème du convergence de Lebesgue, on a pour tout v

|∇v|p(uεn )−2∇v→ |∇v|p(u)−2∇v dans Lα
′
(Ω)N, quand n→∞ (2.1.35)

et

g(v)|∇v|p(uεn )−1 → g(v)|∇v|p(u)−1 dans Lα
′
(Ω)N, quand n→∞. (2.1.36)

Selon l’estimation (2.1.27), les convergences (2.1.28), (2.1.35) et (2.1.36), on peut passer à la

limite dans (??) lorsque n→∞, on obtient

〈f, u− v〉−
( ∫

Ω

|∇v|p(u)−2∇v · ∇(u− v)dx

−

∫
Ω

g(v)|∇v|p(u)−1(u− v)dx
)
≥ 0 ∀v ∈ C∞

0 (Ω). (2.1.37)

En faisant intervenir les hypothèses (2.1.6) et (2.1.7), p(u) est log-Hölder continue ce qui

implique que C∞
0 (Ω) est dense dans W1,p(u)

0 (Ω). Ainsi, (2.1.37) est vraie pour tout v ∈
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W
1,p(u)
0 (Ω). Soit z ∈ W1,p(u)

0 (Ω) et δ > 0, on peut donc prendre v = u ± δz dans l’inégalité

(2.1.37) pour obtenir

±
(
〈f, z〉−

( ∫
Ω

|∇u|p(u)−2∇u · ∇zdx−
∫
Ω

g(v)|∇v|p(u)−1zdx
))
≥ 0.

Ce qui implique,∫
Ω

|∇u|p(u)−2∇u · ∇zdx−
∫
Ω

g(v)|∇v|p(u)−1zdx = 〈f, z〉 ∀z ∈W1,p(u)
0 (Ω). (2.1.38)

Finalement, on conclut que u est une solution faible du problème (2.1.1).

2.1.3 Le problème non local

En plus du problème (2.1.1), nous considérons dans cette section sa version non-locale. Tout

d’abord, nous définissons l’ensemble suivante

W
1,p(b(u))
0 (Ω) := {u ∈W1,1

0 (Ω) :

∫
Ω

|∇u|p(b(u))dx <∞},

où p est une fonction réelle telle que

p est continue, 1 < α ≤ p ≤ β, (2.1.39)

pour certaines constantes, α et β. b est une application de W1,α
0 (Ω) à valeurs dans R telle

que

b est continue et bornée. (2.1.40)

Définition 2.1.4 On dit qu’une fonction u est une solution faible de problème (2.1.3) si u ∈W1,p(b(u))
0 (Ω) ,∫

Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|p(b(u))−1vdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,p(b(u))
0 (Ω) ,

(2.1.41)

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre
(
W

1,p(b(u))
0 (Ω)

) ′
etW1,p(b(u))

0 (Ω).

Théorème 2.1.5 Soit Ω un domaine borné de RN, N ≥ 2, nous supposons que (2.1.39) et (2.1.40)

sont satisfaites. De plus, soit f ∈ W−1,α ′(Ω) et α > N. Alors il existe au moins une solution faible

au problème (2.1.3) au sens de la Définition 2.1.4.
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La preuve du Théorème 2.1.5 est divisée en plusieurs étapes.

Étape 1: Approximation Pour chaque ε > 0, on considère le problème auxiliaire
−div(|∇u|p(b(u))−2∇u) − g(u)|∇u|p(b(u))−1 + ε

(
−div(|∇u|β−2∇u) − g(u)|∇u|β−1

)
= f dansΩ,

u = 0 sur ∂Ω.
(2.1.42)

Pour une fonction exposante p satisfaisant (2.1.39) et (2.1.6), on dit qu’une fonction u est une

solution faible du problème régularisé (2.1.42), si
u ∈W1,β

0 (Ω),∫
Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|p(b(u))−1vdx

+ε

(∫
Ω

|∇u|β−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|β−1vdx
)

= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β
0 (Ω),

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entreW−1,α ′(Ω) etW1,α
0 (Ω).

Proposition 2.1.6 Pour chaque ε > 0, le problème (2.1.42) admet une solution faible uε.

Preuve. Soit w ∈ L2(Ω), d’après (2.1.39), nous avons

N < α ≤ p(w) ≤ β <∞ p.p. x ∈ Ω. (2.1.43)

Donc,

f ∈W−1,α ′(Ω) ⊂W−1,β ′(Ω),

et, par la théorie usuelle des opérateurs monotones, il existe une solution unique u = uw du

problème
u ∈W1,β

0 (Ω),∫
Ω

|∇u|p(b(w))−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|p(b(w))−1vdx

+ε

(∫
Ω

|∇u|β−2∇u · ∇vdx−
∫
Ω

g(u)|∇u|β−1vdx
)

= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β
0 (Ω).

(2.1.44)

En prenant v = uw comme fonction test dans (2.1.44), on déduit∫
Ω

|∇uw|p(b(w))dx−
∫
Ω

g(uw)|∇uw|p(b(w))−1uwdx+ ε
(∫

Ω

|∇uw|βdx−
∫
Ω

g(uw)|∇uw|β−1uwdx
)

= 〈f, uw〉.

Au vu de (2.1.2) et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

ε

∫
Ω

|∇uw|βdx ≤ ‖f‖−1,α‖∇uw‖α + ε
∫
Ω

g(uw)|∇uw|β−1uwdx.
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Grâce à l’inégalité de Young et au fait que g est une fonction bornée, on obtient

ε

∫
Ω

|∇uw|βdx ≤ C1‖∇uw‖β + C2
∫
Ω

|∇uw|βdx+ C3
∫
Ω

|uw|
βdx.

Ainsi,

ε‖∇uw‖ββ ≤ C1‖∇uw‖β + C2‖∇uw‖
β
β + C4‖∇uw‖

β
β.

On obtient

‖∇uw‖β ≤ C, (2.1.45)

où C = C(α,β,Ω, ε, f) indépendant de w. Puisque β > N ≥ 2 on a W1,β
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) est

compacte et donc

‖uw‖2 ≤ C,

pour une constante positive C = C(α,β,Ω, ε, f, ). indépendante de w. On définit T := {v ∈
L2(Ω) : ‖v‖2 ≤ C}, et on considère l’application

T 3 w→ uw ∈ T. (2.1.46)

Tout d’abord, nous montrons que cette application est continue, nous supposons quewn est

une suite dans L2(Ω) telle que

wn → w dans L2(Ω), quand n→∞. (2.1.47)

Pour chaque n ∈ N, soit un la solution du problème (2.1.44) associé à w = wn. Par (2.1.45),

on a

‖∇un‖β ≤ C.

Donc, pour une certaine sous suite encore notée un et un certain u, nous avons

un ⇀ u dans W1,β
0 (Ω), quand n→∞, (2.1.48)

un → u dans L2(Ω), quand n→∞. (2.1.49)

Selon (2.1.44), nous avons∫
Ω

(
|∇un|p(b(wn))−2∇un + ε|∇un|β−2∇un

)
· ∇vdx (2.1.50)

−

∫
Ω

(
g(un)|∇un|p(b(wn))−1 + εg(un)|∇un|β−1

)
vdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).

En employant la monotonicité, nous avons∫
Ω

(
|∇un|p(b(wn))−2∇un + ε|∇un|β−2∇un

)
· ∇(un − v)dx

−

∫
Ω

(
g(un)|∇un|p(b(wn))−1 + εg(un)|∇un|β−1

)
(un − v)dx

−

∫
Ω

(
|∇v|p(b(wn))−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(un − v)dx (2.1.51)

+

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(b(wn))−1 + εg(v)|∇v|β−1

)
(un − v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).
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Nous prenons v = un − v dans (2.1.50) et grâce à (2.1.51), on obtient

〈f, un − v〉−
∫
Ω

(
|∇v|p(b(wn))−2∇v− ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(un − v)dx (2.1.52)

+

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(b(wn))−1 + εg(v)|∇v|β−1

)
(un − v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).

En utilisant (2.1.6) et (2.1.47), nous pouvons appliquer le théorème de Lebesgue, donc

|∇v|p(b(wn))−2∇v→ |∇v|p(b(w))−2∇v fortement dans Lβ
′
(Ω)N, quand n→∞ (2.1.53)

et

g(v)|∇v|p(b(wn))−1 → g(v)|∇v|p(b(w))−1 fortement dans Lβ
′
(Ω)N,quand n→∞. (2.1.54)

En combinant (2.1.48), (2.1.53) et (2.1.54) nous pouvons passer à la limite dans (2.1.52), nous

obtenons

〈f, u− v〉−
∫
Ω

(
|∇v|p(b(w))−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(u− v)dx (2.1.55)

+

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(b(w))−1 + εg(v)|∇v|β−1

)
(u− v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).

Soit z ∈W1,β
0 (Ω) et δ > 0, en prenant v = u± δz dans (2.1.55) on obtient

±
[
〈f, z〉−

∫
Ω

(
|∇(u± δz)|p(b(w))−2∇(u± δz) + ε|∇(u± δz)|β−2∇(u± δz)

)
· ∇zdx

+

∫
Ω

(
g(u± δz)|∇u± δz|p(b(w))−1(u± δz) + εg(u± δz)|∇u± δz|β−1(u± δz)

)
zdx

]
≥ 0.

(2.1.56)

Nous faisons tendre δ vers 0 dans (2.1.56), nous obtenons∫
Ω

(
|∇u|p(b(w))−2∇u+ ε|∇u|β−2∇u

)
· ∇zdx

−

∫
Ω

(
g(u)|∇u|p(b(w))−1 + εg(u)|∇v|β−1

)
zdx = 〈f, z〉 ∀z ∈W1,β

0 (Ω).

Ainsi u = uw. En tenant compte de (2.1.49) et puisque la limite est déterminée de manière

unique, nous concluons que

uwn → uw fortement dans L2(Ω), quand n→∞,
on en déduit que l’application (2.1.46) est continue. Par conséquent, d’après le théorème du

point fixe de Schauder, cette application admet un point fixe. Cela signifie que, pour chaque

ε > 0 il existe uε ∈W1,β
0 (Ω) tel que∫

Ω

|∇uε|p(b(uε))−2∇uε∇vdx−
∫
Ω

g(uε)|∇uε|p(b(uε))−1vdx+ ε
∫
Ω

|∇uε|β−2∇uε · ∇vdx

−ε

∫
Ω

g(uε)|∇uε|β−1vdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β
0 (Ω). (2.1.57)
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De plus,

N < α ≤ p(b(uε)) ≤ β <∞ ∀ε > 0, p.p. x ∈ Ω.

Étape 2 : Passage à la limite en tant que ε→ 0

En prenant v = uε dans (2.1.57), on obtient∫
Ω

(
|∇uε|p(b(uε)) − g(uε)|∇uε|p(b(uε))−1uε

)
dx+ ε

∫
Ω

(
|∇uε|β − g(uε)|∇uε|β−1uε

)
dx = 〈f, uε〉.

Nous appliquons l’inégalité de Hölder, nous obtenons∫
Ω

|∇uε|αdx ≤ C‖|∇uε|α‖p(b(uε))
α

≤ C
(∫

Ω

|∇uε|p(b(uε))dx+ 1
) 1

(p(b(uε))α )
− (2.1.58)

≤ C
(∫

Ω

|∇uε|p(b(uε))dx+ 1
)
,

où C = C(α,β,Ω). Par conséquent

〈f, uε〉 ≤ C||∇uε||α ≤ C
( ∫

Ω

|∇uε|p(b(uε))dx+ 1
) 1
α

.

En employant l’inégalité de Young, on obtient∫
Ω

|∇uε|p(b(uε))dx+ ε‖∇uε||ββ ≤ C. (2.1.59)

Nous pouvons également déduire que

||∇uε||α ≤ C,

où C est une constante positive qui ne dépend pas de ε.

Puisque α > N > 2, alors l’injection W1,α
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) est compacte. Par conséquent, pour

une certaine sous-suite (encore d’indice n) et une certaine fonction u, nous avons

uεn ⇀ u dans W1,α
0 (Ω), quand n→∞ (2.1.60)

∇uεn ⇀ ∇u dans Lα(Ω)N, quand n→∞ (2.1.61)

uεn → u dans L2(Ω), quand n→∞
uεn → u p.p. dans Ω, quand n→∞ (2.1.62)

p(b(uεn))→ p(b(u)) p.p. dans Ω, quand n→∞. (2.1.63)

Nous remplaçons uεn par uε dans (2.1.59), en utilisant (2.1.61), (2.1.63) ainsi, nous pouvons

appliquer le Lemme 1.3.1, nous obtenons

u ∈W1,p(b(u))
0 (Ω). (2.1.64)
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D’après la monotonicité, on a pour tout v ∈W1,β
0 (Ω)∫

Ω

(
|∇uεn |p(b(uεn ))−2∇uεn + εn|∇uεn |β−2∇uεn

)
· ∇(uεn − v)dx

−

∫
Ω

(
g(uεn)|∇uεn |p(b(uεn ))−1 + εng(uεn)|∇uεn |β−1

)
(uεn − v)dx (2.1.65)

−

∫
Ω

(
|∇v|p(b(uεn ))−2∇v+ εn|∇v|β−2∇v

)
· ∇(uεn − v)dx

+

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(b(uεn ))−1 + εng(v)|∇v|β−1

)
(uεn − v)dx ≥ 0

En remplaçant uεn par uε et en prenant uεn−v à la place de v dans (2.1.57), l’inégalité (2.1.65)

devient

〈f, uεn − v〉−
( ∫

Ω

(
|∇v|p(b(uεn ))−2∇v+ εn|∇v|β−2∇v

)
· ∇(uεn − v)dx

−

∫
Ω

(
g(v)|∇v|p(b(uεn ))−1 + εng(v)|∇v|β−1

)
(uεn − v)dx

)
≥ 0, (2.1.66)

pour tout v ∈ C∞
0 (Ω) .

Selon la convergence (2.1.63), nous appliquons le théorème de convergence de Lebesgue, on

aura pour tout v

|∇v|p(b(uεn ))−2∇v→ |∇v|p(b(u))−2∇v dans Lα
′
(Ω)N, quand n→∞

et

g(v)|∇v|p(b(uεn ))−1 → g(v)|∇v|p(b(u))−1 dans Lα
′
(Ω)N, quand n→∞.

Par conséquent, nous pouvons passer à la limite dans (2.1.66) lorsque n→∞ pour obtenir

〈f, u− v〉−
( ∫

Ω

|∇v|p(b(u))−2∇v · ∇(u− v)dx

−

∫
Ω

g(v)|∇v|p(b(u))−1(u− v)dx
)
≥ 0 ∀v ∈ C∞

0 (Ω). (2.1.67)

En prenant v = u± δz, où z ∈W1,p(b(u))
0 (Ω) et δ > 0, dans (2.1.67) on obtient

±
(
〈f, z〉−

( ∫
Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u · ∇zdx−
∫
Ω

g(v)|∇v|p(b(u))−1zdx
))
≥ 0.

Ce qui implique,∫
Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u · ∇zdx−
∫
Ω

g(v)|∇v|p(b(u))−1zdx = 〈f, z〉 ∀z ∈W1,p(b(u))
0 (Ω).

Alors, le problème (2.1.3) admet au moins une solution faible.
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2.2 Solution faible d’un problème non linéaire de type local
et non local

2.2.1 Motivation

L’objectif de cette section est de dériver des résultats d’existence pour de certains problèmes

à exposant variable p(u) ou p(b(u)). Nous considérons d’abord le cas où la dépendance

de p par rapport à u est une quantité locale. Plus précisément, nous étudions le problème

suivant 
−div(|∇u|p(u)−2∇u) + |u|p(u)−2u = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(2.2.1)

oùΩ est un domaine borné de RN≥2, f est une fonction donnée et p est la fonction exposante

de non linéarité p : R→ [1,+∞) tel que

p est continue 1 < α ≤ p ≤ β <∞ où α,β sont des constantes . (2.2.2)

Dans la deuxième partie de cette section, nous étudions le problème non local suivant
−div(|∇u|p(b(u))−2∇u) + |u|p(b(u))−2u = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(2.2.3)

où p : R −→ [1,+∞) et b : W1,α
0 (Ω) −→ R sont les fonctions impliquées dans l’exposant de

non-linéarité, pour un certain exposant constant α tel que 1 < α <∞.

Ce type de problèmes apparaît dans les applications de certaines techniques numériques

pour la méthode de restauration d’images par variation totale qui ont été utilisées dans

certains problèmes de restauration du traitement mathématique des images et de la vision

par ordinateur [29, 30, 79]. Türola, J. dans [79] ont présenté plusieurs exemples numériques

suggérant que la prise en compte des exposants p = p(u) préserve les bords et réduit le

bruit des images restaurées u. Un exemple numérique suggérant une réduction du bruit des

images restaurées u lorsque l’exposant du terme de régularisation p = p(|∇u|) est présenté

dans [29]. L’étude de ces problèmes a été récemment développée par Andreianov et al. [18].

Ils ont établi le résultat d’existence partielle et d’unicité de la solution faible dans les cas de

condition limite homogène de Dirichlet pour le problème suivant
−div(|∇u|p(u)−2∇u) + u = f in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
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S. Ouaro et N. Sawadogo dans [72] et [73] ont considéré le problème non linéaire de Fourier

à valeur limite suivant  b(u) − diva(x, u,∇u) = f dansΩ

a(x, u,∇u) · η+ λu = g sur ∂Ω.

Les résultats d’existence et d’unicité des solutions entropiques et faibles sont établis par une

méthode d’approximation et des suites convergentes en termes de mesure de Young.

2.2.2 L’existence pour le problème local

Dans cette partie, nous prouvons l’existence de solutions faibles pour le problème local

(2.2.1) en utilisant une technique de perturbation singulière. Tout d’abord, nous définissons

l’espace suivant :

W
1,p(u)
0 (Ω) := {u ∈W1,1

0 (Ω) :

∫
Ω

|∇u|p(u)dx <∞} tel que 1 < p(u) <∞ pour tout u ∈ R.

C’est un espace de Banach pour la norme ‖u‖
W
1,p(·)
0 (Ω)

qui est équivalente à ‖∇u‖p(u) lorsque

p(u) ∈ C(Ω). Puisque p est continue, alors dû au fait que 1 < α ≤ p,W1,p(u)
0 (Ω) est séparable

et réflexif.

Définition 2.2.1 Supposons que p vérifie (2.2.2) et que

f ∈W−1,α ′(Ω). (2.2.4)

Une fonction u ∈W1,p(u)
0 (Ω) est dite solution faible du problème (2.2.1), si∫

Ω

|∇u|p(u)−2∇u · ∇vdx+
∫
Ω

|u|p(u)−2uvdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,p(u)
0 (Ω),

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre (W1,p(u)
0 (Ω)) ′ etW1,p(u)

0 (Ω).

Théorème 2.2.2 Supposons (2.2.2), (2.2.4) et

N < α ≤ p(u) ≤ β < +∞, (2.2.5)

si de plus

p : R −→ [1,+∞) est une fonction Lipschitzienne-continue . (2.2.6)

Alors il existe au moins une solution faible au problème (2.2.1) au sens de la Définition 2.2.1.
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La preuve du Théorème 2.2.2 est divisée en plusieurs étapes.

Étape 1: Problème approximatif

Pour chaque ε > 0, nous considérons le problème auxiliaire suivant (appelé problème régu-

larisé) −div(|∇u|p(u)−2∇u) + |u|p(u)−2u+ ε
(
|u|β−2u− div(|∇u|β−2∇u)

)
= f dansΩ,

u = 0 sur ∂Ω,
(2.2.7)

avec

N < α ≤ p(u) ≤ β <∞ ∀u ∈ R.

Proposition 2.2.3 Pour tout ε > 0, le problème (2.2.7) admet une solution faible uε.

Preuve Soit w ∈ L2(Ω), alors

N < α ≤ p(w) ≤ β <∞ p.p. x ∈ Ω. (2.2.8)

Rappelant que f ∈W−1,α ′(Ω) ⊂W−1,β ′(Ω).

Maintenant, nous nous concentrons sur l’opérateur Tε :W
1,β
0 (Ω)→W−1,β′(Ω) défini par

〈Tε(u), v〉 =
∫
Ω

(
|∇u|p(w)−2∇u · ∇vdx+ |u|p(w)−2uv

)
dx+ε

[∫
Ω

(
|∇u|β−2∇u · ∇vdx+ |u|β−2uv

)
dx

]
,

pour touts u, v ∈W1,β
0 (Ω). Nous pouvons établir que:

(i) Tε est continue, bornée et strictement monotone;

(ii) Tε est coercif.

Selon (i) et (ii), l’opérateur Tε est continu, strictement monotone (donc, monotone max-

imal), et coercif. Il s’ensuit que Tε est un opérateur surjectif strictement monotone (Voir

Corollaire 2.8.7, p. 135, [74]). Par conséquent, il existe une solution unique uw ∈ W1,β
0 (Ω)

telle que ∫
Ω

|∇uw|p(w)−2∇uw · ∇vdx+
∫
Ω

|uw|
p(w)−2uwvdx

+ε

(∫
Ω

|∇uw|β−2∇uw · ∇vdx+
∫
Ω

|uw|
β−2uwvdx

)
= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (2.2.9)

Nous prenons v = uw dans (2.2.9), on aura∫
Ω

|∇uw|p(w)dx+
∫
Ω

|uw|
p(w)dx+ ε

(∫
Ω

|uw|
βdx+

∫
Ω

|∇uw|βdx
)
≤ ‖f‖−1,α ′‖∇uw‖α

≤ C‖∇uw‖β,
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où C = C(α,β,Ω, f), et ‖ · ‖−1,α ′ est la norme d’opérateur associée à la norme ‖∇ · ‖α. Par

conséquent,

ε‖uw‖β1,β ≤ C‖∇uw‖β ≤ C‖uw‖1,β.

Ce qui implique que

‖uw‖1,β ≤ C, (2.2.10)

où C = C(α,β,Ω, ε, f) est une constante positive sans w-dépendance. Puisque β > N ≥ 2,
on peut déduire que

‖uw‖L2(Ω) ≤ C. (2.2.11)

Ensuite, nous introduisons l’application T : B → B définie par T(w) = uw, sur l’ensemble

B :=
{
v ∈ L2(Ω) : ‖v‖L2(Ω) ≤ C

}
. L’injection compacte W1,β

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) implique que T(B)

est relativement compact dans B. En faisant appel au théorème du point fixe de Schauder,

on sait que la continuité de T est requise pour obtenir un point fixe de T .

En supposant que nous travaillons sur une suite {wn} dans L2(Ω) satisfaisant

wn → w dans L2(Ω) quand n→∞, (2.2.12)

nous désignons par un, pour tout n ∈ N, la solution de (2.2.9) liée àw := wn. Par conséquent,

l’inégalité dans (2.2.10) conduit à

‖un‖1,β ≤ C, pour une certaine constante positive (sans dépendance de n.

En passant à une sous suite si nécessaire (notée encore {un} ), pour un certain u ∈ W1,β
0 (Ω)

nous obtenons

un ⇀ u dans W1,β
0 (Ω), quand n→∞, (2.2.13)

un → u dans L2(Ω), quand n→∞. (2.2.14)

Nous revenons à (2.2.9), de sorte qu’on considère (un, wn) au lieu de (u,w), on obtient∫
Ω

(
|∇un|p(wn)−2∇un + ε|∇un|β−2∇un

)
· ∇vdx (2.2.15)

+

∫
Ω

(
|un|

p(wn)−2un + ε|un|
β−2un

)
vdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω).

Puisque l’opérateur du côté gauche de (2.2.2) est monotone, alors∫
Ω

(
|∇un|p(wn)−2∇un + ε|∇un|β−2∇un

)
· ∇(un − v)dx

+

∫
Ω

(
|un|

p(wn)−2un + ε|un|
β−2un

)
(un− v)dx−

∫
Ω

(
|∇v|p(wn)−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
·∇(un− v)dx

−

∫
Ω

(
|v|p(wn)−2v+ ε|v|β−2v

)
(un − v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (2.2.16)
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Nous considérons (2.2.2) avec v = un − v comme fonction test, nous utilisons (2.2.16) pour

obtenir

〈f, un − v〉−
∫
Ω

(
|∇v|p(wn)−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(un − v)dx

−

∫
Ω

(
|v|p(wn)−2v+ ε|v|β−2v

)
(un − v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (2.2.17)

La convergence (2.2.12) implique

wn → w p.p. dans Ω, quand n→∞.
Puisque p est une fonction continue, nous pouvons appliquer le théorème de Lebesgue (dans

Lβ
′
(Ω)N), donc

|∇v|p(wn)−2∇v→ |∇v|p(w)−2∇v fortement dans Lβ
′
(Ω)d, quand n→∞ (2.2.18)

et

|v|p(wn)−2v→ |v|p(w)−2v fortement dans Lβ(Ω), quand n→∞, (2.2.19)

pour tout v ∈ W1,β
0 (Ω). Enfin, Nous employons les convergences (2.2.13), (2.2.18) et (2.2.19)

pour passer à la limite dans (2.2.17), nous déduisons que

〈f, u− v〉−
∫
Ω

(
|∇v|p(w)−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(u− v)dx

−

∫
Ω

(
|v|p(w)−2v+ ε|v|β−2v

)
(u− v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (2.2.20)

Ensuite, nous choisissons v = u± δy, avec y ∈W1,β
0 (Ω) et δ > 0, nous obtenons

±
[
〈f, y〉−

∫
Ω

(
|∇(u± δy)|p(w)−2∇(u± δy) + ε|∇(u± δy)|β−2∇(u± δy)

)
· ∇ydx

−

∫
Ω

(
|u± δy|p(w)−2(u± δy) + ε|v|β−2(u± δy)

)
ydx

]
≥ 0. (2.2.21)

Nous passons à la limite lorsque δ tend vers zero dans (2.2.21), nous déduisons que∫
Ω

(
|∇(u)|p(w)−2∇u+ ε|∇u|β−2∇u

)
· ∇ydx

+

∫
Ω

(
|u|p(w)−2u+ ε|v|β−2u

)
ydx = 〈f, y〉 ∀y ∈W1,β

0 (Ω).

Ce qui implique que u = uw. D’après la convergence forte dans (2.2.14), nous concluons que

uwn → uw fortement dans L2(Ω), quand n→∞,
Il s’ensuit que T est continue, et cela établit l’existence d’un point fixe qui est la solution

faible du problème (2.2.7).
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Étape 2: : Passage à la limite quand ε→ 0

D’après la Proposition 2.2.3, pour chaque ε > 0 il existe uε ∈W1,β
0 (Ω) telle que∫

Ω

|∇(uε)|p(uε)−2∇uε∇vdx+
∫
Ω

|uε|
p(uε)−2uεvdx (2.2.22)

+ε

(∫
Ω

|∇uε|β−2∇uε · ∇vdx+
∫
Ω

|uε|
β−2uεvdx

)
= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω)

et

N < α ≤ p(uε(x)) ≤ β <∞ ∀ε > 0, p.p. x ∈ Ω.

Ensuite, nous choisissons v = uε comme fonction test dans (2.2.22) pour obtenir∫
Ω

(
|∇uε|p(uε) + |uε|

p(uε)
)
dx+ ε

(
‖∇uε||ββ + ‖uε||

β
β

)
= 〈f, uε〉. (2.2.23)

D’après (1.1.4), nous déduisons que

‖u‖q(·) ≤ (ρq(·)(u) + 1)
1
q− =

(∫
Ω

|∇u|q(x)dx+ 1
) 1
q−

.

En appliquant l’inégalité de Hölder, on obtient∫
Ω

|∇uε|αdx ≤ C‖|∇uε|α‖p(uε)
α

≤ C
(∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
) 1

(p(uε)α )
− (2.2.24)

≤ C
(∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
)
,

où C = C(α,β,Ω). Par conséquent

〈f, uε〉 ≤ ‖f‖−1,α ′ ||∇uε||α ≤ C‖f‖−1,α ′
( ∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
) 1
α

. (2.2.25)

En adoptant les formules (2.2.23), (2.2.25) et en appliquant l’inégalité de Young, on obtient∫
Ω

(
|∇uε|p(uε) + |uε|

p(uε)
)
dx+ ε

(
‖∇uε||ββ + ‖uε||

β
β

)
≤ C. (2.2.26)

A partir de (2.2.24) et (2.2.25), nous pouvons déduire l’estimation suivante

||uε||1,α ≤ C, (2.2.27)

où C est une constante positive sans dépendance de ε.

Nous considérons maintenant une suite {εn} de nombres réels positifs. Pour chaque n ∈ N,

soit uεn la solution du problème (2.2.7) associé à εn. Puisque l’injection W1,α
0 (Ω) ↪→ L2(Ω)

est compacte, alors après avoir passé à une sous suite si nécessaire, pour tout u ∈ W1,α
0 (Ω)

nous avons

uεn ⇀ u dans W1,α
0 (Ω), quand n→∞ (2.2.28)

∇uεn ⇀ ∇u dans Lα(Ω)N, quand n→∞ (2.2.29)

uεn → u dans L2(Ω), quand n→∞
uεn → u p.p. dans Ω, quand n→∞. (2.2.30)
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Les contraintes sur l’intervalle des exposants dans (2.2.5) impliquent que u est Hölder-

continue, alors d’après la condition (2.2.6), p(u) est aussi Hölder-continue.

La convergence (2.2.30) implique que

p(uεn)→ p(u) p.p. dans Ω, quand n→∞. (2.2.31)

Clairement, la chaîne d’inégalités suivante est satisfaite

N < α ≤ p(uεn) ≤ β <∞ ∀n ∈ N, p.p. x ∈ Ω. (2.2.32)

En adoptant (2.2.26) écrite pour la suite uεn , nous pouvons appliquer le Lemme 1.3.1 pour

conclure que

u ∈W1,p(u)
0 (Ω). (2.2.33)

D’après la théorie des opérateurs monotones, nous avons∫
Ω

(
|∇uεn |p(uεn )−2∇uεn + εn|∇uεn |β−2∇uεn

)
· ∇(uεn − v)dx

+

∫
Ω

(
|uεn |

p(uεn )−2uεn + εn|uεn |
β−2u

)
(uεn − v)dx

−
( ∫

Ω

(
|∇v|p(uεn )−2∇v+ εn|∇v|β−2∇v

)
· ∇(uεn − v)dx

+

∫
Ω

(
|v|p(uεn )−2v+ εn|v|

β−2v
)
(uεn − v)dx

)
≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (2.2.34)

En remplaçant uε par uεn et en choisissant uεn−v comme fonction test dans (2.2.22), on peut

réduire (2.2.34) sous la forme

〈f, uεn − v〉−
( ∫

Ω

(
|∇v|p(uεn )−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(uεn − v)dx (2.2.35)

+

∫
Ω

(
|v|p(uεn )−2v+ ε|v|β−2v

)
(uεn − v)dx

)
≥ 0,

pour tout v ∈ C∞
0 (Ω). En utilisant (2.2.31) et le théorème de convergence de Lebesgue, on

obtient

|∇v|p(uεn )−2∇v→ |∇v|p(u)−2∇v dans Lα
′
(Ω)d, quand n→∞ (2.2.36)

et

|v|p(uεn )−2v→ |v|p(u)−2v dans Lα(Ω), quand n→∞. (2.2.37)

Nous prenons la limite quand n tend vers l’infini dans (2.2.35), et nous utilisons (2.2.27),

(2.2.28), (2.2.36) et (2.2.37), nous obtenons

〈f, u− v〉−
( ∫

Ω

|∇v|p(u)−2∇v · ∇(u− v)dx+

∫
Ω

|v|p(u)−2v(u− v)dx
)
≥ 0 ∀v ∈ C∞

0 (Ω).

(2.2.38)
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Selon les hypothèses (2.2.5) et (2.2.6), la fonction p(u) est Hölder-continue ce qui implique

que C∞
0 (Ω) est dense dansW1,p(u)

0 (Ω). Ainsi, (2.2.37) reste vrai pour tout v ∈W1,p(u)
0 (Ω).

On peut donc prendre v = u± δy, où y ∈W1,p(u)
0 (Ω) et δ > 0, comme étant une fonction test

dans (2.2.37) on obtient

±
(
〈f, y〉−

( ∫
Ω

|∇u|p(u)−2∇u · ∇ydx+
∫
Ω

|u|p(u)−2uydx
))
≥ 0. (2.2.39)

Cela implique que,∫
Ω

|∇u|p(u)−2∇u · ∇ydx+
∫
Ω

|u|p(u)−2uydx = 〈f, y〉 ∀y ∈W1,p(u)
0 (Ω). (2.2.40)

Finalement, le problème local (2.2.1) admet une solution faible (Voir la Définition 2.2.1).

2.2.3 L’existence pour le problème non local

Parallèlement au problème (2.2.1), nous considérons, dans cette partie, sa version non locale

(2.2.3). Nous prouvons l’existence de solution faible en utilisant l’astuce de Minty ainsi que

la technique de Zhikov (Voir [88]) pour passer à la limite dans la suite de problèmes p(un)-

Laplacien.

Tout d’abord, nous supposons que la fonction p satisfait les conditions (2.2.2). Nous désignons

par b une application deW1,α
0 (Ω) dans R telle que

b est continue, b est borné. (2.2.41)

Le théorème suivant nécessite la définition révisée suivante d’une solution faible.

Définition 2.2.4 On dit qu’une fonction u est une solution faible du problème (2.2.3) si u ∈W1,p(b(u))
0 (Ω) ,∫

Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u · ∇vdx+
∫
Ω

|u|p(b(u))−2uvdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,p(b(u))
0 (Ω) ,

(2.2.42)

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre
(
W

1,p(b(u))
0 (Ω)

) ′
etW1,p(b(u))

0 (Ω).

Puisque p(b(u)) est un nombre réel et non pas une fonction, donc les espaces de Sobolev

concernés sont les espaces de Sobolev classiques.

Théorème 2.2.5 Soit Ω ⊂ RN, N ≥ 2, un domaine borné et supposons que (2.2.2) et (2.2.41) sont

satisfaites. Si

f ∈W−1,γ ′(Ω) pour γ < α,

alors le problème (2.2.3) admet au moins une solution faible au sens de la Définition 2.2.4.
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Pour prouver le Théorème 2.2.5, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.6 Pour n ∈ N, soit un la solution de problème un ∈W1,pn
0 (Ω) ,∫

Ω

|∇un|pn−2∇un · ∇vdx+
∫
Ω

|un|
pn−2unvdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,pn

0 (Ω) ,
(2.2.43)

où 〈·, ·〉 désigne ici le crochet de dualité entre
(
W1,pn
0 (Ω)

) ′
etW1,pn

0 (Ω).

Supposons que

pn → p, quand n→∞, où p ∈ (1, ∞), (2.2.44)

f ∈W−1,q ′(Ω) pour tout q < p. (2.2.45)

Alors

un → u in W1,q
0 (Ω), quand n→∞, (2.2.46)

où u est la solution de problème u ∈W1,p
0 (Ω) ,∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇vdx+
∫
Ω

|u|p−2uvdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,p
0 (Ω) .

(2.2.47)

Preuve de Lemme 2.2.6: La preuve du Lemme 2.2.6 est divisée en deux étapes.

Étape 1: Convergence faible

En tenant compte de pn → p, quand n→∞, et q < p, on peut supposer que

p+ 1 > pn > q ∀n ∈ N. (2.2.48)

Nous choisissons v = un comme fonction test dans (2.2.43) pour obtenir∫
Ω

|∇un|pndx+
∫
Ω

|un|
pndx ≤ ‖f‖−1,q ′‖∇un‖q. (2.2.49)

D’après (2.2.48) et l’inégalité de Hölder, nous déduisons que

‖∇un‖q ≤ C‖∇un‖pn
≤ C‖un‖1,pn, (2.2.50)

où C = C(p, q,Ω) est une constante positive. Par conséquent,

‖un‖1,pn ≤ C, (2.2.51)
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où C = C(p, q,Ω, f) est une constante positive. En combinant (2.2.50) avec (2.2.51), on

obtient

‖∇un‖q ≤ C, (2.2.52)

où C est une constante positive sans n-dépendance. En passant à une sous suite (si néces-

saire) notée encore un, pour un certain u ∈W1,q
0 (Ω) nous déduisons que

∇un ⇀ ∇u dans Lq(Ω), quand n→∞. (2.2.53)

Sur cette base, les convergences dans (2.2.44), (2.2.48), (2.2.51) et (2.2.53) conduisent à con-

clure que (Lemme 1.3.1)

lim
n→ inf∞

∫
Ω

|∇un|pndx ≥
∫
Ω

|∇u|pdx,

et donc

u ∈W1,p
0 (Ω). (2.2.54)

Nous remarquons que la deuxième ligne dans (2.2.43) est équivalente à∫
Ω

|∇un|pn−2∇un · ∇(v− un)dx+
∫
Ω

|un|
pn−2un(v− un)dx ≥ 〈f, v− un〉 ∀v ∈W1,pn

0 (Ω),

en appliquant le lemme de Minty, on aura∫
Ω

|∇v|pn−2∇v · ∇(v− un)dx+
∫
Ω

|v|pn−2v(v− un)dx ≥ 〈f, v− un〉 ∀v ∈W1,pn
0 (Ω). (2.2.55)

Nous choisissons v ∈ C∞
0 (Ω), alors nous pouvons prendre la limite quandn tend vers l’infini

dans la formule (2.2.55), et utiliser (2.2.44) et (2.2.53), donc nous obtenons∫
Ω

|∇v|p−2∇v · ∇(v− u)dx+
∫
Ω

|v|p−2v(v− u)dx ≥ 〈f, v− u〉 ∀v ∈ C∞
0 (Ω). (2.2.56)

Puisque C∞
0 (Ω) est dense dans W1,p

0 (Ω), nous déduisons (2.2.56) également pour tout v ∈
W1,p
0 (Ω). Maintenant, en choisissant v = u± δy, où y ∈W1,p

0 (Ω) et δ > 0, nous passons à la

limite quand δ tend vers zéro, on obtient∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ydx+
∫
Ω

|u|p−2uydx = 〈f, y〉 ∀y ∈W1,p
0 (Ω),

Enfin, il suffit de rappeler que u ∈ W1,p
0 (Ω) pour conclure que nous sommes arrivés à une

solution du problème (2.2.47).

Étape 2: Convergence forte

Dans cette étape, nous allons montrer que la convergence (2.2.53) est forte. Tout d’abord, on
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prend v = un dans (2.2.43) et on utilise (2.2.53) pour passer à la limite quand n → ∞, on

obtient ∫
Ω

|∇un|pndx+
∫
Ω

|un|
pndx = 〈f, v〉→ ∫

Ω

|∇u|pdx+
∫
Ω

|u|pdx = 〈f, v〉 (2.2.57)

Tout d’abord, nous considérons le cas où

pn ≥ p ∀n ∈ N.

En appliquant l’inégalité de Hölder, on obtient∫
Ω

|∇un|pdx ≤
( ∫

Ω

|∇un|pndx
) p
pn
|Ω|1−

p
pn .

Ainsi par (2.2.57), nous déduisons que

lim
n→ sup∞

∫
Ω

|∇un|pdx ≤
∫
Ω

|∇u|pdx ≤ lim
n→ inf∞

∫
Ω

|∇un|pdx,

ce qui implique (du fait que ‖∇un‖p → ‖∇u‖p, quand n→∞)

un → u fortement dans W1,p
0 (Ω), quand n→∞. (2.2.58)

PuisqueW1,p
0 (Ω) ⊂W1,q

0 (Ω), nous concluons que

un → u dans W1,q
0 (Ω), quand n→∞.

Maintenant, nous considérons le cas où

q < pn < p ∀n ∈ N, (2.2.59)

nous posons

An :=

∫
Ω

(
|∇un|pn−2∇un − |∇u|pn−2∇u

)
· (∇un −∇u)dx+

∫
Ω

(
|un|

pn−2un − |u|pn−2u
)
· (un − u)dx.

(2.2.60)

Par la théorie des opérateurs monotones, nous avons An ≥ 0, la formulation (2.2.43) im-

plique que (2.2.60) se réduit à la forme

An = 〈f, un − u〉−
∫
Ω

|∇u|pn−2∇u · ∇(un − u)dx−
∫
Ω

|u|pn−2u(un − u)dx.

D’après (2.2.45) et la convergence dans (2.2.53), nous avons

〈f, un − u〉→ 0, quand n→∞. (2.2.61)
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Comme u ∈W1,p
0 (Ω) alors

||∇u|pn−2∇u| ≤ max{1, |∇u|p−1} ∈ Lp ′(Ω), (2.2.62)

||u|pn−2u| ≤ max{1, |u|p−1} ∈ Lp(Ω). (2.2.63)

Alors, nous pouvons conclure que

An → 0, quand n→∞. (2.2.64)

Nous considérons tout d’abord le cas où pn ≥ 2 :
En appliquant le Lemme 1.3.3 dans (2.2.60), nous obtenons

An ≥
1

2pn−1

(∫
Ω

|∇(un − u)|pndx+
∫
Ω

|un − u|
pndx

)
. (2.2.65)

Nous appliquons l’inégalité de Hölder (vu que pn > q)∫
Ω

|∇(un − u)|qdx+
∫
Ω

|un − u|
qdx ≤

[(∫
Ω

|∇(un − u)|pndx
) q
pn

+

(∫
Ω

|un − u|
pndx

) q
pn

]
× |Ω|1−

q
pn .

Donc, à partir de (2.2.64) et (2.2.65) nous obtenons∫
Ω

|∇(un − u)|qdx+
∫
Ω

|un − u|
qdx −→ 0, quand n→∞.

Par conséquent,

un → u dans W1,q
0 (Ω), quand n→∞.

Maintenant, nous supposons que pn < 2 :

En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient∫
Ω

|∇ (un − u)|
pn dx+

∫
Ω

|un − u|
pn dx

=

∫
Ω

|∇ (un − u)|
pn (|∇un|+ |∇u|)

(pn−2)pn
2 (|∇un|+ |∇u|)

(2−pn)pn
2 dx

+

∫
Ω

|un − u|
pn (|un|+ |u|)

(pn−2)pn
2 (|un|+ |u|)

(2−pn)pn
2 dx

≤
[∫
Ω

|∇ (un − u)|
2 (|∇un|+ |∇u|)pn−2 dx

]pn
2
[∫
Ω

(|∇un|+ |∇u|)pn dx
]1−pn

2

+

[∫
Ω

|un − u|
2 (|un|+ |u|)pn−2 dx

]pn
2
[∫
Ω

(|un|+ |u|)pn dx

]1−pn
2

(2.2.66)

D’après le Lemme 1.3.3, on pourrait déduire que

An ≥ C (pn)

(∫
Ω

|∇ (un − u)|
2 (|∇un|+ |∇u|)pn−2 dx+

∫
Ω

|un − u|
2 (|un|+ |u|)pn−2 dx

)
(2.2.67)
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Puisque ‖un‖1,pn ≤ C, alors d’après (2.2.64), (2.2.66) et (2.2.67) nous obtenons∫
Ω

|∇ (un − u)|
pn dx+

∫
Ω

|un − u|
pn dx→ 0, quand n→∞

Par conséquent,

un → u dans W1,q
0 (Ω), quand n→∞.

Preuve de Théorème 2.2.5:

Pour tout δ > γ nous avons, f ∈ (W1,γ
0 (Ω)) ′ ⊂ (W1,δ

0 (Ω))
′ . Par conséquent, pour chaque

µ ∈ R, le problème p(µ)-Laplacien suivant admet une solution unique uµ, u ∈W1,p(µ)
0 (Ω) ,∫

Ω

|∇u|p(µ)−2∇u · ∇vdx+
∫
Ω

|u|p(µ)−2uvdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,p(µ)
0 (Ω) .

(2.2.68)

Le choix de la fonction test uµ dans (2.2.68) implique que∫
Ω

|∇uµ|p(µ)dx+
∫
Ω

|uµ|
p(µ)dx ≤ ‖f‖−1,α ′‖∇uµ‖α. (2.2.69)

Maintenant, en appliquant l’inégalité de Hölder, on obtient

‖uµ‖1,α ≤ ‖uµ‖1,p(µ)|Ω|
1
α
− 1
p(µ) . (2.2.70)

D’après l’inégalité (2.2.69), il s’ensuit que

‖uµ‖p(µ)−11,p(µ) ≤ ‖f‖−1,α ′ |Ω|
1
α
− 1
p(µ) . (2.2.71)

En combinant (2.2.70) et (2.2.71), et en utilisant (2.2.2), on aura

‖uµ‖1,α ≤ ‖f‖
1

p(µ)−1

−1,α ′ |µ|
( 1α−

1
p(µ))

p(µ)
p(µ)−1 ≤ max

p∈[α,β]
‖f‖

1
p−1

1,α ′ |Ω|(
1
α
− 1
p)

p
p−1 . (2.2.72)

Par conséquent,

‖uµ‖1,α ≤ C. (2.2.73)

L’inégalité (2.2.73) et le fait que b est une application bornée, impliquent qu’il existe K ∈ R
tel que

b(uµ) ∈ [−K, K] ∀µ ∈ R.

Ensuite, nous introduisons l’application H : [−K, K] → [−K, K] définie par H(µ) = b(uµ).

On sait que la continuité de H est nécessaire pour obtenir un point fixe de H.

Supposons que µn → µ quand n → ∞, puisque p est continue, donc p(µn) → p(µ). Après,

on applique le Lemme 2.2.6, de sorte qu’en considérant p(µn) au lieu de pn, on déduit que

uµn −→ uµ dans W1,α
0 (Ω), quand n→∞.

Nous utilisons le fait que b est continue pour déduire que b(uµn) → b(uµ), quand n tend

vers l’infini, ce qui implique que H est continue. Ceci établit l’existence du point fixe µ0 et

d’une solution faible uµ0 du problème (2.2.42).
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Chapter 3

Étude de solutions entropiques des
problèmes elliptiques locaux

Contents
3.1 Solutions entropiques pour certains problèmes elliptiques associés à l’opérateur

p(u)-Laplacien généralisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.1 Résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2 Problèmes elliptiques non linéaires associé à l’opérateur p(u)-Laplacien
généralisé avec des conditions aux limites de Fourier . . . . . . . . . . . . 59

3.2.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.2 Résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.1 Solutions entropiques pour certains problèmes elliptiques
associés à l’opérateur p(u)-Laplacien généralisé

Dans cette partie, nous étudions l’existence de solutions entropiques pour certaines équa-

tions elliptiques généralisées avec des exposants p qui peuvent dépendre de la solution in-

connue u. Nous considérons le problème suivant
−div(|∇u−Θ(u)|p(u)−2 (∇u−Θ(u))) = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(3.1.1)

où Ω est un domaine borné de RN, N ≥ 2, f est une fonction intégrable f ∈ L1(Ω), p : R →
[p−, p+] est une fonction réelle continue, 1 < p− ≤ p+ < +∞ et p′(z) = p(z)

p(z)−1
est l’exposant

conjugué de p(z), avec

p− := ess inf
z∈R
p(z) et p+ := ess sup

z∈R
p(z).
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Le problème (3.1.1) modélise plusieurs phénomènes naturels qui apparaissent dans le do-

maine de l’océanographie, des écoulements de fluides turbulents, du chauffage par induc-

tion et des problèmes électrochimiques. Nous citons par exemple le modèle parabolique

suivant :

- L’écoulement des fluides à travers les milieux poreux : ce modèle est régi par l’équation

suivante,
∂θ

∂t
− div

(
|∇ϕ(θ) − K(θ)e|p−2(∇ϕ(θ) − K(θ)e)

)
= 0,

où θ est la teneur volumétrique en humidité, K(θ) la conductivité hydraulique, ϕ(θ) le po-

tentiel hydrostatique et e le vecteur unitaire dans la direction verticale.

Dans les cas classiques, lorsque p(u) = p(x) ou p(u) = p de nombreux auteurs ont étudié

le problème (3.1.1) en prouvant l’existence et l’unicité de plusieurs types de solutions, et par

différentes approches ([1, 59, 19, 21]).

La nouveauté de ce travail est d’étudier certains problèmes impliquant l’opérateur p-

Laplacien généralisé dans le cas où les exposants variables p dépendent de la solution in-

connue u. La motivation pour étudier ce type de problèmes repose sur le fait que, dans la

réalité, les mesures de certaines quantités physiques ne sont pas faites de manière ponctuelle

mais à travers des moyennes locales. Ce type de problèmes apparaît dans les applications

de certaines techniques numériques pour la méthode de restauration d’images par variation

totale qui ont été utilisées dans certains problèmes de traitement mathématique des images

et de la vision par ordinateur [29, 30, 79]. Türola, J. dans [79] ont présenté plusieurs exemples

numériques suggérant que la prise en compte des exposants p = p(u) préserve les bords et

réduit le bruit des images restaurées u. Un exemple numérique suggérant une réduction du

bruit des images restaurées u lorsque l’exposant du terme de régularisation est p = p(|∇u|)
est présenté dans [29]. Dans le cas où Θ = 0, M. Chipot et H. B. de Oliveira [38] ont prouvé

l’existence de solutions faibles pour un problème p(u)-Laplacien, les preuves d’existence de

[38] sont basées sur le théorème du point fixe de Schauder. Andreianov et al. [18], ont étudié

le problème suivant 
−div(|∇u|p(u)−2∇u) + u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

S. Ouaro et N. Sawadogo dans [72] et [73] ont considéré le problème aux limites de Fourier

non linéaire suivant  b(u) − diva(x, u,∇u) = f dansΩ

a(x, u,∇u) · η+ λu = g sur ∂Ω.

Les résultats d’existence et d’unicité des solutions entropiques et faibles sont établis par une

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 51 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

méthode d’approximation et des suites convergentes en terme de mesure de Young.

Pour établir l’existence de notre problème, nous montrons d’abord que le problèmes approx-

imé admet une suite de solutions faibles en appliquant la méthode variationnelle combinée à

un type spécial d’opérateurs. Ensuite, nous prouverons que la suite de solutions faibles con-

verge vers une certaine fonction u et en utilisant des estimations a priori, nous montrerons

que cette fonction u est une solution entropique du problème elliptique (3.1.1).

3.1.1 Résultats principaux

Dans cette partie, nous prouvons l’existence de solutions entropiques du problème (3.1.1).

Tout d’abord, nous énonçons les hypothèses suivantes :

(H1) f ∈ L1(Ω).

(H2) Θ : R → RN est une fonction continue telle que Θ(0) = 0 et |Θ(x) − Θ(y)| ≤ λ|x − y|,
pour tous x, y ∈ R, où λ est une constante positive telle que λ <

1

2C0
, et C0 est la constante

donnée par l’inégalité de Poincaré.

Nous définissons l’ensemble où nous allons chercher les solutions au problème (3.1.1) comme

suit

W
1,p(u)
0 (Ω) :=

{
u ∈W1,1

0 (Ω) :

∫
Ω

|∇u|p(u)dx <∞} .
Nous donnons maintenant une définition des solutions entropiques du problème elliptique

(3.1.1).

Définition 3.1.1 Une fonction mesurable u avec Tk(u) ∈ W1,p(u)
0 (Ω) est dite solution entropique

du problème (3.1.1), si∫
Ω

Φ (∇u−Θ(u))∇Tk(u−ϕ)dx 6
∫
Ω

fTk(u−ϕ)dx, (3.1.2)

pour toute ϕ ∈ C10(Ω) et pour chaque k > 0, avec

Φ (ξ) = |ξ|p(u)−2ξ ∀ξ ∈ RN.

Théorème 3.1.2 Si (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors, le problème (3.1.1) admet au moins une

solution entropique au sens du Définition 3.1.1.

La preuve du Théorème 3.1.2 est divisée en plusieurs étapes.

Étape 1: Le problème approximatif.

Soit fn une suite de fonctions C∞
0 (Ω) fortement convergente vers f dans L1 telle que ‖fn‖L1 ≤

‖f‖L1 .
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Nous considérons le problème suivant

(Pn)


−div(Φ (∇un −Θ(un))) = fn dansΩ

un = 0 sur ∂Ω,

où

Φ (ξ) = |ξ|p(un)−2ξ, ∀ξ ∈ RN.

Nous définissons l’opérateur A par

〈Au, v〉 =
∫
Ω

Φ(∇u−Θ(u))∇vdx, avec u, v ∈W1,p(·)
0 (Ω).

Nous allons prouver que A est coercif. D’après le Lemme 1.3.4, nous obtenons

〈Au,u〉 =
∫
Ω

Φ(∇u−Θ(u))∇udx

=

∫
Ω

|∇u−Θ(u)|p(u)−2(∇u−Θ(u))∇udx

≥
∫ 1
Ω

1

p(u)
|∇u−Θ(u)|p(u)dx−

∫
Ω

1

p(u)
|Θ(u)|p(u)dx.

Puisque

(a+ b)p ≤ 2p−1 (|a|p + |b|p) ,

nous avons
1

2p+−1
|∇u|p(u) = 1

2p+−1
|∇u−Θ(u) +Θ(u)|p(u)

≤ |∇u−Θ(u)|p(u) + |Θ(u)|p(u),

alors
1

2p+−1
|∇u|p(u) − |Θ(u)|p(u) ≤ |∇u−Θ(u)|p(u).

Alors, d’après l’inégalité de Poincaré, on obtient

〈Au,u〉 ≥
∫
Ω

1

p(u)

[
1

2p+−1
|∇u|p(u) − |Θ(u)|p(u)

]
dx−

∫
Ω

1

p(u)
|Θ(u)|p(u)dx

≥
∫
Ω

1

p(u)

1

2p+−1
|∇u|p(u)dx−

∫
Ω

2

p(u)
|Θ(u)|p(u)dx

≥
∫
Ω

1

p(u)

1

2p+−1
|∇u|p(u)dx−

∫
Ω

2

p(u)
λp(u)|u|p(u)dx

≥
∫
Ω

1

p+

1

2p+−1
|∇u|p(u)dx−

∫
Ω

2λp(u)

p−
C
p(u)
0 |∇u|p(u)dx.

Donc, le choix de la constante λ dans (H2) implique que

〈Au,u〉 ≥
(
1

p+

1

2p+−1
−
1

p−

1

2p−−1

) ∫
Ω

|∇u|p(u)dx.
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Par conséquent,
〈Au,u〉
‖u‖

W
1,p(·)
0 (Ω)

−→∞ quand ‖u‖
W
1,p(·)
0 (Ω)

→∞. (3.1.3)

On constate que l’opérateur A est coercif. De plus, que l’opérateur A est borné et hémi-

continu. Alors, le problème (Pn) admet au moins une solution faible un ∈W1,p(·)
0 (Ω) dans le

sens suivant ∫
Ω

|∇un −Θ(un)|p(un)−2 (∇un −Θ(un))) · ∇ϕdx =
∫
Ω

fnϕdx, (3.1.4)

pour tout ϕ ∈W1,p(·)
0 (Ω).

Notre objectif est de prouver qu’une sous-suite de ces solutions approximatives {un} con-

verge vers une fonction mesurable u, qui est une solution entropique de problème (3.1.1).

Étape 2 : Estimation a priori.

Lemme 3.1.3 (∇Tk(un))n∈N est borné dans Lp−(Ω).

Preuve. En prenant ϕ = Tk(un) comme fonction test dans (3.1.4), on obtient∫
Ω

Φ (∇un −Θ(un))∇Tk(un)dx 6 k‖f‖L1(Ω).

De la même manière que la preuve de la coercivité, on obtient

ρ1,p(un)(Tk(un)) 6 Ck.

Par conséquent,

‖Tk(un)‖W1,p(un)
0

6 1+ (Ck)
1
p− ,

on en déduit que pour tout k > 0, la suite (Tk(un))n∈N est uniformément bornée dans

W
1,p(un(·))
0 (Ω) et aussi dans W1,p−

0 (Ω). Ensuite, pour une sous-suite toujours notée Tk(un),

on peut supposer que pour tout k > 0, Tk(un) converge faiblement vers νk dansW1,p−
0 (Ω) et

aussi Tk(un) converge fortement vers νk dans Lp−(Ω).

Lemme 3.1.4 (un)n∈N converge en mesure vers une certaine fonction mesurable u.

Preuve. Tout d’abord, nous prouvons que (un)n∈N est une suite de Cauchy en mesure. Pour

tout δ > 0 fixe, et tout entier positif k > 0, nous savons que

meas {|un − um| > δ} ≤ meas {|un| > k}+meas {|um| > k}+meas {|Tk (un) − Tk (um)| > δ} .

En choisissant Tk (un) comme fonction test dans (3.1.4), on obtient

ρ1,p(un)(Tk(un)) 6 k ‖fn‖L1(Ω) 6 k‖f‖L1(Ω). (3.1.5)
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Il s’ensuit que ∫
{|un|>k}

kp(un)dx 6 k‖f‖L1(Ω).

Par conséquent,

meas {|un| > k} 6 k
1−p−‖f‖L1(Ω).

Soit ε > 0, on choisit k = k(ε) tel que

meas {|un| > k} 6
ε

3
et meas {|um| > k} 6

ε

3
.

Puisque {Tk (un)} converge fortement dans Lp−(Ω), alors c’est une suite de Cauchy. Ainsi

meas {|Tk(un) − Tk(um)| > δ} 6
ε

3
,

pour tout n,m > n0(δ, ε).

Enfin, nous obtenons

meas {|un − um| > δ} 6 ε,

pour tout n,m > n0(δ, ε).

D’où,

lim sup
n,m→∞ meas {|un − um| > δ} = 0,

ce qui prouve que la suite (un)n∈N est une suite de Cauchy en mesure et alors converge

presque partout vers une fonction mesurable u.

un → u p.p. dans Ω. (3.1.6)

Par conséquent,

Tk(un)⇀ Tk(u) dansW1,p−
0 (Ω),

Tk(un) −→ Tk(u) dans Lp−(Ω) et p.p. dansΩ.

Lemme 3.1.5 (∇un)n∈N converge vers∇u presque partout dansΩ.

Preuve. Nous prouvons d’abord que {∇un} est une suite de Cauchy en mesure. Soient δ, h, ε

des nombres réels positifs, nous avons évidemment

{x ∈ Ω : |∇un −∇um| > δ} ⊂ {x ∈ Ω : |∇un| > h} ∪ {x ∈ Ω : |∇um| > h}

∪ {x ∈ Ω : |un − um| > 1} ∪ E,

où

E := {x ∈ Ω : |∇un| 6 h, |∇um| 6 h, |un − um| 6 1, |∇un −∇um| > δ} .
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Pour k > 0, on peut écrire

{x ∈ Ω : |∇un| > h} ⊂ {x ∈ Ω : |un| > k} ∪ {x ∈ Ω : |∇Tk (un)| > h} ,

puis en suivant la même méthode que dans le Lemme 3.1.4, on obtient pour k suffisamment

grand,

meas {{x ∈ Ω : |∇un| > h} ∪ {x ∈ Ω : |∇um| > h} ∪ {x ∈ Ω : |un − um| > 1}} 6
ε

2
.

Nous remarquons que l’application

G : (s, t, ξ1, ξ2) 7→ (Φ (ξ1 −Θ(s)) −Φ (ξ2 −Θ(t))) (ξ1 − ξ2)

est continue et que l’ensemble

H :=
{
(s, t, ξ1, ξ2) ∈ R× RN × RN, |s| ≤ h, |t| ≤ h, |ξ1| ≤ h, |ξ2| ≤ h, |ξ1 − ξ2| > δ

}
est compact et

(Φ (ξ1 −Θ(s)) −Φ (ξ2 −Θ(t))) (ξ1 − ξ2) > 0, ∀ξ1 6= ξ2.

Alors, l’application G atteint son minimum sur H. Par conséquent, il existe une fonction

β(h, δ) > 0 à valeur réelle telle que

β(h, δ)meas(E) ≤
∫
E

[
|∇un −Θ (un)|

p(un)−2 (∇un −Θ (un))

− |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx,

=

∫
E

[
|∇um −Θ (um)|

p(um)−2 (∇um −Θ (um))

− |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx

+

∫
E

[
|∇un −Θ (un)|

p(un)−2 (∇un −Θ (un))

− |∇um −Θ (um)|
p(um)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx.

Nous prenons T1 (un − um) comme fonction test dans (3.1.4) pour obtenir

β(h, δ)meas (E) 6
∫
E

[
|∇um −Θ (um)|

p(um)−2 (∇um −Θ (um))

− |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx+

∫
E

[fn − fm] T1 (un − um)dx.

En appliquant le théorème des valeurs intermédiaires, il existe η prenant des valeurs entre

p (un) et p (um) tel que

β(h, δ)meas (E) 6 ‖fn − fm‖L1(Ω)

+

∫
E

|∇um −Θ (um)|
η−1

| log |∇um −Θ (um) | · |∇un −∇um| · |p (um) − p (un)|dx.
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En employant le Lemme 1.3.5, (H2), le fait que h� 1 et la définition de E, on obtient

β(h, δ)meas (E) 6

2p
+

hp
+ (
1+ λη−1

)
log ((1+ λ)h) ·

∫
Ω

|p (um) − p (un)|dx+ ‖fn − fm‖L1(Ω) := αn,m.

D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons

meas (E) 6
αn,m

β(h, δ)
6
ε

2
,

pour tout n,m > N2(ε, δ). Par conséquent, en combinant les résultats précédents, on obtient

meas {x ∈ Ω : |∇un −∇um| > δ} 6 ε, pour tout n,m > max {N1, N2} .

Par conséquent, {∇un} est une suite de Cauchy en mesure. Alors, nous pouvons choisir une

sous-suite (notée encore un) telle que

∇un → v p.p. dansΩ.

Ainsi, en utilisant la Proposition 1.1.10 et le fait que ∇Tk (un) → ∇Tk(u) dans (Lp−(Ω))N,

nous déduisons que v coïncide avec le gradient faible de u presque partout. Par conséquent,

nous avons

∇un → ∇u p.p. dansΩ. (3.1.7)

Étape 3 : Passage à la limite.

Nous choisissons Tk (un − φ) comme fonction test dans (3.1.4) pour φ ∈ C10(Ω). Alors,∫
Ω

|∇un −Θ(un)|p(un)−2 (∇un −Θ(un)) · ∇Tk (un − φ)dx =
∫
Ω

fnTk (un − φ)dx. (3.1.8)

Nous concentrons maintenant notre attention sur le côté gauche de (3.1.8). Nous remar-

quons que, si L = k+ ‖φ‖L∞(Ω),∫
Ω

|∇un −Θ(un)|p(un)−2 (∇un −Θ(un)) · ∇Tk (un − φ)dx

=

∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇Tk (TL (un) − φ)dx

=

∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇TL (un)χ{|TL(un)−φ|6k}dx

−

∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇ϕχ{|TL(un)−φ|6k}dx.

(3.1.9)

D’après l’égalité (3.1.8), nous avons∫
Ω

[
|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇TL (un)

+
1

p−
|Θ(TL (un) |

γ
]
· χ{|TL(un)−φ|6k}dx

−

∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇ϕχ{|TL(un)−φ|6k}dx

=

∫
Ω

fnTk (un − φ)dx+

∫
Ω

1

p−
|Θ(TL (un) |

γχ{|TL(un)−φ|6k}dx,

(3.1.10)
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où

γ =

 p+ si |Θ(TL (un) | ≤ 1,
p− si |Θ(TL (un) | > 1.

Vu que {∇TL (un)} est borné dans
(
Lp
′(un)(Ω)

)N ⊂ (
Lp
′
+(Ω)

)N, alors d’après l’hypothèse

(H3), la suite {Θ(TL (un)} est aussi bornée dans
(
Lp(un)(Ω)

)N ⊂ (Lp−(Ω))N , ce qui implique

que
{
|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un)))

}
est borné dans

(
Lp
′(un)(Ω)

)N ⊂(
Lp
′
+(Ω)

)N
.

Puisque un → u p.p. dansΩ et ∇un → ∇u p.p. dansΩ, il s’ensuit que

Θ (TL (un)) −→ Θ (TL(u)) p.p. dansΩ (3.1.11)

et

∇TL (un) −→ ∇TL(u) p.p. dansΩ. (3.1.12)

D’où,

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un)))

⇀ |∇TL (u) −Θ(TL (u))|p(u)−2 (∇TL (u) −Θ(TL (u))) dans
(
Lp
′
+(Ω)

)N
.

Comme φ ∈ C10(Ω), alors∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇ϕχ{|TL(un)−φ|6k}dx

−→
n→+∞

∫
Ω

|∇TL (u) −Θ(TL (u))|p(u)−2 (∇TL (u) −Θ(TL (u))) · ∇ϕχ{|TL(u)−φ|6k}dx.
(3.1.13)

D’après (3.1.11) et le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient∫
Ω

1

p−
|Θ(TL (un) |

γχ{|TL(un)−φ|6k}dx→ ∫
Ω

1

p−
|Θ(TL (u) |

γχ{|TL(u)−φ|6k}dx.

D’autre part, en utilisant le Lemme 1.3.4, nous avons[
|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇TL (un)

+
1

p−
|Θ(TL (un) |

γ

]
χ{|TL(un)−φ|6k} > 0 p.p. dansΩ.
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En appliquant le lemme de Fatou, on obtient∫
Ω

[
|∇TL (u) −Θ(TL (u))|p(u)−2 (∇TL (u) −Θ(TL (u))) · ∇TL (u)

+
1

p−
|Θ(TL (u) |

γ

]
χ{|TL(u)−φ|6k}dx

≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

[
|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇TL (un)

+
1

p−
|Θ(TL (un) |

γ

]
χ{|TL(un)−φ|6k}dx.

(3.1.14)

Maintenant, nous considérons le premier terme du côté droit de (3.1.10). Puisque fn → f

dans L1(Ω), alors

lim
n→∞

∫
Ω

fnTk (un − φ)dx =

∫
Ω

fTk (u− φ)dx. (3.1.15)

Enfin, en combinant les résultats précédents, on peut passer à la limite dans l’égalité (3.1.10)

lorsque n→∞, donc on conclure que u est une solution entropique du problème (3.1.1).

3.2 Problèmes elliptiques non linéaires associé à l’opérateur
p(u)-Laplacien généralisé avec des conditions aux lim-
ites de Fourier

3.2.1 Motivation

L’objectif de cette section est d’étudier l’existence de solutions entropiques pour certains

problèmes à exposant variable avec des exposants p qui peuvent dépendre de la solution

inconnue u d’une manière locale. Plus précisément, nous étudions le problème non linéaire

de Fourier suivant
−div(|∇u−Θ(u)|p(u)−2 (∇u−Θ(u))) + |u|p(u)−2u+ α(u) = f dansΩ

(|∇u−Θ(u)|p(u)−2 (∇u−Θ(u))).η+ λu = g sur ∂Ω,

(3.2.1)

où Ω est un domaine borné de RN, N ≥ 3 avec une frontière Lipschitzienne ∂Ω, λ > 0, η

est le vecteur normal unitaire extérieur sur ∂Ω, α,Θ sont des fonctions réelles définies sur R
ou RN, f ∈ L1(Ω), g ∈ L1(∂Ω) et p : R → [p−, p+] est une fonction continue réelle telle que,

1 < p− ≤ p+ < +∞ and p′(z) = p(z)
p(z)−1

est l’exposant conjugué de p(z), avec

p− := ess inf
z∈R
p(z) et p+ := ess sup

z∈R
p(z).
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L’intérêt pour les formes générales de problèmes différentiels, dont l’opérateur principal est

de type p(u)-Laplacien généralisé, a fortement augmenté au cours des dernières décennies.

La raison principale est que ce type d’opérateur non linéaire apparaît naturellement dans

l’étude de plusieurs phénomènes qui apparaissent dans le domaine de l’océanographie, des

écoulements fluides turbulents, du chauffage par induction et des problèmes électrochim-

iques.

Nous distinguons le cas des exposants constants p (à savoir les équations isotropes)

et le cas des exposants variables p(x) (à savoir les équations anisotropes). Les auteurs

ont développé les résultats existants dans les cadres abstraits des espaces de Lebesgue et

de Sobolev avec et sans exposants variables, à savoir Lp(Ω),W1,p(Ω), Lp(x)(Ω), W1,p(x)(Ω).

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction générale, le passage du cadre de l’exposant

constant au cadre de l’exposant variable nécessite une attention particulière aux cas spéci-

aux, et donc que certains problèmes difficiles restent ouverts (pour plus de détails, nous

nous référons à [18] et [38], ainsi qu’à leurs références). De nombreux auteurs ont étudié

le problème (3.2.1) lorsque p(u) = p(x) ou p(u) = p en prouvant l’existence et l’unicité de

plusieurs types de solutions, et par différentes approches ([59, 19, 21]). Ici, nous considérons

une condition au limite de Fourier qui apporte quelques difficultés pour traiter le terme à la

limite. Pour étudier l’existence de solutions faibles pour le problème non linéaire aux lim-

ites de Fourier (3.2.1), nous montrons d’abord que le problème approché admet une suite

de solutions faibles en appliquant la méthode variationnelle combinée à un type spécial

d’opérateurs. Dans un deuxième temps, nous prouverons que la suite de solutions faibles

converge vers une certaine fonction u et en utilisant certaines estimations a priori, nous

montrerons que cette fonction u est une solution entropique du problème elliptique (3.2.1).

3.2.2 Résultats principaux

Nous supposons les hypothèses suivantes :

(H0) α est une fonction continue définie sur R telle que α(x).x ≥ 0 pour tout x ∈ R.

(H1) f ∈ L1(Ω) et g ∈ L1(∂Ω).

(H2) Θ : R→ RN est une fonction continue telle queΘ(0) = 0 et |Θ(x)−Θ(y)| ≤ λ|x−y|, pour

tous x, y ∈ R, où λ est une constante positive telle que λ <
1

2C0
, et C0 est la constante

donnée par l’inégalité de Poincaré.

Nous donnons maintenant une définition des solutions entropiques pour le problème ellip-

tique (3.2.1).
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Définition 3.2.1 Une fonction mesurable u avec u ∈ T 1,p(u(·))tr (Ω) est dite solution entropique du

problème (3.2.1), si |u|p(u)−2u ∈ L1(Ω), α(u) ∈ L1(Ω), u ∈ L1(∂Ω) et∫
Ω

Φ (∇u−Θ(u))∇Tk(u−ϕ)dx+

∫
Ω

|u|p(u)−2uTk(u−ϕ)dx+

∫
Ω

α(u)Tk(u−ϕ)dx

+λ

∫
∂Ω

uTk(u−ϕ)dσ 6
∫
Ω

fTk(u−ϕ)dx+

∫
∂Ω

gTk(u−ϕ)dσ, (3.2.2)

pour tout ϕ ∈W1,p(u(·))(Ω) ∩ L∞(Ω) et pour chaque k > 0, avec

Φ (ξ) = |ξ|p(u)−2ξ ∀ξ ∈ RN.

Théorème 3.2.2 Supposons que (H0)-(H2) sont satisfaites. Alors il existe au moins une solution

entropique du problème (3.2.1) au sens de la Définition 3.2.1.

La preuve du Théorème 3.2.2 est divisée en quelques étapes.

Étape 1: Le problème approché.

Nous considérons le problème approché suivant

(Pn)


−div(Φ (∇un −Θ(un))) + |un|

p(un)−2un + Tn(α(un)) − ε∆p+ + ε|un|
p+−2un = Tn(f) dans Ω

(
Φ (∇un −Θ(un)) + ε|∇un|p+−2∇un

)
.η+ λTn(un) = Tn(g) sur ∂Ω,

où

Φ (ξ) = |ξ|p(un)−2ξ ∀ξ ∈ RN.

Nous définissons l’espace réflexif suivant

E =W1,p+(Ω)× Lp+(∂Ω).

Soit

X0 = {(u, v) ∈ E : v = τ(u)}.

Dans la suite, nous identifierons un élément (u, v) ∈ X0 avec son représentant u ∈W1,p+(Ω)

(puisque W1,p+(Ω) ↪→↪→ Lp+(∂Ω)
)
.

Nous définissons l’opérateur An, pour tout u, v ∈ X0, par

〈Anu, v〉 = 〈Au, v〉+
∫
Ω

Tn(α(u))vdx+λ

∫
∂Ω

Tn(u)vdσ+ ε

∫
Ω

[
|∇u|p+−2∇u∇v+ |u|p+−2uv

]
dx,

où

〈Au, v〉 =
∫
Ω

Φ(∇u−Θ(u))∇vdx+
∫
Ω

|u|p(u)−2uvdx.
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Assertion 1. L’opérateur An est coercif.

D’après le Lemme 1.3.4, on obtient

〈Au,u〉 =
∫
Ω

Φ(∇u−Θ(u))∇udx+
∫
Ω

|u|p(u)dx

=

∫
Ω

|∇u−Θ(u)|p(u)−2(∇u−Θ(u))∇udx+
∫
Ω

|u|p(u)dx

≥
∫
Ω

1

p(u)
|∇u−Θ(u)|p(u)dx−

∫
Ω

1

p(u)
|Θ(u)|p(u)dx+

∫
Ω

|u|p(u)dx.

Puisque,

(a+ b)p ≤ 2p−1 (|a|p + |b|p) ,

nous avons,
1

2p+−1
|∇u|p(u) = 1

2p+−1
|∇u−Θ(u) +Θ(u)|p(u)

≤ |∇u−Θ(u)|p(u) + |Θ(u)|p(u),

alors,
1

2p+−1
|∇u|p(u) − |Θ(u)|p(u) ≤ |∇u−Θ(u)|p(u).

Donc, d’après l’inégalité de Poincaré, on obtient

〈Au,u〉 ≥
∫
Ω

1

p(u)

[
1

2p+−1
|∇u|p(u) − |Θ(u)|p(u)

]
dx−

∫
Ω

1

p(u)
|Θ(u)|p(u)dx+

∫
Ω

|u|p(u)dx

≥
∫
Ω

1

p(u)

1

2p+−1
|∇u|p(u)dx−

∫
Ω

2

p(u)
|Θ(u)|p(u)dx

≥
∫
Ω

1

p(u)

1

2p+−1
|∇u|p(u)dx−

∫
Ω

2

p(u)
λp(u)|u|p(u)dx

≥
∫
Ω

1

p+

1

2p+−1
|∇u|p(u)dx+

∫
Ω

(
1−

2

p−
λp(u)

)
|u|p(u)dx.

Le choix de la constante λ dans (H2) assure l’existence d’une constante positiveM0 telle que

〈Au,u〉 ≥ min{
1

p+

1

2p+−1
,M0}

(∫
Ω

|∇u|p(u)dx+
∫
Ω

|u|p(u)dx

)
. (3.2.3)

D’autre part, nous avons ∫
Ω

Tn(α(u))udx+ λ

∫
∂Ω

Tn(u)udσ ≥ 0. (3.2.4)

D’après (3.2.3) et (3.2.4), on obtient

〈Anu, u〉 ≥ ε
∫
Ω

[|∇u|p+ + |u|p+ ]dx

≥ ε‖∇u‖p+
W1,p+

.

Par conséquent,

〈Anu, u〉
‖u‖W1,p+ (Ω)

−→ +∞ quand ‖u‖W1,p+ (Ω) → +∞. (3.2.5)

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 62 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

Nous déduisons que l’opérateur An est coercif.

Assertion 2. L’opérateur An est de type (M).

Soit (uk)k une suite dans X0 telle que
uk ⇀ u in X0

Anuk ⇀ χ in X′0

lim sup
k→+∞ 〈Anuk, uk〉 ≤ 〈χ, u〉.

Nous montrerons que χ = Anu.

Puisque

Tn(α(uk))uk ≥ 0 et λTn(uk)uk ≥ 0,

d’après le Lemme de Fatou, nous déduisons que

lim inf
k→∞

(∫
Ω

Tn (α (uk))ukdx+ λ

∫
∂Ω

Tn (uk)ukdσ

)
≥
∫
Ω

Tn(α(u))udx+ λ

∫
∂Ω

Tn(u)udσ.

D’autre part, grâce au théorème du convergence dominée de Lebesgue, nous avons

lim
k→∞

(∫
Ω

Tn (b (uk)) vdx+ λ

∫
∂Ω

Tn (uk) vdσ+ ε

∫
Ω

[
|uk|

p+−2
ukv+ |∇uk|p+−2∇uk∇v

]
dx

)
=

∫
Ω

Tn(b(u))vdx+ λ

∫
∂Ω

Tn(u)vdσ+ ε

∫
Ω

[
|u|p+−2uv+ |∇u|p+−2∇u∇v

]
dx,

pour tout v ∈ X0. Par conséquent, pour k suffisamment grand,

Tn (b (uk)) + λTn (uk) + ε
[
|uk|

p+−2
uk + |∇uk|p+−2∇uk

]
⇀ Tn(b(u)) + λTn(u) + ε

[
|u|p+−2u+ |∇u|p+−2∇u

]
dans X′0.

D’où,

Auk ⇀ χ−
(
Tn(b(u)) + λTn(u) + ε

[
|u|p+−2u+ |∇u|p+−2∇u

])
dans X′0, quand k→ +∞.

Comme l’opérateur A est de type (M), on a donc immédiatement

Au = χ−
(
Tn(b(u)) + λTn(u) + ε

[
|u|p+−2u+ |∇u|p+−2∇u

])
.

Par conséquent, nous concluons que Anu = χ.

De plus, l’opérateurAn est borné et hémi-continu. Par conséquent,An est surjectif. Ainsi,

pour tout Fn = 〈Tn(f), Tn(g)〉 ⊂ E′ ⊂ X′0, on peut déduire l’existence d’une solution un ∈ X0
du problème

〈Anu, v〉 = 〈Fnu, v〉 pour tout v ∈ X0.
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C’est-à-dire∫
Ω

|∇un −Θ(un)|p(un)−2 (∇un −Θ(un)))∇vdx+
∫
Ω

|u|p(un)−2unvdx+

∫
Ω

Tn (α(un)) vdx

+λ

∫
∂Ω

Tn (un) vdσ+ ε

∫
Ω

[
|un|

p+−2
unv+ |∇un|p+−2∇un∇v

]
dx =

∫
Ω

Tn(f)vdx+

∫
∂Ω

Tn(g)vdσ.

(3.2.6)

Notre objectif est de prouver qu’une sous-suite de ces solutions approximatives {un} con-

verge vers une fonction mesurable u.

Étape 2: estimation a priori.

Lemme 3.2.3 (∇Tk(un))n∈N est borné dans Lp−(Ω).

Preuve. En prenant ϕ = Tk(un) comme fonction test dans (3.2.6), on obtient∫
Ω

Φ (∇un −Θ(un))∇Tk(un)dx+
∫
Ω

|u|p(un)−2unTk(un)dx+

∫
Ω

Tn (α(un)) Tk(un)dx

+λ

∫
∂Ω

Tn (un) Tk(un)dσ+ ε

∫
Ω

[
|u|

p+−2
uTk(un) + |∇u|p+−2∇u∇Tk(un)

]
dx

=

∫
Ω

Tn(f)Tk(un)dx+

∫
∂Ω

Tn(g)Tk(un)dσ.

Puisque le troisième, quatrième et cinquième terme du côté gauche de l’égalité ci-dessus

sont positifs, alors∫
Ω

Φ (∇un −Θ(un))∇Tk(un)dx+
∫
Ω

|u|p(un)−2unTk(un)dx ≤ k
(
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

)
.

(3.2.7)

Nous avons,∫
Ω

|un|
p(un)−2unTk(un)dx ≥

∫
{|un|≤k}

|Tk(un)|
p(un)dx+

∫
{|un|>k}

kp(un)dx

≤
∫
Ω

|Tk(un)|
p(un)dx.

En utilisant (3.2.7), on obtient∫
Ω

Φ (∇Tk(un) −Θ(un))∇Tk(un)dx+
∫
Ω

|Tk(un)|
p(un)dx ≤ k

(
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

)
. (3.2.8)

En suivant la même procédure de la coercivité, on montre que

ρ1,p(un)(Tk(un)) 6 Ck.

Il s’ensuit que,

‖Tk(un)‖1,p(un) 6 1+ (Ck)
1
p− .
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Alors, pour tout k > 0, la suite (Tk(un))n∈N est uniformément bornée dans W1,p(un(·))(Ω) et

dans W1,p−(Ω). En passant à une sous-suite toujours notée Tk(un), on peut supposer que

pour tout k > 0, Tk(un) converge faiblement vers νk dansW1,p−(Ω) et aussi Tk(un) converge

fortement vers νk dans Lp−(Ω).

Lemme 3.2.4 (un)n∈N converge en mesure vers une fonction mesurable u.

Preuve. Nous prouvons que (un)n∈N est une suite de Cauchy. Pour tout δ > 0 fixe, et tout

entier positif k > 0, on sait que

meas {|un − um| > δ} ≤ meas {|un| > k}+meas {|um| > k}+meas {|Tk (un) − Tk (um)| > δ} .

En choisissant Tk (un) comme fonction test dans (3.2.6), on obtient

ρ1,p(un)(Tk(un)) 6 k
(
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

)
. (3.2.9)

Il s’ensuit que ∫
{|un|>k}

kp(un)dx 6 k
(
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

)
.

Par conséquent,

meas {|un| > k} 6 k
1−p−

(
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

)
.

D’où,

meas {|un| > k}→ 0 quand k→ +∞.
Soit ε > 0, on choisit k = k(ε) tel que

meas {|un| > k} 6
ε

3
and meas {|um| > k} 6

ε

3
.

Puisque {Tk (un)} converge fortement dans Lp−(Ω), alors c’est une suite de Cauchy. Ainsi

meas {|Tk(un) − Tk(um)| > δ} 6
ε

3
,

pour tout n,m > n0(δ, ε).

Enfin, nous obtenons

meas {|un − um| > δ} 6 ε,

pour tout n,m > n0(δ, ε).

Par conséquent,

lim sup
n,m→∞ meas {|un − um| > δ} = 0,

ce qui prouve que la suite (un)n∈N est une suite de Cauchy en mesure et alors converge

presque partout vers une fonction mesurable u.

un → u p.p. dans Ω. (3.2.10)
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Par conséquent,

Tk(un)⇀ Tk(u) dansW1,p−
0 (Ω),

Tk(un) −→ Tk(u) dans Lp−(Ω) et p.p. dansΩ.

Lemme 3.2.5 un converge presque partout dans ∂Ω vers une certaine fonction v.

Preuve. Nous avons

Tk (un)→ Tk(u) dansW1,p−(Ω) etW1,p−(Ω) ↪→ Lp−(∂Ω),

alors

Tk (un)→ Tk(u) dans Lp−(∂Ω) et p.p. sur ∂Ω,

donc

Tk (un)→ Tk(u) dans L1(∂Ω) et p.p. dans ∂Ω.

Par conséquent, il existe A ⊂ ∂Ω tel que Tk (un) → Tk(u) sur ∂Ω\A avec µ(A) = 0, où µ est

une mesure d’aire sur ∂Ω.

Pour chaque k > 0, soitAk = {x ∈ ∂Ω : |Tk(u)| < k} et B = ∂Ω\
⋃
k>0

Ak. En utilisant le lemme

de Fatou, nous avons ∫
∂Ω

|Tk(u)|dσ ≤ lim inf
n→+∞

∫
∂Ω

|Tk (un)|dσ

≤
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

λ
.

Par conséquent,

µ(B) =
1

k

∫
B

|Tk(u)|dσ ≤
1

k

∫
∂Ω

|Tk(u)|dσ

≤
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

kλ
.

On obtient µ(B) = 0, lorsque k tend vers ∞. Définissons maintenant la fonction v sur ∂Ω

par

v(x) = Tk(u(x)), x ∈ Ak.

Si on prend x ∈ ∂Ω\(E ∪ F), alors il existe k > 0 tel que x ∈ Ek et nous avons

un(x) − v(x) = (un(x) − Tk (un(x))) + (Tk (un(x)) − Tk(u(x))) .

Puisque x ∈ Ek, alors |Tk(u(x))| < k et donc |Tk (un(x))| < k, on déduit que |un(x)| < k. Par

conséquent,

un(x) − v(x) = Tk (un(x)) − Tk(u(x))→ 0, quand n→ +∞.
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Ce qui signifie que un converge vers v p.p. sur ∂Ω, pour tout x ∈ Ek, Tk(u(x)) = u(x). Donc,

v = u p.p. sur ∂Ω. Par conséquent,

un → u p.p. sur ∂Ω.

Lemme 3.2.6 (∇un)n∈N converge vers∇u presque partout dansΩ.

Preuve. Nous prouvons d’abord que {∇un} est une suite de Cauchy en mesure. Soient δ, h

et ε des nombres réels positifs, nous avons évidemment

{x ∈ Ω : |∇un −∇um| > δ} ⊂ {x ∈ Ω : |∇un| > h}∪{x ∈ Ω : |∇um| > h}∪{x ∈ Ω : |un − um| > 1}∪E,

où

E := {x ∈ Ω : |∇un| 6 h, |∇um| 6 h, |un − um| 6 1, |∇un −∇um| > δ} .

Pour tout k > 0, on peut écrire

{x ∈ Ω : |∇un| > h} ⊂ {x ∈ Ω : |un| > k} ∪ {x ∈ Ω : |∇Tk (un)| > h} ,

en utilisant la même démarche que dans le Lemme 3.2.4 on obtient, pour k suffisamment

grand,

meas {{x ∈ Ω : |∇un| > h} ∪ {x ∈ Ω : |∇um| > h} ∪ {x ∈ Ω : |un − um| > 1}} 6
ε

2
.

Notons que l’application

G : (s, t, ξ1, ξ2) 7→ (Φ (ξ1 −Θ(s)) −Φ (ξ2 −Θ(t))) (ξ1 − ξ2)

est continue, l’ensemble

H :=
{
(s, t, ξ1, ξ2) ∈ R× RN × RN, |s| ≤ h, |t| ≤ h, |ξ1| ≤ h, |ξ2| ≤ h, |ξ1 − ξ2| > δ

}
est compact et

(Φ (ξ1 −Θ(s)) −Φ (ξ2 −Θ(t))) (ξ1 − ξ2) > 0, ∀ξ1 6= ξ2.

Alors, l’application G atteint son minimum sur H. Par conséquent, il existe une fonction
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β(h, δ) > 0 à valeur réelle telle que

β(h, δ)meas(E) ≤
∫
E

[
|∇un −Θ (un)|

p(un)−2 (∇un −Θ (un))

− |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx,

=

∫
E

[
|∇um −Θ (um)|

p(um)−2 (∇um −Θ (um))

− |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx

+

∫
E

[
|∇un −Θ (un)|

p(un)−2 (∇un −Θ (un))

− |∇um −Θ (um)|
p(um)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx.

Nous prenons Tν (un − um) comme fonction test dans (3.2.6), on aura

β(h, δ)meas (E) 6∫
E

[
|∇um −Θ (um)|

p(um)−2 (∇um −Θ (um)) − |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx

−

∫
Ω

(
|un|

p(un)−2 un − |um|
p(um)−2 um

)
Tν (un − um)dx−

∫
Ω

(Tn(α(un)) − Tm(α(um))) Tν (un − um)dx

−λ

∫
∂Ω

(Tn(un) − Tm(um)) Tν (un − um)dx− ε

∫
Ω

(
|∇un|p+−2∇un − |∇um|p+−2∇um

)
∇Tν (un − um)dx

+

∫
Ω

[Tn(f) − Tm(f)] Tν (un − um)dx+

∫
∂Ω

[Tn(g) − Tm(g)] Tν (un − um)dx,

dû au fait que ‖Tn(α(un))‖L1(Ω) + λ ‖Tn(un)‖L1(∂Ω) ≤ ‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω), nous obtenons

β(h, δ)meas (E) 6
∫
E

[
|∇um −Θ (um)|

p(um)−2 (∇um −Θ (um))

− |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx

−

∫
Ω

(
|un|

p(un)−2 un − |um|
p(um)−2

um

)
Tν (un − um)dx+ν

(
2 ‖f‖L1(Ω) + 2 ‖g‖L1(∂Ω)

)
+ ν ‖Tn(f) − Tm(f)‖L1(Ω) + ν ‖Tn(g) − Tm(g)‖L1(∂Ω) , (3.2.11)

en utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, il existe η prenant des valeurs entre
p (un) et p (um) tel que∫
E

[
|∇um −Θ (um)|

p(um)−2 (∇um −Θ (um)) − |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx

6
∫
E

|∇um −Θ (um)|
η−1 | log |∇um −Θ (um) | · |∇un −∇um| · |p (um) − p (un)|dx.

D’après le Lemme 1.3.5, l’hypothèse (H2) et le fait que h� 1, on obtient∫
E

[
|∇um −Θ (um)|

p(um)−2 (∇um −Θ (um)) − |∇um −Θ (um)|
p(un)−2 (∇um −Θ (um))

]
[∇un −∇um]dx

6 2p
+
hp

+
(
1+ λη−1

)
log ((1+ λ)h) ·

∫
Ω

|p (um) − p (un)|dx.

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 68 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

Par conséquent, selon l’inégalité (3.2.11) et le théorème de convergence dominée de Lebesgue,

nous obtenons

meas (E) 6
ε

2
,

pour tout n,m > N2(ε, δ). En combinant les résultats précédents, on obtient

meas {x ∈ Ω : |∇un −∇um| > δ} 6 ε, pour tout n,m > max {N1, N2} ,

donc {∇un} est une suite de Cauchy en mesure. Nous pouvons alors extraire une sous-suite

(que nous noterons la suite originale) telle que

∇un → v p.p. dansΩ.

Ainsi, en utilisant la Proposition 1.1.10 et le fait que ∇Tk (un) → ∇Tk(u) dans (Lp−(Ω))N,

nous déduisons que v coïncide avec le gradient faible de u presque partout. Par conséquent,

∇un → ∇u p.p. dansΩ. (3.2.12)

Étape 3: Passage à la limite.

Puisque la suite (∇Tk (un))n∈N converge en mesure vers ∇Tk(u), alors d’après le Lemme

1.3.7, nous obtenons

∇Tk (un)→ ∇Tk(u) dans
(
L1(Ω)

)N
. (3.2.13)

Par conséquent, en utilisant le Lemme 3.2.4, le Lemme 3.2.5 et la convergence (3.2.13) nous

obtenons u ∈ T 1,p(u(·))tr (Ω).

Soit φ ∈ C∞(Ω), puisque C∞(Ω) est dense dans l’espace W1,p+(Ω) et Tk (un − φ) ∈ L∞(∂Ω),

alors nous pouvons choisir Tk (un − φ) comme fonction test dans (3.2.6) pour obtenir∫
Ω

Φ (∇un −Θ(un))∇Tk (un − φ)dx+
∫
Ω

|u|p(un)−2unTk (un − φ)dx+

∫
Ω

Tn (α(un)) Tk (un − φ)dx

+λ

∫
∂Ω

Tn (un) Tk (un − φ)dσ+ε

∫
Ω

[
|un|

p+−2
unTk (un − φ) + |∇un|p+−2∇un∇Tk (un − φ)

]
dx

=

∫
Ω

Tn(f)Tk (un − φ)dx+

∫
∂Ω

Tn(g)Tk (un − φ)dσ. (3.2.14)

Concernant le premier terme du côté gauche de (3.2.14), si on prend L = k + ‖φ‖L∞(Ω), on

aura ∫
Ω

|∇un −Θ(un)|p(un)−2 (∇un −Θ(un)) · ∇Tk (un − φ)dx

=

∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇Tk (TL (un) − φ)dx

=

∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇TL (un)χ{|TL(un)−φ|6k}dx

−

∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇ϕχ{|TL(un)−φ|6k}dx.

(3.2.15)
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D’après l’égalité (3.2.14), nous avons∫
Ω

[
|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇TL (un) +

1

p−
|Θ(TL (un) |

γ

]
χ{|TL(un)−φ|6k}dx

−

∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇ϕχ{|TL(un)−φ|6k}dx

+

∫
Ω

|u|p(un)−2unTk (un − φ)dx+

∫
Ω

Tn (α(un)) Tk (un − φ)dx+ λ

∫
∂Ω

Tn (un) Tk (un − φ)dσ

+ ε

∫
Ω

[
|un|

p+−2 unTk (un − φ) + |∇un|p+−2∇un∇Tk (un − φ)
]
dx

=

∫
Ω

fnTk (un − φ)dx+

∫
∂Ω

Tn(g)Tk (un − φ)dσ+

∫
Ω

1

p−
|Θ(TL (un) |

γχ{|TL(un)−φ|6k}dx, (3.2.16)

où

γ =

 p+ if |Θ(TL (un) | ≤ 1,
p− if |Θ(TL (un) | > 1.

Puisque {∇TL (un)} est borné dans
(
Lp
′(un)(Ω)

)N ⊂ (
Lp
′
+(Ω)

)N, alors d’après l’hypothèse

(H3) la suite {Θ(TL (un)} est aussi borné dans
(
Lp(un)(Ω)

)N ⊂ (Lp−(Ω))N , ce qui implique

que
{
|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un)))

}
est borné dans

(
Lp
′(un)(Ω)

)N ⊂(
Lp
′
+(Ω)

)N
.

Dû au fait que un → u p.p. dansΩ et ∇un → ∇u p.p. dansΩ, on a

Θ (TL (un)) −→ Θ (TL(u)) p.p. dansΩ (3.2.17)

et

∇TL (un) −→ ∇TL(u) p.p. dansΩ. (3.2.18)

Il s’ensuit que

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un)))

⇀ |∇TL (u) −Θ(TL (u))|p(u)−2 (∇TL (u) −Θ(TL (u))) dans
(
Lp
′
+(Ω)

)N
.

Par conséquent,∫
Ω

|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇ϕχ{|TL(un)−φ|6k}dx

−→ ∫
Ω

|∇TL (u) −Θ(TL (u))|p(u)−2 (∇TL (u) −Θ(TL (u))) · ∇ϕχ{|TL(u)−φ|6k}dx, quand n→∞.
(3.2.19)

On utilise la convergence (3.2.17) et on applique le théorème de convergence dominée de

Lebesgue, on déduit que∫
Ω

1

p−
|Θ(TL (un) |

γχ{|TL(un)−φ|6k}dx→ ∫
Ω

1

p−
|Θ(TL (u) |

γχ{|TL(u)−φ|6k}dx.
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D’autre part, d’après le Lemme 1.3.4, nous avons[
|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇TL (un)

+
1

p−
|Θ(TL (un) |

γ

]
χ{|TL(un)−φ|6k} > 0 p.p. dansΩ.

En appliquant le lemme de Fatou, on obtient

∫
Ω

[
|∇TL (u) −Θ(TL (u))|p(u)−2 (∇TL (u) −Θ(TL (u)))·∇TL (u)+

1

p−
|Θ(TL (u) |

γ

]
χ{|TL(u)−φ|6k}dx

≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

[
|∇TL (un) −Θ(TL (un))|p(un)−2 (∇TL (un) −Θ(TL (un))) · ∇TL (un)

+
1

p−
|Θ(TL (un) |

γ

]
χ{|TL(un)−φ|6k}dx. (3.2.20)

Pour le cinquième terme du côté gauche de (3.2.16), nous prouvons que

lim
n→+∞ ε

∫
Ω

[
|∇un|p+−2∇un∇Tk (un − φ) + |un|

p+−2unTk (un − φ)
]
dx ≥ 0 quand ε→ 0.

(3.2.21)

On pose l = k+ ‖φ‖L∞(Ω), on aura

ε

∫
Ω

|∇un|p+−2∇un∇Tk (un − φ)dx = ε
∫
{|un−φ|<k}

|∇Tl (un) |p+−2∇Tl (un)∇ (Tl (un) − φ)dx

= ε

∫
{|un−φ|<k}

|∇Tl (un) |p+dx− ε
∫
{|un−φ|<k}

|∇Tl (un) |p+−2∇Tl (un)∇φdx

≥ −ε

∫
{|un−ϕ|<k}

|∇Tl (un) |p+−2∇Tl (un)∇φdx. (3.2.22)

On prend v = Tl (un) dans la formulation (3.2.6), on déduit que

ε

∫
Ω

[
|∇un|p+−2∇un∇Tl (un) + |un|

p+−2unTl (un)
]
dx ≤ l

(
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

)
,

d’où

ε

∫
Ω

|∇Tl (un) |p+dx ≤ l
(
‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)

)
,

ce qui implique que la suite ε∇Tl (un) est uniformément bornée dans Lp+(Ω). D’après le

Lemme 3.2.6, ∇Tl (un) converge vers ∇Tl(u) p.p. dans Ω. Donc, d’après le théorème de Vi-

tali, ε∇Tl (un) converge vers ε∇Tl(u) dans Lp+(Ω). Ainsi, ε|∇Tl (un) |p+−2∇Tl (un)χ{|un−φ|<k}
converge vers ε|∇Tl(u)|p+−2∇Tl(u)χ{|u−φ|<k} dans Lp′+(Ω). En utilisant (3.2.22), on obtient

lim
n→+∞ ε

∫
Ω

|∇un|p+−2∇un∇Tk (un − φ)dx ≥ −ε

∫
{|u−φ|<k}

|∇Tl(u)|p+−2∇Tl(u)∇ϕdx.
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Par conséquent,

lim
n→+∞ ε

∫
Ω

|∇un|p+−2∇un∇Tk (un − φ)dx ≥ 0, quand ε→ 0. (3.2.23)

Maintenant, nous prouvons que

lim
n→+∞ ε

∫
Ω

|un|
p+−2unTk (un − φ)dx ≥ 0, quand ε→ 0.

Nous avons,∫
Ω

|un|
p+−2unTk (un − φ)dx =

∫
Ω

(
|un|

p+−2un − |φ|p+−2φ
)
Tk (un − φ)dx

+

∫
Ω

|φ|p+−2φTk (un − φ)dx (3.2.24)

≥
∫
Ω

|φ|p+−2φTk (un − φ)dx,

puisque
(
|un|

p+−2un − |φ|p+−2φ
)
Tk (un − φ) est positif. De plus, Tk (un − φ) converge faiblement∗

vers Tk(u− φ) dans L∞(Ω) et |φ|p+−2φ ∈ Lp′+(Ω), donc

lim
n→+∞

∫
Ω

|φ|p+−2φTk (un − φ)dx =

∫
Ω

|ϕ|p+−2ϕTk(u−ϕ)dx. (3.2.25)

En combinant (3.2.24) et (3.2.25), on obtient

lim
n→+∞ ε

∫
Ω

|un|
p+−2unTk (un − φ)dx ≥ 0, quand ε→ 0. (3.2.26)

À partir des inégalités (3.2.23) et (3.2.26), on déduit (3.2.21).

Maintenant, nous considérons le premier terme du côté droit de (3.2.16), puisque Tn(f) → f

dans L1(Ω) alors

lim
n→∞

∫
Ω

Tn(f)Tk (un − φ)dx =

∫
Ω

fTk (u− φ)dx. (3.2.27)

Enfin, en utilisant les résultats ci-dessus, nous pouvons passer à la limite lorsque n → ∞
dans l’égalité (3.2.16) pour conclure que∫
Ω

|∇u−Θ(u)|p(u)−2 (∇u−Θ(u))∇Tk(u− φ)dx+

∫
Ω

|u|p(u)−2uTk(u− φ)dx+

∫
Ω

α(u)Tk(u− φ)dx

+λ

∫
∂Ω

uTk(u− φ)dσ 6
∫
Ω

fTk(u− φ)dx+

∫
∂Ω

gTk(u− φ)dσ, (3.2.28)

pour tout φ ∈ C∞(Ω).

Puisque p(u(·)) vérifie la condition log-Hölder, C∞(Ω) est dense dans l’espaceW1,p(u(·))(Ω).

De plus, W1,p(u(·))(Ω) ↪→ W1,p−(Ω) ↪→ L∞(Ω), or p(u(·)) ≥ p− > N et Ω est un ouvert

borné du frontière Lipschitzienne ∂Ω, Alors l’inégalité (3.2.28) est vraie pour tout φ ∈
W1,p(u(·))(Ω) ∩ L∞(Ω). Par conséquent, u est une solution entropique du problème (3.2.1).
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4.1 Solutions entropiques d’un problème (p(b(u)), q(b(u)))-
Laplacien non local

Nous étudions l’existence de solutions entropiques pour certains problèmes à exposant vari-

able avec des exposants p, q qui peuvent dépendre de la solution inconnue u. Nous consid-

érons un problème de Dirichlet non local de la forme suivante :
−div(|∇u|p(b(u))−2∇u) − div(|∇u|q(b(u))−2∇u) = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(4.1.1)

où Ω est un domaine borné de RN, N ≥ 2, f est une fonction donnée, p, q : R → [1, +∞)

sont des fonctions réelles et b :W1,α
0 (Ω)→ R.

ParW1,α
0 (Ω), on entend l’espace de Dirichlet-Sobolev d’exposant constant α satisfaisant 1 <

α < +∞ (c’est-à-dire que W1,α
0 (Ω) désigne la fermeture de C∞

0 (Ω) dans W1,α(Ω)). Pour

73
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souligner le degré de généralité dans la définition des exposants p, q, nous rappelons deux

exemples typiques de la fonction b de la forme suivante :

b(u) = ‖∇u‖Lα(Ω), b(u) = ‖u‖Ls(Ω), s ≤ α∗,

En particulier, nous pouvons lier b(·) à deux définitions de normes qui sont pertinentes d’un

point de vue mathématique. Ici, α∗ désigne l’exposant critique de Sobolev de α.

Dans ces dernières années, l’existence, l’unicité et la régularité des solutions des prob-

lèmes (p(x), q(x))-Laplacien ont été étudiées dans de nombreux travaux ([80, 82, 83]). La

raison pour laquelle cet intérêt augmente c’est le rôle crucial de cet opérateur dans la mod-

élisation de divers phénomènes physiques et la dynamique des sciences de la vie. Pour

quelques références, on note les travaux de Ružička [77], Shi et al [78] et Zhang et Rădulescu

[84] (fluide électrorhéologique). D’autres applications pour modéliser les milieux poreux

et les écoulements visqueux, peuvent être trouvées dans Antontsev et Shmarev [16], où les

auteurs considèrent diverses équations d’évolutions et discutent l’existence, l’unicité, la lo-

calisation et le comportement asymptotique des solutions sous des conditions de croissance

appropriées. Le cas où les exposants variables dépendent de la solution inconnue u, n’a été

traité que dans quelques travaux dans la littérature; voir, par exemple, le travail récent de K.

S. Albalawi et al. [13]. Cette situation est pertinente dans le contexte des méthodes variation-

nelles de débruitage d’images, où certaines approches numériques estiment les orientations

des structures de l’image à partir des données et, par conséquent, elles utilisent cette infor-

mation pour construire une fonction d’énergie à minimiser. La performance de ce processus

de minimisation bénéficie de l’utilisation explicite de la dépendance u ou de la dépendance

∇u, pour la régularisation de l’image (voir Türola [79] et ses références).

4.1.1 Résultats principaux

Cette section est consacrée à l’existence de la solution entropique du problème (4.1.1). Afin

d’introduire la notion de solution entropique du problème (4.1.1), on définit l’ensemble suiv-

ant

W
1,p(b(u))
0 (Ω) :=

{
u ∈W1,1

0 (Ω) :

∫
Ω

|∇u|p(b(u))dx <∞} .
Si 1 < p(b(u)) < +∞ pour tout u ∈ R, cet ensemble est un espace de Banach de norme

‖u‖
W
1,p(·)
0 (Ω)

, ce qui est équivalent à ‖∇u‖Lp(b(u))(Ω) dans le cas de p(b(u)) ∈ C(Ω). Si, pour

une constante α, p ≥ α > 1, p et b sont continues, alors W1,p(b(u))
0 (Ω) est un sous-espace

fermé de W1,α
0 (Ω) alors, il est séparable et réflexif. Dans ce qui suit, W−1,α′(Ω) = W1,α

0 (Ω)∗,

avec 1 < α < +∞, désigne comme d’habitude l’espace dual de W1,α
0 (Ω). De la même

manière, nous définissons W1,q(b(u))
0 (Ω). Avant de prouver le théorème d’existence, nous
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imposons quelques restrictions aux exposants et supposons que p(·) et q(·) sont des fonc-

tions réelles satisfaisant les conditions suivantes :

p, q sont continues et 1 < α ≤ q < p ≤ β <∞, (4.1.2)

pour certaines constantes α et β. Par rapport à la constante α, nous définissons le domaine

W1,α
0 (Ω) de la fonction réelle b(·), et nous imposons en outre que :

b est continue , b est bornée (4.1.3)

Maintenant, nous introduisons une définition des solutions entropiques pour le problème

elliptique (4.1.1).

Définition 4.1.1 Une fonction mesurable u avec Tk(u) ∈W1,p(b(u))
0 (Ω) est dite solution entropique

de problème (4.1.1), si∫
Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u · ∇Tk(u−ϕ)dx+

∫
Ω

|∇u|q(b(u))−2∇u · ∇Tk(u−ϕ)dx 6
∫
Ω

fTk(u−ϕ)dx,

(4.1.4)

pour tout ϕ ∈ C10(Ω) et pour tout k > 0.

Il est techniquement utile d’étendre la définition ci-dessus de la solution entropique à des

fonctions de troncature plus générales que Tk. Nous introduisons la classe T de fonctions

satisfaisant :
T(0) = 0 et T(−t) = −T(t), T ′(t) > 0, pour tout t ∈ R,

T ′(t) = 0 pour tout t assez grand et T ′′(t) 6 0, t > 0.

Lemme 4.1.2 La condition d’entropie (4.1.4) est équivalente à la condition suivante∫
Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u·∇T(u−ϕ)dx+
∫
Ω

|∇u|q(b(u))−2∇u·∇T(u−ϕ)dx 6
∫
Ω

fT(u−ϕ)dx, (4.1.5)

pour toute ϕ ∈ C10(Ω) et pour chaque T ∈ T .

Remarque 4.1.3 La preuve du Lemme 4.1.2 est similaire au celle de Lemme 3.2 dans [27].

Nous remarquons que les quantités p(b(u)) et q(b(u)) se réduisent à des nombres réels et

non à des fonctions. Par conséquent, nous pouvons traiter les espaces de Sobolev à exposant

variable de la Définition 4.1.1 comme des espaces de Sobolev à exposant constant.

Théorème 4.1.4 Supposons que (4.1.2) et (4.1.3) sont valables et que f ∈ L1(Ω). Alors il existe au

moins une solution entropique du problème (4.1.1) au sens de la Définition 4.1.1.
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La preuve du Théorème (4.1.4) est divisée en quelques étapes.

Étape 1: Le problème approximatif.

Nous considérons le problème approché suivant

(Pn)


−div(|∇un|p(b(un))−2∇un) − div(|∇un|q(b(un))−2∇un) = fn dansΩ

un = 0 sur ∂Ω,

où fn est une suite de fonctions C∞
0 (Ω) fortement convergentes vers f dans L1 telles que

‖fn‖L1 ≤ 2‖f‖L1 .
En employant les arguments du Théorème 2.3.2 de [82], nous obtenons le résultat suivant.

Ensuite, en se basant sur ce résultat, nous pouvons obtenir l’existence de solutions approxi-

matives de (4.1.1) lorsque f ∈ L1(Ω)..

Théorème 4.1.5 Soit Ω ⊂ RN, N > 2, un domaine borné avec une frontière Lipschitzienne ∂Ω.

Supposons que (4.1.2) est vérifiée ainsi que

f ∈W−1,α′(Ω).

Alors le problème (Pn) admet au moins une solution faible un ∈W1,p(un)
0 (Ω) dans le sens suivant∫

Ω

|∇un|p(b(un))−2∇un · ∇ϕdx+
∫
Ω

|∇un|q(b(un))−2∇un · ∇ϕdx =
∫
Ω

fnϕdx, (4.1.6)

pour tout ϕ ∈W1,p(b(un))
0 (Ω).

Notre objectif est de prouver qu’une sous-suite de ces solutions approximatives {un} con-

verge vers une fonction mesurable u, qui est une solution entropique de (4.1.1).

Étape 2 : Estimation a priori.

Proposition 4.1.6 Si u est une solution entropique de problème (4.1.1), alors il existe une constante

positive C telle que pour tout k > 1

meas{|u| > k} 6
C(A+ 1)α

∗/α

kα∗(1−1/α)
,

où α∗ est l’exposant critique de l’injection de Sobolev par rapport à α.

Preuve. En choisissant ϕ = 0 comme fonction test dans (4.1.4), on obtient∫
Ω

|∇Tk(u)|p(b(u)) dx+
∫
Ω

|∇Tk(u)|q(b(u)) dx

=

∫
{|u|6k}

|∇u|p(b(u))dx+
∫
{|u|6k}

|∇u|q(b(u))dx 6 k‖f‖L1(Ω),
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ce qui implique que pour tout k > 1,

1

k

∫
Ω

|∇Tk(u)|p(b(u)) dx 6 A := ‖f‖L1(Ω), (4.1.7)

et
1

k

∫
Ω

|∇Tk(u)|q(b(u)) dx 6 A := ‖f‖L1(Ω).

Puisque

W
1,p(b(u))
0 (Ω) ↪→W1,α

0 (Ω) ↪→ Lα
∗
(Ω).

Alors pour chaque k > 1

‖Tk(u)‖Lα∗ (Ω) 6 C ‖∇Tk(u)‖Lp(b(u))(Ω)

6 C

(∫
Ω

|∇Tk(u)|p(b(u)) dx
)δ

6 C(Ak)δ,

où

δ =


1
α

if ‖∇Tk(u)‖Lp(b(u))(Ω) > 1

1
β

if ‖∇Tk(u)‖Lp(b(u))(Ω) 6 1.

En notant que {|u| > k} = {|Tk(u)| > k}, on a

meas{|u| > k} 6

(
‖Tk(u)‖Lα∗ (Ω)

k

)α∗
6
CAδα

∗

kα∗(1−δ)
6
C(A+ 1)α

∗/α

kα∗(1−1/α)
.

Ceci complète la preuve.

Étape 3 : La convergence en mesure de {un}.

Pour tout ε > 0 et tout entier positif k, on a

meas {|un − um| > ε} ≤ meas {|un| > k}+meas {|um| > k}+meas {|Tk (un) − Tk (um)| > ε} .

En choisissant Tk (un) comme fonction test dans (4.1.6), on obtient∫
Ω

|∇Tk (un)|p(b(un)) dx+
∫
Ω

|∇Tk (un)|q(b(un)) dx 6 k ‖fn‖L1(Ω) 6 2k‖f‖L1(Ω). (4.1.8)

D’après (4.1.8) et l’inégalité de Hölder, nous avons∫
Ω

|∇Tk (un)|α dx 6 C
(∫

Ω

|∇Tk (un)|p(b(un)) dx
) α
p(b(un))

6 C

(∫
Ω

|∇Tk (un)|p(b(un)) dx+ 1
)

6 C.

(4.1.9)

Nous déduisons que {Tk (un)} est convergent dans Lq(Ω) avec q ∈ [1, α∗) . Il découle de la

Proposition 4.1.6 que

lim sup
n,m→∞ meas {|un − um| > ε} 6 C

(
‖f‖L1(Ω)

)
k−α̃,
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où α̃ = α∗(1− 1/α) > 0.

Puisque k est arbitraire, nous prouvons que

lim sup
n,m→∞ meas {|un − um| > ε} = 0,

ce qui implique la convergence en mesure de {un}. Alors il existe une sous suite (toujours

notée un) dansΩ telle que

un → u p.p. dans Ω. (4.1.10)

Étape 4 : La convergence presque partout de {∇un} dansΩ.

Nous prouvons d’abord que {∇un} est une suite de Cauchy. Soit δ > 0, et on définit

E1 := {x ∈ Ω : |∇un| > h} ∪ {x ∈ Ω : |∇um| > h} ,

E2 := {x ∈ Ω : |un − um| > 1}

et

E3 := {x ∈ Ω : |∇un| 6 h, |∇um| 6 h, |un − um| 6 1, |∇un −∇um| > δ} ,

où h sera choisi plus tard. Évidemment, nous avons

{x ∈ Ω : |∇un −∇um| > δ} ⊂ E1 ∪ E2 ∪ E3.

Nous pouvons extraire une sous suite toujours dénoté par la suite originale telle que

∇Tk (un)→ ηk dans (Lα(Ω))N .

D’après (4.1.10), on déduit que ηk = ∇Tk(u) p.p. dans Ω. De plus, d’après le Lemme 1.3.1,

on sait que∇Tk(u) ∈
(
Lp(·)(Ω)

)N et

lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇Tk (un)|p(b(un)) dx >
∫
Ω

|∇Tk(u)|p(b(u)) dx.

Pour k > 0,, nous avons

{x ∈ Ω : |∇un| > h} ⊂ {x ∈ Ω : |un| > k} ∪ {x ∈ Ω : |∇Tk (un)| > h}.

Ainsi, d’après (4.1.9) et la Proposition 4.1.6, il existe une constante C > 0 telle que

meas {x ∈ Ω : |∇un| > h} 6
C

kα∗(1−1/α)
+
C

hα
.

En choisissant k = Chα/(α
∗(1−1/α)), nous déduisons que

meas {x ∈ Ω : |∇un| > h} 6
C

hα
.
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Soit ε > 0. Nous pouvons choisir h = h(ε) suffisamment grand pour que

meas (E1) 6
ε

3
, pour tous n,m > 0. (4.1.11)

D’autre part, puisque {un} est une suite de Cauchy en mesure. Alors il existe N1(ε) ∈ N tel

que

meas (E2) 6
ε

3
, pour tous n,m > N1(ε). (4.1.12)

Remarquons que, pour tout q > 1 et pour tout ξ, ζ ∈ RN avec |ξ|, |ζ| 6 h, |ξ− ζ| > δ, il existe

une fonction à valeur réellem(h, δ) > 0 telle que(
|ξ|q−2ξ− |ζ|q−2ζ

)
· (ξ− ζ) > m(h, δ) > 0.

En prenant T1 (un − um) comme fonction test dans l’équation d’approximation (4.1.6) et en

intégrant sur E3, on obtient

m(h, δ)meas (E3)

6
∫
E3

[
|∇un|p(b(un))−2∇un − |∇um|p(b(un))−2∇um

]
· (∇un −∇um)dx

+

∫
E3

[
|∇un|q(b(un))−2∇un − |∇um|q(b(un))−2∇um

]
· (∇un −∇um)dx

=

∫
E3

[
|∇um|p(b(um))−2∇um − |∇um|p(b(un))−2∇um

]
· (∇un −∇um)dx

+

∫
E3

[
|∇um|q(b(um))−2∇um − |∇um|q(b(un))−2∇um

]
· (∇un −∇um)dx

+

∫
E3

[fn − fm] T1 (un − um)dx

6
∫
E3

|∇um|η−1 | log |∇um|| · |∇un −∇um| · |p (b(um)) − p (b(un))|dx

+

∫
E3

|∇um|ρ−1 | log |∇um|| · |∇un −∇um| · |q (b(um)) − q (b(un))|dx

+ ‖fn − fm‖L1(Ω)

6 2hβ logh ·
∫
Ω

(|p (b(um)) − p (b(un))|+ |q (b(um)) − q (b(un))|)dx+ ‖fn − fm‖L1(Ω) := αn,m.

Ici, nous avons utilisé le fait que h � 1, la relation (4.1.2), la définition de E3 et le théorème

des valeurs intermédiaires avec η et ρ prenant des valeurs entre p (b(um)) et p (b(un)) et

entre q (b(um)) et q (b(un)) respectivement, dans les deux dernières inégalités. En utilisant

le théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons

meas (E3) 6
αn,m

m(h, δ)
6
ε

3
,

pour tout n,m > N2(ε, δ). En combinant les estimations ci-dessus, on obtient

meas {x ∈ Ω : |∇un −∇um| > δ} 6 ε, pour tous n,m > max {N1, N2} ,
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donc {∇un} est une suite de Cauchy. Nous pouvons alors choisir une sous suite (que nous

dénotons par la suite originale) telle que

∇un → v p.p. dansΩ.

D’après la Proposition 1.1.10 et le fait que ∇Tk (un) → ∇Tk(u) dans (Lα(Ω))N, nous dé-

duisons que v coïncide avec le gradient faible de u presque partout. Par conséquent, nous

avons

∇un → ∇u p.p. dansΩ. (4.1.13)

Étape 5 : Passage à la limite.

Afin de prouver (4.1.5), nous prenons T ∈ T borné par s0 > 0 tel que T ′(s) = 0, pour

tout s > s0. Nous choisissons maintenant T (un − φ) comme fonction test dans (4.1.6) pour

φ ∈ C10(Ω). Alors∫
Ω

|∇un|p(b(un))−2∇un · ∇T (un − φ)dx

+

∫
Ω

|∇un|q(b(un))−2∇un · ∇T (un − φ)dx =
∫
Ω

fnT (un − φ)dx.
(4.1.14)

Pour le premier terme du côté gauche de (4.1.14), nous avons∫
Ω

|∇un|p(b(un))−2∇un · ∇T (un − φ)dx =
∫
Ω

|∇un|p(b(un)) T ′ (un − φ)dx

−

∫
Ω

|∇un|p(b(un))−2∇unT ′ (un − φ) · ∇φdx.
(4.1.15)

D’après (4.1.10), (4.1.13) et le Lemme de Fatou, nous déduisons∫
Ω

|∇u|p(b(u))T ′(u− φ)dx 6 lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(b(un)) T ′ (un − φ)dx. (4.1.16)

Nous concentrons maintenant notre attention sur le deuxième terme du côté droit de (4.1.15).

Nous remarquons que, si L = s0 + ‖φ‖L∞(Ω)∣∣∣|∇un|p(b(un))−2∇unT ′ (un − φ)∣∣∣ 6 C |∇TL (un)|p(b(un))−1 .

En utilisant (4.1.8), nous avons
{
|∇un|p(b(un))−2∇unT ′ (un − φ)

}
est borné dans

(
Lp
′(b(un))(Ω)

)N ⊂(
Lβ
′
(Ω)

)N
.

Puisque un → u p.p. dansΩ et ∇un → ∇u p.p. dansΩ, nous avons

|∇un|p(b(un))−2∇unT ′ (un − φ)→ |∇u|p(b(u))−2∇uT ′(u− φ) p.p. dans Ω,

ce qui implique que

|∇un|p(b(un))−2∇unT ′ (un − φ)⇀ |∇u|p(b(u))−2∇uT ′(u− φ) dans
(
Lβ
′
(Ω)

)N
.

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 80 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

Puisque φ ∈ C10(Ω), on obtient∫
Ω

|∇un|p(b(un))−2∇unT ′ (un − φ) · ∇φdx

−→ ∫
Ω

|∇u|p(b(u))−2∇uT ′(u− φ) · ∇φdx, quand n→∞. (4.1.17)

En combinant (4.1.15), (4.1.16) et (4.1.17), nous déduisons∫
Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u∇T(u− φ)dx 6 lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(b(un))−2∇un∇T (un − φ)dx. (4.1.18)

De la même manière, nous montrons que∫
Ω

|∇u|q(b(u))−2∇u∇T(u− φ)dx 6 lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇un|q(b(un))−2∇un∇T (un − φ)dx. (4.1.19)

Maintenant, nous considérons le côté droit de (4.1.14), puisque fn → f dans L1(Ω) alors

lim
n→∞

∫
Ω

fnT (un − φ)dx =

∫
Ω

fT (u− φ)dx. (4.1.20)

En utilisant (4.1.14), (4.1.18), (4.1.19) et (4.1.20) on obtient∫
Ω

|∇u|p(b(u))−2∇u · ∇T (u− φ)dx+

∫
Ω

|∇u|q(b(u))−2∇u · ∇T (u− φ)dx

6
∫
Ω

fT (u− φ)dx,

(4.1.21)

pour T ∈ T et φ ∈ C10(Ω). Par conséquent, à partir du Lemme 4.1.2 nous complétons la

preuve de l’existence de solutions entropiques.

4.2 Existence de solutions faibles pour une classe de prob-
lèmes (p(u), q(u))-Laplacien

L’étude des équations aux dérivées partielles impliquant le (p, q)-Laplacien a généralisé

plusieurs types de problèmes non seulement en physique, mais aussi en biophysique, en

physique des plasmas, et dans l’étude des réactions chimiques. Ces problèmes apparais-

sent, par exemple, dans un système général de réaction-diffusion :

ut = −div
[(
ap|∇u|p−2 + bq|∇u|q−2

)
∇u
]
+ f(x, u),

où ap, bq ∈ R+ sont des constantes positives, la fonction u décrit généralement la concentra-

tion, le terme div
[(
ap|∇u|p−2 + bq|∇u|q−2

)
∇u
]

correspond à la diffusion avec le coefficient

D(u) = ap|∇u|p−2+bq|∇u|q−2, and f(x, u) est le terme de réaction lié aux processus de source

et de perte. En général, le terme de réaction f(x, u) a une forme polynomiale par rapport à

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 81 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

la concentration u.

En raison de l’importance de ce type de problèmes, de nombreux auteurs ont étudié l’existence

et l’unicité de leurs différents types de solutions : [15, 26, 81].

Notre intérêt principal dans ce travail est d’étendre ces résultats au cas où p, q peuvent

dépendre à la fois de la variable d’espace x et de sur la solution inconnue u. Nous consid-

érons le cas où la dépendance de p, q par rapport à u est une quantité locale. Plus précisé-

ment, nous étudions le problème suivant
−div(|∇u|p(u)−2∇u) − div(|∇u|q(u)−2∇u) + |u|p(u)−2u+ |u|q(u)−2u = f dansΩ

u = 0 sur ∂Ω,

(4.2.1)

où Ω est un domaine borné de RN≥2 avec ∂Ω Lipschitz-continu, f est une fonction donnée

et p, q sont les fonctions d’exposant non linéaires p, q : R→ [1,+∞) tel que

p, q sont continues et 1 < α ≤ q ≤ p ≤ β <∞ pour certaines constantes α,β. (4.2.2)

Nous nous sommes inspirés des travaux de C. Allalou, K. Hilal et S. Ait Temghart dans

[14] et des travaux de M. Chipot et H. B. de Oliveira dans [38], où les auteurs ont prouvé

l’existence d’un p(u)-problème, les preuves d’existence de [14] et [38] sont basées sur le

théorème du point fixe de Schauder.

4.2.1 Résultats d’existence

Dans cette partie, nous prouvons l’existence de solutions faibles pour le problème de Dirich-

let (4.2.1). Tout d’abord, nous définissons l’espace suivant : pour tout u ∈ R tel que 1 <

p(u) <∞
W

1,p(u)
0 (Ω) := {u ∈W1,1

0 (Ω) :

∫
Ω

|∇u|p(u)dx <∞}.

C’est un espace de Banach pour la norme ‖u‖
W
1,p(·)
0 (Ω)

qui est équivalente à ‖∇u‖p(u) lorsque

p(u) ∈ C(Ω). Puisque p est continu, alors du fait que 1 < α ≤ p, W1,p(u)
0 (Ω) est séparable et

réflexif.

Ensuite, pour chaque ε > 0, nous considérons le problème auxiliaire suivant (à savoir, le

problème régularisé)

(Pε)


−div(|∇u|p(u)−2∇u) − div(|∇u|q(u)−2∇u) + |u|p(u)−2u+ |u|q(u)−2u

+ε
(
|u|β−2u− div(|∇u|β−2∇u)

)
= f dansΩ,

u = 0 sur ∂Ω,

où les fonctions d’exposant p, q sont continues et satisfont

N < α ≤ p(u), q(u) ≤ β < +∞ ∀u ∈ R. (4.2.3)
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Proposition 4.2.1 Supposons que f ∈W−1,α
0 (Ω) et p, q satisfont (4.2.3). Alors, pour chaque ε > 0,

le problème (Pε) admet une solution faible uε, c’est à dire que∫
Ω

|∇uε|p(uε)−2∇uε·∇vdx+
∫
Ω

|∇uε|q(uε)−2∇uε·∇vdx+
∫
Ω

|uε|
p(uε)−2uεvdx+

∫
Ω

|uε|
q(uε)−2uεvdx

+ ε

(∫
Ω

|∇uε|β−2∇uε · ∇vdx+
∫
Ω

|uε|
β−2uεvdx

)
= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω), (4.2.4)

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre (W1,α
0 (Ω)) ′ etW1,α

0 (Ω).

Preuve. Soit z ∈ L2(Ω), alors

N < α ≤ p(z(x)), q(z(x)) ≤ β <∞ p.p. x ∈ Ω. (4.2.5)

Nous rappelons que f ∈ W−1,α ′(Ω) ⊂ W−1,β ′(Ω). Maintenant, nous nous concentrons sur

l’opérateur Tε :W
1,β
0 (Ω)→W−1,β′(Ω) défini par

〈Tε(u), v〉 =
∫
Ω

(
|∇u|p(z)−2∇u · ∇v+ |∇u|q(z)−2∇u · ∇v

)
dx+

∫
Ω

(
|u|p(z)−2uv+ |u|q(z)−2uv

)
dx

+ ε

[∫
Ω

(
|∇u|β−2∇u · ∇vdx+ |u|β−2uv

)
dx

]
,

pour tout u, v ∈W1,β
0 (Ω). Nous pouvons établir que :

(1) Tε est continue, bornée et strictement monotone ;

(2) Tε est coercif.

D’après (1) et (2), l’opérateur Tε est continu, strictement monotone, et coercif. Il s’ensuit

que Tε est un opérateur surjectif strictement monotone (voir [74, Corollaire 2.8.7, p. 135]).

Alors, il existe une solution unique uz ∈W1,β
0 (Ω) telle que∫

Ω

|∇uz|p(z)−2∇uz · ∇vdx+
∫
Ω

|∇uz|q(z)−2∇uz · ∇vdx+
∫
Ω

|uz|
p(z)−2uzvdx+

∫
Ω

|uz|
q(z)−2uzvdx(∫

Ω

|∇uz|β−2∇uz · ∇vdx+
∫
Ω

|uz|
β−2uzvdx

)
= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (4.2.6)

Nous prenons v = uz dans (4.2.6), alors on obtient∫
Ω

(
|∇uz|p(z) + |∇uz|q(z)

)
dx+

∫
Ω

(
|uz|

p(z) + |uz|
q(z)
)
dx+ ε

(∫
Ω

|uz|
βdx+

∫
Ω

|∇uz|βdx
)

≤ ‖f‖−1,α ′‖∇uz‖α

≤ C‖∇uz‖β,
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où C = C(α,β,Ω, f), et ‖ · ‖−1,α ′ la norme d’opérateur associée à la norme ‖∇ · ‖α. Par

conséquent,

ε‖uz‖β1,β ≤ C‖∇uz‖β

≤ C‖uz‖1,β.

D’où,

‖uz‖1,β ≤ C, (4.2.7)

où C = C(α,β,Ω, ε, f) est une constante positive sans dépendance de z. Du fait que β >

N ≥ 2, on peut déduire que

‖uz‖L2(Ω) ≤ C. (4.2.8)

Ensuite, nous introduisons l’application T : B → B définie par T(z) = uz, sur l’ensemble

B :=
{
v ∈ L2(Ω) : ‖v‖L2(Ω) ≤ C

}
. L’injection compacte W1,β

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) implique que T(B)

est relativement compact dans B. En faisant appel au théorème du point fixe de Schauder,

on sait que la continuité de T est requise pour obtenir un point fixe de T .

En supposant que nous travaillons sur une suite {zn} dans L2(Ω) satisfaisant

zn → z dans L2(Ω) quand n→∞, (4.2.9)

nous désignons par un, pour tout n ∈ N, la solution de (4.2.6) relative à z := zn. Par con-

séquent, l’inégalité dans (4.2.7) conduit à

‖un‖1,β ≤ C, pour une certaine constante qui ne dépend pas de n.

En passant à une sous suite si nécessaire (dénotée encore {un} ), pour un certain u ∈W1,β
0 (Ω)

nous obtenons

un ⇀ u dans W1,β
0 (Ω), quand n→∞, (4.2.10)

un → u dans L2(Ω), quand n→∞. (4.2.11)

Nous revenons à la (4.2.6), de sorte qu’en considérant (un, zn) au lieu de (u, z), nous obtenons∫
Ω

(
|∇un|p(zn)−2∇un + |∇un|q(zn)−2∇un + ε|∇un|β−2∇un

)
· ∇vdx

+

∫
Ω

(
|un|

p(zn)−2un + |un|
q(zn)−2un + ε|un|

β−2un
)
vdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (4.2.12)

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 84 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

La monotonicité de l’opérateur du coté gauche de (4.2.12) implique∫
Ω

(
|∇un|p(zn)−2∇un + |∇un|q(zn)−2∇un + ε|∇un|β−2∇un

)
· ∇(un − v)dx

+

∫
Ω

(
|un|

p(zn)−2un + |un|
q(zn)−2un + ε|un|

β−2un
)
(un − v)dx

−

∫
Ω

(
|∇v|p(zn)−2∇v+ |∇v|q(zn)−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(un − v)dx

−

∫
Ω

(
|v|p(zn)−2v+ |v|q(zn)−2v+ ε|v|β−2v

)
(un − v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (4.2.13)

En considérant (4.2.12) avec v = un − v comme fonction de test, nous utilisons (4.2.13) pour

obtenir

〈f, un − v〉−
∫
Ω

(
|∇v|p(zn)−2∇v+ |∇v|q(zn)−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(un − v)dx

−

∫
Ω

(
|v|p(zn)−2v+ |v|q(zn)−2v+ ε|v|β−2v

)
(un − v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (4.2.14)

La convergence en (4.2.9) implique

zn → z p.p. dans Ω, quand n→∞.
Puisque p est une fonction continue, nous pouvons appliquer le théorème de Lebesgue,

donc

lim
n→+∞

[
|∇v|p(zn)−2 + |∇v|q(zn)−2

]
∇v =

[
|∇v|p(z)−2 + |∇v|q(z)−2

]
∇v, (4.2.15)

et

lim
n→+∞

(
|v|p(zn)−2 + |v|q(zn)−2

)
v =

(
|v|p(z)−2 + |v|q(z)−2

)
v, (4.2.16)

pour tout v ∈ W1,β
0 (Ω). Enfin, par la convergence faible dans la (4.2.10) et en utilisant la

(4.2.15) et la (4.2.16), nous pouvons passer à la limite dans la (4.2.14) pour obtenir

〈f, u− v〉−
∫
Ω

(
|∇v|p(z)−2∇v+ |∇v|q(z)−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(u− v)dx

−

∫
Ω

(
|v|p(z)−2v+ |v|q(z)−2v+ ε|v|β−2v

)
(u− v)dx ≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (4.2.17)

Ensuite, en choisissant v = u± δy, où y ∈W1,β
0 (Ω) et δ > 0, on obtient

±
[
〈f, y〉−

∫
Ω

(
|∇(u± δy)|p(z)−2∇(u± δy) + |∇(u± δy)|q(z)−2∇(u± δy)

+ ε|∇(u± δy)|β−2∇(u± δy)
)
· ∇ydx−

∫
Ω

(
|u± δy|p(z)−2(u± δy)

+ |u± δy|q(z)−2(u± δy) + ε|v|β−2(u± δy)
)
ydx

]
≥ 0. (4.2.18)
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Nous passons à la limite lorsque δ devient nul dans (4.2.18), et déduisons que∫
Ω

(
|∇(u)|p(z)−2∇u+ |∇(u)|q(z)−2∇u+ ε|∇u|β−2∇u

)
· ∇ydx

+

∫
Ω

(
|u|p(z)−2u+ |u|q(z)−2u+ ε|v|β−2u

)
ydx = 〈f, y〉 ∀y ∈W1,β

0 (Ω).

Par conséquent u = uz. Au de (4.2.11) et par la convergence forte dans (4.2.11), nous conclu-

ons que

uzn → uz fortement dans L2(Ω), quand n→∞,
Il s’ensuit que T est continu, et cela établit l’existence du point fixe qui est la solution faible

exacte de (Pε).
Nous introduisons la définition révisée suivante avant d’énoncer le résultat principal.

Définition 4.2.2 Supposons que p et q vérifient (4.2.2) et

f ∈W−1,α ′(Ω). (4.2.19)

Une fonction u ∈W1,p(u)
0 (Ω) est dite solution faible de problème (4.2.1), si∫

Ω

|∇u|p(u)−2∇u · ∇vdx+
∫
Ω

|∇u|q(u)−2∇u · ∇vdx+
∫
Ω

|u|p(u)−2uvdx

+

∫
Ω

|u|q(u)−2uvdx = 〈f, v〉 ∀v ∈W1,p(u)
0 (Ω),

où 〈·, ·〉 est le crochet de dualité du couple
(
(W

1,p(u)
0 (Ω)) ′,W

1,p(u)
0 (Ω)

)
.

Théorème 4.2.3 Supposons que (4.2.19) est vérifiée, et que

N < α ≤ q(u) ≤ p(u) ≤ β < +∞ (4.2.20)

et

p, q : R −→ [1,+∞) sont des fonctions Lipschitziennes. (4.2.21)

Alors il existe au moins une solution faible du problème (4.2.1) au sens de la Définition 4.2.2.

Preuve. D’après la Proposition 4.2.1, pour chaque ε > 0 il existe uε ∈W1,β
0 (Ω) tel que∫

Ω

|∇uε|p(uε)−2∇uε∇vdx+
∫
Ω

|∇uε|q(uε)−2∇uε∇vdx+
∫
Ω

|uε|
p(uε)−2uεvdx+

∫
Ω

|uε|
q(uε)−2uεvdx

+ ε

(∫
Ω

|∇uε|β−2∇uε · ∇vdx+
∫
Ω

|uε|
β−2uεvdx

)
= 〈f, v〉 ∀v ∈W1,β

0 (Ω) (4.2.22)

et

N < α ≤ p(uε(x)) ≤ β <∞ ∀ε > 0, p.p. x ∈ Ω.
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Ensuite, nous choisissons v = uε comme fonction test dans (4.2.22) pour obtenir∫
Ω

(
|∇uε|p(uε) + |uε|

p(uε)
)
dx+ ε

(
‖∇uε||ββ + ‖uε||

β
β

)
= 〈f, uε〉. (4.2.23)

En utilisant (1.1.4), nous obtenons que

‖uε‖p(uε) ≤ (ρp(uε)(uε) + 1)
1

p−(uε) =

(∫
Ω

|uε|
p(uε)dx+ 1

) 1
p−(uε)

.

En appliquant l’inégalité de Hölder, nous obtenons∫
Ω

|∇uε|αdx ≤ C‖|∇uε|α‖p(uε)
α

≤ C
(∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
) 1

(p(uε)α )
−

(4.2.24)

≤ C
(∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
)
,

où C = C(α,β,Ω). Par conséquent,

〈f, uε〉 ≤ ‖f‖−1,α ′ ||∇uε||α ≤ C‖f‖−1,α ′
( ∫

Ω

|∇uε|p(uε)dx+ 1
) 1
α

. (4.2.25)

A partir des formules (4.2.23), (4.2.25) et en employant l’inégalité de Young, on obtient∫
Ω

(
|∇uε|p(uε) + |uε|

p(uε)
)
dx +

∫
Ω

(
|∇uε|q(uε) + |uε|

q(uε)
)
dx + ε

(
‖∇uε||ββ + ‖uε||

β
β

)
≤ C.

(4.2.26)

En combinat (4.2.24) et (4.2.25), nous pouvons déduire l’estimation suivante

||uε||1,α ≤ C, (4.2.27)

où C est une constante positive ne dépend pas de ε.

Nous considérons maintenant une suite {εn} de nombres réels positifs. Pour chaque n ∈ N,
soit uεn la solution du problème (Pε) associé à εn. Puisque W1,α

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) est compacte,

alors après avoir passé à une sous-suite si nécessaire, pour tout u ∈W1,α
0 (Ω) nous avons

uεn ⇀ u dans W1,α
0 (Ω), quand n→∞ (4.2.28)

∇uεn ⇀ ∇u dans Lα(Ω)N, quand n→∞ (4.2.29)

uεn → u dans L2(Ω), quand n→∞
uεn → u p.p. dans Ω, quand n→∞. (4.2.30)

Les contraintes sur l’intervalle des exposants dans (4.2.20) impliquent que u est Hölder-

continue, alors d’après la condition (4.2.21), la même conclusion vaut pour p(u) et q(u).

D’après (4.2.30), nous déduisons que

lim
n→∞p(uεn) = p(u), lim

n→∞q(uεn) = q(u) p.p. dans Ω. (4.2.31)
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La chaîne d’inégalités suivante est satisfaite

N < α ≤ q(uεn) ≤ p(uεn) ≤ β <∞ ∀n ∈ N, for p.p. x ∈ Ω. (4.2.32)

En utilisant (4.2.26) écrite pour uεn , ainsi que (4.2.29), (4.2.31) et (4.2.32), nous concluons que

u ∈W1,p(u)
0 (Ω), (4.2.33)

et donc

u ∈W1,q(u)
0 (Ω). (4.2.34)

D’après la théorie des opérateurs monotones, nous avons∫
Ω

(
|∇uεn |p(uεn )−2∇uεn + |∇uεn |q(uεn )−2∇uεn + εn|∇uεn |β−2∇uεn

)
∇(uεn − v)dx

+

∫
Ω

(
|uεn |

p(uεn )−2uεn + |uεn |
q(uεn )−2uεn + εn|uεn |

β−2u
)
(uεn − v)dx

−

( ∫
Ω

(
|∇v|p(uεn )−2∇v+ |∇v|q(uεn )−2∇v+ εn|∇v|β−2∇v

)
∇(uεn − v)dx

+

∫
Ω

(
|v|p(uεn )−2v+ |v|q(uεn )−2v+ εn|v|

β−2v
)
(uεn − v)dx

)
≥ 0 ∀v ∈W1,β

0 (Ω). (4.2.35)

En remplaçant uε par uεn et en choisissant uεn − v comme fonction de test dans (4.2.22), on

peut réduire (4.2.35) à la forme

〈f, uεn − v〉−

( ∫
Ω

(
|∇v|p(uεn )−2∇v+ |∇v|q(uεn )−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇(uεn − v)dx (4.2.36)

+

∫
Ω

(
|v|p(uεn )−2v+ |v|q(uεn )−2v+ ε|v|β−2v

)
(uεn − v)dx

)
≥ 0,

pour tout v ∈ C∞
0 (Ω). Selon les convergences dans (4.2.31), on peut appliquer le théorème

de convergence de Lebesgue, on aura

lim
n→+∞

[
|∇v|p(uεn )−2 + |∇v|q(uεn )−2

]
∇v =

[
|∇v|p(u)−2 + |∇v|q(u)−2

]
∇v, (4.2.37)

et

lim
n→+∞

(
|v|p(uεn )−2 + |v|q(uεn )−2

)
v =

(
|v|p(u)−2 + |v|q(u)−2

)
v. (4.2.38)

Nous prenons la limite quandn tend vers l’infini dans (4.2.36), et en utilisant (4.2.27), (4.2.28),

(4.2.37) et (4.2.38), on obtient

〈f, u−v〉−

[ ∫
Ω

(
|∇v|p(u)−2 + |∇v|q(u)−2

)
∇v·∇(u−v)dx+

∫
Ω

(
|v|p(u)−2 + |v|q(u)−2

)
v(u−v)dx

]
≥ 0,

(4.2.39)
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pour tout v ∈ C∞
0 (Ω). D’après les hypothèses (4.2.20) et (4.2.21), les fonctions p(u) et q(u)

sont Hölder-continues, ce qui implique que C∞
0 (Ω) est dense dans W1,p(u)

0 (Ω). Par con-

séquent, (4.2.39) est également vrai pour tout v ∈ W
1,p(u)
0 (Ω) . On peut donc prendre

v = u± δy, où y ∈W1,p(u)
0 (Ω) et δ > 0, comme fonction test dans (4.2.39) on obtient

±

[
〈f, y〉−

( ∫
Ω

(
|∇u|p(u)−2 + |∇u|q(u)−2

)
∇u·∇ydx+

∫
Ω

(
|u|p(u)−2 + |u|q(u)−2

)
uydx

)]
≥ 0.

(4.2.40)

Cela implique que,∫
Ω

(
|∇u|p(u)−2 + |∇u|q(u)−2

)
∇u · ∇ydx+

∫
Ω

(
|u|p(u)−2 + |u|q(u)−2

)
uydx = 〈f, y〉, (4.2.41)

∀y ∈W1,p(u)
0 (Ω). Enfin, nous sommes arrivés à une solution pour notre problème local. (Voir

la Définition 4.2.2).

Remarque 4.2.4 Le résultat principal ci-dessus reste vrai si nous relâchons l’hypothèse q(u) ≤
p(u) pour tout u ∈ R. Nous remplaçons (4.2.20) par la conditionN < α ≤ q(u), p(u) ≤ β < +∞
pour tout u ∈ R. Alors le problème (4.2.1) admet au moins une solution faible u ∈ W1,p(u)

0 (Ω) ∩
W

1,q(u)
0 (Ω).

4.3 Existence de solutions faibles pour un problème (p(b(u)), q(b(u)))-
Laplacien parabolique

Notre intérêt principal dans cette section est d’établir quelques réponses positives aux ques-

tions principales posées par Chipot et de Oliveira dans [38]. Nous étendons les résul-

tats obtenus au cas d’un problème parabolique. En particulier, nous étudions le problème

parabolique suivant

ut − div(|∇u|p(b(u))−2∇u) − div(|∇u|q(b(u))−2∇u) = f dansΩT = Ω× (0, T)

u = 0 sur Γ = ∂Ω× (0, T),

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(4.3.1)

oùΩ est un domaine borné de RN, N ≥ 2, T > 0, f, u0 sont des données et p, q : R→ [1, +∞)

sont des fonctions réelles telles que

p, q sont continues et 1 < α < q, p ≤ β <∞, (4.3.2)
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pour certaines constantes α,β. Nous désignons par b une application de W1,α
0 (Ω) à valeurs

dans R telle que

b est continue et bornée, (4.3.3)

c’est-à-dire que b envoie des ensembles bornés deW1,α
0 (Ω) dans des ensembles bornés de R.

Dans ce cas, un exemple approprié pour l’application b dans (4.3.3) peut être choisis comme

suit

b(u) = ‖∇u‖Lα(Ω).

Dans le cas classique des équations aux dérivées partielles impliquant l’opérateur (p, q)-

laplacien ou l’opérateur (p(x), q(x))-laplacien, de nombreux auteurs ont étudié l’existence

et l’unicité de leurs différents types de solutions [15, 26, 81].

Ce type de problèmes a été introduit pour la première fois par Chipot et de Oliveira dans

[38]. La version elliptique du problème (4.3.1) avec des quantités locales p, q a été étudiée

par L. Yanru dans [82], il a obtenu l’existence de solutions faibles au moyen d’une technique

de perturbation singulière et du théorème du point fixe de Schauder.

Habituellement, la motivation pour étudier des problèmes non locaux repose sur le fait

physique qu’en réalité les mesures de certaines grandeurs ne sont pas faites ponctuellement

mais à travers des moyennes locales. La difficulté principale dans l’analyse de ce type de

problèmes réside dans le fait que leurs formulations faibles ne peuvent pas être écrites sous

forme des égalités en termes de dualité dans des espaces de Banach fixes. Pour des carac-

téristiques et des résultats plus intéressants, nous nous référons à [18, 38, 72, 82] et à leurs

références.

4.3.1 Résultats principaux

Dans cette partie, nous donnons une définition raisonnable des solutions faibles et prouvons

l’existence de solutions faibles du problème (4.3.1). Nous introduisons les espace fonction-

nels suivants

X (ΩT) :=
{
u ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)

)
: |∇u| ∈ Lp(b(u)) (ΩT) , u(·, t) ∈ Vt(Ω) p.p. t ∈ (0, T)

}
,

où

Vt(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) ∩W1,α

0 (Ω) : |∇u| ∈ Lp(b(u(·,t)))(Ω)
}
.

De même, nous définissons Y (ΩT) , associé à la fonction d’exposant non linéaire q(b(u)).

Nous désignons leurs espaces duaux par X (ΩT)
∗ et Y (ΩT)

∗ respectivement.

Maintenant, nous donnons une définition des solutions faibles pour le problème parabolique

(4.3.1).
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Définition 4.3.1 Une fonction u ∈ X (ΩT) ∩ Y (ΩT) ∩ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
est dit une solution faible

de problème (4.3.1) si pour tout ϕ ∈ C1
(
ΩT

)
avec ϕ(·, T) = 0, nous avons

−

∫
Ω

u0(x)ϕ(x, 0)dx+

∫ T
0

∫
Ω

[
−uϕt + |∇u|p(b(u))−2∇u · ∇ϕ+ |∇u|q(b(u))−2∇u · ∇ϕ

]
dxdt

=

∫ T
0

∫
Ω

fϕdxdt.

(4.3.4)

Théorème 4.3.2 Supposons que (4.3.2) et (4.3.3) soient vérifies avec α > 2N/(N+ 2), u0 ∈ L2(Ω)

et f ∈ Lα′ (ΩT) . Alors le problème (4.3.1) admet au moins une solution faible au sens de la Définition

4.3.1.

Preuve du Théorème 4.3.2.

Soit N0 un entier positif. Notons h = T/N0. Nous considérons le problème discret suivant
uk−uk−1

h
− div

(
|∇uk|p(b(uk))−2∇uk

)
− div

(
|∇uk|q(b(uk))−2∇uk

)
= [f]h ((k− 1)h)) , x ∈ Ω,

uk|∂Ω = 0, k = 1, 2, . . . ,N0,

(4.3.5)

où [f]h est la moyenne de Steklov de f définie comme suit

[f]h(x, t) =
1

h

∫ t+h
t

f(x, τ)dτ ∈ Lα′(Ω).

Pour k = 1, on considère le problème
u−u0
h

− div
(
|∇u|p(b(u))−2∇u

)
− div

(
|∇u|q(b(u))−2∇u

)
= [f]h(0), x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0.

(4.3.6)

Posons

W =W
1,p(b(u))
0 (Ω) ∩W1,q(b(u))

0 (Ω) ∩ L2(Ω).

Tout d’abord, nous montrons que le problème (4.3.6) admet une solution faible u1 ∈W.
Étape 1 : Approximation

Pour chaque ε > 0 nous considérons le problème auxiliaire suivant
u−u0
h

− div
(
|∇u|p(b(u))−2∇u

)
− div

(
|∇u|q(b(u))−2∇u

)
− εdiv

(
|∇u|β−2∇u

)
= [f]h (0), x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0,

(4.3.7)

où
2N

N+ 2
< α < q(b(u)), p(b(u)) 6 β <∞ ∀u ∈ R.
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Lemme 4.3.3 Pour chaque ε > 0, le problème (4.3.7) admet une une solution faible uε.

Preuve de Lemme 4.3.3. Soitω ∈ L2(Ω). Nous avons

2N

N+ 2
< α < q(b(w)) 6 p(b(w)), β <∞ p.p. x ∈ Ω.

En remarquant que [f]h(0) ∈ Lα
′
(Ω) ⊂ W−1,α′(Ω) ⊂ W−1,β′(Ω), alors d’après la théorie

usuelle des opérateurs monotones, il existe une solution unique uw ∈W1,β
0 (Ω) telle que∫

Ω

uw − u0
h

vdx+

∫
Ω

|∇uw|p(b(w))−2∇uw · ∇vdx

+

∫
Ω

|∇uw|q(b(w))−2∇uw · ∇vdx+ ε
∫
Ω

|∇uw|β−2∇uw · ∇vdx =
∫
Ω

[f]h(0)vdx, (4.3.8)

pour tout v ∈W1,β
0 (Ω).

En prenant v = uw dans (4.3.8), on obtient

1

2h

∫
Ω

u2wdx+

∫
Ω

|∇uw|p(b(w)) dx+
∫
Ω

|∇uw|q(b(w)) dx

+ ε

∫
Ω

|∇uw|β dx 6
1

2h

∫
Ω

u20dx+ C ‖∇uw‖Lβ(Ω) ,

oùC = C (α,β,Ω, [f]h(0)) est une constante positive. Alors, en utilisant l’inégalité de Young,

on obtient

‖uw‖L2(Ω) + ‖∇uw‖Lβ(Ω) 6 C, (4.3.9)

où C = C (α,β,Ω, [f]h(0), ε, h,N) est une constante positive. D’où

‖uw‖L2(Ω) 6 C.

Considérons maintenant l’application suivante

T 3 w→ uw ∈ T,

où T := {v ∈ L2(Ω) : ‖v‖2 6 C}. Tout d’abord, nous prouvons que cette application est

continue, puis par le théorème du point fixe de Schauder, elle aura un point fixe. Nous

supposons que wn est une suite dans L2(Ω) telle que

wn → w dans L2(Ω), quand n→∞. (4.3.10)

Pour chaque n ∈ N, soit un la solution du problème (4.3.7) associé àw = wn.D’après (4.3.9),

nous avons

‖∇un‖β ≤ C,
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où C est une constante positive qui ne dépend pas de n. Il s’ensuit que

un ⇀ u dans W1,β
0 (Ω), quand n→∞, (4.3.11)

un → u dans L2(Ω), quand n→∞. (4.3.12)

A partir de la formulation (4.3.8), nous avons∫
Ω

un − u0
h

vdx+

∫
Ω

|∇un|p(b(wn))−2∇un · ∇vdx+
∫
Ω

|∇un|q(b(wn))−2∇un · ∇vdx

+ε

∫
Ω

|∇un|β−2∇un · ∇vdx =
∫
Ω

[f]h(0)vdx, ∀v ∈W1,β
0 (Ω). (4.3.13)

En faisant appel au monotonicité, on aura∫
Ω

(un − v)
2

h
dx+

∫
Ω

(
|∇un|p(b(wn))−2∇un + |∇un|q(b(wn))−2∇un + ε |∇un|β−2∇un

)
· ∇ (un − v)dx

−

∫
Ω

(
|∇v|p(b(wn))−2∇v+ |∇v|q(b(wn))−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇ (un − v)dx > 0, (4.3.14)

pour tout v ∈ W1,β
0 (Ω). Nous prenons un − v comme fonction test dans (4.3.13) et selon

(4.3.14), on obtient∫
Ω

u0 − v

h
(un − v)dx+

∫
Ω

[f]h(0) (un − v)dx

−

∫
Ω

(
|∇v|p(b(wn))−2∇v+ |∇v|q(b(wn))−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇ (un − v)dx > 0,

pour tout v ∈W1,β
0 (Ω). D’après (4.3.10), nous pouvons supposer que pour une certaine sous

suite

wn → w p.p. dans Ω, quand n→∞.
En employant les hypothèses sur p, q et le théorème de convergence de Lebesgue, nous

avons pour tout v ∈W1,β
0 (Ω)

|∇v|p(b(wn))−2∇v→ |∇v|p(b(w))−2∇v fortement dans Lβ
′
(Ω)d, quand n→∞,

|∇v|q(b(wn))−2∇v→ |∇v|q(b(w))−2∇v fortement dans Lβ
′
(Ω)d, quand n→∞. (4.3.15)

En utilisant (4.3.12), (4.3.1) et (4.3.15) nous obtenons∫
Ω

u0 − v

h
(u− v)dx+

∫
Ω

[f]h(0) (u− v)dx

−

∫
Ω

(
|∇v|p(b(w))−2∇v+ |∇v|q(b(w))−2∇v+ ε|∇v|β−2∇v

)
· ∇ (u− v)dx > 0,

pour tout v ∈ W1,β
0 (Ω). On prend v = u ± θz dans (4.3.1), avec z ∈ W1,β

0 (Ω) et θ > 0, on

obtient

±
[∫
Ω

u0 − (u∓ δz)
h

zdx+

∫
Ω

[f]h(0)zdx−

∫
Ω

(
|∇(u∓ δz)|p(b(w))−2∇(u∓ δz)

+|∇(u∓ δz)|q(b(w))−2∇(u∓ δz) + ε|∇(u∓ δz)|β−2∇(u∓ δz)
)
· ∇zdx

]
> 0.
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En faisant θ tend vers zero, on obtient∫
Ω

u− u0
h

zdx+

∫
Ω

|∇u|p(b(w))−2∇u · ∇zdx+
∫
Ω

|∇u|q(b(w))−2∇u · ∇zdx

+ε

∫
Ω

|∇u|β−2∇u · ∇zdx =
∫
Ω

[f]h(0)zdx, ∀z ∈W1,β
0 (Ω).

Ce qui implique que u = uw. D’après l’unicité de la limite on obtient

un → uw fortement dans L2(Ω), quand n→∞,
ce qui prouve la continuité de l’application considérée. Par le théorème du point fixe de

Schauder, cette application admet un point fixe, ce qui conclut la preuve du Lemme 4.3.3.

Étape 2 : Passage à la limite en tant que ε→ 0

D’après le Lemme 4.3.3, on peut obtenir que pour chaque ε > 0 il existe uε ∈ W1,β
0 (Ω) tel

que ∫
Ω

uε − u0
h

vdx+

∫
Ω

|∇uε|p(b(uε))−2∇uε · ∇vdx+
∫
Ω

|∇uε|q(b(uε))−2∇uε · ∇vdx

+ε

∫
Ω

|∇uε|β−2∇uε · ∇vdx =
∫
Ω

[f]h(0)vdx, (4.3.16)

pour tout v ∈W1,β
0 (Ω).

En prenant v = uε dans (4.3.16), on obtient

1

2h

∫
Ω

u2εdx+

∫
Ω

|∇uε|p(b(uε)) dx+
∫
Ω

|∇uε|q(b(uε)) dx+ ε
∫
Ω

|∇uε|β dx

6
1

2h

∫
Ω

u20dx+

∫
Ω

[f]h(0)uεdx.

Nous concluons alors que∫
Ω

|∇uε|p(b(uε)) dx+
∫
Ω

|∇uε|q(b(uε)) dx+
ε

2
‖∇uε‖βLβ(Ω)

6 C,

et

‖∇uε‖Lα(Ω) 6 C,

où C est une constante positive ne dépend pas de ε.

Grâce à l’injection compacte W1,α
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) (en raison du fait que α > 2N/(N + 2)), on

aura

uε ⇀ u dansW1,α
0 (Ω),

∇uε ⇀ ∇u dans (Lα(Ω))N ,

uε → u fortement dans L2(Ω),

uε → u p.p. dansΩ,

p (b (uε))→ p(b(u)) p.p. dansΩ, q (b (uε))→ q(b(u)) p.p. dansΩ.
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Par l’application du Lemme 1.3.2, on obtient

u ∈W1,p(b(u))
0 (Ω) et u ∈W1,q(b(u))

0 (Ω).

Par conséquent,

u ∈W1,p(b(u))
0 (Ω) ∩W1,q(b(u))

0 (Ω).

En suivant le même astuce de monotonicité dans [38], nous pouvons établir que (4.3.6) ad-

met une solution faible u1(x) dansW..

De la même manière, nous montrons que (4.3.5) admet des solutions faibles uk pour

k = 2, . . . ,N0. Cela signifie que, pour chaque ϕ ∈W, nous avons∫
Ω

uk − uk−1
h

ϕdx+

∫
Ω

|∇uk|p(b(uk))−2∇uk · ∇ϕdx+
∫
Ω

|∇uk|q(b(uk))−2∇uk · ∇ϕdx

=

∫
Ω

[f]h ((k− 1)h)ϕdx. (4.3.17)

Pour tout h = T/N0, on définit uh(x, t) par

uh(x, t) =



u0(x), t = 0,

u1(x), 0 < t 6 h,
...

...

uj(x), (j− 1)h < t 6 jh,
...

...

uN0(x), (N0 − 1)h < t 6 N0h = T.

En prenant ϕ = uk dans (4.3.17), on obtient

1

2

∫
Ω

u2kdx+ h

∫
Ω

|∇uk|p(b(uk)) dx+ h
∫
Ω

|∇uk|q(b(uk)) dx

6
1

2

∫
Ω

u2k−1dx+ h ‖[f]h((k− 1)h)‖Lα′ (Ω) · ‖uk‖Lα(Ω)

6
1

2

∫
Ω

u2k−1dx+ Ch ‖[f]h((k− 1)h)‖Lα′ (Ω) · ‖∇uk‖Lα(Ω) .

(4.3.18)

D’après l’inégalité de Hölder, on a∫
Ω

|∇uk|α dx 6 C ‖|∇uk|α‖L(p(b(uk))/α (Ω)

6 C

(∫
Ω

|∇uk|p(b(uk)) dx+ 1
)
.

En appliquant l’inégalité de Young, on déduit que

‖[f]h((k− 1)h)‖Lα′ (Ω) · ‖∇uk‖Lα(Ω) 6 ε
∫
Ω

|∇uk|p(b(uk)) dx+ C.
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A partir de (4.3.18), on obtient∫
Ω

u2kdx+ h

∫
Ω

|∇uk|p(b(uk)) dx+ h
∫
Ω

|∇uk|q(b(uk)) dx 6
∫
Ω

u2k−1dx+ Ch. (4.3.19)

On additionne les inégalités dans (4.3.19), on déduit que∫
Ω

u2h(x, t)dx+

∫ T
0

∫
Ω

|∇uh(x, t)|p(b(uh)) dxdt+
∫ T
0

∫
Ω

|∇uh(x, t)|q(b(uh)) dxdt 6
∫
Ω

u20dx+ CT.

Par conséquent,

‖uh‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖∇uh‖Lp(b(uh))(ΩT ) + ‖uh‖Lα
(
0,T ;W

1,p(b(uh))

0 (Ω)
)

+ ‖∇uh‖Lq(b(uh))(ΩT ) + ‖uh‖Lα
(
0,T ;W

1,q(b(uh))

0 (Ω)
) 6 C.

Ainsi, nous avons pour une certaine sous suite encore notée uh et certains u

uh −→ u faiblement-* dans L∞ (0, T ;L2(Ω)
)
,

uh −→ u dans Lα
(
0, T ;W1,α

0 (Ω)
)
,

|∇uh|p(b(uh))−2∇uh −→ ξ dans
(
Lα
′
(ΩT)

)N
,

|∇uh|q(b(uh))−2∇uh −→ χ dans
(
Lα
′
(ΩT)

)N
.

Lemme 4.3.4 u est une solution faible de problème (4.3.1).

Preuve de Lemme4.3.4.

Pour chaque k ∈ {1, 2, . . . ,N0} , on prend ϕ(x, kh) comme fonction test dans (4.3.17) ϕ ∈
C1
(
ΩT

)
, ϕ(·, T) = 0 et ϕ(x, t)|Γ = 0, on obtient

1

h

∫
Ω

uk(x)ϕ(x, kh)dx−
1

h

∫
Ω

uk−1(x)ϕ(x, kh)dx−

∫
Ω

(
|∇uk|p(b(uk))−2∇uk

)
(x) · ∇ϕ(x, kh)dx

−

∫
Ω

(
|∇uk|q(b(uk))−2∇uk

)
(x) · ∇ϕ(x, kh)dx =

∫
Ω

[f]h((k− 1)h)ϕ(x, kh)dx.

En utilisant la définition de uh(x, t) et le fait que ϕ (·, N0h) = 0, on obtient

h

N0−1∑
k=1

∫
Ω

uh(x, kh)
ϕ(x, kh) −ϕ(x, (k+ 1)h)

h
dx−

∫
Ω

u0(x)ϕ(x, h)dx

−h

N0∑
k=1

∫
Ω

(
|∇uh|p(b(uh))−2∇uh + |∇uh|q(b(uh))−2∇uh

)
(x, kh) · ∇ϕ(x, kh)dx

= h

N0∑
k=1

∫
Ω

[f]h((k− 1)h)ϕ(x, kh)dx. (4.3.20)
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Puisque C1
(
ΩT

)
, alors

h

N0∑
k=1

∫
Ω

(
|∇uh|p(b(uh))−2∇uh + |∇uh|q(b(uh))−2∇uh

)
(x, kh) · ∇ϕ(x, kh)dx

=

∫ T
0

∫
Ω

(
|∇uh|p(b(uh))−2∇uh + |∇uh|q(b(uh))−2∇uh

)
(x, τ) · ∇ϕ(x, τ)dxdτ

+

N0∑
k=1

∫ kh
(k−1)h

∫
Ω

(
|∇uh|p(b(uh))−2∇uh

)
(x, τ) · (∇ϕ(x, kh) −∇ϕ(x, τ))dxdτ

+

N0∑
k=1

∫ kh
(k−1)h

∫
Ω

(
|∇uh|q(b(uh))−2∇uh

)
(x, τ) · (∇ϕ(x, kh) −∇ϕ(x, τ))dxdτ

−→ ∫ T
0

∫
Ω

ξ · ∇ϕ(x, τ)dxdτ+
∫ T
0

∫
Ω

χ · ∇ϕ(x, τ)dxdτ, quand h→ 0.

D’après (4.3.20), nous déduisons que

−

∫ T
0

∫
Ω

u
∂ϕ

∂t
dx dτ−

∫
Ω

u0(x)ϕ(x, 0)dx−

∫ T
0

∫
Ω

ξ·∇ϕdxdτ−
∫ T
0

∫
Ω

χ·∇ϕdxdτ =
∫ T
0

∫
Ω

fϕdxdτ.

En utilisant la méthode de monotonicité (voir [38, 82]), on montre que ξ = |∇u|p(b(u))−2∇u
p.p. dans ΩT et χ = |∇u|q(b(u))−2∇u p.p. dans ΩT . En appliquant le Lemme 1.3.2, on peut

montrer que∇u ∈
(
Lp(b(u)) (ΩT)

)N et∇u ∈
(
Lq(b(u)) (ΩT)

)N
.

En choisissant ϕ ∈ C∞
0 (ΩT), on obtient

−

∫ T
0

∫
Ω

u
∂ϕ

∂t
dxdτ =

∫ T
0

∫
Ω

ξ · ∇ϕdxdτ+
∫ T
0

∫
Ω

χ · ∇ϕdxdτ+
∫ T
0

∫
Ω

fϕdxdτ,

donc ut ∈ X (ΩT)
∗ et ut ∈ Y (ΩT)

∗
. Puisque u ∈ X (ΩT) ∩ Y (ΩT) on peut déduire que

u ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
(voir [44, 63]). Alors u est une solution faible du problème (4.3.1) au

sens de la Définition 4.3.1.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail on s’intéresse aux problèmes locaux et non locaux des équations aux dérivées

partielles non linéaires du type elliptique ou parabolique avec conditions aux limites de

Dirichlet ou Fourier. Où, après rappel des éléments nécessaires sur les espaces de Sobolev à

exposant variable et les opérateurs monotones, on a pu établir ces résultats :

1. L’existence des solutions faibles dans l’espaceW1,p(u)
0 (Ω) de deux problèmes de réaction-

diffusion avec des conditions aux limites de Dirichlet pour des équations elliptiques ap-

pliquants un opérateur p-Laplacien avec des exposants qui peuvent dépendre de la solu-

tion inconnue u. Les résultats ont été obtenus à l’aide d’une perturbation combinée avec le

théorème de point fixe de Schauder ainsi que la technique de Zhikov pour le passage à la

limite. Nous avons traité également leurs versions non locaux.

2. L’existence de solutions entropiques pour des équations elliptiques associées à l’opérateur

p(u)-Laplacien généralisé avec des conditions aux limites de Dirichlet ou des conditions aux

limites de Fourier. Ces deux problèmes modélise plusieurs phénomènes naturels qui appa-

raissent dans divers domaines à savoir l’écoulement des fluides à travers les milieux poreux.

3. L’étude de l’existence des solutions faibles ou entropiques des problèmes elliptiques

et paraboliques impliquants un tel opérateur joue un rôle crucial dans la modélisation de

divers phénomènes physiques, c’est l’opérateur (p, q)-Laplacien de type local ou non local.

Il est important de noter une autre fois qu’il n’existe pas encore, pour les problèmes non

locaux une théorie générale analogue à celle des problèmes classiques.

Ceci est dû à la relative nouveauté de cette thématique d’une part et à la complexité

des questions qu’elle soulève d’autre part. Chaque problème nécessite alors un traitement

spécifique, ce qui souligne l’actualité du sujet abordé dans cette thèse.

On signale que beaucoup de problèmes intéressants pour mieux enrichir cette étude

restent ouverts, on cite ici quelques uns :

- L’étude de la question d’unicité de solutions pour les problèmes locaux et non locaux.

Cette question semble très délicate et importante, et elle mérite d’être étudiée.

- On peut aussi penser à étendre nos résultats aux cas des problèmes paraboliques et

hyperboliques de type local et non local avec d’autres conditions aux limites en revisitant
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nos estimations.
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[74] N. S. Papageorgiou, V. D. Rădulescu and D. D. Repovš, Nonlinear analysis-theory and

methods. Springer, 2019.

[75] V.D. Radulescu, Isotropic and anisotropic double-phase problems: Old and new.

Opusc. Math. 2019, 39, 259–279.

[76] V.D. Radulescu; D.D. Repovš, Partial Differential Equations with Variable Exponents,

Variational Methods and Qualitative Analysis; Chapman and Hall/CRC: London, UK,

2015.

[77] M. Ruzicka, Electrorheological Fluids: Modeling and Mathematical Theory, Lecture

Notes in Math., vol. 1748, Springer, Berlin, 2000.

[78] X. Shi; V. Radulescu; D. Repovš; Q. Zhang, Multiple solutions of double phase prob-

lems with variable exponent. Adv. Calc. Var. 2020, 13, 385–401.

[79] J. Türola, Image denoising using directional adaptive variable exponents model, J.

Math. Imaging. Vis. 57, 56-74 (2017).

[80] M. Xiang, B. Zhang, V. Rdulescu, (2020). Superlinear Schrödinger-Krirchhoff Type

Problems Involving the Fractional p-Laplacian and Critical Exponent. Advances in

Nonlinear Analysis, 9, 690-709.

[81] Z. Yang and H. Yin, A class of (p, q)-Laplacian type equation with concave-convex

nonlinearities in bounded domain, J. Math. Anal. Appl. 382 (2011), no. 2, 843-855.

[82] L. Yanru, (2021). On a class of (p(u), q(u))-Laplacian problem. Pure Mathematics,

11(4): 586-598.

[83] B.L. Zhang, A. Fiscella, S.H. Liang, (2019). Infinitely Many Solutions for Critical De-

generate Kirchhoff Type Equations Involving the Fractional p-Laplacian. Applied

Mathematics and Optimization, 80, 63-80.

[84] Q. Zhang; V. Radulescu, Double phase anisotropic variational problems and combined

effects of reaction and absorption terms. J. Math. Pures Appl. 2018, 118, 159–203.

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 106 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

[85] C. Zhang, X. Zhang, Some further results on the nonlocal p−Laplacian type problems,

Proceedings of the Royal Society of Edinburgh Section A: Mathematics, 151(3), 953-970

(2021).

[86] D. Zhao, W.J. Qiang and X.L. Fan, On generalizerd Orlicz spaces Lp(x)(Ω), J. Gansu

Sci., 8 (1996), No. 2, 1–74.

[87] V.V. Zhikov: Averaging of functionals of the calculus of variations and elasticity theory

(Russian). Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 504(4), 675-710 (1986). English translation

in Mah. USSR Izvestiya 29 (1987) 33-66.

[88] V. V. E. Zhikov, On the technique for passing to the limit in nonlinear elliptic equations.

Functional Analysis and Its Applications, 43(2), 96-112, (2009).

[89] V.V. Zhikov, On passage to the limit in nonlinear elliptic equations, Dokl. Math. 77 (3)

383-387 (2008).

[90] V.V. Zhikov, On variational problems and nonlinear elliptic equations with nonstan-

dard growth conditions. J. Math. Sci. (N. Y.) 2011, 173, 463–570.

[91] V.V. Zhikov, Solvability of the three-dimensional termistor problem, Trudy Mat. Inst.

Steklov 261 (2008) 101-114 (in Russian); Engl. transl. in Proc. Steklov Inst. Math. 261

1-14 (2008).

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 107 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE


	Notations et Abréviations
	Résumé
	Abstract
	Introduction Générale
	Préliminaires
	Espaces fonctionnels
	Espaces de Lebesgue et de Sobolev
	Espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposant variable
	Autres espaces fonctionnels

	Sur les opérateurs monotones
	Résultats Fondamentaux

	Étude de certains problèmes locaux et non locaux
	Existence des solutions faibles pour des problèmes p-Laplacien locaux et non locaux
	Motivation
	Le problème local
	Le problème non local

	Solution faible d'un problème non linéaire de type local et non local
	Motivation
	L'existence pour le problème local
	L'existence pour le problème non local


	Étude de solutions entropiques des problèmes elliptiques locaux
	Solutions entropiques pour certains problèmes elliptiques associés à l'opérateur p(u)-Laplacien généralisé
	Résultats principaux

	Problèmes elliptiques non linéaires associé à l'opérateur p(u)-Laplacien généralisé avec des conditions aux limites de Fourier
	Motivation
	Résultats principaux


	Étude des problèmes associés à un opérateur de type (p,q)-Laplacien
	Solutions entropiques d'un problème (p(b(u)),q(b(u)))-Laplacien non local
	Résultats principaux

	Existence de solutions faibles pour une classe de problèmes (p(u),q(u))-Laplacien
	Résultats d'existence

	Existence de solutions faibles pour un problème (p(b(u)),q(b(u)))-Laplacien parabolique
	Résultats principaux



