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Résumé

L’objectif de ce travail est ’étude de divers problemes d’équations aux dérivées partielles
non linéaires du type elliptique ou parabolique faisant intervenir 1'opérateur de Laplace
avec des exposants p et q qui peuvent dépendre de la solution inconnue u et de la variable
spatiale x. Cette situation ol les exposants variables p et q au point x peut dépendre de la
valeur inconnue u(x) (ou de I'ensemble des valeurs inconnues (u(x))xecq) n’est pas standard.
Néanmoins, les problémes associés sont bien posés sous des hypotheéses de régularité 1égeres
sur p et q. Cette these composée de quatre chapitres, présente des résultats d’existence de
solutions faibles et entropiques pour quelques problemes non linéaires du type mentionnés
ci-dessus. Apres un bref exposé de définitions et résultats nécessaires a la suite du these,
nous prouvons au chapitre 2 I’existence de solutions faibles pour deux problemes elliptiques
du type réaction-diffusion avec des conditions aux limites de Dirichlet. Dans le méme axe,
au chapitre 3, nous avons établi 1'existence de solutions entropiques de deux problemes
elliptiques associés a I'opérateur p(u)-Laplacien généralisé avec des conditions de Dirichlet
et de Fourier. Le dernier chapitre de ce travail concerne I'étude problemes aux limites de
Dirichlet impliquant un type d’opérateur non homogene qui est généralement connu sous
le nom de (p, q)-Laplacien en montrant I’existence de solutions faibles et entropiques pour
des équations elliptiques et paraboliques de type local ou non local.

Mots clés : probleme elliptique local et non locale, probleme parabolique, conditions de
Fourier, conditions de Dirichlet, espaces de Sobolev a exposants variables, p(u)-Laplacien
généralisé, (p(b(u)), q(b(u)))-Laplacien, existence, solution faible, solution entropique.

AMS classification : 35]60, 35J05, 35D30, 35J65, 35K55, 35K60.
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Abstract

The objective of this work is the study of various problems of nonlinear partial differential
equations of the elliptic or parabolic type involving the Laplace operator with exponents p
and q which may depend on the unknown solution u and the spatial variable x. This sit-
uation where the variable exponents p and q at the point x can depend on the unknown
value u(x) (or on the set of unknown values (u(x))cq) is not standard. Nevertheless, the
associated problems are well posed under light regularity assumptions on p and q. This
thesis, composed of four chapters, presents existence results of weak and entropy solutions
for some nonlinear problems of the type mentioned above. After a brief presentation of def-
initions and results necessary for the sequel of the thesis, we prove in chapter 2 the existence
of the weak solution for two elliptic problems of the reaction-diffusion type with Dirichlet
boundary conditions. Along the same lines, in chapter 3, we established the existence of
entropy solutions of two elliptic problems associated with the generalised p(u)-Laplacian
operator with Dirichlet and Fourier boundary conditions. The last chapter of this work con-
cerns the study of Dirichlet boundary problems involving a type of inhomogeneous operator
which is generally known as (p, q)-Laplacian by showing the existence of weak and entropy
solutions for elliptic and parabolic equations of local or nonlocal type.

Keywors : local and nonlocal elliptic problems, Fourier boundary condition, Dirichlet
boundary condition, Sobolev space with variable exponents, generalised p(u)-Laplacian,
(p(b(u)), q(b(u)))-Laplacian, existence, weak solution, entropy solution.

AMS classification : 35]60, 35J05, 35D30, 35J65, 35K55, 35K60.
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Introduction Générale

La modélisation est une phase essentielle en physique, elle est la base de la démarche sci-
entifique. Les équations aux dérivées partielles (EDPs) et les équations différentielles ordi-
naires (EDOs) traduisent mathématiquement les lois de la physique (mécanique, thermody-
namique, électromagnétisme, etc.) utilisés dans des phénomenes du monde réel. Les situa-
tions dépendant du temps se traduisent plus particulierement par des équations d’évolution
tenant compte d’éventuelles interactions entre objets et événements.

Les équations aux dérivées partielles interviennent dans d’autres domaines a savoir la
chimie pour modéliser les réactions, le traitement d'images pour restaurer les dégradations,
le finance pour étudier les produits dérivés et I’économie pour étudier le comportement des
marchés.

Le développement des EDPs a été commencé au 17éme siecle par beaucoup de mathé-
maticiens et de physiciens: Euler, Navier et Stokes ont développé les équations de la mé-
canique des fluides, Maxwell a travaillé sur celles de I'électromagnétisme, Fourier a étudié
I’équation de la chaleur, Schrodinger et Heisenberg ont fait les premiers pas dans 1’étude des
équations de la mécanique quantique.

Cependant, I'étude systématique des EDPs est bien plus récente, et c’est seulement au
cours du 20eme siecle que les mathématiciens ont commencé a développer 1’arsenal néces-
saire. Un pas de géant a été accompli par Schwartz lorsqu’il a fait naitre la théorie des
distributions (autour des années 1950), et un progres, au moins comparable, est dG a Hor-
mander pour la mise au point du calcul pseudodifférentiel (au début des années 1970). 1l
est certainement bon d’avoir a 'esprit que I'étude des EDPs reste un domaine de recherche
tres actif en ce début de 21eme siecle. D’ailleurs, ces recherches n’ont pas seulement un re-
tentissement dans les sciences appliquées, mais jouent aussi un role tres important dans le
développement actuel des mathématiques elles-mémes, a la fois en géométrie et en analyse.

Par ailleurs, les travaux présentés dans cette these concernent quelques équations aux
dérivées partielles du type elliptique et d’autres du type parabolique, locaux et non locaux
faisant intervenir 1'opérateur de Laplace avec des exposants p qui peuvent dépendre de la

solution inconnue u et de la variable spatiale x. La premiere préoccupation que confronté
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un mathématicien a une équation aux dérivées partielles c’est de lui donner un sens dans
des espaces fonctionnels appropriés et d'y démontrer 1’existence et 1'unicité de la notion de
solution appropriée.

Ilustrons tout d’abord quelques difficultés qui peuvent apparaitre lors de 1’étude de ces

équations en considérant les problémes modéles suivants : du type local

—div(|VuP™=2vu) = f dans Q
(0.0.1)
u=20 sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN, N > 2 avec une frontiére de Lipschitz 0Q), f est une
donnée et p : R — [1,400) est la fonction exposante non linéaire telle que p est continue et

1 < ax <p <P < oo, pour certaines constantes «, 3, et sa version non locale

—div([VupC)=2vu) = f in Q
(0.0.2)
u=20 on 0Q),

ou b est une application de W}*(Q) dans R telle que b soit continue et bornée. Des exemples

appropriés de l'application b peuvent étre choisis comme
b(u) = [ Vul|,

ou

1 1
b = t t < g — = — — —.
(1) = [y pour tout q < o, ot - — -1

La question de l'existence des problemes (0.0.1) et (0.0.2) reste ouverte. En effet, la non-
densité possible des fonctions régulieres dans les espaces de Sobolev a exposants variables
entrave l’analyse de convergence. Nous évitons cette difficulté en exigeant que p = p(u(-))
est suffisamment régulier. Par conséquent, notre analyse se réduit au cas ot1 « > N (N étant
la dimension du domaine spatial) et p vérifie la condition de Holder.

Le probleme (0.0.1) est I'extension naturelle du probleme p(x)-Laplacien introduit par
Zhikov dans [87] et pour lequel le regain d’intérét au cours des deux dernieres décen-
nies est venu d’applications de modélisation telles que les fluides thermiques ou électro-
rhéologiques [16, 45] et restauration d’images [42]. Pour les probléemes p(x)-Laplacien dif-
térentes questions d’existence, d"unicité et de régularité ont déja été abordées dans de nom-
breux travaux et par différents auteurs (voir encore [16, 42, 45]). Cependant pour le prob-

leme p(u)-Laplacien (0.0.1), et a notre connaissance, le premier travail est dit a Andreianov
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et al. [18], ot1 le probleme considéré est

u —div(|[VuP™=2vu) = f dans Q
(0.0.3)
u=20 sur 0Q),

Notez que la situation ou 1’exposant variable p au point x peut dépendre de la valeur in-
connue u(x) (ou de I'ensemble des valeurs inconnues (u(x))xecq) n'est pas standard, car les
problemes (0.0.1) et (0.0.2) ne peuvent pas étre écrites comme égalités en termes de dualité
dans des espaces de Banach fixes. Néanmoins, sous des hypotheses de régularité légeres
sur p, b et O et sous la restriction clé p > « > N, nous prouvons que les problemes (0.0.1)
et (0.0.2) sont bien posés dans L' (Q). Concernant la deuxiéme classe de problemes non lo-
caux (0.0.2), il est important de souligner que de nombreuses équations de diffusion, ou
de réaction-diffusion, avec des termes non locaux distincts ont été étudiées dans de nom-
breux travaux et par différents auteurs. Dans ce cas, puisque p = p(b(u(x))) et comme b
est completement déterminé par u, on peut considérer que p dépend de u de maniere non
locale (on note une telle dépendance par p = p [u]). En général, la motivation pour étudier
des problemes non locaux repose sur le fait physique qu’en réalité les mesures de certaines

grandeurs ne sont pas faites ponctuellement mais a travers des moyennes locales.

Parfois ces équations sont mal posées dans le cadre des solutions faibles (c’est-a-dire des
solutions au sens de distributions). L'existence des solutions faibles des problémes ellip-
tiques (0.0.1) et (0.0.2) a été aborder récemment par M. Chipot and H. B. de Oliveira dans
[38]. La question de 'unicité pour ces probléemes est également abordée dans ce travail, en
particulier en établissant 1'unicité pour un probléme local a une dimension et en montrant
que l'unicité se perd facilement pour le probleme non local. La notion de solution faible ne
suffit donc pas a déterminer la solution physiquement observée car elle n’est pas unique. 1l
parait alors nécessaire de trouver un critére d’origine physique qui permet de sélectionner,
parmi toutes les solutions faibles, la solution physiquement admissible. La notion juste de

solution est celle dite entropique.

Le probléme de non unicité des solutions des problemes elliptiques et paraboliques se
pose également lorsque les données sont peu régulieres (fonctions intégrables ou mesures).
Des formulations, plus appropriées que le cadre habituel des solutions faibles, ont alors vu le
jour, avec l'espoir d’arriver a une définition de solutions qui permettrait d’obtenir 1"unicité.
Trois notions de solutions ont été adoptées : les solutions appelées SOLA (solutions obtenues

comme limite d’approximation) utilisées par A. Dall’Aglio [43], les solutions entropiques au

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 3 UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE
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sens de Ph. Bénilan, L. Boccardo, T. Gallouét, R. Gariepy, M. Pierre et J.-L. Vazquez [27] et
enfin les solutions renormalisées ayant pour origine 'article de R. DiPerna et P.L. Lions [45]
sur les équations de Boltzmann. Par exemple, pour le probleme elliptique local (0.0.2) la

solution entropique u est une fonction mesurable sur Q) vérifiant

Te(u) € W(‘)’p(b(“”(ﬂ) pourtout k > 0

o IVuPPtI=2Ty . VT (u— @)dx < [, fT(u—@)dx Vo € C,

ou Ty est la fonction troncature au niveau k définie par Ty (x) = min(k, max(x,—k)). Il faut
signaler que parallelement a cette définition, F. Murat [69, 68] a développé le concept de
solutions renormalisées pour le probleme elliptique, et s’est avéré, pour de nombreux prob-
lemes d’ailleurs, équivalent a celui de solutions entropiques, et les deux menent a une solu-

tion unique.

Au cours des derniéres décennies, I'intérét pour les formes générales de problemes dif-
térentiels, dont I'opérateur principal est de type (p, q)-Laplacien a fortement augmenté. La
raison principale de cette augmentation c’est que ce type d’opérateur non linéaire appa-
rait naturellement dans 1’étude de la diffusion non locale avec des caractéristiques partic-
ulieres (voir Riizicka [77]). En effet, si 'opérateur Laplacien (c’est-a-dire p = q = 2) est
reconnu comme un prototype mathématique clé pour 1'étude complete des équations el-
liptiques linéaires dans le contexte des phénomenes physiques, le (p, q)-Laplacien (dans
le cas out q # 2 ) étend la gamme d’applications des équations non linéaires dans le con-
texte des phénomenes physiques non linéaires comme 1’analyse de la viscosité des matéri-
aux avec différents exposants de durcissement dans les taux de croissance, et le comporte-
ment des fluides intelligents avec et sans l'influence des champs externes (par exemple,
un champ électromagnétique). Une collection intéressante de monographies est disponible
sur la théorie générale des équations Laplacien, les équations p-Laplacien, les équation
(p, q)-Laplacien, les équations de (p(x), q(x))-Laplacien, et les cadres fonctionnels appro-
priés (voir, par exemple, [42, 45, 75, 90]). Ainsi, le lecteur peut trouver des réponses précises
a toutes les questions concernant la source des difficultés et des complications supplémen-
taires dans l'extension de la théorie de régularité de 'équation Laplacien jusqu’aux équa-
tions (p(x), q(x))-Laplacien avec des fonctions d’exposant variable p et q (voir aussi le livre
Radulescu-Repovs [76]).

Sans étre exhaustif, nous soulignons brievement quelques faits qui disent qu’il n’est

pas trivial de poursuivre I'étude théorique des opérateurs (p(x), q(x))-laplaciens. Suivant
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I"approche du calcul des variations et de la théorie du point critique, le point de départ na-
turel de la théorie existante est constitué par les travaux qualitatifs sur 'existence et la régu-

larité des solutions des intégrales variationnelles (intégrales d’énergie totale) de la forme
I(uw) :J g(x, Vu(x))dx
o}

otuu: Q — RN (Q est un domaine ouvert borné) et Vu est la matrice N x N du gradient de

déformation. L’étude est réalisée en imposant une hypothese de croissance de la forme
colulm <lg(x,u)| < cz (14 [u|?) pour tout (x,u) € Q x R,

ol ¢y, C1, C2, C3 sont des constantes positives et 1 < ¢; < c3; nous nous référons a [16, 24, 25,

65, 64] pour une large discussion sur le sujet.

De plus, nous distinguons le cas des exposants constants p, q (& savoir les équations
isotropes) et le cas des exposants variables p(x), q(x) (a savoir les équations anisotropes).
Les résultats existants ont été développés dans les cadres abstraits des espaces de Lebesgue
et de Sobolev avec et sans exposants variables, a savoir, LP(Q), W'P(Q), [PM(Q), WP (Q).
Or, il est bien connu que LP™¥(Q) n’est pas invariant par rapport a la translation (Kovacik-
Réakosnik [61]). Ceci forme une source de difficultés sur les convolutions et la continuité des
fonctions. De plus, WP (Q) présente des difficultés sur la densité des fonctions régulieres
(Meyers-Serrin [66]), 'inégalité de Sobolev, et les théorémes d’injections (Edmunds-Rakosnik
[51], Kovack-Rakosnik [61]). Cela signifie que le passage du cadre de I’exposant constant au
cadre de 'exposant variable nécessite une attention particuliere aux cas spéciaux, et donc
que certains problémes difficiles restent ouverts (pour plus de détails, nous nous référons a

Barile-Figueiredo [23] et Cencelj-Rddulescu-Repovs [36], et aux références qui y figurent).

Cette these, qui est composée de quatre chapitres, présente des résultats d’existence de
solutions faibles ou entropiques pour des problémes non linéaires du type, mentionnés ci-
dessus. Nous allons présenter ici, d'une maniere détaillée, le contenu de chacun d’eux.

Le premier chapitre est entierement consacré aux préliminaires mathématiques concer-
nant un cadre fonctionnel des espaces de Sobolev classiques et des espaces de Sobolev a
exposant variable. Nous rappelons aussi quelques résultats fondamentaux nécessaires a la
suite de cette these.

Le deuxiéme Chapitre est consacré a I'étude d’existence des solutions faibles des prob-
lemes elliptiques a exposant variable avec un exposant p qui peut dépendre de la solution

inconnue u. Nous considérons deux cas pour chaque probleme; le cas ot la dépendance de
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p par rapport a u est une quantité locale et le cas d'une dépendance non locale.

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous nous intéressons a 1’'étude de probleme suivant

—div(|[VuP®=2vu) = f + g(u)[VuP™-! dans Q

u=20 sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN, N > 2 avec une frontiére de Lipschitz 0Q), f est une
donnée et p : R — [1,+00) est la fonction exposante non linéaire telle que p est continue et
1 <a<p <P < oo, pour certaines constantes o, f3.
g : R — R est une fonction bornée et continue qui appartient a L'(R) et qui satisfait la
condition de signe suivante

—g(w)|[VuP T > 0.

Nous prouvons l'existence des solutions faibles en utilisant une technique de perturbation
singuliere. Cette technique consiste a introduire un probleme auxiliaire et par la théorie des
opérateurs monotones et le théoreme de point fixe de Schauder, on montre que ce probléeme
approximé admet une solution. En passant a la limite, on montre que le probleme local
admet une solution faible.

Dans la méme partie, nous étudions la version non locale de premier probleme :

—div(|VuptWI2gy) = f + g(u)|VuPtW-1 dans Q

u=20 sur 0Q),

ou g satisfait les mémes hypotheses dans le probleme local ci-dessus. On note b une ap-
plication de W}*(Q) dans R telle que b est continue et bornée. Des exemples appropriés

d’application b peuvent étre choisis comme
b(u) = ||Vul|a

ou

N 1 1
b(u):Hqu, forqgog,ou;:&_ﬁ.

Dans le méme axe, la deuxiéme partie de ce chapitre a été consacré a 1'étude du probleme

non linéaire suivant:

—div(|[VuP™=2vu) + [uf™W-2u = f dans Q

u=20 sur 0Q),
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ot Q est un domaine borné de RN22) f est une donnée et p est la fonction d’exposant non

linéaire p : R — [1, +00) tel que
p estcontinueet 1 <a <p <3 <oo pour un certains «, 3.

Nous considérons également le probléme non local suivant :

—div(|VuW=2yy) + [upt)—2y = f dans Q

u=20 sur 0Q),

oup:R — [1,400) et b : W)*(Q) — R sont les fonctions impliquées dans 1'exposant de
non-linéarité, pour un certain exposant constant « tel que 1 < o < oo.

L’objet de troisieme chapitre est de présenter des résultats d’existence de solutions en-
tropiques des problemes elliptiques associés a un opérateur de type p(u)-Laplacien.
On commence en un premier temps par prouver l'existence de solutions entropiques pour
certaines équations elliptiques associées a I'opérateur p(u)-Laplacien généralisé avec des ex-
posants p qui peuvent dépendre de la solution inconnue u. Nous considérons le cas ot la
dépendance de p par rapport a u est une quantité locale. Plus précisément, nous étudions le

probleme suivant

—div(|Vu — O(u)PW2 (Vu—-0(u))) =finQ

u=20 on 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN, N > 2, f est une donnée, p : R — [p_, p.] est une fonction

p(z)
p(z)—1

continue réelle, 1 <p_ <p, < +ooetp'(z) = est I’exposant conjugué de p(z), avec

p_ =ess igﬂgp(z) and p, := ess szlelﬂgp(z).
Le résultat d’existence est obtenue sous les hypotheses suivantes:
(Hy) f e L'(Q).
(Hy) © : R — RN est une fonction continue telle que ©(0) = 0 et |©(x) —O(y)| < Ax—yl, pour
tout x,y € R, avec A est une constante positive telle que A < 2Cy et Cy est une constante
donnée par 'inégalité de Poincaré.
Nous montrons d’abord que le probleme approximé admet une suite de solutions faibles
en appliquant la méthode variationnelle combinée a un type spécial d’opérateurs. Dans
un deuxieme temps, nous prouverons que la suite de solutions approximées converge vers

une certaine fonction u et en utilisant des estimations a priori, nous montrerons que cette

fonction u est une solution entropique de probleme étudié.
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Le dernier probleme, présenté au Chapitre 2, concerne le probléme non linéaire de Fourier

suivant

—div(|Vu — O(u)PW-2 (Vu — 0(u))) + [uP™2u + x(u) = f dans Q

(IVu—0Ou)PW2(Vu—0(uw))n+Au=g sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN, N > 3 avec une frontiere de Lipschitz 0Q, A > 0, n est
le vecteur normal unitaire extérieur sur 0Q), «, ® sont des fonctions réelles définies sur R or
RN, f € L'(Q), g € L'(0Q) etp : R — [p_,p,] est une fonction continue réelle telle que,
I <p_<p; <+ooetp'(z) = p‘(';(—)i)] est I’exposant conjugué de p(z).

Nous prouvons l'existence de solutions entropiques de ce probléme sous les hypotheses

suivantes :

(Ho) « est une fonction continue définie sur R telle que (x).x > 0 pour tout x € R.

(H)) fel'(Q)etgeL'(3Q).

(H2) ©:R — RN est une fonction continue telle que ©(0) = 0 et |0(x)—0O(y)| < Alx—yl, pour

. 1
tous x,y € R, o1 A est une constante positive telle que A < c0 et Cy est la constante
0

donnée par 'inégalité de Poincaré.

Dans le quatriéme chapitre, ’attention est portée sur l’existence des solutions faibles et
entropiques des problemes elliptiques et paraboliques impliquants un tel opérateur jouent
un role crucial dans la modélisation de divers phénomenes physiques et la dynamique des
sciences de la vie, c’est 'opérateur (p, q)-Laplacien de type local ou non local. Plus précisé-
ment, pour un domaine borné Q de RN (N > 2), nous prouvons 'existence de solutions

entropiques pour le probleme suivant

—div(|VutW=2yy) — div(|Vu/it)—2vu) = f dans Q

u=20 sur 0Q).

Dans la deuxiéme partie , on s’intéresse a 1’'étude des solutions faibles pour le probleme

elliptique de la forme suivante

—div(|VuP™=2vu) — div(|Vu|dW2vu) + [uP™=2u + [u|iW-2y = f dans Q

u=20 sur 0Q),
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Nous terminons ce chapitre en montrant I’existence des solutions faibles pour le probléme

parabolique suivant

u — div(|[VuPtW=2vy) — div(|Vu|9CW)2vy) = f dans Q1 = Q x (0, T)
u=20 sur '=0Q x (0, T),

u(x,0) =up(x) dans Q.

Organisation de la these

Le contenu de cette these fait I'objet des articles suivant :

Chapter 2: est ’objet de l’article [14] publié dans le journal "Journal of Elliptic and Parabolic
Equations" et de l'article [10] accepté a la publication dans le journal "CUBO, A Mathemati-
cal Journal".

Chapter 3: est l'objet de l'article [8] accepté a la publication dans le journal "Miskolc Math-
ematical Notes" et de l'article [9] accepté a la publication dans le journal "Boletim da So-
ciedade Paranaense de Matematica".

Chapter 4: est 1’objet d"un article accepté a la publication dans le journal "Advanced Mathe-
matical Models & Applications", un article soumis dans le journal "International mathemat-
ical journal of analysis and its applications" et de 'article accepté a la publication dans le

journal "Nonlinear Dynamics and Systems Theory".
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Dans ce chapitre, nous introduisons les notations et présentons quelques propriétés sur les
espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev a exposant variable. De plus, nous présentons

quelques résultats fondamentaux nécessaires a la suite de la these.

1.1 Espaces fonctionnels

Les espaces de Lebesgue et de Sobolev sont un outil trés intéressant dans 1'étude des équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques. Leur compréhension est donc une
étape nécessaire avant d’aborder ce type des équations. Nous présentons dans cette section
certains énoncés de O. Kavian [60] et de H. Brezis [33] sur ces espaces, pour une présentation

plus complete des espaces de Sobolev, on pourra consulter I'ouvrage de R.A. Adams [5].

1.1.1 Espaces de Lebesgue et de Sobolev

Nous supposons QO un domaine borné de R™. On désigne par D(()) I'espace des fonctions
de classe C* a support compact dans Q. Pour toute 1 < p < oo, on note L? (Q) I'espace
défini par

[P(Q) = {u : QO — R mesurable; J lulP < oo}
Q

10
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muni de la norme ]

Il = (] 1)

L>(Q) ={u: Q — R mesurable; ess-sup |u| < oo}

et pour p = oo, on note

que I'on munit de la norme

[u]|co = ess —sup |ul.
0

L’espace de Sobolev W'P(Q) est défini par

wWhP(Q) = {u e LP(Q);dg1,---,9n € U’(Q),J gip = —J u@, Ve € D(Q)}
Q Q

muni de la norme

1
[ullip = (l[ulfp + Duff)”

sip < oo, et

[uf1,00 = max ([[ufoo, [Drtf|oo)

sip = 00. Onnote pour 1 <p < oo
WP (Q) = D)W@),

On désigne par WP (Q),p = r{_]’] < p < oo l'espace dual de W(])’p(Q) que l'on peut

caractériser comme suit : F € W17 (Q), alors il existe fo, f1,--- ,fn € LP' (Q) telles que

N
0 1,
)= | 00+ 3| R v € W) et IFl = max o

A présent rappelons brievement quelques propriétés de base de ces espaces. Com-
mengons par le critere de compacité de Fréchet-Kolmogorov.
Théoréme de Fréchet-Kolmogorov : Soient Q un ouvert de RN et w C Q. Soit F un

sous-ensemble borné de LP(Q)) avec 1 < p < co. On suppose que

Ve > 0,38 > 0,5 < dist (w, RM\Q) tel que
[f(- + h) — () |lr(w) < € Yh € RN avec [h| <8 et Vfe F.

Alors F, est relativement compact dans LP(w).

Résultat de densité : On suppose Q de classe C'. Soit u € W'P(Q) avec 1 < p < oo.
Alors il existe une suite (u,), € C° (RV) telle que uyo — udans WP (Q).

Théoréme de Rellich-Kondrachov : On suppose Q de classe C'. Sip < N, alors

1
W (Q) Cc LYQ) VYqe [1,1)* [,ou—
a P p N
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compactement. En particulier W'P(Q) C LP(Q) est une injection compacte pour tout p.
Nous rappelons quelques inégalités tres utiles portant sur les normes de Sobolev.
Inégalité de Poincaré : Soient 1 < p < co et Q un ouvert borné de RN. Alors il existe une

constante C telle que pour tout u € W,*(Q) on ait
lellp = ClDullp.

En particulier, | Du/, est une norme équivalente a celle de W, (Q).
Inégalité de Poincaré-Wirtinger : Soient 1 < p < oo et () un ouvert borné, connexe et

lipschitzien de RN. Alors il existe une constante C telle que pour tout u € WP (Q) on ait

lu—glly < ClIDufly,

l
— [ u(x)dx.
ol Jo ™
Traces des fonctions W'P(Q)

oul =

Nous mentionnons le résultat suivant sur les traces des fonctions W' (Q).

Théoreéme 1.1.1 Soient Q) un ouvert régulier de RN et 1 < p < oo. Alors il existe un opérateur
linéaire continu t: WHP(Q) — LP(0Q), appelé opérateur trace, tel que T: W'P(Q) — LP(3Q) est

compact.

Pour1 <p < oo < + 1= 1) on définit I'espace vectoriel w#’P(aQ) comme suit :

1

PP
W P(00) = {t(u); ue W'P(Q)}

que I'on munit de la norme

[l = inf{ffuflps Tlu) = £}

Les premieres propriétés les plus remarquables et utiles a notre exposé sont les suivantes:
1
-Siu e WHP(Q), alors T: WP (Q) — WP (dQ) est linéaire surjectif et

HT(H)H#F, < Cllulh, Yuewhr(Q).

- Comme Q est régulier, toute fonction u € W%’p(aﬂ) est la trace d’une fonction U €
Wg)’p(G), ie. Upno = u, ou G est un ouvert de RN contenant Q. Pour plus des détails sur
les espaces traces, voir par exemple C.B.Jr. Morrey [67], ]. Necas [70], J.L. Lions et E. Ma-
genes [62] et ]. Droniou [48].

Les espaces L7 ([0, T]; X)
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Dans cette partie, on présente quelques résultats trés utiles sur les espaces de fonctions
a valeurs dans un espace de Banach. On suppose que X est un espace de Banach et T > 0.

Nous définissons les espaces suivants :
C([0,TI; X) ={u: [0, T] — X continue },

.
LP(0, T;X) = {u: (0, T) — X mesurable ;J |u(t)||xdt < oo} , 1<p<o
0

T b
(I (j Hu(t)u*;) |
0

L0, T;X) ={u: (0,T) —» X mesurable ; 3C > O||u(t)||[x < Cp.p. t}

muni de la norme

muni de la norme

HuHL‘x’(O,T;X) = mf{C > 0, ||U(t)HX < C P-pP: t}.

Remarque 1.1.2 Pour tout 1 < p < oo, LP(0, T; X) est un espace de Banach et C([0, T]; X) est dense
dans LP(0, T; X). Si 1 < p < oo et si X est réflexif, alors LP (0, T; X) est réflexif (cf. H. Brezis [32] et
J. Droniou [49]).

Théoreme de Egorov : Si f, : (0,T) — X est une suite de fonctions qui converge presque
partout vers f, alors Ve > 0 il existe un ensemble mesurable A, C (0,T) tel que |A,| < ¢ et
f, — f uniformément sur (0, T)\A..

Le théoreme de Vitali est 'un des résultats de base de 1'intégration, il repose sur la défi-

nition suivante :

Définition 1.1.3 Soit 1 < p < oo. On dit qu’'une suite de fonctions (f,)n de LP([0, T]; X) est p-
équi-intégrable si elle vérifie la condition suivante : Ve > 0, 38 > 0 tel que vn > 1, VA C (0, T)

mesurable avec |A| < &, on ait
J £ (D)|Bdt < e.
A

Remarque 1.1.4 Une fonction f € LP([0, T]; X) est p-équi-intégrable (cf. . Droniou [49]).

Théoreme de Vitali : Soit 1 < p < oo. Si (fy)n de LP([0, T]; X) convergeant presque partout

vers f, alors
fn, — f dans LP(0, T; X) si et seulement si (f,,),, est p-équi-intégrable.

Le dual de LP([0, T]; X)
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Soit X* le dual de X, nous intéressons a la caractérisation des fonctionnelles linéaires
continues sur LP(0, T; X). Rappelons qu’une application 1\ : (0,T) — X* est dite faiblement
* mesurable si l'application t — (x,(t)) est mesurable pour tout x € X. Muni de cette

définition, on présente le théoreme suivant:

Théoréme 1.1.5 [35, Theorem 1.5.4] Soit 1 < p < oo, alors pour tout T € (LP(0, T;X))" il existe
une fonction \p : (0, T) — X* telle que

- est faiblement x mesurable

- L'application t +— |[W(t)||x- est mesurable et appartient a 1P (0, T)

-T(F) = [3(F(t),(t))dt pour tout f € L7(0, T; X)

[Tl = R C) [l -

Inversement, toute fonction \ : (0, T) — X* w*-mesurable pour laquelle il existe g € L (0, T) telle
que (1)

continue I sur LP(0, T; X), de norme inférieure ou égale a ||g||, .

X*

x~ < g(t) p.p. t € (0,T), induit, par la troisieme propriété, une fonctionnelle linéaire

Le théoréme précédent donne une bonne caractérisation des fonctionnelles linéaires con-
tinues sur LP(0, T; X); cependant une structure vectorielle fait défaut, dans le sens que si
P, sont associées a I7, 1,11 + P, peut ne pas convenir a I7 + I,. Cela est due notam-
ment au fait que la mesurabilité de t — || (t)||, [[W2(t)|| ne garantit pas la mesurabilité de
t = |[Pi(t) +P2(t)]]. Pour y remédier, on procede comme suit :

Soit 1 < q < o0. On note par L9(0, T;w* — X*) I'espace des fonctions ¢ : (0,T) — X*

faiblement * mesurables pour lesquelles il existe g € L9(0, T) telle que
b (t)]|x- < g(t) pour presque tout t € (0,T).
Considérons dans L9(0, T; w* — X*) la relation d’équivalence <, définie par

Py <P & pour tout x € X, (x,;(t)) = (x,P2(t)) p.p. t € (0, T).

Soit L9 (0, T;w* — X*) I'espace quotient induit par X, On définit la norme d’une classe ]
comme

IITW]lllg = infigllq,

ot la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions g € L9(0, T) pour lesquelles il existe

une certaine Py € [P] telle que |[\o(t)

- < g(t) pour presque tout t.

Proposition 1.1.6 Soit 1 < q < oo. Alors I'espace L9 (0, T;w* — X*) muni de la norme |||[]]||, est

un espace de Banach.
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Soit1 <p < oo <# + % = 1) et soit I'application

Z:L" (0, T;w" —X*) — (LP(0, T; X))
(W] — Z[p]  définie par Z[](f) = J (f(t), Po(t)) dt
Q

o Py € [P]. A partir de l'application Z, on peut reformuler le Théoreme 1.1.5 comme suit :

Théoreme 1.1.7 [35, Theorem 1.5.5] Soit 1 < p < oo, alors I'application linéaire T est un isomor-
phisme isométrique sur (LP(0,T;X))", et pour tout [b] € LP (0, T;w* — X*) il existe Wy € ] telle

que la fonction t — |[Wo(t)||y. est mesurable et appartient a LP (0, T), et | || ||, =/ [[Wo(-)

X llp’

Cas ou X est séparable
Lorsque X est séparable, la construction précédente se simplifie considérablement grace

au lemme suivant :

Lemme 1.1.8 [46, Lemme 1] Soient X un espace de Banach séparable et \p : (0, T) — X* une fonction

w*-mesurable. Alors la fonction t — ||\ (t)||x- est mesurable.

En effet, grace a ce lemme, I'espace L9 (0, T; w* — X*) se définit tout simplement comme

.
LY(0, T,w* —X*) := {1]) :(0,T) — X*w* — mesurable ;J W (t)]|5dt < oo}
0

que I'on munit de la norme

o \d
tat).

1.1.2 Espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

.
W ()|Lao,rws—x) = (J'o b (t)

D’apres 1'énoncé des probléemes locaux, nous pouvons voir que la fonction exposante p
dépend de la solution inconnue u et donc elle dépend de la variable spatiale x. Par con-
séquent, la puissance p peut étre écrite comme étant un exposant variable 7t(x) dans le sens

suivant

Ceci nous motive a travailler dans des espaces de Sobolev a exposants variables. Dans
cette partie, nous rappelons quelques définitions préliminaires et propriétés de base des
espaces de Lebesgue généralisés L™ (Q) et des espaces de Sobolev généralisés WX (Q) et
wmt¥) Q). Plus de détails peuvent étre trouvés dans [45, 48, 51, 56, 61, 86].

Nous désignons par C, (Q) ’ensemble suivant

C.(Q)={mreC(Q):m(x) >1 pourtoutx € QL.
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Tout au long de cette thése,

7 :=essinfm(x) et m :=esssupm(x),
x€Q x€Q

pour tout T € C,(Q). On dit qu’une fonction continue a valeurs réelles 7(-) est log-Holder

continue dans Q si

1

AC>0: |n(x) —mt(y)] < 7

_c
"~ In <\Xl_y|>

Nous définissons le modulaire d"une fonction mesurable u: QO — R par

Vx,y € Q, Ix—y| < (1.1.1)

Pr() (1) = L lw(x) ™™ dx.

L’espace de Lebesgue a exposant variable L™ (Q) est un espace de Banach qui est ’ensemble

de toutes les fonctions mesurables u : () — R telles que son modulaire
pﬂ(.)(u) < +00,
est finie, muni de la norme de Luxemburg
. u
i) = Il = infq B >0z om0 (5 ) < T
L'espace C{° (Q)) désigne I'espace des fonctions C* a support compact dans Q. Si

1<m <7n"<oo. (1.1.2)

L™ (Q)) est séparable et, en particulier, C° (Q) est dense dans L™ (Q). Si on restreindre
nt(.) pour satisfaire

1< <7t < oo,

alors L™ (Q) devient réflexif, et son dual est donné pour 7'(x) = (n&()"l” par L7® (Q), ot

7' (x) est le conjugué de 7t(x). Dans ces espaces, une version de l'inégalité Holder

1 1
[ wvar < (4 ) oVl < 2l vl

est valable pour u € L™ (Q) etv € L"™ (Q). Concernant la relation entre le modulaire
Pr()(+) et la norme || - ||x(x), on rappelle les propriétés suivantes: si w,u € L™ (Q) et 1 <
- < 7" < oo, alors:

i [l > T = [ullfn < Preo (W) < [l

i [ Wl < T = [ullf < Preo (W) < [Ifl7; 113)

[l — O (resp. +00) & prpy)(wi) — O (resp. + oo); B

0 0 0 0
min {pn(x)(u) ) P (W) }S||u||n(x)smax {pn(x) (W)™ Prpy (1) 7+ } ;
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g =1 < prpo (W) < 7, + 1. (1.1.4)

Nous définissons maintenant I’espace de Sobolev généralisé W' 7 () comme étant I’ensemble
de tous les fonctions u € L™ (Q) tel que Vu € L™ (Q), qui est un espace de Banach pour
la norme

[l = Il + VW0

Cet espace est a nouveau un cas particulier des espaces de Sobolev-Orlicz et hérite de nom-
breuses propriétés de L™ (Q). En particulier, W™ (Q) est séparablesi 1 <~ < 1" < oo,
etréflexivesi 1 < <7t < oo.

Maintenant, nous introduisons 1'espace fonctionnel suivant
W™ (Q) = fu e WH(Q) : Vu e L™ (Q)),
muni de la norme suivante

el ) = el + V- (1.1.5)

Si m € C(Q), alors la norme dans W;’”(') (Q) est équivalente a
Holder continue, alors C§°(Q)) est dense dans W;’”(') (Q).

L’espace dual de W™ (Q) peut étre identifié a W=7 ™ (Q) pour -~ 4+ -1~ = 1. Il est muni

71(%) 7 (x)

N
[Vl = inf { Voll.wy + D ||vi||n/(x)}
i1

ot la borne inférieure est pris sur toutes les décompositions possibles v = vy — div F avec
vo € LYM(Q) et F = (vy,...,v) € (L7¥(Q))".

Résumons les propriétés ci-dessus dans la proposition suivante :

|Vu| (). Lorsque 7t est log-

de la norme.

Proposition 1.1.9 ([61]).
1) WH¥) (Q)) et W;’“(X) (Q) sont des espaces de Banach qui sont séparables si 7i(-) € L*(Q) et

réflexifssi1 <~ < 1" < oo.

2)Siq e C.(Q)avec q(x) < m*(x) :=

nm(x)
n—r(x)

pour tout 7t(x) < m, alors on a l'injection compacte

W) (Q) — LI (Q). En particulier, puisque t(x) < 7*(x) pour tout x € Q alors
W ey 19 (Q).

3) Il existe une constante C > 0 avec ||uf|xx) < C||Vu|xx pour tout u € Wg‘”(x) (Q), donc

V| mix) €t || Wl]1,x) SOME derix normes équivalentes sur Wy™ (Q).
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1.1.3 Autres espaces fonctionnels

Soit k > 0, la fonction de troncature au niveau k est définit par:

k sirtr >k

T(r) = min{k, max{r,—k}} = ¢+ silr/ <k,

—k sir< —k.

Il est clair que :
1) T(=s) =—Tk(s),
2)  [Ti(s)| = min{]s|, k},
3) klim T(s) =s,
4)  lim {Ti(s) = sign(s),
ou

1 sis >0

sign(s):=q0  sis=0,
—1 sis<O.
Pour tout u € WHJ)(Q), on note t(u) la trace de u sur 0Q au sens usuel. Nous identi-
fions a la frontiere u et T(u). Soit

T7""(Q) = {u: Q — R, measurable such that Ty(u) € W"")(Q), forany k > 0} .

On définit ﬂl’h(')(Q) comme l’ensemble des fonctions u € 7H")(Q) tel qu’il existe une

suite (Up), oy C W (Q) satisfaisant aux conditions suivantes:
(i) up = up.p. dans Q.
(i) VTi (un) — VTi(u) dans L'(Q).
(iii) Il existe une fonction mesurable v sur 0Q), telle que u, — v p.p. sur 0Q.

Dans la suite, la trace de u € 7" (Q) sur dQ sera notée tr(u). Siu € WO (Q), tr(u)
coincide avec t(u) au sens usuel. De plus, pour u € 711’1)(') (Q) et pour tout k > 0, tr (T (u)) =
Te(tr(w)) etsi @ € WO (Q) alors u— ¢ € T" (Q) et tr(u — @) = tr(u) — tr(@).

Ensuite, nous définissons le gradient au sens faible d’une fonction mesurable u € 7PW(Q).

Proposition 1.1.10 ([18]) Pour toute fonction mesurable u € 751 P (Q), il existe une unique fonc-
tion mesurable v: Q — RN, que nous appelons le trés faible gradient de w et notons v = Vu, tel
que

VTi(u) =vxXgu<xy p-p- x € Q et pour tout k > 0,
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ol e désigne la fonction caractéristique d'un ensemble mesurable E.

De plus, si wappartient a W)'(Q), alors v coincide avec le gradient faible de ..

Lemme 1.1.11 Soient A € R, u et v finies presque partout et appartenant a 75] P Q) introduits,
Vu+Av) = Vu+AVv pp. dans Q,

ot Vu, Vv et V(u + Av) sont respectivement les gradients de u, v et w + Av introduit dans la

Proposition 1.1.10.

1.2 Sur les opérateurs monotones

Dans ce qui suit, X est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application de X
dans X'.

Définition 1.2.1 On dit que
i) A est monotone si :
Vu,ve X, (A(u) —A(v),u—v) >0

ii) A est hémicontinue si : pour tous u,v,w € X, 'application t — (A(u + tv), w) est continue de
R dans R.
iii) A est coercif si :

(Alu),v)

lim 2 — 4.
lullx—+oo  |J]|x

Théoréme 1.2.2 ([63]) Soit A un opérateur vérifiant :

1. A est borné,

2. A est hémi-continu,

3. A est monotone,

4. A est coercif.

Alors A est surjectif de X — X', i.e. pour f € X', il existe u € X tel que A(u) = f.

Remarque 1.2.3 ([63]) Le résultat du Théoreme 1.2.2 reste vrai si I'on remplace I’hypotheése de
monotonie par la Propriété de type (M):
A est de type (M) si :

u, — udans X
A (un) — x dans X' = x=A(u)
limsup (A (un),un) < (X, W)

n—oo
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1.3 Résultats Fondamentaux

Lemme 1.3.1 [38] Nous supposons que

IT<a<gnx)<P<oco VneN

pour tout x € Q, et pour certains constantes o et f3, (1.3.1)

qn — q p.p.dans Q, quand n — oo, (1.3.2)

Vu, — Vudans L'(Q)N, quand n — oo, (1.3.3)

[IVw, 9™ || < C, pour une certaine constante positive C ne dépend pas de . (1.3.4)

Alors Du € L0 (Q)N et

n— oo

liminfj |V, |9 dx 2J |Vu|9™ dx. (1.3.5)
Q Q

Preuve. Par I'inégalité de Young on a pour touta,b € RN et 1 < q < o0,

q/
’b’ﬂ, %Jr&:]. (1.3.6)
q'q s

a-b < lalfbl<[al? +

Sib est une fonction dans L*(Q)N et nous prenons q = g, dans (1.3.6) et utilisons 'hypothese
(1.3.1), on dérive

blan(x)
J (Vv -b— bl , )dng Vv |9 dx. (1.3.7)
aQ dn (x) a

a4 (x) qn (x) B

En utilisant les hypotheses (1.3.2) et (1.3.3), nous pouvons passer a la limite dans (1.3.7)

quand n — oo, de sorte que

q’(x)
J (Vv-b— Lq,m)dx < limian |V 90 dx = L. (1.3.8)
Q Q

q'(x)q(x) @™ e

On considere alors la fonction suivante b,

b:= ﬁq(x)lvwkq“]ﬂ‘ ,avec |Vl .= |Vv| Ak, k > 0,
ol u/A\ v := min{u, v}. En prenant cette fonction b dans (1.3.8), on obtient
1 q'(x)
|| (vt — T e < 1,
Q q(x)

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 20 UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THESE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

ce qui implique -
J|vw§“*+dng
o}

1 N
=1 + 1 =q(x), on arrive a

q(x)

En observant que

memmgL (1.3.9)
Q

Enfin, on obtient (1.3.5) en faisant k tend vers oo dans (1.3.9), et d’aprés 'hypothese (1.3.4)

nous avons Vu € LI (Q)N,

Dans la suite de la these, nous traitons des problemes (p, q)-Laplacien, nous avons donc

besoin de I'argument similaire suivant

Lemme 1.3.2 Soient p,,qn : R — [1,400) deux fonctions mesurables et «,3 € (1,400). On

suppose que

T<a<gn(x)ypn(x) <P <o YneN,

qn — q, Pn — P p.p.dans Q, quand n — oo,

Vu, — Vudans L'(Q)Y, quand n — oo,

I IV, |9 1)) IV, [P lLiq) < C, C est une constante positive ne dépend pas de n.

Alors |V, [ |[Vu, P e LN(Q) et

lim ian (’vun|qn(x) 4 |Vun|pn(x)) dx > J (IVu!q(X) + |Vu!p(")) dx.
> Jo

n— Q

Preuve. Puisque 1 < o < qn(x),pn(x) < B < 400, nous pouvons appliquer le Lemme 1.3.1

séparément pour (pn,p) et (qn, q) pour obtenir

W%W”GUM%hmmqlwhwmmzj|mwwm,
n— oo Q Q

V1 e L'(Q), limian IV, %) dx ZJ Vw9 dx.
n— oo Q 0

En additionnant les inégalités ci-dessus, on en déduit le résultat.

Lemme 1.3.3 [63] Pour tout £,m € RN, les assertions suivantes sont vérifiées :

1
2<p<oo= zp—_]lé—nlps(lélp‘zci— mPn) - (§—n);

2-p
1<p<2=(p-Dlg—nP<(EPe—MP ™) - (E—m(EP +mP) 7 .
Lemme 1.3.4 Soit £, € RNetsoit 1 <p < oo. Ona

1 1
—[EP — =P < |EP2E(E —n).
P p
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Preuve. On considere la fonction f : R* — R définie par x — x? —px+ (p—1). Ona

f(x) > minf(y) = f(1) =0 ¥x € R".

yeR+

On prend x = % (si|&l =0, le résultat est trivial) dans la fonction ci-dessus pour obtenir le

résultat du lemme en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Lemme 1.3.5 Soient a > 0,b > Oetsoit 1 <p < +00. On a
(a+b)P <27 (aP +bP).

Preuve. Si a = 0, le résultat est trivial.

Sia > 0, on peut écrire I'inégalité sous la forme
(T+x)P <277 (14x7),

avec 0 < x = 2 la fonction

~(T+x)P
flx) = o
satisfait
f0)=1= lirp f(x),
et

f(x) > 0, pour tout 0 < x < +o0.

Donc, pour x > 0, f atteint son maximum seulement au point x = 1. Comme
f(1) =277,
le résultat s’ensuit.
Remarque 1.3.6 Il est clair de voir que sous la condition 1 <p~ < p* < +o0,0n a
(a+ b)p(X) < LA (ap(X) + bp(X)) )

Lemme 1.3.7 (See[19]) Soit (vy), o\ une suite de fonctions mesurables dans Q). Si v, converge en
mesure vers v et uniformément borné dans LP")(Q) pour un certain 1 < p(-) € L>=(Q), alors v,

converge fortement vers v dans L'(Q).
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2.1 Existence des solutions faibles pour des problemes p-Laplacien
locaux et non locaux

2.1.1 Motivation

Dans cette section, nous considérons le probleme p(u)-laplacien suivant

—div(|[VuP®2vu) = f + g(u)|[VuP™-! dans Q
@.1.1)
u=20 sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN, N > 2 avec une frontiere Lipschitzienne 9Q), f est une
fonction donnée et p : R — [1, +00) est la fonction exposante de non-linéarité telle que p est

continueet T < & <p < 3 < oo, pour certaines constantes «, 3.

(9 This work

23
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: R — R est une fonction bornée et continue qui appartient a L'(R) et qui satisfait la
g qui app q
condition de signe suivante

— g(w)|VuPTu > 0. (2.1.2)

On considere également le probléme non local suivant

—div(|VuptWI2gy) = f + g(u)|[VuPt@W-1 dans Q
(2.13)

u=20 sur 0Q),

ou g satisfait les mémes hypotheses dans le probleme local ci-dessus. On note b une ap-
plication de W}*(Q) dans R telle que b soit continue et bornée. Des exemples appropriés

d’application b peuvent étre choisis comme

b(u) = |Vul|«

1 1
() = fulle, pour tout q <o, on -~ 1 1

Dans les dernieres années, 1'étude de ce genre de problemes suscite beaucoup d’intérét
avec le développement de la mécanique élastique, des fluides électro-rhéologiques, de la
restauration d’images, etc. Nous renvoyons le lecteur a [16, 29, 30, 41, 77, 79]. Des résul-
tats d’existence pour différents systémes elliptiques issus du probléme des thermistances
et de la modélisation des fluides thermorhéologiques, déja obtenus par Zhikov [91, 89] et
par Antontsev et Rodrigues [17]. La majorité des preuves de ces travaux sont basées sur le
théoreme du point fixe de Schauder. De nombreuses équations de diffusion et de réaction-
diffusion avec des termes non locaux distincts ont été étudiées par différents auteurs comme
les travaux pionniers de Chipot et al. [38, 39, 40]. Ouaro et Sawadogo dans [71] ont étudié
I'existence et 'unicité de la solution faible et le résultat du stabilité structurelle d"un prob-
leme non linéaire de type p(u)-Laplacien avec condition aux limites de Neumann homogene
a travers une méthode d’approximation et des suites convergentes en terme de mesure de
Young. Chipot et al. ont établi l'existence des solutions faibles de probleme (2.1.1) avec
g = 0 dans un travail trés intéressant [38], ils ont considéré le probleme p(u)-Laplacien du

prototype suivant
—div(|[VuP®W=2vu)=f  dansQ

u=20 sur 0Q),
ainsi que la question de 1'unicité pour le cas unidimensionnel. L’existence de solutions

faibles pour sa version non locale également été prouvée.
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A notre connaissance, il n'y a que quelques contributions importantes concernant le bien-
posé des solutions de ce type des problemes. L'une est due a Andreianov et al. [18], ot les
auteurs ont prouvé 'existence de deux types de solutions faibles ainsi que 'unicité de telles

solutions Lipschitziennes sous certaines hypotheses.

2.1.2 Le probleme local
Nous définissons 1’ensemble oti nous allons chercher les solutions comme suit
1,p(w) o 1,1 . p(u)
WP (Q) = {u c WH(Q) J IVuP®dx < oo}.
o)

Sil < p(u) < oo pour tout u € R, cet ensemble est un espace de Banach pour la norme

[l ree () définie dans (1.1.5) (voir [18], Proposition 2.3) qui est équivalente a |Vl
0

dans le cas out p(u) € C(Q). Si pour une constante «,1 < a < p,p est continue, alors

W;’p(u) (Q) est un sous-espace fermé de W} *(Q), par conséquent il est séparable et réflexif.
Définition 2.1.1 On suppose que la fonction p donnée dans (2.1.1) est continue et que
IT<a<pu)<pf<oo YueR, (2.1.4)
pour certaines constantes oc et (3. Supposons également que
few Q). (2.1.5)
Une fonction u € W;’p(u) (Q) est dite solution faible du probléme (2.1.1), si

J IVuPW=2vy - Vvdx = J g(uW)|[VuP™vdx + (f,v) W e W(])’p(u)(Q),
o) o)

oit (-, -) désigne le crochet de dualité entre (Wg)‘p(u) (Q)) et W(])’p(u) (Q).

Notez que q = p(u) € Q(Q) et que I'infimum essentiel q_ et le supremum essentiel q.
satisfont a (1.1.2) pour tout u € W;’p(u) Q).

Théoréme 2.1.2 Soit Q C RN, N > 2, un domaine borné avec une frontiere 0Q) Lipschitzienne.

Supposons que
p : R — [1,+00) est une fonction Lipschitzienne-continue , (2.1.6)
et que la condition (2.1.5) est vérifiée. Si
N<a<pu<pfp<oo YueR, (2.1.7)

alors il existe, au moins, une solution faible au probleme (2.1.1) au sens de la Définition 2.1.1.
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Preuve. La preuve du Théoreme 2.1.2 est divisée en plusieurs étapes.
Etape 1: Approximation

Pour chaque ¢ > 0, nous considérons le probleme auxiliaire suivant

—div(|[VuP™=2vu) — g(u)[VuP™=" + ¢ (= div([Vulf2Vu) — g(uw)|VulP~") = f dans Q,
u=0 surodQ.
2.1.8)

Pour une fonction exposante p satisfaisant (2.1.6) et (2.1.7), on dit qu'une fonction u est une

solution faible du probleme régularisé (2.1.8), si

ue WyP(Q),
J IVulp(”)_ZVu~Vvdx—J g(u)qulp(u)_]vdx
0 0
+€ (J IVu/f2Vu - Vvdx—J g(u)IVqu“vdx) = (f,v) WeWyP(Q),
0 0

ot (-, -) désigne la crochet de dualité entre W% (Q) et W}*(Q).
Proposition 2.1.3 Pour chaque € > 0, le probleme (2.1.8) admet une solution faible ..

Preuve. Soit w € [*(Q), d’apres (2.1.7), nous avons
N<a<pw) <B<oo pp. xe€Q. (2.1.9)

doncg,
few Q) cwhQ),

et, par la théorie des opérateurs monotones, le probléme admet une solution unique u = u,,

ue wWykQ),
L [VuP™=vu - Vvdx — L g(w)|Vul™ vdx (2.1.10)

+e (J IVulP~2Vu - Vvdx—J g(u)qul‘Mvdx) = (f,v) Wve W&’B(Q),
Q Q

Sil’on prend v = u comme fonction test dans (2.1.10), on obtient

J IVulP™dx — J g(w)|[VuP™udx + ¢ (J IVulPdx — J
Q Q Q

g(w)|VulP! udx>
Q

= (f,u).
Nous utilisons la condition (2.1.2) et 'inégalité Cauchy-Schwarz, nous obtenons

| IPulax <l Vil e | gluivulud
Q Q
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Grace a I'inégalité de Young et au fait que g est une fonction bornée, on a
EJ VulPdx < C; |Vullg + C2J IVulPdx + CgJ lulP dx.
o} Q Q
Ainsi,
e[ Vulls < CillVulls + Caf| Vull + Caf V5.
p= - B2 p T4 p

On obtient
[Vuls < €, 2.111)

ou C = C(«, B, Q, ¢, f) indépendant de w. Puisque 3 > N > 2 ona WS’B(Q) — L?(Q), est
compact et
ufl2 = Jluwll2 < G,

pour une constante positive C = C(«, 3, Q, ¢, f, d) indépendante de w. On définit T := {v €

L?(Q) :|lv|l2 < C}, et on considere I'application
Towou,eT, (2.1.12)

cette application est continue. En effet, nous supposons que w, est une suite dans L?(Q)
telle que

w, —w dans L[*(Q), quand n — oo. (2.1.13)

Pour chaque n € N, soit u,, la solution du probléme (2.1.10) associé a w = wy. Par (2.1.11),
ona

IVin]lp < €.
Donc, pour une certaine sous-suite encore appelée u, et un certain u, nous avons

u, = u dans WS’B(Q), quand mn — oo, (2.1.14)
u, - u dans [*Q), quand n — oo. (2.1.15)

D’apres (2.1.10), on obtient

J (IVwn P 2V, + e[ Vug P2V, ) - Vvdx (2.1.16)
Q

—J (9(un) VU P!+ eg(un) I Vun 1) vdx = (f,v) v e WoP(Q).
Q

En utilisant la monotonicité, on obtient

J (IVu P20y, + el VP2 Vg, ) - Viu, —v)dx
Q
= | (o) TP egluan) T ) (1 v
Q
—J (Vv =27y + e VP 2Vv) - V(uw, —v)dx (2.1.17)
Q

+J (g1 4 eg(V)[ VP (w, —v)dx >0 W e WP (Q).
0
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En prenant v = u,, — v dans (2.1.16) et en utilisant (2.1.17), on obtient
(fyu, —v) — J (IVvPrm =27y — e Vy[P2Tv) - V(u, —v)dx (2.1.18)
Q

—|—J (gW)IVVP™ ! 4 eg(W)VVPT) (U —v)dx >0 W e WP (Q).
o)

Grace a I'hypothese (2.1.6) et la convergence (2.1.13), nous pouvons appliquer le théoreme

de convergence de Lebesgue, donc
VP =27y — [VVPW2y  fortement dans LB/(Q)N, quand n — oo (2.1.19)
et
g(v)|[ VPl 5 g(v)|[ VP fortement dans LR (Q)N, quand n —oo. (2.1.20)

En combinant les convergences (2.1.14), (2.1.19) et (2.1.20) on peut passer a la limite dans

(2.1.18) pour obtenir
(f,u—v) — J (IVVPI=20y 4 e[ VP 2Vv) - V(u —v)dx (2.1.21)
Q

+J (gIVVP™ T 4 eg(W)[VVPFT) (u—v)dx >0 W e WP (Q).
Q
Soit z € W&’B(Q) et d > 0, on prend v = u =+ 8z, dans (2.1.21), on en déduit

+ [(f, z) — J (IV(u £ 8z)P™ 2V (u £ 82) + e|V(u £ 82)|P?V(u + 8z)) - Vzdx
Q

+ J (g(u + 62)|Vu + 5zP™ T (u + 82) + eg(u + 82)[Vu £ 6z/F T (u + 62)) zdx} > 0.
Q

(2.1.22)

En faisant 6 tend vers zéro dans (2.1.22), il en résulte que
J (IVuP™ 2w + e[ Vul/f2Vu) - Vzdx
0
—J (g)IVuP™ " + eg(w)|VvIP ") zdx = (f,z) Vz € WP (Q).
ol

Signifie que u = u,,. D’apres la convergence (2.1.15) et puisque la limite est déterminée

d’une maniére unique, on trouve
u,, — W, fortementdans [%(Q), quand n — oo,

on en déduit que I'application (2.1.12) est continue. Par conséquent, d’apres le théoreme du

point fixe de Schauder, cette application admet un point fixe.
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Cela signifie que, pour chaque ¢ > 0 il existe u, € W, (Q) tel que

J IV, P2, Vvdx — J
Q

g(ue)|[Vu P Tvdx + EJ IVu P2 Vu, - Vvdx
0 0

—EJ g(ue)| Ve P vdx = (f,v) Wve WJ)’B(Q). (2.1.23)
Q

De plus,
N<a<plu)<pB<oo Ve>0, pp. xe€Q.

Etape 2 : Passage a la limite en tant que ¢ — 0

En prenant v = u, dans (2.1.23), on obtient
J (IVueP™) — glue) Ve P e ) dx + EJ (IVielP — g(ue) [V P ue ) dx = (f, ue).
Q 0

En utilisant 1'inégalité de Holder, nous obtenons

plug)
J Vi fdx < CJ [Vl e < C (J !Vug|p(“£)dx+1>< =)
Q x Q

<C (J |V [P dx + 1) , (2.1.24)
Q
ou C = C(«, 3,Q). Par conséquent

(F,10) < ClIVaLll < C(J Vu P ax +1) " (2.1.25)

N o)

Grace a (2.1.25) et en appliquant 'inégalité de Young, on obtient
J [V P dx + e Vue[f < C. (2.1.26)
0

On peut aussi déduire que

IVull« < C, (2.1.27)

ol C est une constante positive qui ne dépend pas de «.
Puisque o > N > 2 alors I'injection W)*(Q) — L?(Q) est compact. Par conséquent, nous

avons pour une certaine sous-suite (encore d’indice n) et un certain u

—u dans W}¥(Q), quand mn — oo, (2.1.28)
Vu,, — Vu dans L*(Q)Y, quand n — oo, (2.1.29)

Ue

n

u,, —u dans [*Q), quand n — oo,

U, »u p.p.dans Q, quand n — oo. (2.1.30)
La convergence (2.1.30) implique que

plue,) = p(u) p.p.dans Q, quand n — oco. (2.1.31)
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Nous rappelons que
N<a<pu,) <Pp<<oo ¥YneN, for p.p.quadx € Q. (2.1.32)

Nous remplacons u,, par u. dans (2.1.26), selon (2.1.29), (2.1.31) et (2.1.32) ainsi, nous pou-

vons appliquer le Lemme 1.3.1, nous obtenons
ue WP (Q). (2.1.33)
Nous employons la monotonicité pour déduire
J_Q (IVue, PR 2V, + e[V, P2V, ) - Ve, —v)dx
- JQ (g, ) VL, PR g, g (e, )V, P71 (e, — v)dx (2.1.34)
B L (IVVPHen) 27y + €, [ VP 2VV) - V (1, — v)dx
+L (gV)[VvPMen) ™t e g(V)[WVFT) (e, — v)dx >0
Vv € Wg’B(Q).

En remplacant u, par u, et en prenantu,, —v alaplace de v dans1’égalité (2.1.23), I'inégalité
(2.1.34) devient

(fyue, —v) — (J (IVVPRen) 20y + €, [VV[F2VY) - V(1 — v)dx
Q
—J (g(V) [Vt e, g(v)[ VYT (ue, —v)dx) >0,
Q

pour toutv € C(Q).

En utilisant (2.1.31), et le théoréme du convergence de Lebesgue, on a pour tout v
IVyPen) 27y — |[WyPW29y  dans LY (Q)N, quand n — oo (2.1.35)

et
g(v)|[VvPlen) =T o g(v)|[ WP dans LY (Q)N, quand n — oo. (2.1.36)

Selon 1'estimation (2.1.27), les convergences (2.1.28), (2.1.35) et (2.1.36), on peut passer a la

limite dans (??) lorsque n — oo, on obtient
(] e T
ol
—J g(v)| WP (u—v)dx) >0 Wve CP(Q). (2.1.37)
ol

En faisant intervenir les hypotheses (2.1.6) et (2.1.7), p(u) est log-Holder continue ce qui
implique que C{(Q) est dense dans W(])’p(u)(Q). Ainsi, (2.1.37) est vraie pour tout v €
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W;’p(u)(Q). Soit z € W;’p(u) (Q) et 8 > 0, on peut donc prendre v = u =+ 6z dans l'inégalité

(2.1.37) pour obtenir

+ <<f, z) — (J IVuP™W=2vu . Vzdx —J
Q

g(v)| VP! zdx) > > 0.
Q

Ce qui implique,

J IVuPW2Vu - Vzdx —J gW)IVVPW " zdx = (f,2) vz e WP (Q). (2.1.38)
Q Q

Finalement, on conclut que u est une solution faible du probleme (2.1.1).

2.1.3 Le probleme non local

En plus du probleme (2.1.1), nous considérons dans cette section sa version non-locale. Tout

d’abord, nous définissons I’ensemble suivante

WP (0) = e W' (Q) JQ VP dx < o),

ou p est une fonction réelle telle que
p estcontinue, 1 <o <p <}, (2.1.39)

pour certaines constantes, « et 3. b est une application de W)*(Q) a valeurs dans R telle

que

b est continue et bornée. (2.1.40)

Définition 2.1.4 On dit qu’une fonction wu est une solution faible de probleme (2.1.3) si

ue Wgyp(b(u))(Q) )

J IVuPPW=27y - Vvdx —J g(w)|VuPTydx = (f,v) W e Wg’p(b(u]](fl) ,
0 0

(2.1.41)
/
oit (-, -) désigne le crochet de dualité entre <W3’p(b(“)) (Q)) et wg’p“’“*” (Q).

Théoréme 2.1.5 Soit Q un domaine borné de RN, N > 2, nous supposons que (2.1.39) et (2.1.40)
sont satisfaites. De plus, soit f € W' (Q) et o« > N. Alors il existe au moins une solution faible
au probleme (2.1.3) au sens de la Définition 2.1.4.
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La preuve du Théoreme 2.1.5 est divisée en plusieurs étapes.

Etape 1: Approximation Pour chaque ¢ > 0, on considere le probleme auxiliaire

— div(|VuPPW=2u) — g(u)|[VuPP=! 4 ¢ (—div([Vulf2Vu) — g(u)|VulP') = f dans Q,

u=0 surodQ.
(2.1.42)

Pour une fonction exposante p satisfaisant (2.1.39) et (2.1.6), on dit qu’une fonction u est une

solution faible du probleme régularisé (2.1.42), si

ue Wy(Q),
J \Vu!p(b(“”ZVu'Vvdx—J g(W) | VuP Py dx
= o
te (J Vuf v V"dX—J Q(u)|Vu|B1vdx> = (f,v) WveWyP(Q),
Q 0

ot (-, -) désigne le crochet de dualité entre W% (Q) et W)H*(Q).
Proposition 2.1.6 Pour chaque € > 0, le probleme (2.1.42) admet une solution faible ..
Preuve. Soit w € 1?(Q), d’apres (2.1.39), nous avons
N<a<pw) <B<oo pp. xe€Q. (2.1.43)

Dong,
few Q) cwhk(Q),

et, par la théorie usuelle des opérateurs monotones, il existe une solution unique u = u,, du

probleme
ue WyP(Q),
J IVuPCMW =27y . Vvdx — J g(w)|[VuPtMI=lydx (2.1.44)
Q Q
+e (J IVulP2Vu - Vvdx —J g(u)!VuIBde) = (f,v) Wve W(])’B(Q).
Q Q

En prenant v = u,, comme fonction test dans (2.1.44), on déduit

J Ve, PO dx, — J
Q

g(w,) [V, PPy dx + ¢ (J IV, [Pdx — J
Q Q

g(uwwwﬁ—‘uwdx)
Q

= (f, uw).

Au vu de (2.1.2) et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

€J V[P dx <[]l -1,al | Vitw]lo + SJ g(1) [V, Py, dx.
Q Q
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Grace a I'inégalité de Young et au fait que g est une fonction bornée, on obtient
eJ IVu,|Pdx < Crl|[ V|l + CZJ IV, |Pdx + Cg,J [, [P dx.
o} o} o}
Ainsi,
e[|Vl < Crll Vg + Call VanlIf + Col| Vany -

On obtient
IVunl|lp < C, (2.1.45)
ou C = C(e, B,Q, ¢, f) indépendant de w. Puisque > N > 2on a WS’B(Q) — [2(Q) est
compacte et donc
[uwll2 < G,
pour une constante positive C = C(«, 3, Q, ¢, f,) indépendante de w. On définit T := {v €

L?(Q) :|lv|]l2 < C}, et on considere 'application
Towou,eT (2.1.46)

Tout d’abord, nous montrons que cette application est continue, nous supposons que w, est

une suite dans L*(Q) telle que
wp —»w dans L[3(Q), quand n — oo. (2.1.47)

Pour chaque n € N, soit u,, la solution du probléme (2.1.44) associé a w = wy,. Par (2.1.45),
on a

V[l < C.
Dongc, pour une certaine sous suite encore notée u,, et un certain u, nous avons

u, = u dans WA’B(Q), quand n — oo, (2.1.48)

u, - u dans [*Q), quand n — oo. (2.1.49)
Selon (2.1.44), nous avons

J (IVUn PO 201, + e[V, P2V, ) - Vvdx (2.1.50)
Q

[ (G a0+ gl PP v = (6) W € WEF(02)
o)
En employant la monotonicité, nous avons

J (IVun PP 201, + e Vg P2 Va,) - V(u, — v)dx
Q
[ (G D ) Tl ) 1 — )
Q
—J (IVVPEOvI=20y + | Vv[F2Vv) - V(u, —v)dx (2.1.51)
Q

+J (g(V)[WVPPOI=T 4 eg(v)[VVPT) (uy —v)dx >0 Wv e WP (Q).
0
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Nous prenons v = u,, — v dans (2.1.50) et grace a (2.1.51), on obtient

(fyu, —v) — J (IVvlp(b(W“))_ZVv — €|V\)|B_2V\)) -V(u, —v)dx (2.1.52)
ol

+JQ (W)Wt L eg(v)[VVPT) (w, —v)dx >0 W € WP (Q).
En utilisant (2.1.6) et (2.1.47), nous pouvons appliquer le théoreme de Lebesgue, donc
|VyPeI=27y, | yPWI=27y  fortement dans LB/(Q)N, quand n — oo (2.1.53)
et
g(V)[ WPl g ()| WP fortement dans Lﬁ/(Q)N,quand n — oo. (2.1.54)

En combinant (2.1.48), (2.1.53) et (2.1.54) nous pouvons passer a la limite dans (2.1.52), nous

obtenons

(f,u—v) — J (IVvlp(b(W))_ZVv + €| VP2 VY) - V(u—v)dx (2.1.55)
0

+J (gW)IVVPCMIT 4 eg(W) VP! (u—v)dx >0 W e WP (Q).
Q
Soitz € W,P(Q) et § > 0, en prenant v = u + 5z dans (2.1.55) on obtient
+ [(f, z) — J (IV(LL + 5z) P27 (1 4 5z) + €|V (u =+ 82)|F 2V (u + 62)) - Vzdx
Q

+ J (g(u + 62)|Vu + 5zPCIT (1 + 82) + eg(u =+ 62)|Vu + 5zP " (u + 62)) zdx} > 0.
0
(2.1.56)

Nous faisons tendre 6 vers 0 dans (2.1.56), nous obtenons

J (IVuPOI=2 gy + e[ Vulf2Vu) - Vzdx
o

—J (g(u)qulp(b(w))*l +eg(wW)|Vv[P ) zdx = (f,z) vz e WP (Q).
0

Ainsi u = u,,. En tenant compte de (2.1.49) et puisque la limite est déterminée de maniere

unique, nous concluons que
w, — 1, fortementdans L*(Q), quand n — oo,

on en déduit que I'application (2.1.46) est continue. Par conséquent, d’apres le théoreme du
point fixe de Schauder, cette application admet un point fixe. Cela signifie que, pour chaque
e > 0il existe u, € WS’B(Q) tel que

J IV, [POM)=27y, Vvdx — J
o)

g(ug)IVuslp(b(usn_1vdx + eJ IVu. P2V, - Vvdx
Q Q

—EJ g(ue)| Ve Fvdx = (f,v) WY e WJ)’B(Q). (2.1.57)
Q
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De plus,
N<a<pu)) <p<oo Ve>0, pp. xeQ.

Etape 2 : Passage a la limite en tant que ¢ — 0

En prenant v = u, dans (2.1.57), on obtient

J (IVae PO g0, Vg POy ) dx+sj (IVel® — g(u) Ve P ) dx = (f, w).
Q Q

Nous appliquons l'inégalité de Holder, nous obtenons

(ue))

ST
J Ve Fdx < Cf[[Vaee ¥ poteen < C (J |Vu£yvﬁb(ue”dx+1) (P2e). (2.158)
Q x Q

fgC(J!VuJ%Wmdx+1>,
Q

ou C = C(«, 3, Q). Par conséquent

R|—

(f, 1) < CllVulla < c(J

< [V PO x4 1)
Q

En employant I'inégalité de Young, on obtient
L [V Pe0) dx + €| Vi || < C. (2.1.59)
Nous pouvons également déduire que
IVulla < C,

ou C est une constante positive qui ne dépend pas de «.
Puisque o > N > 2, alors l'injection W}*(Q) — L*(Q) est compacte. Par conséquent, pour

une certaine sous-suite (encore d’indice n) et une certaine fonction u, nous avons

u,, —u dans W)*(Q), quand n — oo (2.1.60)
Vi, — Vu dans L*Q)Y] quand n — oo (2.1.61)

u., —u dans [*(Q), quand n — oo
U, - u p.p.dans Q, quand n — oo (2.1.62)
p(b(u,)) = p(b(u)) p.p.dans Q, quand n — oo. (2.1.63)

Nous remplagons u., par u. dans (2.1.59), en utilisant (2.1.61), (2.1.63) ainsi, nous pouvons

appliquer le Lemme 1.3.1, nous obtenons

ue WP Q). (2.1.64)
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D’apres la monotonicité, on a pour tout v € W, *(Q)
JQ (IVue, P27y, + 6|V, P2V, ) - V(ue, —Vv)dx
—JQ (g(ue, )V, [P0 e glue )V, P71 (e, —v)dx (2.1.65)
_JQ (IVvPCLan =27y + ¢ [VV[E2TV) - V(u,, —Vv)dx
+JQ (g(v)leImh(umn*] + eng(v)IVVIB’U (Ue, —v)dx >0

En remplagant u,, par u. et en prenant u,, —v ala place de v dans (2.1.57), I'inégalité (2.1.65)

devient
(fyue, —Vv) — (J (IVvp et =27y + ¢ [VV[E2VV) - V(u,, —Vv)dx
Q
—J (g e g)ITVE) (a,, —v)dx) > 0, (2.1.66)
Q

pour toutv € CF(Q) .
Selon la convergence (2.1.63), nous appliquons le théoreme de convergence de Lebesgue, on

aura pour tout v
|VyPblen)) =27y |[7yPWI27y  dans LY (Q)N, quand N — oo

et

g(\))!V\)Ip(b(“m”’]—>g(v)!Vv|p(b(“)H dans L"‘/(Q)N, quand n — oo.

Par conséquent, nous pouvons passer a la limite dans (2.1.66) lorsque n — oo pour obtenir
(f,u—v) — < J |VVPWI=2gy (1 — v)dx
0
—J g(v)| WPt (u—v)dx) >0 WeCPQ). (2.1.67)
o)
En prenantv =u =+ bz, 0t1z € W(])’p(b(u)) (Q) et 5 > 0, dans (2.1.67) on obtient
+ ((f, z) — <J |VuPCWI=27y . Vzdx —J g(v)lelp(b(u”_1zdx>) > 0.
o} 0
Ce qui implique,
J IVulPCW =27y - Vzdx —J g(v)|[VvPCWITlzdx = (f,z) Vz e W;’p(b(u))(Q).
o}

Q

Alors, le probléme (2.1.3) admet au moins une solution faible.
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2.2 Solution faible d’un probléme non linéaire de type local
et non local

2.2.1 Motivation

L’objectif de cette section est de dériver des résultats d’existence pour de certains problemes
a exposant variable p(u) ou p(b(u)). Nous considérons d’abord le cas ou la dépendance
de p par rapport a u est une quantité locale. Plus précisément, nous étudions le probleme
suivant
—div(|[VulPW2vu) + [uP™—2u = f dans Q
(2.2.1)
u=0 sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN=2, f est une fonction donnée et p est la fonction exposante

de non linéarité p : R — [1,+o00) tel que
pestcontinue 1<a<p<p <oo ouaf sontdesconstantes . (2.2.2)

Dans la deuxieme partie de cette section, nous étudions le probléme non local suivant

—div(|VuPW=2yy) + [upt)—2y = f dans Q
(2.2.3)
u=20 sur 0Q),

oup:R — [1,400) et b : W)*(Q) — R sont les fonctions impliquées dans l'exposant de
non-linéarité, pour un certain exposant constant « tel que 1 < o < oo.

Ce type de problémes apparait dans les applications de certaines techniques numériques
pour la méthode de restauration d’images par variation totale qui ont été utilisées dans
certains problémes de restauration du traitement mathématique des images et de la vision
par ordinateur [29, 30, 79]. Tiirola, J. dans [79] ont présenté plusieurs exemples numériques
suggérant que la prise en compte des exposants p = p(u) préserve les bords et réduit le
bruit des images restaurées u. Un exemple numérique suggérant une réduction du bruit des
images restaurées u lorsque 'exposant du terme de régularisation p = p(|Vu/|) est présenté
dans [29]. L’étude de ces problemes a été récemment développée par Andreianov et al. [18].
IIs ont établi le résultat d’existence partielle et d"unicité de la solution faible dans les cas de

condition limite homogeéne de Dirichlet pour le probleme suivant

—div([VuP™=2vu) +u=f in Q,

u=20 on 0Q).

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 37 UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THESE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

S. Ouaro et N. Sawadogo dans [72] et [73] ont considéré le probleme non linéaire de Fourier

a valeur limite suivant

b(u) —diva(x,u,Vu) =f dans Q
ax,u,Vu) - n+Au=g suroQ.

Les résultats d’existence et d"unicité des solutions entropiques et faibles sont établis par une

méthode d’approximation et des suites convergentes en termes de mesure de Young.

2.2.2 L’existence pour le probléme local

Dans cette partie, nous prouvons l'existence de solutions faibles pour le probleme local
(2.2.1) en utilisant une technique de perturbation singuliére. Tout d’abord, nous définissons

I'espace suivant :
W;’p(u)(Q) ={ueWw)'(Q): J IVulP™dx < oo} tel que T < p(ut) < oo pour tout u € R.
0

C’est un espace de Banach pour la norme Hu||W(1),p(.] () qui est équivalente a | Vul|p) lorsque
p(u) € C(Q). Puisque p est continue, alors dti au faitque 1 < o < p, Wg’p(u) (Q) est séparable

et réflexif.

Définition 2.2.1 Supposons que p vérifie (2.2.2) et que
fe w Q). (2.2.4)
Une fonction w € Wy*™(Q) est dite solution faible du probleme (2.2.1), si

J IVuPW=2vu - Vvdx +J P2 uvdx = (f,v) W e W;‘P“”(Q),
0 0

oit (-, -) désigne le crochet de dualité entre (W;’p(u) (Q)) et W(])’p(u) (Q).
Théoréme 2.2.2 Supposons (2.2.2), (2.2.4) et
N<a<pu <p < +oo, (2.2.5)
si de plus
p : R — [1, +00) est une fonction Lipschitzienne-continue . (2.2.6)

Alors il existe au moins une solution faible au probléme (2.2.1) au sens de la Définition 2.2.1.
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La preuve du Théoreme 2.2.2 est divisée en plusieurs étapes.
Etape 1: Probléme approximatif
Pour chaque ¢ > 0, nous considérons le probleme auxiliaire suivant (appelé probleme régu-

larisé)

—div([VulP™=2vu) + [uP™~2u + ¢ (Julf~?u — div(|Vu/f?Vu)) = f dans Q,

(2.2.7)
u=20 sur 0Q),
avec
N<a<pu<pfp<oo VueR.
Proposition 2.2.3 Pour tout € > 0, le probleme (2.2.7) admet une solution faible ..
Preuve Soit w € [2(Q), alors
N<a<pw) <B<oo pp. x€Q. (2.2.8)

Rappelant que f € W% (Q) ¢ W' (Q).

Maintenant, nous nous concentrons sur l'opérateur T, : W;’B (Q) — W HF'(Q) défini par

(T.(u),v) = J (IVuP™=2vu - Vvdx + [uf ™ 2uv) dx+e U (IVu/f2Vu - Vvdx + [ulPuwv) dx | ,
o

Q

pour touts u,v € Wy*(Q). Nous pouvons établir que:

(1) T, est continue, bornée et strictement monotone;

(ii) T est coercif.

Selon (i) et (ii), I'opérateur T, est continu, strictement monotone (donc, monotone max-
imal), et coercif. Il s’ensuit que T. est un opérateur surjectif strictement monotone (Voir
Corollaire 2.8.7, p. 135, [74]). Par conséquent, il existe une solution unique w,, € WS’B(Q)
telle que

J IV, P2V, - VvderJ I PO "2, vdx
Q Q

+e (J IVu, P2V, - Vvdx + J
Q

|U,W|f52uwvdx) —(fv) WeWH(Q). (229
Q

Nous prenons v = u,, dans (2.2.9), on aura
J IVuWIp(W)dx+J P dx + ¢ (J ’uw|BdX+J IVuWIBdX) <l =10 [Vl
o) ol o) Q

< Cl[Vuwllg,
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ou C = C(e, B,Q,f), et || - ||-1,« est la norme d’opérateur associée a la norme ||V - ||4. Par
conséquent,
efuwliy < ClIVuwlls < Clluwllr-
Ce qui implique que
HU“WHLB < C, (2210)

ou C = C(«, 3, Q, ¢, f) est une constante positive sans w-dépendance. Puisque 3 > N > 2,

on peut déduire que
ww|[20) < C. (2.2.11)

Ensuite, nous introduisons l’application T : B — B définie par T(w) = u,,, sur 'ensemble
B:= {ve Q) :|v|2q) < C}.Linjection compacte Wy*(Q) — L*(Q) implique que T(B)
est relativement compact dans B. En faisant appel au théoreme du point fixe de Schauder,
on sait que la continuité de T est requise pour obtenir un point fixe de T.

En supposant que nous travaillons sur une suite {w,,} dans L?(Q) satisfaisant
w, = wdans [*(Q) quand n — oo, (2.2.12)

nous désignons par u,, pour toutn € N, la solution de (2.2.9) liée a w := w,,. Par conséquent,

I'inégalité dans (2.2.10) conduit a
[unll; 3 <C,  pour une certaine constante positive (sans dépendance de n.

En passant a une sous suite si nécessaire (notée encore {u,} ), pour un certain u € W;’B (Q)

nous obtenons

u, —=u dans WS’B(Q), quand mn — oo, (2.2.13)

u, »u dans L[*(Q), quand n — oo. (2.2.14)
Nous revenons a (2.2.9), de sorte qu’on considere (u,, wy) au lieu de (u, w), on obtient
L (IVun P2V, + e[V, P2V, ) - Vvdx (2.2.15)
+ L (heaPO) 2, + efun [P 2u, ) vdx = (f,v)  wv e WP (Q).
Puisque I'opérateur du c6té gauche de (2.2.2) est monotone, alors
L (IVu P20, + €]V P2 Vg, ) - Viu, — v)dx
+ L (rn P 2, + el P2, (wy —v)dx — L (IVVP =27y + | VP2 V) - V(u, —v)dx

—J (VP 2y + eulP=2v) (u, —v)dx >0 W e WP (Q). (2.2.16)
Q
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Nous considérons (2.2.2) avec v = u,, — v comme fonction test, nous utilisons (2.2.16) pour

obtenir

(fyu, —v) — J (IVVPO =20y 4 | Vv 2 Vy) - V (u, — v)dx
Q
—J (VPO 2y + eF2v) (w, —v)dx > 0 W € WeP(Q). (2:2.17)
Q
La convergence (2.2.12) implique

wn —w p.p.-dans Q, quand n — oo.

Puisque p est une fonction continue, nous pouvons appliquer le théoreme de Lebesgue (dans
LP'(Q)N), donc

IVVPI=2gy — [WVPW 2Ty fortement dans LR (Q)9, quand n — oo (2.2.18)

et

[Pl =2y [yPV=2y, fortement dans LP(Q), quand n — oo, (2.2.19)

pour toutv € Wg’ﬁ (Q). Enfin, Nous employons les convergences (2.2.13), (2.2.18) et (2.2.19)

pour passer a la limite dans (2.2.17), nous déduisons que

(f,u—v) — J (IVVIP(W)_ZVV + e VV[F2VY) - V(u—v)dx
0

— J (VP72 + elvf2v) (u—v)dx > 0 Wv € WyP(Q). (2.2.20)
Q
Ensuite, nous choisissons v =u £ 8y, avecy € WA’B (Q) et 6 > 0, nous obtenons

+ [(f,y> — L (IV(u=£8y)P™ 2V (u £ 8y) + e[V(u £ 5y) P *V(u =+ 8y)) - Vydx
— L (he £ SyP™ 2 (u £ 8y) + epv[F 2 (u £ 8y)) ydx} >0. (2.2.21)
Nous passons a la limite lorsque o tend vers zero dans (2.2.21), nous déduisons que
L (IVWP™ 29w + e|Vulf27u) - Vydx
+ JQ (Iulp(w)_zu + elvlﬁ_zu) ydx = (f,y) Wy € W&’ﬁ(Q).
Ce qui implique que u = u,,. D’aprés la convergence forte dans (2.2.14), nous concluons que

u,, — 1, fortementdans [*(Q), quand n — oo,

I1 s’ensuit que T est continue, et cela établit 1'existence d"un point fixe qui est la solution
faible du probléme (2.2.7).
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Etape 2: : Passage a la limite quand ¢ — 0

D’apres la Proposition 2.2.3, pour chaque & > 0 il existe u, € Wy*(Q) telle que

J IV(uE)Ip(”ﬁ)ZVvadx—l—J [ [P 2 vdx (2.2.22)
Q Q

+€ (J IV P2V, - Vvdx + J
Q

!uglﬁzugvdx) = (f,v) We WP Q)
0

et
N<ax<pu(x)) <Bp<oo Ve>0, pp. xeQ.
Ensuite, nous choisissons v = u, comme fonction test dans (2.2.22) pour obtenir
L (IVuglp(us) + Iuglp(u“)) dx +¢ <||VuEHE + HuEHE) = (f, ). (2.2.23)
D’apres (1.1.4), nous déduisons que

1
q—

lullqe) < (pgry(w) +1)3- = (J Vw10 dx + 1>
Q

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

I
L IV dx < Cll[Vue*|fpwa < C (L IV [P dx + 1) (M) (2.2.24)
<C (L |V [P dx + 1) ,
ou C = C(«, 3,Q). Par conséquent
(fywe) < [[FlonerlIVille < CHfH],M(L VP dx + 1)‘1‘. (2.2.25)

En adoptant les formules (2.2.23), (2.2.25) et en appliquant I'inégalité de Young, on obtient
J (VU ) dx+ e (Ve + ) < C. (2.2.26)
o}
A partir de (2.2.24) et (2.2.25), nous pouvons déduire 1'estimation suivante

wellie < C, (2.2.27)

ou C est une constante positive sans dépendance de «.
Nous considérons maintenant une suite {¢,} de nombres réels positifs. Pour chaque n € N,
soit u,, la solution du probleéme (2.2.7) associé a ¢,. Puisque l'injection W}*(Q) — [*(Q)
est compacte, alors aprés avoir passé a une sous suite si nécessaire, pour tout u € W}*(Q)
nous avons
u., —u dans W)%(Q), quand n — oo (2.2.28)
Vi, — Vu dans L[%Q)Y, quand n — oo (2.2.29)
u,, —u dans [*(Q), quand n — oo

U, @ u p.p.dans Q, quand n — oo. (2.2.30)
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Les contraintes sur l'intervalle des exposants dans (2.2.5) impliquent que u est Holder-
continue, alors d’apres la condition (2.2.6), p(u) est aussi Holder-continue.

La convergence (2.2.30) implique que

plue,) = p(u) p.p.-dans Q, quand n — oco. (2.2.31)
Clairement, la chaine d’inégalités suivante est satisfaite

N<a<pu,)<pPp<oo YneN, pp. xec. (2.2.32)

En adoptant (2.2.26) écrite pour la suite u,,, nous pouvons appliquer le Lemme 1.3.1 pour

conclure que
uewP™Q). (2.2.33)
D’apres la théorie des opérateurs monotones, nous avons

J (IVAe, PO 2V, |+ 0 Ve, P2V, ) - Ve, —v)dx
)
+J (e, PMen) 2+ eqfue, [P 2u) (U, —v)dx
o
— <J (IVvIp(“m)_sz + enIVvIB_ZVv) -V(ue, —v)dx
o

+J (WP =2y + e V[P 2v) (ue, —v)dx) >0 WweWyPQ). (2.2.34)
Q

En remplagant u, par u,, et en choisissant 1., —v comme fonction test dans (2.2.22), on peut

réduire (2.2.34) sous la forme

(f,ue, —v) — (L (IVVPEen =27y + | VyP2Vv) - V(u,, —v)dx (2.2.35)

N J (WP 2 4 el 2) (a, — v)dx) > 0,
Q

pour tout v € C3°(Q). En utilisant (2.2.31) et le théoréme de convergence de Lebesgue, on

obtient
VP =29y — |[VvPW2yy  dans L*(Q)Y, quand n — oo (2.2.36)
et
ppteen) =2y — [yP™=2y  dans 1%(Q), quand mn — oo. (2.2.37)

Nous prenons la limite quand n tend vers l'infini dans (2.2.35), et nous utilisons (2.2.27),
(2.2.28), (2.2.36) et (2.2.37), nous obtenons

(f,u—v) — <L IVVPW2y . V(uw—v)dx + L WP =2y (u — v)dx) >0 Wve C(Q).

(2.2.38)
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Selon les hypotheses (2.2.5) et (2.2.6), la fonction p(u) est Holder-continue ce qui implique
que C(Q) est dense dans W(])’p(u] (Q). Ainsi, (2.2.37) reste vrai pour tout v € Wg)’p(u) (Q).
On peut donc prendrev =u=+dy,ouy € Wg’p(u) (Q) et 5 > 0, comme étant une fonction test
dans (2.2.37) on obtient

+ <(f,y> ~ (J VP 2Vy - Vydx +J Iulp(u)zuydx>) > 0. (2.2.39)
Q Q
Cela implique que,
J IVuPW 2w - Vydx +J P 2uydx = (f,y) vy € WP (Q). (2.2.40)
Q Q

Finalement, le probleme local (2.2.1) admet une solution faible (Voir la Définition 2.2.1).

2.2.3 L’existence pour le probleme non local

Parallelement au probleme (2.2.1), nous considérons, dans cette partie, sa version non locale
(2.2.3). Nous prouvons l'existence de solution faible en utilisant I’astuce de Minty ainsi que
la technique de Zhikov (Voir [88]) pour passer a la limite dans la suite de probléemes p(u,)-
Laplacien.

Tout d’abord, nous supposons que la fonction p satisfait les conditions (2.2.2). Nous désignons

par b une application de W}*(Q) dans R telle que
b est continue, b est borné. (2.2.41)

Le théoréme suivant nécessite la définition révisée suivante d’une solution faible.
Définition 2.2.4 On dit qu’une fonction u est une solution faible du probleme (2.2.3) si

ue W;»P(b(u))(ﬂ) ,

J IVulPCW =27 . Vvdx +J uPCWI=2yydx = (f,v) W e W;’p(b(u))(Q) ,
o) o)

(2.2.42)

/
oit (-, -) désigne le crochet de dualité entre (Wg’p(b(u)) (Q)) et Wg’p(b(u)) (Q).

Puisque p(b(u)) est un nombre réel et non pas une fonction, donc les espaces de Sobolev

concernés sont les espaces de Sobolev classiques.

Théoréme 2.2.5 Soit QO C RN| N > 2, un domaine borné et supposons que (2.2.2) et (2.2.41) sont
satisfaites. Si

few " (Q) pour 7y < «,

alors le probleme (2.2.3) admet au moins une solution faible au sens de la Définition 2.2.4.
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Pour prouver le Théoreme 2.2.5, nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 2.2.6 Pour n € N, soit w, la solution de probleme
u, € WP (Q),

J IVu, [P"?Vu, - Vvdx +J P uavdx = (F,v) W e WPt (Q)
o o)

/
oil (-, ) désigne ici le crochet de dualité entre (W&’p“ (Q)) et W&’p“ (Q).

Supposons que

Pn— P, quand mn —oo,ou p € (1, oo),

fewhi'(Q) pour tout q < p.
Alors
Uy —u in WyYQ), quand mn — oo,
ot w est la solution de probleme
uew,?(Q),

J IVulP2Vu - Vvdx +J uPuvdx = (f,v) WYv e Wg’p(Q) .
Q Q

Preuve de Lemme 2.2.6: La preuve du Lemme 2.2.6 est divisée en deux étapes.

Etape 1: Convergence faible

En tenant compte de p, — p, quand n — oo, et q < p, on peut supposer que
Pp+1>pn>q VnelN
Nous choisissons v = u,, comme fonction test dans (2.2.43) pour obtenir
[, 1l | faadn < o 19
Q ol
D’apres (2.2.48) et I'inégalité de Holder, nous déduisons que

||vun||q < C”VU“ann

< Cllunllipns

ou C = C(p, q,Q) est une constante positive. Par conséquent,

||un ],pn S C)

(2.2.43)

(2.2.44)
(2.2.45)

(2.2.46)

(2.2.47)

(2.2.48)

(2.2.49)

(2.2.50)

(2.2.51)
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ou C = C(p,q,Q,f) est une constante positive. En combinant (2.2.50) avec (2.2.51), on

obtient
[Vunllqg < C, (2.2.52)

ou C est une constante positive sans n-dépendance. En passant a une sous suite (si néces-

saire) notée encore w,, pour un certain u € W,*(Q) nous déduisons que
Vu, = Vu dans L9Q), quand n — co. (2.2.53)

Sur cette base, les convergences dans (2.2.44), (2.2.48), (2.2.51) et (2.2.53) conduisent a con-
clure que (Lemme 1.3.1)
lim ian IVu,[Prdx > J [VulPdx,
Q 0

n— oo

et donc
uew,Q). (2.2.54)

Nous remarquons que la deuxiéme ligne dans (2.2.43) est équivalente a

J VU, P2V, - V(v —un)dX+J U PP 2 (v — wn ) dx > (v —un) Vv € WePh(Q),
Q Q

en appliquant le lemme de Minty, on aura

J VP2 Vv - V(v — w,)dx + J WP 2v(v — u, )dx > (f,v —u,) Vv € Wg’p“(Q). (2.2.55)
Q Q

Nous choisissons v € C§°(Q2), alors nous pouvons prendre la limite quand n tend vers 1'infini
dans la formule (2.2.55), et utiliser (2.2.44) et (2.2.53), donc nous obtenons

J IVV[P2Vv - V(v —u)dx + J WP 2v(v —u)dx > (f,v—u) W e CP(Q). (2.2.56)
Q Q

Puisque C3°(Q) est dense dans WP (Q), nous déduisons (2.2.56) également pour tout v €
W(])’p(Q). Maintenant, en choisissantv =u =+ dy, oty € W;‘p(Q) et & > 0, nous passons a la

limite quand o tend vers zéro, on obtient
J IVuP2Vu - Vydx +J uPuydx = (f,y) Yye W(])’p(Q),
o} Q

Enfin, il suffit de rappeler que u € W, (Q) pour conclure que nous sommes arrivés a une
solution du probleme (2.2.47).
Etape 2: Convergence forte

Dans cette étape, nous allons montrer que la convergence (2.2.53) est forte. Tout d’abord, on
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prend v = u, dans (2.2.43) et on utilise (2.2.53) pour passer a la limite quand n — oo, on

obtient

J [Vu, [Prdx +J lu,[Prdx = (f,v) — J
Q Q

[VulPdx + J lulPdx = (f,v) (2.2.57)
Q

Q

Tout d’abord, nous considérons le cas ot
Pn>p VmeN.

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

P

P
J Vu,Pdx < (J IVunlp“dx>p“|Q|17Pn.
o) o)

Ainsi par (2.2.57), nous déduisons que

lim supJ IVu,Pdx < J
n— Q

[VulPdx < lim ian IVu,|Pdx,
00 Q n— oo Q

ce qui implique (du fait que || Vu,||, = [[Vull,, quand n — o0)
u, - u fortement dans W(])’p(Q), quand n — oo. (2.2.58)
Puisque W,*(Q) ¢ W, ?(Q), nous concluons que
Uy —u dans WyYQ), quand mn — oo.
Maintenant, nous considérons le cas ot
g<pn<p neN, (2.2.59)
nous posons

A= J (IVunPr 2 Vu, — [VulP 2 vu) - (Vu, — Vu)dx + J (n /P2 uy — fufPr?u) - (u, — u)dx.
0 o)
(2.2.60)

Par la théorie des opérateurs monotones, nous avons A,, > 0, la formulation (2.2.43) im-

plique que (2.2.60) se réduit a la forme

A, = (f, un—u>—J

IVulP"2Vu - V(u, —u)dx — J luPr2u(u, —u)dx.
Q

Q

D’apres (2.2.45) et la convergence dans (2.2.53), nous avons

(fyup, —u) — 0, quand mn — oo. (2.2.61)
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Comme u € Wg’p(Q) alors

IVuPr2Vu| < max{1, |[VulP~'} € L?' (Q), (2.2.62)

lulP2u| < max{1, [ulP'} € LP(Q). (2.2.63)
Alors, nous pouvons conclure que
A, —0, quand n — oo. (2.2.64)

Nous considérons tout d’abord le cas ot p,, > 2:

En appliquant le Lemme 1.3.3 dans (2.2.60), nous obtenons

1
An > P (J IV (u, —u)Prdx + J hu, — ulPr dx) . (2.2.65)
o)

Q

Nous appliquons l'inégalité de Holder (vu que p, > q)

9 9
[/ 1900 = wita+ | = wtta < (J ¥ (1t — u)rpndx) " (j y — ulp“dx> ] < lQJ .
Q Q Q Q
Dong, a partir de (2.2.64) et (2.2.65) nous obtenons
J IV (u, —u)9dx + J lu, —ulfdx — 0, quand n — oo.
Q Q
Par conséquent,
U, —u dans W(}»q (Q), quand n — co.
Maintenant, nous supposons que p, < 2:
En utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient
J IV (uq —u)P™ dx + J [u, —ulP™ dx
Q Q
Pn (Pn—2)pn 2—pnlpn
= V=W (Vul+[Vul) — 7 (Vug[+[Vul) 2 dx
Q
(Pn—2)pn 2—pn)pn
T L = ™ () + ) ™2 (] ) dx (2.2.66)

2 1-xp
< U 1 (= W ([Vaun] + V)P 2 dx] U (V] + [V dx}
Q Q

Pn
2

o
+ U [ — wf (tn + )P dx] U (Il + )P dx}
Q Q

D’apres le Lemme 1.3.3, on pourrait déduire que

An > C(pa) (J 1 (1 — W) (V] + [Tl dx+J = (1] + [l dx)
Q Q

(2.2.67)

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 48 UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THESE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

Puisque ||un |1, < C, alors d’apres (2.2.64), (2.2.66) et (2.2.67) nous obtenons
J IV (uy —u)P dX—I—J lun —u/’*dx - 0, quandn — oo
Par conséquent, ; ’
u, —u dans W,%Q), quand n — oo.

Preuve de Théoréeme 2.2.5:
Pour tout 6 > vy nous avons, f € (W&’V(Q))’ C (W}¥(Q))'. Par conséquent, pour chaque

u € R, le probleme p(p)-Laplacien suivant admet une solution unique u,,

ue WPy,
J VU2V - Vvdx +J PP 2uvdx = (f,v) W e WP (Q) . (2.2.68)
Le choix d(el la fonction test u, dans ((12.2.68) implique que
J VP dx + J P dx < (6] [Vt (2.2.69)
Maintenant, en appliqu(;nt I'inégalité deQHt')lder, on obtient
< g1 | QU 7 (2.2.70)
D’apres 'inégalité (2.2.69), il s’ensuit que
P < ool Q=7 (22.71)
En combinant (2.2.70) et (2.2. 71) et en utilisant (2.2.2), on aura
< TR )sb < max 170135 (2272)
Par conséquent,
Il < C. (22.73)
L’'inégalité (2.2.73) et le fait que b est une application bornée, impliquent qu'il existe K € R
tel que
b(u,) € [-K, K] VueR.
Ensuite, nous introduisons l'application H : [—K, K] — [—K, K] définie par H(p) = b(u,).

On sait que la continuité de H est nécessaire pour obtenir un point fixe de H.
Supposons que p, — 1 quand n — oo, puisque p est continue, donc p(p,) — p(p). Apres,

on applique le Lemme 2.2.6, de sorte qu’en considérant p(p,) au lieu de p,,, on déduit que
U, —u, dans WP%(Q), quand n — co.

Nous utilisons le fait que b est continue pour déduire que b(u,, ) — b(u,), quand n tend
vers l'infini, ce qui implique que H est continue. Ceci établit I'existence du point fixe p, et

d’une solution faible u,, du probléme (2.2.42).
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Chapter 3

Etude de solutions entropiques des
problémes elliptiques locaux
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3.1 Solutions entropiques pour certains problémes elliptiques
associés a I’opérateur p(u)-Laplacien généralisé

Dans cette partie, nous étudions 'existence de solutions entropiques pour certaines équa-
tions elliptiques généralisées avec des exposants p qui peuvent dépendre de la solution in-

connue u. Nous considérons le probleme suivant

—div(|Vu — O(u)PW2 (Vu—0(u))) = f dans Q
3.1.1)

u=20 sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN, N > 2, f est une fonction intégrable f € L'(Q),p: R —

[p_, p.] est une fonction réelle continue, 1 < p_ < p, < +oo et p'(z) = 2= est I'exposant
PP P p p P p

conjugué de p(z), avec

p- :=essinfp(z) et p; := esssup p(z).
zeR ZeR
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Le probléme (3.1.1) modélise plusieurs phénomenes naturels qui apparaissent dans le do-
maine de 1'océanographie, des écoulements de fluides turbulents, du chauffage par induc-
tion et des problemes électrochimiques. Nous citons par exemple le modéle parabolique
suivant :
- L’écoulement des fluides a travers les milieux poreux : ce modele est régi par I'équation
suivante,

00

3¢ —div (Ve(0) - K(0)elP?(Ve(8) —K(B)e)) =0,

ol O est la teneur volumétrique en humidité, K(0) la conductivité hydraulique, ¢(0) le po-
tentiel hydrostatique et e le vecteur unitaire dans la direction verticale.

Dans les cas classiques, lorsque p(u) = p(x) ou p(u) = p de nombreux auteurs ont étudié
le probleme (3.1.1) en prouvant l'existence et 'unicité de plusieurs types de solutions, et par
différentes approches ([1, 59, 19, 21]).

La nouveauté de ce travail est d’étudier certains problemes impliquant 1’opérateur p-
Laplacien généralisé dans le cas ol les exposants variables p dépendent de la solution in-
connue u. La motivation pour étudier ce type de problemes repose sur le fait que, dans la
réalité, les mesures de certaines quantités physiques ne sont pas faites de maniere ponctuelle
mais a travers des moyennes locales. Ce type de problemes apparait dans les applications
de certaines techniques numériques pour la méthode de restauration d’images par variation
totale qui ont été utilisées dans certains problémes de traitement mathématique des images
et de la vision par ordinateur [29, 30, 79]. Tiirola, J. dans [79] ont présenté plusieurs exemples
numériques suggérant que la prise en compte des exposants p = p(u) préserve les bords et
réduit le bruit des images restaurées u. Un exemple numérique suggérant une réduction du
bruit des images restaurées u lorsque I'exposant du terme de régularisation est p = p(|Vul)
est présenté dans [29]. Dans le cas ou © = 0, M. Chipot et H. B. de Oliveira [38] ont prouvé
'existence de solutions faibles pour un probleme p(u)-Laplacien, les preuves d’existence de
[38] sont basées sur le théoréme du point fixe de Schauder. Andreianov et al. [18], ont étudié

le probléme suivant
—div(|VuP™=2Vu) +u = f dans Q,

u=0 sur 0Q).

S. Ouaro et N. Sawadogo dans [72] et [73] ont considéré le probleme aux limites de Fourier

non linéaire suivant
b(u) —diva(x,u,Vu) =f dans Q
ax,u,Vu) -n+Au=g suroQ.

Les résultats d’existence et d"unicité des solutions entropiques et faibles sont établis par une
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méthode d’approximation et des suites convergentes en terme de mesure de Young.

Pour établir I’existence de notre probleme, nous montrons d’abord que le problémes approx-
imé admet une suite de solutions faibles en appliquant la méthode variationnelle combinée a
un type spécial d’opérateurs. Ensuite, nous prouverons que la suite de solutions faibles con-
verge vers une certaine fonction u et en utilisant des estimations a priori, nous montrerons

que cette fonction u est une solution entropique du probleme elliptique (3.1.1).

3.1.1 Résultats principaux

Dans cette partie, nous prouvons l’existence de solutions entropiques du probleme (3.1.1).
Tout d’abord, nous énongons les hypotheéses suivantes :
(Hy) f e L'(Q).
(Hy) © : R — RN est une fonction continue telle que ©(0) = 0 et |O(x) — O(y)| < Alx —yl,
pour tous x,y € R, ou A est une constante positive telle que A < ZLCO’ et Cy est la constante
donnée par 'inégalité de Poincaré.
Nous définissons I’ensemble ot1 nous allons chercher les solutions au probleme (3.1.1) comme
suit

wyPM(Q) = {u e W(Q): J IVuPWdx < oo} .

Q

Nous donnons maintenant une définition des solutions entropiques du probleme elliptique
(3.1.1).

Définition 3.1.1 Une fonction mesurable u avec T (u) € Wg)’p(u)(Q) est dite solution entropique
du probleme (3.1.1), si
J O (Vu—0(u)) VT (u— @)dx < J fT(uw— @)dx, (3.1.2)
Q Q

pour toute @ € C}(Q) et pour chaque k > 0, avec
© (&) =g Ve e RN

Théoréme 3.1.2 Si (H;) et (H,) sont satisfaites. Alors, le probléeme (3.1.1) admet au moins une

solution entropique au sens du Définition 3.1.1.

La preuve du Théoreme 3.1.2 est divisée en plusieurs étapes.
Etape 1: Le probléme approximatif.

Soit f, une suite de fonctions C°(Q) fortement convergente vers f dans L' telle que ||f, || <
(i
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Nous considérons le probléeme suivant

—div(® (Vu, —0(u,))) = f,, dans Q
(Pn)
U, =0 sur 0Q),

ou
D (&) = [EPM72E VE € RN,

Nous définissons 'opérateur A par

(Au,v) = J ®(Vu—0(u))Vvdx, avec u,ve W;’p(')(Q).
o)

Nous allons prouver que A est coercif. D’apreés le Lemme 1.3.4, nous obtenons

(Au,u) = p O(Vu—0(u))Vudx
Ja

r

= | |[Vu—0(u]PY2(Vu—0(u))Vudx
Q

rl

> | vu—etrtax— | —ewrtiax

Puisque
(a+b)P <27 (JalP + [bP),

nous avons 1 1

2p IVuP = Ty Vu—0(u) + 0(u)Pw

< [Vu—0W)P™ + @),

alors

2p11 IVuP®™ —0(w)P™ < [Vu—O(u)P™.

Alors, d’apres 1'inégalité de Poincaré, on obtient

o1 [T 1
Au,u) > | —— IVulP™ — [©(u |P(u)} dx _J O (w)P™ dx
A 2 | o) [zw ) it
1 1 2
> | | vupMax - J 2 o@)Pdx
Jop(u) 2+t o p)
(1 1
> | T - | S
Joplu)2v- oplu
1 1 2AP(W
> | —5—=IVuP¥ax - J CPM I Tuf™ dx
Ja P+ 2P Q —

Dong, le choix de la constante A dans (H,) implique que

1 1 1 1
(Au,u) > (——_1 - ——_1> J VuP™ dx.
p+ 2P+ p- 2~ o}
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Par conséquent,
(Au,u)

— 00. (3.1.3)
”u”ngP('](Q)

— 00 quand ||u||W(1),p(4>(Q)

On constate que 1'opérateur A est coercif. De plus, que 1'opérateur A est borné et hémi-
continu. Alors, le probleme (P,) admet au moins une solution faible u,, € W(‘;P” (Q) dans le

sens suivant

j Vit — O ) P2 (T, — ) - Vepdx = J fadsx, (3.1.4)
Q Q

pour tout ¢ € W;’p(')((l).
Notre objectif est de prouver qu'une sous-suite de ces solutions approximatives {u,} con-
verge vers une fonction mesurable u, qui est une solution entropique de probleme (3.1.1).

Etape 2 : Estimation a priori.
Lemme 3.1.3 (VT (u,)), oy est borné dans LP-(Q).

Preuve. En prenant ¢ = Ti(u,) comme fonction test dans (3.1.4), on obtient
J © (Vu, — O(w,)) VTi(wn)dx < K|/ ff|1q)-
Q
De la méme maniére que la preuve de la coercivité, on obtient

P1,p(un) (Tk(un)) < Ck.

Par conséquent,

HTk(u’n)HWg)\P(un) < 1 + (Ck)P%,

on en déduit que pour tout k > 0, la suite (Ti(un)),oy est uniformément bornée dans

Wg’p(u“('))(ﬂ) et aussi dans Wg’p*(Q). Ensuite, pour une sous-suite toujours notée Ty (u,),

on peut supposer que pour tout k > 0, T, (u,) converge faiblement vers v dans W,"~(Q) et

aussi Ty (u,) converge fortement vers vy dans LP-(Q).
Lemme 3.1.4 (u,), . converge en mesure vers une certaine fonction mesurable u.

Preuve. Tout d’abord, nous prouvons que (u,), .y est une suite de Cauchy en mesure. Pour

tout & > 0 fixe, et tout entier positif k > 0, nous savons que
meas{|u, — Wy > 8} < meas{|u,| > k} + meas{|un,| > k} + meas{| T (u,) — T (un)| > &}.
En choisissant Ty (u,,) comme fonction test dans (3.1.4), on obtient

p1,p(un)(Tk(Llﬂ)) < k anHL](Q) < kaHU(Q)- (3.1.5)
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Il s’ensuit que
J kP dx < K| |-
{hunl>k}

Par conséquent,

meas {ju,| > k} < k1_p*||f||L1(Q).

Soit ¢ > 0, on choisit k = k(¢) tel que

meas {ju,| > k} < et meas{|u, >k} <

W | m
[OSN)

Puisque {Tx (u,)} converge fortement dans LP-(()), alors c’est une suite de Cauchy. Ainsi

meas {[Ti(un) — Ti(un) > 8} <

)

W | m

pour tout n, m > ny(d, €).
Enfin, nous obtenons

meas {[u, — up| > 8} < g,

pour tout n, m > ny(d, €).

D’ou,
lim sup meas {ju, —un,| > 8} =0,
n,m—oo

ce qui prouve que la suite (u,), . est une suite de Cauchy en mesure et alors converge

presque partout vers une fonction mesurable u.
u, = u p.p.dans Q. (3.1.6)

Par conséquent,
Ti(tn) — Ti(w) dans WP~ (Q),

T (un) — Ti(u) dans P~ (Q) et p.p. dans Q.

Lemme 3.1.5 (Vu,), . converge vers Vu presque partout dans Q).

Preuve. Nous prouvons d’abord que {Vu,} est une suite de Cauchy en mesure. Soient 8, h, &

des nombres réels positifs, nous avons évidemment

xeQ:|IVu,—Vun| >8}Cc{xe Q:|Vu,| >hlU{x € Q:|Vu,| > h}

U{x € Q:u,—unl >T}UE,

EZ:{XEQZ|VLLn| <h5|vum| gh)|ufn_um| § 1)|Vun_vum| >6}
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Pour k > 0, on peut écrire
xeQ:Vu|>2h c{xeQ:fun 2K U{x € Q:|VTi (un)| = h},

puis en suivant la méme méthode que dans le Lemme 3.1.4, on obtient pour k suffisamment
grand,

meas{{x € Q:|Vu, | >hlUu{xe Q:|Vu, >hlu{x e Q:u, —un > 1}} < £

N

Nous remarquons que 'application
G:(s,t,&61,&) = (D (& —0O(s)) — @ (& —O(1))) (& — &)
est continue et que 'ensemble
H={(s,t,&,&) € Rx RN x RN, [s| < h, [t| < h,|&] < h, & < hy (& — & > §}
est compact et
(@ (& —0O(s)) — D (& —0O(1))) (& — &) >0, V& # &,

Alors, 'application G atteint son minimum sur H. Par conséquent, il existe une fonction

B(h, ) > 0 a valeur réelle telle que
B, Shmeas(E) < | [ 1714y =@ () (Vi — © (1)
~ [Vt = © (un) P (Vi = © (atm) | [Vatn — V] di,
= | [19un =@ ()P Vit~ © 1)
— [Vt = © (W)™ (Vi = © (1) | [Vitn — V] dx
+ | [IV0 =@ ) (V= © ()

— [Vitn = © ()" (Vatm = © () | [Vitn = Vity] dx.

Nous prenons T; (1, — un) comme fonction test dans (3.1.4) pour obtenir

B, &)meas (E) < | [ V1t — 0 1tn) " Vit — © 1)

[Vt — © ()P (Vg — © (1) | [Vin — V] dx + J [ — il Ty (n — ) dx.
E

En appliquant le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe n prenant des valeurs entre

p (un) et p (un) tel que
B(h,8)meas (E) < [[fn — full1 (g

+ J Vit — O (U™ [10g [Vt — © (Un) | - [V — V! - [p () — p (un)] dx.
E
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En employant le Lemme 1.3.5, (H,), le fait que h > 1 et la définition de E, on obtient
B(h,d)meas (E) <

20 (1427 Tog (14 M)+ | fp () = p (a5 [ = il 3=
Q

D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons

Onm €
B(h,8) =2’
pour tout n, m > Nj(¢, §). Par conséquent, en combinant les résultats précédents, on obtient

meas (E) <

meas {x € Q:|Vu, —Vuy,| > 6} <e pourtoutn,m > max{N;, N,}.

Par conséquent, {Vu,} est une suite de Cauchy en mesure. Alors, nous pouvons choisir une

sous-suite (notée encore u,) telle que
Vu, = v p.p.dans Q.

Ainsi, en utilisant la Proposition 1.1.10 et le fait que VT (u,) — VTi(u) dans (- ()",
nous déduisons que v coincide avec le gradient faible de u presque partout. Par conséquent,

nous avons
Vu, — Vu p.p. dans Q. (3.1.7)

Etape 3 : Passage a la limite.

Nous choisissons Ty (w, — ¢) comme fonction test dans (3.1.4) pour ¢ € C}(Q). Alors,

erﬂ—@( P2 (Y, — @) - VT (g — ) dx = J £l (i — @) dx.  (3.18)
Q Q

Nous concentrons maintenant notre attention sur le c6té gauche de (3.1.8). Nous remar-

quons que, si L =k + [|$]|=(q)

PQWun—@( P2 (T, — @) - VT (n — §) dx

— | 19T (wn) — ©(T () P2 (VT (wn) — O(Te () - VT (Th (un) — b) dx

‘o (3.1.9)
= Q|VTL(Un)—C“‘)(TL(Un)Npun 2(VTL (uy) — O(Tr (wn))) - VT (Un) Xqm, (wn)—apl<iy dX

—Lwnm)—@(n(mnp% (VT: (1) — O(Tt (1)) - VX0 oo x.

D’apres 'égalité (3.1.8), nous avons

|| (197, (1) = O (P2 (T, 1) = O (1)) - VT (1)

1
+ —1O(TL (uy,) IV} XML (un)—pl<k}AX
p- (3.1.10)

—JQrVTL(m—@(TLm))r““ (VTh (1) — O(TL () - VOX0T (g dx

1
= J fr Tk (W — @) dx + J —IO(Tr (wn) "X, (wn)—l<iy dX,
Q a P-
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ou

Py osi [O(TL(un) | < T,
Y= ,
p- si [O(TL (un) [ > 1.

Vu que {VT (u,)} est borné dans (U’/(”n)(Q))N C (LPQ(Q))N, alors d’aprés I'hypothese

(H3), la suite {®(T; (u,)} est aussi bornée dans (Lp(“n)(Q))N c (L Q)N ce qui implique

que {[VTi (un) = O(Ty ()P (VT (uy) — (T (un))) } est borné dans (L4(0))"

’ N
(LP+(Q)) .
Puisque u,, — u p.p. dans Q et Vu, — Vu p.p. dans Q, il s’ensuit que

O (T (un)) — O (T (u)) p.p. dans Q (3.1.11)

et
VT (un) — VT (u) p.p. dans Q. (3.1.12)

D’ot,
VT (wn) — O(Te (o)) P72 (VT (wn) — O(Ty (1)

~ VT ()~ O[Ty ()P (VT ()~ O(Ty (w)))  dans (L(Q) .

Comme ¢ € C}(Q), alors

JlVTL(un)—@(TL( NP2 (VT () — O(Te (W) - VOX(T, (wn)—pl<kydX
ol (3.1.13)

S JQ VT (W) — O(T (w)P™ 2 (VT (u) — (T (w)) - V Ox(T, (w—ol<krdx.

D’apres (3.1.11) et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

1 1
J —I[O(Te (un) X7 () —pl<cigdx — J —IO(Te () Yxqr, (w-al<iydx.
o P- ob-

D’autre part, en utilisant le Lemme 1.3.4, nous avons

VT (W) — O(Te (w))P™ 2 (VT (wn) — O(Ty (1)) - VT (W)

1
+ p—l@(TL (Un) |y] X(T: (wn)—dl1<k} = 0 p.p- dans Q.
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En appliquant le lemme de Fatou, on obtient
j [wn (w) — O(T (W)™ (VT (u) —O(Ty (w)) - VT (u)
Q

1
+ p—|@(TL (W) 1Y [ X, (w—o < dx

(3.1.14)
< ngglfjﬂ [wn (Un) — O(Te (wn))P™ 72 (VT (1) — O(Ti (wn))) - VT (1)

1
+ p_|@(TL (un) |V] X{TL (un)— <k} AX.

Maintenant, nous considérons le premier terme du c6té droit de (3.1.10). Puisque f,, — f
dans L'(Q), alors

lim J faTe (U — ) dx = J T (uw— ¢) dx. (3.1.15)
Q Q

n—oo
Enfin, en combinant les résultats précédents, on peut passer a la limite dans 1’égalité (3.1.10)

lorsque n — oo, donc on conclure que u est une solution entropique du probleme (3.1.1).

3.2 Problemes elliptiques non linéaires associé a 1’opérateur
p(u)-Laplacien généralisé avec des conditions aux lim-
ites de Fourier

3.2.1 Motivation

L’objectif de cette section est d’étudier 1'existence de solutions entropiques pour certains
problémes a exposant variable avec des exposants p qui peuvent dépendre de la solution
inconnue u d’une maniere locale. Plus précisément, nous étudions le probléme non linéaire

de Fourier suivant

—div(|Vu — 0(u)PW2 (Vu—0(uw)) + ufW2u 4+ «(u) = f dans Q
3.2.1)
(IVu—0Ou)PW2(Vu—0(uw))n+Aiu=g sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN, N > 3 avec une frontiere Lipschitzienne 3Q, A > 0, 1
est le vecteur normal unitaire extérieur sur 0Q), &, © sont des fonctions réelles définies sur R

ouRN, f e L'(Q),g € L'(0Q) etp: R — [p_,p,] est une fonction continue réelle telle que,

1<p_ <p,<+ocandp'(z) = p‘(”z()i)] est I'exposant conjugué de p(z), avec

p- :=essinfp(z) et p; := esssupp(z).
z€R zeR
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L’intérét pour les formes générales de problemes différentiels, dont I'opérateur principal est
de type p(u)-Laplacien généralisé, a fortement augmenté au cours des derniéres décennies.
La raison principale est que ce type d’opérateur non linéaire apparait naturellement dans
Iétude de plusieurs phénomeénes qui apparaissent dans le domaine de I’océanographie, des
écoulements fluides turbulents, du chauffage par induction et des problémes électrochim-
iques.

Nous distinguons le cas des exposants constants p (a savoir les équations isotropes)
et le cas des exposants variables p(x) (a savoir les équations anisotropes). Les auteurs
ont développé les résultats existants dans les cadres abstraits des espaces de Lebesgue et
de Sobolev avec et sans exposants variables, a savoir LP(Q), W'P(Q), [P¥(Q), WHPH(Q).
Comme nous I'avons mentionné dans I'introduction générale, le passage du cadre de l'exposant
constant au cadre de I’'exposant variable nécessite une attention particuliere aux cas spéci-
aux, et donc que certains problemes difficiles restent ouverts (pour plus de détails, nous
nous référons a [18] et [38], ainsi qu’a leurs références). De nombreux auteurs ont étudié
le probleme (3.2.1) lorsque p(u) = p(x) ou p(u) = p en prouvant l’existence et 1'unicité de
plusieurs types de solutions, et par différentes approches ([59, 19, 21]). Ici, nous considérons
une condition au limite de Fourier qui apporte quelques difficultés pour traiter le terme a la
limite. Pour étudier 1'existence de solutions faibles pour le probleme non linéaire aux lim-
ites de Fourier (3.2.1), nous montrons d’abord que le probleme approché admet une suite
de solutions faibles en appliquant la méthode variationnelle combinée a un type spécial
d’opérateurs. Dans un deuxiéme temps, nous prouverons que la suite de solutions faibles
converge vers une certaine fonction u et en utilisant certaines estimations a priori, nous

montrerons que cette fonction u est une solution entropique du probleme elliptique (3.2.1).

3.2.2 Résultats principaux

Nous supposons les hypotheses suivantes :

(Ho) o est une fonction continue définie sur R telle que x(x).x > 0 pour tout x € R.

(Hy) fel'(Q)etgeL'(0Q).

(H2) ©:R — RN est une fonction continue telle que ©(0) = 0 et |0(x)—0O(y)| < Alx—yl, pour

. 1
tous x,y € R, ol A est une constante positive telle que A < TR et Cy est la constante
0

donnée par 'inégalité de Poincaré.

Nous donnons maintenant une définition des solutions entropiques pour le probléme ellip-
tique (3.2.1).
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Définition 3.2.1 Une fonction mesurable w avec u € TP (Q) est dite solution entropique du
probleme (3.2.1), si [uP™2u € 11(Q), x(u) € L'(Q), uw € L'(3Q) et

J ®(Vu—0(u)) VT (u— (p)d)H-J
Q

P20 T (u— @) dx + J (W) Te(u — @)dx
Q

Q

+7\J uTi(u—@)do < J fTe(uw— @)dx +J gTi(u— o)do, (3.2.2)
20 o) 20

pour tout @ € WP (Q) N1 (Q) et pour chaque k > 0, avec
@ (&) = [PV 2E VE € RN,

Théoréme 3.2.2 Supposons que (Ho)-(H,) sont satisfaites. Alors il existe au moins une solution

entropique du probleme (3.2.1) au sens de la Définition 3.2.1.

La preuve du Théoreme 3.2.2 est divisée en quelques étapes.
Etape 1: Le probléme approché.

Nous considérons le probleme approché suivant

—div(® (Vu, — O(uy))) + un P 2w, + To(o(un)) — €Ay, + elunPr?u, = T, (f) dans Q
(Pn)
(@ (Vuy — O(uy)) + €| VunPr 2V, ) m + Ao (un) = To(g) sur 90,

ou

@ (&) =[EPM)2E VE € RN,

Nous définissons 1'espace réflexif suivant
E=W"(Q) x LP+(3Q).

Soit
Xo={(w,v) eE: v=1(u}

Dans la suite, nous identifierons un élément (u,v) € X, avec son représentant u € WP+ (Q)
(puisque W'+ (Q) —— LP+(3Q)).

Nous définissons l'opérateur A,,, pour tout u,v € X, par

(A, v) = (Au, V) +J

To(a(uw))vdx + A J
Q

T.(wvdo+e¢ J [[VuP+2vuVv + uf+uv] dx,
20

Q
ou

(Au,v) = J O(Vu—0(u))Vvdx + J uPW=2yvdx.
o) o)
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Assertion 1. L'opérateur A,, est coercif.

D’apres le Lemme 1.3.4, on obtient

(Au,u) = | O(Vu—0(u))Vudx + J luP™ dx

JO Q

JO
r

=| [Vu—0wP™2(Vu—0(u))Vudx + J luP™ dx
Q

Vv

LIVLL —Ou)PWdx — J —1 O(w)P™Wdx + J luP™ dx.
Jap(u) o Pu Q

Puisque,
(a+b)P <277 (laP +[b]"),

nous avons,

1 1

IVufP™ = Vu—0(u) +0(u)Pw

2p+—1 2p T
< [Vu—0Ww)P™ +Oe(u)P,
alors,
2p1_1 IVuP® — [©u)P™ < |[Vu—0(u)Pw.

Donc, d’apres I'inégalité de Poincaré, on obtient

1 1 1
Au,u) > — |Vu|P(u) — |@(u)|¥3(u)] dX_J —|@(u)|p(u)dX—{—J |u|p(u
A Japu) [2P+—1 o plu) Q
1 1 2
Z | = [VuP™ dx — J —~ O P™ax
JQ p(U.) 2p+—1 aQ p(u)
(1] 1 2
> = IVuP™dx — J AP P gy
JO p(u) 2p+1 a p(u)
1 1 2
> | o IVuPdx + J (1 - —N”“”) P d.
Jo py 2P+ o P

Jdx

Le choix de la constante A dans (H,) assure I'existence d'une constante positive M, telle que

11 (
(Au,u) > min{—5—, Mo} ( IVuP™ dx + J

P dx) .
p+2 Q Q

D’autre part, nous avons

J To(o(u))udx + A T.(wWudo > 0.
Q Jan

D’apres (3.2.3) et (3.2.4), on obtient

(Anu,u) > sJ ([VulP* 4 [ufP+] dx
Q

> e Vullyp. -

Par conséquent,
(Anu,u)

— +oo quand  [[uljyiesq) — +oo.
llwr o)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)
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Nous déduisons que I'opérateur A,, est coercif.
Assertion 2. L'opérateur A,, est de type (M).

Soit (uy )y une suite dans X, telle que

w —u in Xp
Ay — x in Xj

hm 5uP<AnUk>Uk> S <X> LL>.

k—+o0

Nous montrerons que x = A u.
Puisque

Ta(a(w))we > 0 et AT, (w)we > 0,

d’apres le Lemme de Fatou, nous déduisons que

lim inf <J Ta (o (uy)) wedx + ?\J
Q

k—o0 20

T. (wy) ukd0> > J T (o(u))udx + AL T.(uwudo.
Q Q

D’autre part, grace au théoreme du convergence dominée de Lebesgue, nous avons

lim (J Ta (b (wy)) vdx + AJ T (w)vdo + ¢ J [!uklp“z W + [V [ 2 Vuva] dx)
k—o0 Ie) FYe) aQ
= J T (b(w))vdx + AJ T.(uw)vdo + EJ [[ulP* 2wy + [VulP+ 2 VuVy] dx,
Q 20 Q

pour tout v € X,. Par conséquent, pour k suffisamment grand,

T (b () + ATy () + & [P+ Va2 Vg
— Ta(b(u)) + ATa () + € [[ul’* *u+ [Vuf**Vu] dans Xj.
D’ot,
Auy — x — (Ta(b(w)) + ATo(w) + € [Juf* u+ [Vuf* *Vu]) dans X§, quand k — +oo.
Comme l'opérateur A est de type (M), on a donc immédiatement
Au =x — (To(b(w) + ATy (u) + € [[ul>* 2u+ [VulP 2 Vu]).

Par conséquent, nous concluons que A,u = .

De plus, I'opérateur A,, est borné et hémi-continu. Par conséquent, A,, est surjectif. Ainsi,
pour tout F, = (T,,(f), T.(g)) C E' C X}, on peut déduire 'existence d'une solution u, € X,
du probléeme

(Aqu,v) = (Fyu,v) pour tout v € X,.
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C’est-a-dire

J Vu, — O(u,)PU 2 (Vu, — O(uy))) Vvdx + J
Q

Iulp(““)’zunvdx + J Ta ((wy)) vdx
Q

Q

| Touvdote | [l Dl Ve v] ao= |
00 Q

T.(f)vdx + J T.(g)vdo.
Q

o)

(3.2.6)
Notre objectif est de prouver qu'une sous-suite de ces solutions approximatives {u,} con-
verge vers une fonction mesurable u.

Etape 2: estimation a priori.
Lemme 3.2.3 (VTi(un)), oy est borné dans 1P~ (Q).

Preuve. En prenant ¢ = Ti(u,) comme fonction test dans (3.2.6), on obtient

L O (Vi — O(uy)) VTk(un)dHJ

P Ty )+ J T (ot(utn)) Tic(n) dx

Q
+>\J T (1) Te(wn)do + EJ [P Ui () + [VuP 2 VuvTi(u,) | dx
20 0
= | T Twlax+ | Ta(g)Tun)do.
o} 0Q
Puisque le troisieme, quatrieme et cinquieme terme du coté gauche de 1'égalité ci-dessus
sont positifs, alors

J O (Vu, —O(u,)) VT (u,)dx +J PO =2, T (ug ) dx < & (Jf]ura) + 19l ea)) -
0 0

(3.2.7)

Nous avons,

J P2, Ty (14 ) dx > J
Q

{lunI<k}

T (W) [P dx +J kP(n) dx

{lun|>k}

< | muptax
0
En utilisant (3.2.7), on obtient

L O (VTk(un) — O(un)) VI (un)dx + JQ T(un) P dx <k ([l + lIglluea) - (3-2:8)

En suivant la méme procédure de la coercivité, on montre que

p]»p(un) (Tk(LLn)) < Ck.

I s’ensuit que,

[ Te(w) [l pn) < 1+ (Ck)P-.
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Alors, pour tout k > 0, la suite (Ti(un)), oy est uniformément bornée dans W'Pn)(Q) et
dans W'P-(Q). En passant a une sous-suite toujours notée T, (u,), on peut supposer que
pour tout k > 0, T (u,) converge faiblement vers v, dans W"P-(Q) et aussi Ty (u,) converge

fortement vers vy dans LP-(Q).
Lemme 3.2.4 (u,), . converge en mesure vers une fonction mesurable u.

Preuve. Nous prouvons que (u,), oy est une suite de Cauchy. Pour tout & > 0 fixe, et tout

entier positif k > 0, on sait que
meas{|u, — Wy > 0} < meas{|ju,| > k} + meas{|un| > k} + meas{|T, (u,) — T (un)| > 8}.

En choisissant T, (u,) comme fonction test dans (3.2.6), on obtient

P10 (Te(un)) <K (Ifllra) + 119l 00)) - (3.2.9)

Il s’ensuit que
J kP dx < k (Hf”U(Q) + ||9||U(6Q)) .
{un|>k}

Par conséquent,
meas {[un| >k} <K ([[fllua) + l9lloea)) -
D’ou,
meas {{u,| > k} — 0 quand k — +oo.
Soit ¢ > 0, on choisit k = k(e) tel que

meas {ju,| > k} < % and meas{|u,| >k} < %

Puisque {Tx (u,)} converge fortement dans LP-(Q), alors c’est une suite de Cauchy. Ainsi

meas {[Ti(un) — Ti(un)] > 8} <

)

w| m

pour tout n, m > ny(d, €).
Enfin, nous obtenons

meas {[un — up| > 8} < &,

pour tout n, m > ny(d, €).
Par conséquent,

lim sup meas {ju, —un,| > 8} =0,

n,m—oo

ce qui prouve que la suite (u,), .y est une suite de Cauchy en mesure et alors converge

presque partout vers une fonction mesurable u.

u, - u p.p.dans Q. (3.2.10)
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Par conséquent,
Tk(un) - Tk(u) dans W(l’p_ (Q)»

T (un) — Ti(u) dans P~ (Q) et p.p. dans Q.

Lemme 3.2.5 u,, converge presque partout dans 0Q) vers une certaine fonction v.

Preuve. Nous avons
T (uy) — Ti(u) dans WP-(Q) et WP (Q) — LP-(3Q),

alors
Ty (uy) — Ti(u) dans LP~(0Q)) et p.p. sur 0Q),

donc
Ty (1n) — T (1) dans L' (3Q) et p.p. dans dQ.

Par conséquent, il existe A C 9Q) tel que Ty (u,) — T (u) sur 9O\A avec pu(A) =0, ot p est
une mesure d’aire sur 0Q).

Pour chaque k > 0, soit Ay = {x € 0Q) : [Ti(u)| < k}et B =00\ |J Ax. En utilisant le lemme
k>0
de Fatou, nous avons

,[ ITk(u)Idoglimian [T ()| do
20 20

n—-+oo

< 1]l J;\HQHU(aQ)‘

Par conséquent,

1

u(B) = | Mwldo< | mwldo

< Iflloa) + 119l e
< oY .
On obtient u(B) = 0, lorsque k tend vers co. Définissons maintenant la fonction v sur 0Q

par
v(x) = Te(u(x)), x € Ax.

Sion prend x € 9Q\(E U F), alors il existe k > 0 tel que x € Ey et nous avons
Un (%) —v(x) = (un(x) = T (un(x))) + (Tic (un(x)) — T(u(x))) .

Puisque x € Ey, alors [T (u(x))| < k et donc [Ty (un (X)) < k, on déduit que [u,,(x)| < k. Par

conséquent,

Un(x) —v(x) = Ty (un(x)) — T (u(x)) — 0, quand n — +o0.
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Ce qui signifie que u, converge vers v p.p. sur 0Q), pour tout x € Ey, Ti(u(x)) = u(x). Donc,

v =u p.p. sur 0Q). Par conséquent,

U, — up.p. sur 0Q).

Lemme 3.2.6 (Vu,), . converge vers Vu presque partout dans Q.

Preuve. Nous prouvons d’abord que {Vu,} est une suite de Cauchy en mesure. Soient 5, h

et ¢ des nombres réels positifs, nous avons évidemment
xeQ:|Vu, —Vun,| >0} C{x € Q:|Vu,| >hju{x € Q:|Vu,| >hju{x € Q:ju, —un| > TJUE,

ou
EZ:{XEQZ|VLLn| <h5|vum| gh)|ufn_um| < 1)|Vuﬂ_vum| >6}

Pour tout k > 0, on peut écrire

xeQ:[Vu | >2hlCc{xeQ:lu, > klU{x € Q:|VT (u,)| > h},

en utilisant la méme démarche que dans le Lemme 3.2.4 on obtient, pour k suffisamment

grand,

meas{{x € Q:|Vu, | >hlUu{xe Q:|Vu,| >hlu{x e Q:u, —un > 1} <

N o™

Notons que I'application
G:(s,t,&,&) = (@ (& —0O(s)) — D (& —O(t))) (& — &)
est continue, I'ensemble
Ho={(s,t,&1,&) € R x RN x RN, [s| < h, [t] < h, |8 < h, [&] < h, & — & > 8}
est compact et
(@ (&1 —0O(s)) =D (£, —O(1))) (&1 — &) >0, V& #&,.

Alors, 'application G atteint son minimum sur H. Par conséquent, il existe une fonction
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B(h,d) > 0 a valeur réelle telle que

B, /meas(E) < | [ V14, =@ ()™ (Vi —© (1)
~ [Vitm = © ()P (Vaty = © (14m) | [Vt — Vaun] d,
= | [19n =@ () Vit~ © 1)
— [Vt = © (W)™ (Vi = © (1) | [Vitn — V] dx
] 191 = @ )2 (Vi @ (1)
E
[Vt = © ()P (Vi = © () | [Vt = V] dx.

Nous prenons T, (u, — u,,) comme fonction test dans (3.2.6), on aura
B(h,8)meas (E) <

|| (19t~ © a2 (Tt = © (1)) 9 = © ()P )2 [Tt = © (1)) [Vt — Tt i

E

= [ (Pt PO i) T (= ) = | (T 0m)) = T4} T (0, 0m) i
Q Q

A Tn) = Tt T (= ) dx = & | (100" 2 Ttk = V242 V) VT, (4~ )
00

Q

+j T () — T (F)] Ty (1n — 1) dx+j Ta(g) — T (9)] Ty (e — 1) dx,
Q 200

da au fait que || Tn(oc(un)) 1) + AT (w1 00y < [Iflli1q) + 19]l1 (00), nOus obtenons
B(h, S)meas (E) < | [IVatn — © (un )™ (Vi = © (1)
E
— [Vt = © () P (Vi = © (1) | [Vt — V] dx
_ J (a2t = P ) T (1t = ) A (2013 0y + 29l
Q
FV[Talf) = Ta(O)llor o) + VITalg) = Tu(9) 1o (3:2.11)

en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe 1 prenant des valeurs entre
p (un) et p (uy) tel que

L [Vt = © () P72 (Vi = © (1)) = [Vt = © () P72 (Vi = © (1)) | [Vt — V] dx
< || 194 =@ ()" 10 V1t — @ (1) - (V14 = it - Ip 1) = 14 .

D’aprés le Lemme 1.3.5, 'hypothese (H,) et le fait que h > 1, on obtient

J, [171um = @ (P72 (P14, — © 1)) = [Vt = © () (Pt = © ()] [V, — Tt i

<27 (1447 log (1 4+ AJn) J P () — p ()] dx.
Q
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Par conséquent, selon 1'inégalité (3.2.11) et le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue,
nous obtenons

meas (E) < %,
pour tout n, m > Ny (g, ). En combinant les résultats précédents, on obtient

meas {x € Q:|Vu, —Vu,| > 38} <e pourtoutn,m > max{N;, N,},

donc {Vu,} est une suite de Cauchy en mesure. Nous pouvons alors extraire une sous-suite

(que nous noterons la suite originale) telle que
Vu, = v p.p.dans Q.

Ainsi, en utilisant la Proposition 1.1.10 et le fait que VT (w,,) — VT (u) dans (LP—(Q))N,

nous déduisons que v coincide avec le gradient faible de u presque partout. Par conséquent,
Vu, — Vu p.p. dans Q. (3.2.12)

Etape 3: Passage a la limite.
Puisque la suite (VT (un)), oy converge en mesure vers VT (u), alors d’apres le Lemme

1.3.7, nous obtenons

VT (1) = VT(w)  dans (L'(Q))". (3.2.13)
Par conséquent, en utilisant le Lemme 3.2.4, le Lemme 3.2.5 et la convergence (3.2.13) nous
obtenons u € 7P (Q).

Soit ¢ € C*(Q), puisque C*(Q) est dense dans I'espace W'+ (Q) et Ty, (w, — $) € L*(0Q)),

alors nous pouvons choisir Ty (u,, — ¢) comme fonction test dans (3.2.6) pour obtenir

JQ O (Vin — O(un)) VT (un — ) dx+J P20, Ty (14 — ) dx+JQ T () Ti (un — ) dx
Q

+7\J T () Tic (n — ) do+eJ [P 0T (1t — ) + [Vt Vu VT (1 — ) | dx
00 Q

- J Tu(H)Te (o — ) dx + J Ta(@)T (n — ) do. (32.14)
Q 00

Concernant le premier terme du c6té gauche de (3.2.14), si on prend L = k + ||$p||1=(q), on

aura
QIVum—@( w,) P (Vi — O(w,)) - VT (uy — §) dx
= "Q VT (W) — O(Te ()P 2 (VT () — O(Tr (W) - VT (Tr (wn) — ¢) dx
= hQ VT () — O(Te ()P 72 (VT () — O(Tr () - VT (W) X(iTs (1) l<iydX
— L VT (Wn) — O(Te ()P 2 (VT (wn) — O(T (1)) - V OX{T; (un)—dl<k) dX.
(3.2.15)
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D’apres 'égalité (3.2.14), nous avons

L [WTL (un) — (T (un))PM™ 2 (VT (wn) — O(Te (un))) - VT (un) + p1|@m (un) W] XiIT: (un)— <k X
- L IVTL (tn) — (T (un)) P2 (VT (un) — O(T (un))) - VOX{T, (un)—dl<krdx

+j P20, Ty (1 — ) dx +J T (oe(utn)) Tie (1n — ) dx 4+ A J T (un) Ty (un — §) do
Q Q 00

+ sj [l 1T (1t = @) + VP Y Vi (un — )] dx
Q

1
= | AT =) e | Talo Tl = ¢)do+ | O () Py 10, (3:216)
Q

p- if [O(TL (un)[> 1.

Puisque {VT (u,)} est borné dans (L7 (Q )) c (Lv (Q))N, alors d’apres ’hypothese
(H3) la suite {®(T; (u,)} est aussi borné dans (U’ Un (Q))N (LP-(Q)N, ce qui implique
que {IVTL (Un) — O(Ty (wn)) P72 (VT (wn) — } est borné dans (Lp'(“ﬂ)(Q))N C
(P ()",

Dt au fait que u,, = u p.p. dans Q et Vu, = Vu p.p. dans Q,ona

y{m i 0T () <1,

O (T (un)) — O (T () p.p. dans Q (3.2.17)

et
VT (un) — VT (u) p.p. dans Q. (3.2.18)
11 s’ensuit que
VT () = O(T; ()P (VT () — O(Ti (wn))
~I9TL (W)~ (T (W) (VT (u) ~O(Ty (w)))  dans (L(@))"

Par conséquent,
J| IV 140) — O (40P (VT 1) — O, (0))) - P01 -0

— J VT, (w) — (T (W)™ (VT (u) — O(TL (W) - Voxgr w)_s<igdx, quand n — co.
Q
(3.2.19)

On utilise la convergence (3.2.17) et on applique le théoréme de convergence dominée de

Lebesgue, on déduit que

1 1
J —I[O(Te (un) X7, () - dx — J —O(Te () Yxqr, (w—sl<iy dX.
Q p* fe) ‘p,
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D’autre part, d’apres le Lemme 1.3.4, nous avons

VT () — O(T (wn)) P72 (VT (un) — O(Te (wn)) - VT (1)

1
+ p—|@(TL (wn) Y | XqT (wn)—al<kt = O p-p- dans Q.

En appliquant le lemme de Fatou, on obtient
. 1
j [WTL (w) — (T, (WP (VT (w) — O(Ty (w))-VTy (u)+p—|@m () |v] X{T (w—1<igdX
o B

< lim infj VT (W) — O(Te ()P 2 (VT (un) — O(Ty (1)) - VT (W)
Q

n—oo

1
+ p—!GJ(TL (un) IV] X(T, (wn)— o<k dx.  (3.2.20)
Pour le cinquieme terme du c6té gauche de (3.2.16), nous prouvons que

lim eJ (VU P+ 2V, VT (U — ¢) + P 7w, Ty (wn — ¢)] dx > 0 quand € — 0.
o)

n—+oo

(3.2.21)

On pose l =k + || ||i~(q), on aura

: J VP 2V VT (un — ) dx = ¢ L T ) PV () 9 (T ) — )
Q un—dl<k

—e| IVRPtax—e| VT ) P RVT () Vebdx
{lun—dl<i} {lun—dl<ik}
> —¢ J VT (un) P2V, (w,) Vddx. (3.2.22)
{lun—ol<k}
On prend v = T; (u,) dans la formulation (3.2.6), on déduit que

EJ [Vua P2 VU VT (wn) + wn P 2un T (un)] dx < U([Iflloa) + 9l ea))
Q

e[, IV7: (un) P < V(1100 + il o0),
ce qui implique que la suite eVT, (u,) est uniformément bornée dans LP+(Q)). D’apres le
Lemme 3.2.6, VT, (u,) converge vers VT;(u) p.p. dans Q. Donc, d’apres le théoreme de Vi-
tali, eVT (w,) converge vers ¢ VT (u) dans LP+(Q). Ainsi, ¢|VT (un) P+ VT (Wn) X{un—ol<k)
converge vers &|VT(u)[P* VT (W)X u_¢/<x dans L7+ (Q). En utilisant (3.2.22), on obtient

lim ej IVu, P2 Vu, VT (un — ¢) dx > —EJ VT (W) P+ 2 VT (u)Vedx.
notee Jo {[u—ol<k}
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Par conséquent,

lim sJ IVun P 2 Vu, VT (u, — ¢) dx > 0, quand ¢ — 0. (3.2.23)
Q

n—-+oo

Maintenant, nous prouvons que

n—-+o0o

lim e L P2, Ty (U — ) dx > 0, quand & — 0.
Nous avons,
L P 72Uy T (un — §) dx = JQ (henlP*2un — [P 2) Ty (un — ) dx
+ JQ |OIP 2Ty (wn — P) dx (3.2.24)
> | 107 20T, (u— ) ax

puisque ([u, [P 2uy, — |G 2d) T (un — ¢) est positif. De plus, Ty (u, — ¢) converge faiblement*
vers T (u— ¢) dans L>®°(Q) et ||+ 2 € LP+(Q), donc

lim j BIP 24Ty (1 — ) dx = J P 20T, (u— @)dx. (3.2.25)
Q Q

n—+oo

En combinant (3.2.24) et (3.2.25), on obtient

lim EJ [un P+ U Tie (U, — ¢) dx > 0, quand ¢ — 0. (3.2.26)
Q

n—+oo

A partir des inégalités (3.2.23) et (3.2.26), on déduit (3.2.21).

Maintenant, nous considérons le premier terme du c6té droit de (3.2.16), puisque T,,(f) — f

dans L'(Q) alors

lim J T.(f) T (uy — ) dx = J T (u— ) dx. (3.2.27)
o} Q

n—oo

Enfin, en utilisant les résultats ci-dessus, nous pouvons passer a la limite lorsque n — oo
dans l'égalité (3.2.16) pour conclure que

J IVu —O(u)PW=2 (Vu—0(u)) VT (u— ¢)dx + J
Q

WY 2uT (uw— ¢)dx + J o(W) Ty (w— p)dx
0

Q

fTe(w—¢)dx + J gh(u— ¢)do, (3.2.28)

+7\LQuTk(u—c|))dG< J "

Q
pour tout ¢ € C*®(Q).

Puisque p(u(-)) vérifie la condition log-Hoélder, C*(Q) est dense dans I’espace W) (Q).
De plus, WHPHII(Q) — WIP—(Q) — L®(Q), or p(u(-)) > p_ > N et Q est un ouvert
borné du frontiere Lipschitzienne 00, Alors 1'inégalité (3.2.28) est vraie pour tout ¢ €

WPt (Q) N L>=(Q). Par conséquent, u est une solution entropique du probléme (3.2.1).
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4.1 Solutions entropiques d’un probléme (p(b(u)), q(b(u)))-
Laplacien non local

Nous étudions I'existence de solutions entropiques pour certains problémes a exposant vari-
able avec des exposants p, q qui peuvent dépendre de la solution inconnue 1. Nous consid-

érons un probleme de Dirichlet non local de la forme suivante :

—div(|VuP®W-2yy) — div(|Vu|i®W2gy) = f dans Q
4.1.1)
u=20 sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN, N > 2, f est une fonction donnée, p,q : R — [1, +c0)
sont des fonctions réelles et b : W}*(Q) — R.
Par W*(Q), on entend I'espace de Dirichlet-Sobolev d’exposant constant « satisfaisant 1 <

o < 4oo (c’est-a-dire que W}*(Q) désigne la fermeture de C5°(Q) dans W'*(Q)). Pour

73
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souligner le degré de généralité dans la définition des exposants p, q, nous rappelons deux

exemples typiques de la fonction b de la forme suivante :
b(u) = [[Vullie), bu) = ufiq)s < o,

En particulier, nous pouvons lier b(-) a deux définitions de normes qui sont pertinentes d"un
point de vue mathématique. Ici, «* désigne 'exposant critique de Sobolev de «.

Dans ces derniéres années, I’existence, 1'unicité et la régularité des solutions des prob-
lemes (p(x), q(x))-Laplacien ont été étudiées dans de nombreux travaux ([80, 82, 83]). La
raison pour laquelle cet intérét augmente c’est le role crucial de cet opérateur dans la mod-
élisation de divers phénomenes physiques et la dynamique des sciences de la vie. Pour
quelques références, on note les travaux de Ruzicka [77], Shi et al [78] et Zhang et Rddulescu
[84] (fluide électrorhéologique). D’autres applications pour modéliser les milieux poreux
et les écoulements visqueux, peuvent étre trouvées dans Antontsev et Shmarev [16], ot les
auteurs considerent diverses équations d’évolutions et discutent 1’existence, 1'unicité, la lo-
calisation et le comportement asymptotique des solutions sous des conditions de croissance
appropriées. Le cas ou les exposants variables dépendent de la solution inconnue u, n’a été
traité que dans quelques travaux dans la littérature; voir, par exemple, le travail récent de K.
S. Albalawi et al. [13]. Cette situation est pertinente dans le contexte des méthodes variation-
nelles de débruitage d'images, ol certaines approches numériques estiment les orientations
des structures de I'image a partir des données et, par conséquent, elles utilisent cette infor-
mation pour construire une fonction d’énergie a minimiser. La performance de ce processus
de minimisation bénéficie de 1'utilisation explicite de la dépendance u ou de la dépendance

Vu, pour la régularisation de I'image (voir Tiirola [79] et ses références).

4.1.1 Résultats principaux

Cette section est consacrée a 1’existence de la solution entropique du probleme (4.1.1). Afin
d’introduire la notion de solution entropique du probleme (4.1.1), on définit I’ensemble suiv-
ant
WP Q) = {u eWp'(Q): J [VulPttdx < oo} :
o}

Sil < p(b(u)) < +oo pour tout u € R, cet ensemble est un espace de Banach de norme
||uHW(1>,p(.)(Q], ce qui est équivalent & || Vu/[ pwwn (o) dans le cas de p(b(u)) € C(Q). Si, pour
une constante «,p > o > 1,p et b sont continues, alors W;’p(b(u)](ﬂ) est un sous-espace
fermé de W}*(Q) alors, il est séparable et réflexif. Dans ce qui suit, W= (Q) = W}*(Q)*,
avec 1 < o < +oo, désigne comme d’habitude I'espace dual de W)*(Q). De la méme

.s L . 1 b 2 IN .
maniere, nous définissons Wo’q( (u))(Q). Avant de prouver le théoreme d’existence, nous
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imposons quelques restrictions aux exposants et supposons que p(-) et q(-) sont des fonc-

tions réelles satisfaisant les conditions suivantes :

p,q sontcontinues et IT<a<qg<p<fp<oo, (4.1.2)

pour certaines constantes « et 3. Par rapport a la constante «, nous définissons le domaine

W}*(Q) de la fonction réelle b(-), et nous imposons en outre que :

b estcontinue, b estbornée (4.1.3)

Maintenant, nous introduisons une définition des solutions entropiques pour le probleme

elliptique (4.1.1).

Définition 4.1.1 Une fonction mesurable u avec Ty (u) € W;’P“’(“” (Q) est dite solution entropique
de probléeme (4.1.1), si

J |VuPCWI=27 - VT (u— @)dx + J
Q

|Vu[dCW=2gy . VT (uw — @)dx < J fTe(uw— @)dx,
Q

Q
(4.1.4)

pour tout @ € C)(Q) et pour tout k > 0.

Il est techniquement utile d’étendre la définition ci-dessus de la solution entropique a des
fonctions de troncature plus générales que Ti. Nous introduisons la classe 7 de fonctions

satisfaisant :
T(0) =0etT(—t) =—T(t), T'(t) > 0, pour toutt € R,

T'(t) = 0 pour tout t assez grand et T"(t) < 0,t > 0.

Lemme 4.1.2 La condition d’entropie (4.1.4) est équivalente a la condition suivante

L IVulp(b(“))_ZVu-VT(u—(p)dx—i—JQ IVu|dCW=27 . VT (u—@)dx < L fT(u—@)dx, (4.1.5)
pour toute @ € C}(Q) et pour chaque T € T.
Remarque 4.1.3 La preuve du Lemme 4.1.2 est similaire au celle de Lemme 3.2 dans [27].

Nous remarquons que les quantités p(b(u)) et q(b(u)) se réduisent a des nombres réels et
non a des fonctions. Par conséquent, nous pouvons traiter les espaces de Sobolev a exposant

variable de la Définition 4.1.1 comme des espaces de Sobolev a exposant constant.

Théoréme 4.1.4 Supposons que (4.1.2) et (4.1.3) sont valables et que f € L'(Q). Alors il existe au

moins une solution entropique du probleme (4.1.1) au sens de la Définition 4.1.1.
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La preuve du Théoreme (4.1.4) est divisée en quelques étapes.
Etape 1: Le probléme approximatif.

Nous considérons le probleme approché suivant

—div(|Vu, [P =27y ) — div(|Vu, [0 2Ty, ) = f,, dans Q
(Pn)

u, =0 sur 0Q),

ou f, est une suite de fonctions C$°(Q) fortement convergentes vers f dans L' telles que
Il < 200

En employant les arguments du Théoréme 2.3.2 de [82], nous obtenons le résultat suivant.
Ensuite, en se basant sur ce résultat, nous pouvons obtenir ’existence de solutions approxi-

matives de (4.1.1) lorsque f € L'(Q)..

Théoréme 4.1.5 Soit Q C RN, N > 2, un domaine borné avec une frontiere Lipschitzienne 0Q).

Supposons que (4.1.2) est vérifiée ainsi que
few Q).
Alors le probleme (P,,) admet au moins une solution faible u, € W&’p(“n) (Q) dans le sens suivant

J |V, PeOn=27 - Vdx + J |V, |40 =27y Vodx = J fa@dx, (4.1.6)
Q Q Q

pour tout @ € Wy Q).

Notre objectif est de prouver qu'une sous-suite de ces solutions approximatives {u,} con-
verge vers une fonction mesurable u, qui est une solution entropique de (4.1.1).

Etape 2 : Estimation a priori.

Proposition 4.1.6 Siu est une solution entropique de probleme (4.1.1), alors il existe une constante
positive C telle que pour tout k > 1

C(A +1)x/

meas{[u| > k} < T (-1 )

olt «* est I'exposant critique de I'injection de Sobolev par rapport a «.

Preuve. En choisissant ¢ = 0 comme fonction test dans (4.1.4), on obtient

J IVTk(u)Ip(b(“”dx+J VT, ()90 dx
o Q

— J [VuPPdx +J (V4 dx < K|[f]1(q),
{lul<k} {lul<k}
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ce qui implique que pour tout k > 1,

10 .
R VTP dx < A = ||f]|u1q), 4.1.7)
J
et
1 .
. VT (W)™ dx < A = [|f][1q)-
UQ
Puisque

WP () o WHQ) — LY (Q).
Alors pour chaque k > 1
[ The(w) [ Lo o <€ ||VTk(U)HLp(b(uJJ(Q)

)
e ( J VT () P dx) < C(AK),
Q

ou

R|=

if ||VTk(u)||I_'P(b(u))(Q) > 1
b =
if ||VTk(u)||I_'P(b(u)](_Q) <1

En notant que {[u| > k} = {|Ti(u)| > k},on a

=|—=

||Tk(u)|!w[m> o CA™ _CA1)

meas{|u| > k} < ( . S @8 S TR (1w

Ceci complete la preuve.
Etape 3: La convergence en mesure de {u,}.

Pour tout € > 0 et tout entier positif k, on a
meas{ju, —uy,| > €} < meas{|ju,| > k} + meas{ju,| > k} + meas{|Tx (w,) — T (um)| > €}.
En choisissant Ty (u,,) comme fonction test dans (4.1.6), on obtient

L VT (wn) PP dx 4 JQ VT ()Y dx < Kl o) < 2Kl ) (4.1.8)

D’apres (4.1.8) et I'inégalité de Holder, nous avons

«
p(b(un))

J VT, () dx < © (J VT ()P0 dx)
Q o 4.1.9)

<C (J VT (wy) PO dx + 1) < C.
Q

Nous déduisons que {Ti (u,)} est convergent dans L(Q) avec q € [1,«*). Il découle de la

Proposition 4.1.6 que

lim sup meas {[u, — | > €} < C ([[f]l11q)) kK%

n,m—oo
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ou & =o*(1—1/a)>0.

Puisque k est arbitraire, nous prouvons que

lim sup meas {u, — uy| > €} =0,

n,m—oo

ce qui implique la convergence en mesure de {u,}. Alors il existe une sous suite (toujours
notée u,) dans Q) telle que
u, —u p.p.dans Q. (4.1.10)

Etape 4 : La convergence presque partout de {Vu, } dans Q.
Nous prouvons d’abord que {Vu,} est une suite de Cauchy. Soit 6 > 0, et on définit

Ei:={xe€ Q:|Vu,]>h}lu{x e Q:|Vu,| > h},

E,={xeQ:|ju,—uyl >1}

et
F—3 = {X cQ: ’vun| < h)|vum’ < h) |un_um| < ]3|vun_vum| > 6}’

oit h sera choisi plus tard. Evidemment, nous avons
xeQ:|Vu, —Vu,| >0 CE;UE, UE;.
Nous pouvons extraire une sous suite toujours dénoté par la suite originale telle que
VT () =1 dans (L%(Q)".

D’apres (4.1.10), on déduit que ny = VTi(u) p.p. dans Q. De plus, d’apres le Lemme 1.3.1,
on sait que VT (u) € (Lp(')(Q))N et

limian VT, ()P dx}J IV T (1) P dx.
Q

n—oo Q

Pour k > 0,, nous avons
xeQ:|Vul>2hlc{xeQ:jul >klu{x e Q:|VT (u,)| > h}.

Ainsi, d’apres (4.1.9) et la Proposition 4.1.6, il existe une constante C > 0 telle que

C C

meas{x € Q : |Vu,| > h} < oy + e

En choisissant k = Ch*/(«"1=1/%)) nous déduisons que

C
meas{x € Q:|Vu,| > h} < ha
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Soit ¢ > 0. Nous pouvons choisir h = h(e) suffisamment grand pour que

%, pour tousn, m > 0. (4.1.11)

D’autre part, puisque {u,} est une suite de Cauchy en mesure. Alors il existe N;(¢) € N tel

meas (E;) <

que

meas (E;) < pour tous n, m > Nj(e). (4.1.12)

3 )
Remarquons que, pour tout q > 1 et pour tout &, ¢ € RN avec [&],]¢| < h, |§ — | > §, il existe

une fonction a valeur réelle m(h, ) > 0 telle que
(I&)972& —1¢|972C) - (£ — ¢) = m(h,8) > 0.

En prenant T; (u, — u,,) comme fonction test dans 1’équation d’approximation (4.1.6) et en

intégrant sur E3, on obtient
m(h, d) meas (E3)

< J 192 P2 Wy — [V P2 V| - (Vi — Tug) dx
Es
+ J [IVLLan(b(““”*Z Vg — [V, 102 an] - (Vn — V) dx
Es
_ J [|Vum|p )22 7y |y, P2 Vum} (Vu, — V) dx
E3
+J [IVum!q R var | TR E L) Vum] (Vun, — Vi) dx
Es
+J [f— Fl Ty (Un — ) d
Es
< J Vit | 10g [Vitml| - [Vtn — Vatm - [p (b(wm)) — p (bwn)) dx
Es

+L Vit [10g [Vimll - [Vtn — Vit - 1q (b(wn)) — q (b(wn))] dx
+ [fn — fullp )
< 2hP logh-L (1P (b{1tm)) — P (b(1a))] + 1q (B(1tr)) — q (b)) dx + [ — s 1) = T

Ici, nous avons utilisé le fait que h > 1, la relation (4.1.2), la définition de E; et le théoreme
des valeurs intermédiaires avec 1 et p prenant des valeurs entre p (b(u,)) et p (b(u,)) et
entre q (b(un)) et q (b(u,)) respectivement, dans les deux derniéres inégalités. En utilisant
le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons

Knym E
m(h,8) 3’

pour tout n, m > Nj(¢, d). En combinant les estimations ci-dessus, on obtient

meas (E3) <

meas {x € Q:|Vu, —Vu,| > 38} <e pourtousn,m > max{N;, N,},
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donc {Vu, } est une suite de Cauchy. Nous pouvons alors choisir une sous suite (que nous

dénotons par la suite originale) telle que
Vu, = v p.p.dans Q.

D’apres la Proposition 1.1.10 et le fait que VT (u,) — VTi(u) dans (L*(Q))N, nous dé-
duisons que v coincide avec le gradient faible de u presque partout. Par conséquent, nous

avons
Vu, = Vu p.p. dans Q. (4.1.13)

Etape 5 : Passage a la limite.

Afin de prouver (4.1.5), nous prenons T € 7 borné par s, > O tel que T'(s) = 0, pour
tout s > so. Nous choisissons maintenant T (u, — ¢) comme fonction test dans (4.1.6) pour
¢ € Cl(Q). Alors

[, a2 T VT (- ) dx
Q

(4.1.14)
] IV Y T = @) e = | T - g,
Q Q
Pour le premier terme du c6té gauche de (4.1.14), nous avons
[ 1P S T = @) = [ VT ) e
Q Q (4.1.15)
= [ T T - ) T
Q
D’apres (4.1.10), (4.1.13) et le Lemme de Fatou, nous déduisons
J IVuPCWT (u— ¢)dx < lim ian IV PP T (1, — ) dx. (4.1.16)
Q n—oo Q

Nous concentrons maintenant notre attention sur le deuxieme terme du c6té droit de (4.1.15).

Nous remarquons que, si L = sy + || d||1~(q)

VP T T (= )] < CITT ()P

En utilisant (4.1.8), nous avons {IVLLnlp(b(u‘m_2 Vu T (u, — d))} estborné dans (LP'(P(un) (Q))N C

(¥ ()",
Puisque u,, — u p.p. dans Q et Vu, — Vu p.p. dans (), nous avons

|vun|P(b(un)J—2 Vu, T (w, — b) = [VuPCW27uT (1w — o) p-p. dans Q,
ce qui implique que

) N
IV, P2 gy T/ (uy — ) = |[VuPCWI2gyT (u—¢) dans (Lf’ (Q)> )
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Puisque ¢ € C}(Q), on obtient

J ’vun|P(b(un))—2 VunT/ (LLn . Cb) . Vd)dx

o (4.1.17)

— J IVuPCWI2guT (u— ) - Vpdx, quand n — oo.
Q

En combinant (4.1.15), (4.1.16) et (4.1.17), nous déduisons

J IVuPCOI2GuvT(uw— ¢)dx < lim ian IV, PP 2 T, VT (u, — ¢) dx. (4.1.18)
Q Q

n—oo

De la méme maniere, nous montrons que
J Vit 2Gu VT (u— ¢)dx < lim infj IV 12 T, VT (u, — ¢) dx. (4.1.19)
Q n—oo Q
Maintenant, nous considérons le coté droit de (4.1.14), puisque f,, — f dans L'(Q) alors

lim L fuT (W — ) dx = JQ fT (uw— &) dx. (4.1.20)

n—oo

En utilisant (4.1.14), (4.1.18), (4.1.19) et (4.1.20) on obtient

J IVuPP 2 gy VT (u— ) dx + J V|12 gy UT (u— ) dx

o o (4.1.21)

< J fT (uw— ¢) dx,
Q

pour T € T et ¢ € C)(Q). Par conséquent, a partir du Lemme 4.1.2 nous complétons la

preuve de l'existence de solutions entropiques.

4.2 Existence de solutions faibles pour une classe de prob-
lemes (p(u), q(u))-Laplacien

L'étude des équations aux dérivées partielles impliquant le (p, q)-Laplacien a généralisé
plusieurs types de problemes non seulement en physique, mais aussi en biophysique, en
physique des plasmas, et dans 'étude des réactions chimiques. Ces problemes apparais-

sent, par exemple, dans un systéme général de réaction-diffusion :
uy = —div [(ap[VulP 2 + bg[Vul"?) Vu] + f(x,u),

ol a,, bg € R* sont des constantes positives, la fonction u décrit généralement la concentra-
tion, le terme div [(a,|VulP2 + be[Vu|97?) Vu] correspond a la diffusion avec le coefficient
D(u) = ap!Vulp‘erquVu!q‘z, and f(x,u) est le terme de réaction lié aux processus de source

et de perte. En général, le terme de réaction f(x, 1) a une forme polynomiale par rapport a
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la concentration u.
Enraison de I'importance de ce type de problemes, de nombreux auteurs ont étudié I’existence
et l'unicité de leurs différents types de solutions : [15, 26, 81].

Notre intérét principal dans ce travail est d’étendre ces résultats au cas ou p, g peuvent
dépendre a la fois de la variable d’espace x et de sur la solution inconnue u. Nous consid-
érons le cas ot la dépendance de p, q par rapport a u est une quantité locale. Plus précisé-

ment, nous étudions le probleme suivant

—div(|VuPW2vu) — div(|Vu/9™W2vu) + [uP™-2u + [u|9W-2y = f dans Q
42.1)
u=20 sur 0Q),

ot Q est un domaine borné de RN=% avec 0Q Lipschitz-continu, f est une fonction donnée

et p, g sont les fonctions d’exposant non linéaires p, q : R — [1,400) tel que
P, q sont continueset 1 <ax < q<p <P <oo pourcertaines constantes «, 3. (4.2.2)

Nous nous sommes inspirés des travaux de C. Allalou, K. Hilal et S. Ait Temghart dans
[14] et des travaux de M. Chipot et H. B. de Oliveira dans [38], ot les auteurs ont prouvé
I'existence d'un p(u)-probleme, les preuves d’existence de [14] et [38] sont basées sur le

théoréme du point fixe de Schauder.

4.2.1 Résultats d’existence

Dans cette partie, nous prouvons l'existence de solutions faibles pour le probleme de Dirich-
let (4.2.1). Tout d’abord, nous définissons 'espace suivant : pour toutu € Rtel que 1 <
plu) < oo
WP Q) = u e W'(Q): J IVuPWdx < col.
o}

C’est un espace de Banach pour la norme Hu||wé,p(,; () qui est équivalente a | Vul|p) lorsque
p(u) € C(Q). Puisque p est continu, alors du fait que 1 < « < p, W;’p(u)((l) est séparable et
réflexif.

Ensuite, pour chaque ¢ > 0, nous considérons le probleme auxiliaire suivant (a savoir, le

probléme régularisé)

—div(|[VuP®-2vu) — div(|VuldW—2vu) + [ufp@-2y + a2y
(P) +e (Julf~?u — div(|VulP2Vu)) = f dans Q,
u=0 sur 00,

ot les fonctions d’exposant p, q sont continues et satisfont

N<a<pu),qu <p<+oco VYueR. (4.2.3)
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Proposition 4.2.1 Supposons que f € W, "*(Q) et p, q satisfont (4.2.3). Alors, pour chaque ¢ > 0,

le probleme (P.) admet une solution faible ., c’est a dire que
J !Vuelp(ué)ZVug-V\)dx—l—J !Vuglq(“E)ZVus-Vvdx—i—J !uglp(“ﬁ)zugvdx—i-J I |90 =2 vdx
Q Q Q Q
+ € (J IVu|f2Vu, - Vvdx +J Iuelﬁ_zuevdx) = (f,v) Wve WJ’B(Q), (4.2.4)
Q Q
oiL (-, -) désigne le crochet de dualité entre (W}*(Q))" et W)*(Q).
Preuve. Soit z € [2(Q), alors
N < a <p(z(x)),q(z(x)) <P <oco pp. xe€Q. (4.2.5)

Nous rappelons que f € W*'(Q) ¢ W~"F'(Q). Maintenant, nous nous concentrons sur
lopérateur T, : WP (Q) — W—F(Q) défini par

T = |

(IVuP®2vu - Vv + [Vuli® 2V - Vv) dx+J (P 2wy + )1 2uy) dx
o

Q

+e U (IVulP?Vu - Vvdx + [uff~?uv) dx| ,
o)

pour tout u,v € W;’ﬁ (Q). Nous pouvons établir que :

(1) T, est continue, bornée et strictement monotone ;

(2) T, est coercif.

D’apres (1) et (2), 'opérateur T, est continu, strictement monotone, et coercif. Il s’ensuit
que T, est un opérateur surjectif strictement monotone (voir [74, Corollaire 2.8.7, p. 135]).

Alors, il existe une solution unique u, € W(])’[3 (Q) telle que

J IV, PP 2V, - Vvdx + J
0

IV, |92V, - Vvdx +J
0

PP 2w, vdx + J lu, |93 2w, vdx
Q

Q

(J IV, |P?Vu, - Vvdx + J
Q

luzlﬁ‘zuzvdx) = (f,v) WweWP(Q). (4.26)
Q

Nous prenons v = u, dans (4.2.6), alors on obtient

J IV P + [V 1)) dx + J
Q

(heoP® + [ 9%)) dx + € (J hu, [P dx +J IVuZIﬁdx>
0 0 0

< ”fH—ha’”vuZHa

< Cl Ve[,
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ou C = C(a,B,Q,f), et || - [|-1,«- la norme d’opérateur associée a la norme ||V - ||. Par

conséquent,

elu:lfp < ClI Vg

< Clle]l1,p-

Juzr,s < C, (4.2.7)

ou C = C(e, B3,Q, ¢, f) est une constante positive sans dépendance de z. Du fait que 3 >

N > 2, on peut déduire que
|20 < C. (4.2.8)

Ensuite, nous introduisons 'application T : B — B définie par T(z) = u,, sur 'ensemble
B:={v e 2(Q):|v|(q) < C}.Linjection compacte Wy*(Q) — 1?(Q) implique que T(B)
est relativement compact dans B. En faisant appel au théoreme du point fixe de Schauder,
on sait que la continuité de T est requise pour obtenir un point fixe de T.

En supposant que nous travaillons sur une suite {z,} dans L*(Q) satisfaisant
z, = zdans *(Q) quand n — oo, (4.2.9)

nous désignons par u,, pour tout n € N, la solution de (4.2.6) relative a z := z,.. Par con-

séquent, I'inégalité dans (4.2.7) conduit a
[unll;p < C,  pour une certaine constante qui ne dépend pas de n.

N . . . P . . 1
En passant a une sous suite si nécessaire (dénotée encore {u,} ), pour un certain u € Wy*(Q)

nous obtenons

u, = u dans W;‘ﬁ(Q), quand n — oo, (4.2.10)

u, - u dans [*Q), quand n — oo. (4.2.11)
Nous revenons a la (4.2.6), de sorte qu’en considérant (u,, z,) au lieu de (u, z), nous obtenons
J (IVUnPE) 2V, + [V 152V, + e Vg P2V, ) - Vvdx
Q

+ J (un P 200+ g9 7, 4 el P2w,) vdx = (F,v) W e WeP(Q). (4.2.12)
Q
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La monotonicité de 1'opérateur du coté gauche de (4.2.12) implique
L (IVUnPE) 2V, + (Vg [958 72V, + el VP2V, ) - V(w, —v)dx
- JQ (P, 4 g4 20, + ehug P 2uy) (u — v)dx
— L (IVVPE) =27y 4 [Wy]4E) 2Ty + e[ VP2 V) - V(uw, — v)dx
- L (WPl =2y 4y =2y 4 elylP2y) (w, —v)dx >0 Wv € WP (Q). (4.2.13)

En considérant (4.2.12) avec v = u, — v comme fonction de test, nous utilisons (4.2.13) pour

obtenir

(fyun, —v) — J (IVVPE20y 4 (W] 3E) 20y + €| VV[F2 V) - V(u, —v)dx
o}
—J (PPE =2y 4 e =2y 4 elf2y) (w, —v)dx >0 W e WpP(Q). (4.2.14)
Q
La convergence en (4.2.9) implique

zp, =z p.p.dans Q, quand n — oo.

Puisque p est une fonction continue, nous pouvons appliquer le théoreme de Lebesgue,

donc
lim [|VV|P<~’«>—2 + |Vv|q(7‘“)_2} Vv = [|VV|P<~’~)—2 + |vV|q(7~)—2] v, (4.2.15)
et
lim (|vyv(7m>*2 + |v|q[ZnH)v _ (MPWZ + Ivlq(Z)’2>v, (4.2.16)

pour tout v € WP (Q). Enfin, par la convergence faible dans la (4.2.10) et en utilisant la

(4.2.15) et la (4.2.16), nous pouvons passer a la limite dans la (4.2.14) pour obtenir
(f,u—v) — L (IVVPE2Ty + V]9 20y + e VP2 Vv) - V(u —v)dx
— L (VPE 2y 4 pIE2y 4 eyf20) (u—v)dx > 0 Wv e WP (Q). (4.2.17)
Ensuite, en choisissantv =u + 6y, ouy € WS’B (Q) et d > 0, on obtient

+ {<f,y> - L (17 £ 8Y) P2V (w 8y) + V(& 8y) "2V (u = by)

+elVutoy)P2V(iut 5y)> - Vydx —J

<|u + 5yPP 2 (1 + dy)
0

+ Ju = Sy|1F 2 (w £ dy) + ev[FH(u £ 6y)>ydx] > 0. (42.18)
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Nous passons a la limite lorsque 6 devient nul dans (4.2.18), et déduisons que
J (IVWPE2Vu + [V (W) 2V + ¢ Vulf2Vu) - Vydx
Q
+J (P2 4 1520 + evfP2u) ydx = (f,y) Yy € WeP(Q).
o)

Par conséquent u = u,. Au de (4.2.11) et par la convergence forte dans (4.2.11), nous conclu-
ons que

u, —u, fortementdans [*(Q), quand n — oo,

Il s’ensuit que T est continu, et cela établit I'existence du point fixe qui est la solution faible
exacte de (P,).

Nous introduisons la définition révisée suivante avant d’énoncer le résultat principal.

Définition 4.2.2 Supposons que p et q vérifient (4.2.2) et
few Q). (4.2.19)
Une fonction uw € WyP™(Q) est dite solution faible de probleme (4.2.1), si
L IVuP™W=2vu - Vvdx + JQ Vw9 W2y - Vvdx + JQ P 2uvdx

+J )9 2yvdx = (F,v)  Ww e WP (Q),
)

oit (-, -) est le crochet de dualité du couple ((wgvp“” (Q))’, wg*P“” (Q)) .
Théoréme 4.2.3 Supposons que (4.2.19) est vérifiée, et que
N<a<qu) <pu) <p<+oo (4.2.20)
et
P,q:R — [1,400) sont des fonctions Lipschitziennes. (4.2.21)
Alors il existe au moins une solution faible du probleme (4.2.1) au sens de la Définition 4.2.2.

Preuve. D’aprés la Proposition 4.2.1, pour chaque ¢ > 0 il existe 1, € W,*(Q) tel que

J IVuglp(uﬁ)_ZVuEVvanLJ
0

IVuEIq(“E)_ZVuEVvderJ
o

[, Ip(ui)_zugvdx—kJ' I |90 =2 vdx
Q

Q

+ € (J IV P2 Vu, - Vvdx —I—J
Q

Iualﬁ_zuevdx) = (f,v) WeWyP(Q) (4.222)
Q

et

N<ax<pu(x)) <B<oo Ve>0, pp. xeQ.
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Ensuite, nous choisissons v = u, comme fonction test dans (4.2.22) pour obtenir
J (VAP 4 PO dx + e (Hweng + \|u5||§) = (f,1). (4.2.23)
ol

En utilisant (1.1.4), nous obtenons que

1

1 P (ue)
HuEHp(uE) < (pp(us)(ue) + ])pi(ug) - (J |ue|p(u£)dx+ 1) .
Q

En appliquant I'inégalité de Holder, nous obtenons

J;WwwmgCmewwwSC(LWMMMMWH>“%” (4.2.24)
gc(LﬁvaW%m+1),
ou C = C(«, 3, Q). Par conséquent,
(fye) < [FonarlIVila < C||f||—1,cx'<L VuPte dx + 1)3‘. (4.2.25)

A partir des formules (4.2.23), (4.2.25) et en employant I'inégalité de Young, on obtient

J (1T P dx +J
Q

(IVe[90) 4 e [90)) dx + e (I!Vuellﬁ + HwHE) < C.
Q

(4.2.26)

En combinat (4.2.24) et (4.2.25), nous pouvons déduire I'estimation suivante

Iuell,o < Cy (4.2.27)

ot C est une constante positive ne dépend pas de e.
Nous considérons maintenant une suite {¢,} de nombres réels positifs. Pour chaque n € N,
soit u,, la solution du probléme (P, ) associé a ¢,,. Puisque W) *(Q) — L*(Q) est compacte,

alors apres avoir passé a une sous-suite si nécessaire, pour tout u € W)%(Q) nous avons

—u dans Wp%(Q), quand n — oo (4.2.28)
Vi, — Vu dans L[*(Q)Y, quand n — oo (4.2.29)

U,
u, —u dans [*(Q), quand n — oo

U, - u p.p.dans Q, quand n — oo. (4.2.30)

Les contraintes sur l'intervalle des exposants dans (4.2.20) impliquent que u est Holder-
continue, alors d’apres la condition (4.2.21), la méme conclusion vaut pour p(u) et q(u).

D’apres (4.2.30), nous déduisons que

lim p(u,,) =p(u), lm q(u,)=q(u) p.p.dans Q. (4.2.31)

n—oo n—oo
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La chaine d’inégalités suivante est satisfaite
N<a<qu,) <plu,)<B<oco VneN, for pp. xecQ. (4.2.32)
En utilisant (4.2.26) écrite pour u,,, ainsi que (4.2.29), (4.2.31) et (4.2.32), nous concluons que
ue W, Q) (4.2.33)
et donc
uewiQ). (4.2.34)
D’apres la théorie des opérateurs monotones, nous avons

J (IVue, PR 2V, |+ [V, [ 2V, + 6|V, P2V, ) Ve, —v)dx
Q

+ J (e, PR 2, 4 e, [ 720+ enfue, [P720) (U, —v)dx
Q
— <J (IVVPlen 27y 4 |Wy[ a0 27y 4 ¢, [VV[E2VY) V(u,, — v)dx
Q

+J (PPren) =2y 4 ] aen)=2y g [y[F20) (u, —v)dx) >0 WweWyP(Q). (4.2.35)
Q

En remplacant u, par u,, et en choisissant u,, — v comme fonction de test dans (4.2.22), on

peut réduire (4.2.35) a la forme

(f, e, — V) — (J (IV VPl =27y 4 |Wy[a0en) 27y + e[ VV[F2VY) - V (U, —v)dx  (4.2.36)
Q

+J (fpteen) =2y 4 y[alien) =2y 4 gly[F2v) (u,, —v)dx) >0,
o

pour tout v € CF(Q). Selon les convergences dans (4.2.31), on peut appliquer le théoreme

de convergence de Lebesgue, on aura

lim [|Vv|v uen)=2 | 7yp[aluten)- ]Vv - [|Vv|v 24 |Vv|q(u)—2] v, (4.2.37)
et
liIP (Ivl‘”(“&“)_2 + Ivlq(usﬂ]_2>v = (Ivlp(“]_2 + Ivlq(“)_2>v. (4.2.38)
n—-+0oo

Nous prenons la limite quand n tend vers I'infini dans (4.2.36), et en utilisant (4.2.27), (4.2.28),
(4.2.37) et (4.2.38), on obtient

(f,u—v)— “ (IVvPI=2 4 |wy[a)=2) Vv-V(u—v)dx—FJ
o)

(VP2 4 a2 v(u—v)dX] >0,
Q

(4.2.39)
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pour tout v € C(Q). D’'apres les hypotheses (4.2.20) et (4.2.21), les fonctions p(u) et q(u)
sont Holder-continues, ce qui implique que C§°(Q) est dense dans Wg’p(u)(Q). Par con-
séquent, (4.2.39) est également vrai pour tout v € Wg’p(u)(Q) . On peut donc prendre
v=u+by, oty e W,"™(Q) et 5 > 0, comme fonction test dans (4.2.39) on obtient

+

(f,y)— (J (IVLLIP(“)_2 + IVqu(‘”_z) Vu-VyderJ (Iul’o(“)_2 + Iulq(‘”_z) uydx)] > 0.
0 0
(4.2.40)
Cela implique que,

J (IVuPtI=2 4 [y ad=2) Vu~Vydx+J (P72 + 92 uydx = (f,y),  (4.2.41)
Q Q

Yy € W(],’p(u) (Q). Enfin, nous sommes arrivés a une solution pour notre probleme local. (Voir
la Définition 4.2.2).

Remarque 4.2.4 Le résultat principal ci-dessus reste vrai si nous reldchons I'hypothése q(u) <
p(u) pour tout u € R. Nous remplagons (4.2.20) par la condition N < & < q(u),p(u) < < 400
pour tout u € R. Alors le probléeme (4.2.1) admet au moins une solution faible u & W;’P“”(Q) N
Wy (Q).

4.3 Existence de solutions faibles pour un probléme (p(b(u)), q(b(u)
Laplacien parabolique

Notre intérét principal dans cette section est d’établir quelques réponses positives aux ques-
tions principales posées par Chipot et de Oliveira dans [38]. Nous étendons les résul-
tats obtenus au cas d’un probleme parabolique. En particulier, nous étudions le probléme

parabolique suivant

(W — div([TuPCO)29y) — div([VuldPW)2vy) = f dans Oy = Q x (0,T)

u=0 sur ' =0Q x (0,T), (4.3.1)

\ u(x,0) = uwo(x) dans Q,

o1 Q) est un domaine borné de RN, N > 2, T > 0, f, uy sont des donnéesetp, q : R — [1, +c0)

sont des fonctions réelles telles que

P,q sontcontinues et 1<a<qg,p<fp <oo, (4.3.2)

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 89 UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE



SAID AIT TEMGHART THESE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

pour certaines constantes «, 3. Nous désignons par b une application de W)*(Q) a valeurs
dans R telle que

b est continue et bornée, (4.3.3)

c’est-a-dire que b envoie des ensembles bornés de W} *(Q) dans des ensembles bornés de R.
Dans ce cas, un exemple approprié pour 'application b dans (4.3.3) peut étre choisis comme
suit

b(u) = [|[Vullx(q).

Dans le cas classique des équations aux dérivées partielles impliquant 1'opérateur (p, q)-
laplacien ou l'opérateur (p(x), q(x))-laplacien, de nombreux auteurs ont étudié 1'existence
et I'unicité de leurs différents types de solutions [15, 26, 81].

Ce type de problemes a été introduit pour la premiére fois par Chipot et de Oliveira dans
[38]. La version elliptique du probléme (4.3.1) avec des quantités locales p, q a été étudiée
par L. Yanru dans [82], il a obtenu 'existence de solutions faibles au moyen d’une technique
de perturbation singuliére et du théoreme du point fixe de Schauder.

Habituellement, la motivation pour étudier des problemes non locaux repose sur le fait
physique qu’en réalité les mesures de certaines grandeurs ne sont pas faites ponctuellement
mais a travers des moyennes locales. La difficulté principale dans 1’analyse de ce type de
problemes réside dans le fait que leurs formulations faibles ne peuvent pas étre écrites sous
forme des égalités en termes de dualité dans des espaces de Banach fixes. Pour des carac-
téristiques et des résultats plus intéressants, nous nous référons a [18, 38, 72, 82] et a leurs

références.

4.3.1 Résultats principaux

Dans cette partie, nous donnons une définition raisonnable des solutions faibles et prouvons
I'existence de solutions faibles du probleme (4.3.1). Nous introduisons les espace fonction-

nels suivants

X(Qr) = {uel®(0,T;L*Q)) : IVul € LP*™ (Qr) ,u(-,t) € Vi(Q) pp. t € (0,T)},

Vi(Q) == {u e L*(Q) nWH*(Q) : [Vu| € LPCRLII(Q)}

De méme, nous définissons Y (), associé a la fonction d’exposant non linéaire q(b(u)).
Nous désignons leurs espaces duaux par X (Qr)" et Y (Qr)" respectivement.

Maintenant, nous donnons une définition des solutions faibles pour le probleme parabolique
(4.3.1).
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Définition 4.3.1 Une fonction u € X (Qr) NY (Qr) N C (0, T} L*(QQ)) est dit une solution faible

de probleme (4.3.1) si pour tout @ € C! (ﬁT) avec @ (-, T) = 0, nous avons

—qumwmm+f

0
.
:J J fodxdt.
0JQ

Théoréme 4.3.2 Supposons que (4.3.2) et (4.3.3) soient vérifies avec o« > 2N /(N +2), uy € L*(Q)
et f € L¥ (Qr) . Alors le probleme (4.3.1) admet au moins une solution faible au sens de la Définition
4.3.1.

J [—ue + VU2 . Vo + [Vu[iPW) 2 vy . Vel dxdt
o)

(4.3.4)

Preuve du Théoréme 4.3.2.

Soit Ny un entier positif. Notons h = T/Ny. Nous considérons le probleme discret suivant

bt — div (VP T - div (V7 V) = [, (k= Dh)), x € Q,

uklaQ:O, k:],z,...,No,

(4.3.5)

ot [fl, est la moyenne de Steklov de f définie comme suit

1 t+h ,
[fln(x,t) = HJ f(x,T)dT € L* (Q).
t
Pour k = 1, on considere le probleme
v div ([VuPW=2vy) — div (|Vu/dCt=2vu) = [f1,(0), x € Q,

(4.3.6)

ulyq =0.
Posons
W = Wgyp(b(u)) (Q) N W;,q(b(u)) (Q) N LZ(Q)
Tout d’abord, nous montrons que le probleme (4.3.6) admet une solution faible u; € W.
Etape 1: Approximation

Pour chaque ¢ > 0 nous considérons le probleme auxiliaire suivant

e — div ([VuPPtI=2vu) — div ([Vu[dCMI=2Tu) — e div ([VulP2Vu) = [f], (0), x € Q,

h

u|aQ = O>
(4.3.7)

ou
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Lemme 4.3.3 Pour chaque € > 0, le probleme (4.3.7) admet une une solution faible ..
Preuve de Lemme 4.3.3. Soit w € [?(Q). Nous avons
2
5 <a<qbw)) <pbWw)),B<co pp.xe€Q.

En remarquant que [fl,(0) € L¥(Q) ¢ W (Q) ¢ W ¥ (Q), alors d’apres la théorie

usuelle des opérateurs monotones, il existe une solution unique w,, € Wy*(Q) telle que

J Y — W0, 4x + J IV, PP T, - Vvdx
a h o)

+ J !VLLWIq(b(W))_2 Vu,, - Vvdx + eJ IV, PV, - Vvdx = J [(flL(0)vdx, (4.3.8)
Q Q Q

pour toutv € WyP(Q).
En prenant v = u,, dans (4.3.8), on obtient

1
—J ufvdx-I—J |V, [P dx-l—J IV, 1) dx
2h Jq 0 0

1
+5J IVuWIBdX<—J ugdx + C [Vl is ) »

ou C = C(«, B, Q, [f]n(0)) est une constante positive. Alors, en utilisant I'inégalité de Young,
on obtient

[wellz@) + IVuwllieq) < G, 4.3.9)

ou C = C («, 3, Q, [fln(0), &, h, N) est une constante positive. D’our
w20y < C.
Considérons maintenant 1’application suivante
Tow—ou,eT

ouT:={v e *Q) : |v]; £ C. Tout d’abord, nous prouvons que cette application est
continue, puis par le théoreme du point fixe de Schauder, elle aura un point fixe. Nous

supposons que w,, est une suite dans L*(Q) telle que
wy, —w dans L[*(Q), quand n — oo. (4.3.10)

Pour chaque n € N, soit u, la solution du probleme (4.3.7) associé a w = w,,. D’apres (4.3.9),
nous avons
V[l < C,
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ot C est une constante positive qui ne dépend pas de n. Il s’ensuit que

u, —u dans W;‘B(Q), quand n — oo, (4.3.11)
u, »u dans [*Q), quand n — oo. (4.3.12)

A partir de la formulation (4.3.8), nous avons

J tn 7O dx + J IV, PP =2 7y Wvdx + J IV, [C =27y, Tvdx
Q h Q Q
+£J Vg P ? Vu, - Vvdx = J [f],(0)vdx, Wv € WyP(Q). (4.3.13)
Q Q

En faisant appel au monotonicité, on aura

2
J %dx + J (IVun!p(b(w“))*z Vi, + [V, [ =2 gy 4 e |V, P2 Vun) -V (uq —v) dx
o) o)

—J (IVvpeov =27y 4 |Gy a2y 4 e[ VyP2V) -V (u, —v) dx >0,  (4.3.14)
Q

pour tout v € W,*(Q). Nous prenons u, — v comme fonction test dans (4.3.13) et selon
(4.3.14), on obtient

J WY (o, vy dx J (1(0) (n — v) dx
Q Q

— J (IVvpCten =27y 4 [Ty [0 =27y 4 e[ Vv[F2 V) - V (u, — V) dx > 0,
0
pour toutv € WP (Q). D’apres (4.3.10), nous pouvons supposer que pour une certaine sous

suite

wn, =W p.p.dans Q, quand n — oo.

En employant les hypotheéses sur p, q et le théoreme de convergence de Lebesgue, nous

avons pour tout v € W(])’B (Q)

V[Pt =2gy, _y |7y PCWI=27y  fortement dans  LP'(Q)9, quand m — oo,

|Vv[aCwn=2g7y, _y |y [dCWI=27y,  fortement dans  LP'(Q)4, quand n — oco. (4.3.15)

En utilisant (4.3.12), (4.3.1) et (4.3.15) nous obtenons

Uy —V
L = (u—v)dx + L[ﬂh(O) (u—v)dx

— J (IVvPCMD=2gy 4 gy aI=2Ty + e[ VY2 Tv) - V (u—v) dx > 0,
Q

pour tout v € Wg’B(Q). On prend v = u + 0z dans (4.3.1), avec z € W&’B(Q) et® > 0, on

obtient

+ U wzdx 4 J (IV(u e= Sz)lp(b(w))’ZV(u T 5z)
Q

h o
+H WV (uF 82) |92 (u F 8z) + €|V (u F 62)F 2V (u F 62)) : Vzdx} > 0.

(1,(0)zdx —J

Q
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En faisant 0 tend vers zero, on obtient

J fndile. P NV J IVuPCOI29y . Vzdx + J (VU927 . Vzdx
Q h Q Q

+£J IVulP~2Vu - Vzdx = J [f]n(0)zdx, Vze W;’B(Q).
Q o)
Ce qui implique que u = u,,. D’aprés 'unicité de la limite on obtient

u, — 1, fortementdans [*(Q), quand n — oo,

ce qui prouve la continuité de l'application considérée. Par le théoreme du point fixe de
Schauder, cette application admet un point fixe, ce qui conclut la preuve du Lemme 4.3.3.
Etape 2 : Passage a la limite en tant que ¢ — 0

D’apres le Lemme 4.3.3, on peut obtenir que pour chaque ¢ > 0 il existe u, € W,*(Q) tel

que

J U, — uovdx +J ’vuglp(b(ue))fz Vv, - Vvdx +J Wuqu(b(ua))fz Vu, - Vvdx
o h 0 o

—l—EJ VP Vu, - Vvdx :J [f](0)vdx, (4.3.16)
Q Q

pour tout v € WyP(Q).

En prenant v = u, dans (4.3.16), on obtient

1 2 plblue)) J
m JQude—l—LIVuEI dx +

IV, |90 gy 4 EJ IV, [P dx
1o

Q

1
< — 2 .
<o L} ugdx + JQ [f]n (0)udx

Nous concluons alors que

JIVuJ“wde+J
Q

£
i |vu£|q(b(u5)) dx + 5 HVLL€||{55(Q) <G,

et

HquHL‘X(Q) <G,

ot C est une constante positive ne dépend pas de ¢.
Grace a l'injection compacte W}*(Q) — L?(Q) (en raison du fait que o« > 2N/(N + 2)), on
aura

u, —u dans W)*(Q),

Vu, — Vu dans (L*(Q))",

u, — u fortement dans L*(Q),

u, —u p.p.dans Q,

p(b(us)) — p(b(u)) p.p.dans Q, q(b(us)) = q(b(u)) p.p.dans Q.
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Par 'application du Lemme 1.3.2, on obtient
ue W;‘p(b(u))(Q) etu e W;’q(b(u))(ﬂ)_

Par conséquent,
ue W(;,P(b(u))(_o_) N W;’q(b(u))(ﬂ).

En suivant le méme astuce de monotonicité dans [38], nous pouvons établir que (4.3.6) ad-
met une solution faible u; (x) dans W..

De la méme maniere, nous montrons que (4.3.5) admet des solutions faibles uy pour

k =2,...,Ny. Cela signifie que, pour chaque ¢ € W, nous avons
J ‘%@dx v J IV P2y, Vedx + J V1P 2 Ty Vpdx
0 o} o}

_ J [l (k — 1)) @dx. (4.3.17)
Q

Pour tout h = T/N,, on définit uy(x,t) par

p

uo(x), t=0,

uh(xyt) =
ui(x)> (j_1)h<t<jh)

LLNO(X), (No—])h<t<N0h:T

En prenant ¢ = uy dans (4.3.17), on obtient

1
- J uidx + hJ IV P ax + hJ [V 4D gx
2])a o o

1
< EJ uﬁ_1dx +h||[fln((k — ”h)”w(g) . HukHL“(Q) (4.3.18)
Q
1
< EJ uﬁ,1 dx + Ch |[[fln((k — ])h)Hfo’(Q) : ||Vuk||L“(Q) .
Q

D’apres l'inégalité de Holder, on a
J \Vuk|°‘dx <C H’vuk’ocHL(P(b(uk))/a Q)
0
<C (J Va0 dx 1) :
o}

En appliquant I'inégalité de Young, on déduit que

I (k= D) | ) - (1VUklaga) < € J [V P dx + C.
Q
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A partir de (4.3.18), on obtient

J uldx + hJ IV [P dx 4 hJ V|9 dx < J u? dx + Ch. (4.3.19)
Q Q Q Q

On additionne les inégalités dans (4.3.19), on déduit que
T

"
J uf (x,t)dx + J J IVun(x, t) P dxdt + J
o) Q

J IVun (%, 1)1 gxdt < J ujdx + CT.
0 0 Jo 0

Par conséquent,

||uh||L°°(O,T;L2(Q)) + ||Vuh||Lv(b(uhlJ(QT) + ||uhH]_oc(O‘T;W;>P(b(uh))(ﬂ))

+ [Vl Lt () + HuhHLa( <G

o,T;W;‘q(b(“h”(Q))

Ainsi, nous avons pour une certaine sous suite encore notée uy, et certains u

u, — u faiblement-* dans L (0, T; L*(Q)),

up —u  dans L* (0, T; W) *(Q)),

Q))
IVu, P2 gy, —5 & dans (L“ )
IV 9P 2 7y, —x  dans (

L ( )

Lemme 4.3.4 u est une solution faible de probleme (4.3.1).

Preuve de Lemme4.3.4.

Pour chaque k € {1,2,...,Ng}, on prend ¢(x,kh) comme fonction test dans (4.3.17) ¢ €
C' (Qr), @(-,T) =0et ¢(x,t). =0, on obtient

l Lz we(x)@(x,kh)dx — %J

- e (900 Kh)dx — L (|Vu [po(ux) Vuk> (x) - Vep(x, kh)dx

—J (IVu b)) Vuk> (x) - Ve(x,kh)dx = J [fln((k — h)e(x, kh)dx.
Q Q
En utilisant la définition de uy(x, t) et le fait que ¢ (-, Noh) = 0, on obtient

No—1

hZJ un(x, kh) (X’kh)_q;l(x’(k—'_1)h)dx—JQuo(x)@(x,h)dx

—hZJ (1T T [y 1 Ty ) (x, k) - Voo(x, Kh)dx
— Jo

No
_h Z] L [f((k — 1Yh) @ (x, kh) dx. (4.3.20)
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Puisque C' (Qr), alors
hZJ (|Vu POM-2 Gy 1 [, 400 Vuh) (x,kh) - Vo (x, kh)dx
Q

.
:J J (IVu POOEI=2 Gy 4 Wy 4P ) Vuh) (x,7T) - V(x,T)dxdT

0Ja
No

+Zth J (!Vu |P (un)) Vuh> (x,7) - (Vo(x,kh) — Vo(x, T))dxdT
1 J(k=1h Ja
No

+ Z J:L_”h JQ (!Vu |q (un)) Vuh) (x,7T) - (Vo(x,kh) — Vo(x,T))dxdT

k=1
T

— JT L & - V(p(X,T)dXdT—i-J

J X - Vo(x,1)dxdt, quand h — 0.
0 0 Ja

D’apres (4.3.20), nous déduisons que

T

T 3o T T
—J J u—dx dt— J uo(x)(p(x,O)dx—J J &«V(pdxdT—J J X'V(pdxdT:J
ol ol Q Q

J fedxdr.
ot 0 0 0Ja

En utilisant la méthode de monotonicité (voir [38, 82]), on montre que & = [Vu/[PtW)—2yy
p-p- dans Q7 et x = |[Vu/d®W=2yy pp. dans Q7. En appliquant le Lemme 1.3.2, on peut
montrer que Vu € (LP(M) (QT))N et Vu € (L) (QT))N .

En choisissant ¢ € C§° (€7), on obtient

T ¢ T T T
—J J ua—dxd’r:J J 5-V(PdXdT+J J X-V(pdxdT—I—J J fodxdr,
0Jo Ot 0 Ja 0Jo 0 Jo

donc u; € X(Q1)" etwy € Y(Qp)". Puisque u € X(Qr) NY(Qr) on peut déduire que
uecC ([0, T]; Lz(Q)) (voir [44, 63]). Alors u est une solution faible du probléme (4.3.1) au

sens de la Définition 4.3.1.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail on s’intéresse aux problemes locaux et non locaux des équations aux dérivées
partielles non linéaires du type elliptique ou parabolique avec conditions aux limites de
Dirichlet ou Fourier. Ot, apres rappel des éléments nécessaires sur les espaces de Sobolev a
exposant variable et les opérateurs monotones, on a pu établir ces résultats :

1. L'existence des solutions faibles dans 1'espace W&’p(uj (Q) de deux problemes de réaction-
diffusion avec des conditions aux limites de Dirichlet pour des équations elliptiques ap-
pliquants un opérateur p-Laplacien avec des exposants qui peuvent dépendre de la solu-
tion inconnue u. Les résultats ont été obtenus a 1'aide d"une perturbation combinée avec le
théoréme de point fixe de Schauder ainsi que la technique de Zhikov pour le passage a la
limite. Nous avons traité également leurs versions non locaux.

2. L'existence de solutions entropiques pour des équations elliptiques associées a 1’opérateur
p(u)-Laplacien généralisé avec des conditions aux limites de Dirichlet ou des conditions aux
limites de Fourier. Ces deux problemes modélise plusieurs phénomenes naturels qui appa-
raissent dans divers domaines a savoir I’écoulement des fluides a travers les milieux poreux.

3. L'étude de l'existence des solutions faibles ou entropiques des problemes elliptiques
et paraboliques impliquants un tel opérateur joue un role crucial dans la modélisation de
divers phénomenes physiques, c’est I'opérateur (p, q)-Laplacien de type local ou non local.

I est important de noter une autre fois qu’il n’existe pas encore, pour les problemes non
locaux une théorie générale analogue a celle des problemes classiques.

Ceci est dti a la relative nouveauté de cette thématique d’une part et a la complexité
des questions qu’elle souléve d’autre part. Chaque probleme nécessite alors un traitement
spécifique, ce qui souligne 'actualité du sujet abordé dans cette these.

On signale que beaucoup de problemes intéressants pour mieux enrichir cette étude
restent ouverts, on cite ici quelques uns :

- L’étude de la question d’unicité de solutions pour les problemes locaux et non locaux.

Cette question semble tres délicate et importante, et elle mérite d’étre étudiée.

- On peut aussi penser a étendre nos résultats aux cas des problemes paraboliques et

hyperboliques de type local et non local avec d’autres conditions aux limites en revisitant
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nos estimations.
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