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Résumé

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui étudie les propriétés des dé-

rivées et des intégrales d’ordres non entiers (appelées dérivées et intégrales fractionnaires). L’his-

toire du calcul fractionnaire a commencé presque en même temps où le calcul classique a été

établi. Bien que l’idée du calcul fractionnaire soit née il y a plus de 300 ans, de sérieux efforts ont

été consacrés à son étude récemment, en raison du fait que de nombreux processus en physique et

en ingénierie peuvent être modélisés plus précisément par des dérivées ou des intégrales fraction-

naires que les dérivées ou les intégrales d’ordre entier traditionnelles. Les équations différentielles

fractionnaires (EDFs) sont une généralisation des équations différentielles d’ordre entier, étudiées

par la théorie du calcul fractionnaire. La méthode de symétrie de Lie est une technique puissante

pour résoudre les équations différentielles d’ordre entier et d’ordre fractionnaires pour fournir une

variété de solutions exactes de manière systématique.

L’objectif de cette thèse est d’étendre l’approche de symétrie de Lie afin de l’appliquer à une

classe plus large des équations différentielles partielles d’ordre fractionnaire qui modélisent de

nombreux phénomènes physiques en science, ingénierie et finance. En outre, identifier les symé-

tries des EDPs au dérivées fractionnaires afin d’obtenir des solutions exactes et de construire les

lois de conservations, qui sont utiles pour étudier le comportement physique des équations diffé-

rentielles en général.

Les recherches menées dans cette thèse sont liées à l’application de méthode de symétrie

de Lie aux équations différentielles d’ordre fractionnaires au sens de Riemann-Liouville, à savoir

l’équation de Fokker-Planck (FP) fractionnaire bidimensionnelle et l’équation ’Regurilized Long

Wave’ d’ordre fractionnaire. Des lois de conservation sont obtenues pour ces équations en utili-

sant le nouveau théorème de conservation dédié par Ibragimov [39, 40].

Mots clés : Calcul fractionnaire, symétrie de Lie, lois de conservation, équation ’Regurili-

zed Long Wave’, équation de Fokker-Planck, opérateur d’Erdélyi-Kober, dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville, méthode des séries entières.
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Abstract

Fractional calculus is a branch of mathematics that studies the properties of derivatives and

integrals of non-integer orders (called fractional derivatives and integrals). The history of fractio-

nal calculus began almost at the same time that classical calculus was established. Although the

idea of fractional calculus originated more than 300 years ago, serious efforts have been devo-

ted to its study recently, due to the fact that many processes in physics and engineering can be

modeled more accurately by fractional derivatives or integrals than the traditional integer deriva-

tives or integrals. Fractional differential equations (FDEs) are a generalization of the integer-order

differential equations studied by fractional calculus theory. The Lie symmetry method is a power-

ful technique for solving integer and fractional order differential equations to provide a variety of

exact solutions in a systematic way.

The objective of this thesis is to extend the Lie symmetry approach to a broader class of time

fractional partial differential equations that model many physical phenomena in science, engi-

neering and finance. Furthermore, to identify the symmetries of fractional derivative PDEs in or-

der to obtain exact solutions and to construct conservation laws, which are useful for studying

the physical behavior of differential equations in general. The research carried out in this thesis

is related to the application of Lie symmetry methods to fractional order differential equations

in the Riemann-Liouville sense, namely the two-dimensional fractional Fokker-Planck (FP) equa-

tion, the fractional order ’Regurilized Long Wave’ equation. Conservation laws are obtained for

these equations by using the new conservation theorem dedicated by Ibragimov [39, 40].

Keywords : Fractional calculus, Symmetry analysis, conservation Laws, Regurilized long wave

equation, Fokker-Planck equation, Erdélyi-Kober operator, Riemann-Liouville fractional deriva-

tive, power series method.
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Introduction générale

Au cours de la dernière décennie, le calcul fractionnaire est devenu un sujet très attrayant

pour les mathématiciens et il a suscité un intérêt considérable en reconnaissant ses applications

en analyse numérique et dans différents domaines de la physique et de l’ingénierie [23, 24, 48, 57,

74]. Ces derniers temps, il est devenu le centre de nouveaux développements et de recherches les

plus récentes dans de nombreux domaines de la science non-linéaire. Le calcul fractionnaire est en

fait une généralisation de la différentiation et de l’intégration ordinaire à un ordre arbitraire (réel

ou complexe). En utilisant les dérivées et les intégrales fractionnaires, on peut décrire plus pré-

cisément les systèmes dynamiques complexes dissipatifs et non-conservatifs et, par conséquent,

étudier plus complètement leurs propriétés dynamiques et physiques.

Une équation différentielle fractionnaire (EDF) est une équation différentielle qui contient

des dérivés fractionnaires. Elles sont largement utilisées aujourd’hui pour décrire divers effets et

processus physiques dans des conditions naturelles. Par exemple, de telles équations sont utilisées

pour modéliser la diffusion et la propagation des ondes dans un milieu à mémoire, le compor-

tement héréditaire ou non local et divers effets dans des matériaux aux propriétés rhéologiques

complexes. Les dérivées non entières possèdent un effet de mémoire qu’elles partagent avec plu-

sieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymères. Ce fait est également l’une

des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand intérêt. De nom-

breuses publications sont consacrées à l’étude des propriétés des EDFs et à la construction de

leurs solutions. L’étude détaillée et la formulation des principaux résultats et méthodes peuvent

être trouvés dans les livres modernes [46, 62, 74, 77, 85].

Au cours des dernières décennies, les vastes applications des EDFs dans les divers domaines

de la science et de l’ingénierie, en particulier la mécanique statistique, la théorie du contrôle, le

transfert de chaleur, les problèmes dans les systèmes mécaniques et dynamiques, la synchroni-

sation du chaos, la propagation des vagues, le traitement des images, l’écoulement des fluides,

l’électrochimie, l’électromagnétisme, la viscosité, la science des matériaux et l’optique [46, 62, 72,

74, 77, 85] ont été reconnus.

Les solutions exactes pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire sont rares et les
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méthodes qui peuvent générer des familles de ces solutions sont difficiles à trouver. L’étude des

solutions exactes des équations différentielles fractionnaires a non seulement fourni des informa-

tions sur les phénomènes, mais a également contribué à préciser certains des concepts et théories

développés au cours des dernières décennies. Ces solutions fournissent plus d’informations sur

les phénomènes sous divers aspects et, souvent avec plusieurs paramètres physiques importants,

s’avèrent utiles pour discuter et examiner la sensibilité des phénomènes physiques qu’elles dé-

crivent. Les solutions exactes sont également utiles pour concevoir et tester des algorithmes nu-

mériques. Quelques-unes des méthodes disponibles pour résoudre les EDFs sont la méthode de

forme transformer de Laplace [68, 86], la méthode de transformation de Mellin [10], la méthode

de série entière [41,45], la méthode de calcul symbolique de Babenko [77], la méthode d’éléments

finis [49], la méthode d’itération de variationnel [75], méthode de décomposition adomienne [87],

méthode d’analyse homotopique [9], méthode de la perturbation homotopique [58], méthode du

sous-espace invariant [69, 81].

La méthode de symétrie de Lie a été préconisée pour la première fois par le mathématicien

norvégien Sophus Lie [4, 13], qui a fait de grands progrès dans les théories des groupes continus

et des équations différentielles. C’est une approche efficace et largement employée pour résoudre

les équations différentielles ordinaires (EDOs), les équations aux dérivées partielles (EDP) et les

équations aux dérivées partielles fractionnaires (EDPF). Cette popularité est due à son utilité pour

déterminer les solutions explicites et exactes à la fois des EDO et EDP, la linéarisation de certaines

équations non linéaires, la réduction de l’ordre et des variables indépendantes, le calcul des lois

de conservations, etc.

Dans l’étude du processus de résolution des équations différentielles, le concept des lois

de conservation est fondamental et largement utilisé dans l’étude de la résolution des EDPs. De

plus, elles véhiculent une grande quantité d’informations sur le système physique étudié. Les lois

de conservation des équations différentielles sont des formulations mathématiques des lois phy-

siques telles que la conservation de l’énergie et la conservation de la quantité de mouvement.

Les lois de conservation jouent un rôle central, elles aident à l’intégration numérique des équa-

tions différentielles partielles [55] et à la théorie des transformations non classiques [63, 64]. Ces

dernières années, les lois de conservation ont été utilisées pour construire des solutions exactes

d’équations différentielles [79,83]. Le théorème de Noether [65] nous donne une méthode sophis-

tiquée et constructive pour obtenir des lois de conservation, il fournit en fait une formule explicite

pour trouver une loi de conservation une fois qu’une symétrie de Noether correspondante à un la-

grangien est connue pour une équation d’Euler-Lagrange. Cependant, il existe des équations diffé-

rentielles, telles que les équations différentielles d’évolution scalaire, qui n’ont pas de Lagrangien.

Dans de tels cas, plusieurs méthodes ont été développées par les chercheurs sur la construction

des quantités conservées. La comparaison de plusieurs méthodes différentielles pour le calcul des

lois de conservation est trouvée dans [66, 88].

La méthode des groupes de Lie est l’une des techniques mathématiques qui est applicable
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à tous les types d’équations différentielles pour fournir une variété de solutions exactes de ma-

nière systématique [36, 97]. Un certain nombre d’excellents articles se sont concentrés sur l’ana-

lyse de symétrie pour les équations différentielles d’ordre entier [11, 13, 21, 22, 82, 92]. La théorie

des symétrie de Lie est principalement utilisée pour la réductions de variables indépendantes, la

construction de solutions invariantes et d’obtenir les lois de conservation. Cette théorie joue donc

un rôle important et central dans les mathématiques géométriques. En revanche, les études de

l’analyse de symétrie des équations différentielles d’ordre fractionnaires sont assez récentes. En

2007, Gazizov a généralisé la méthode des groupes de Lie pour étudier les groupes de transforma-

tion continue des équations différentielles fractionnaires et a proposé certaines formules de pro-

longation [31]. Certaines de ces études ont été faites en utilisant l’opérateur de Riemann-Liouville

où les solutions explicites et exactes sont obtenues. Dans d’autres études utilisant l’opérateur de

Riemann-Liouville, les EDPFs sont réduits à des EDFs avec l’opérateur fractionnaire d’Erdelyi-

Kober. Certaines des propriétés des dérivées fractionnaires sont très différentes de celles des dé-

rivées classiques; par conséquent, il existe une énorme motivation pour creuser dans le domaine

de la recherche des symétries de Lie des équations différentielles fractionnaires. De nombreux

articles ont été consacrés à la construction de symétries de Lie de différentes équations différen-

tielles fractionnaires [1, 4, 11, 15, 21, 37, 56].

L’objectif principal et la motivation derrière l’étude proposée est de démontrer l’importance

et l’efficacité des méthodes de groupes de symétrie dans la résolution des équations différentielles

fractionnaires temporelles. En bref, un groupe de symétrie d’une équation différentielle partielle

d’ordre fractionnaire est un groupe continu de transformations agissant sur l’espace des variables

indépendantes et dépendantes qui laisse l’équation invariante. Ce groupe peut être déterminé al-

gorithmiquement et ensuite les solutions de l’équation ou des équations aux dérivées partielles

d’ordre fractionnaire peuvent être trouvées en résolvant un système réduit d’équations différen-

tielles ordinaires d’ordre fractionnaire. La théorie et les applications des groupes de Lie peuvent

être trouvées dans d’excellents papiers tels que ceux de Bluman et Cole [8], Olver [70], Ovsiani-

kov [73] et Ibragimov [40].

Ce chapitre est conçu comme une introduction au calcul fractionnaire, la méthode de Lie

classique et les lois de conservation. Le bref aperçu des extensions proposées de l’approche de

symétrie de Lie est également mentionné dans ce chapitre. Les détails de la méthode développée

et de ses diverses applications peuvent être trouvés dans les prochains chapitres .

Le travail présenté dans cette thèse se décompose de quatre chapitres comprenant diverses

extensions et applications nouvelles de la méthode de symétrie de Lie.

Le premier chapitre présente l’histoire du calcul fractionnaire, les outils de base et quelques

définitions des fonctions spéciales utiles tout au long de notre thèse telles que : la fonction gamma

d’Euler, la fonction de Mittag-Leffler avec des exemples et quelques propriétés intéressantes. Aussi,

les propriétés des opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville utilisés dans cette étude. Les

principales caractéristiques, le contexte et la méthodologie de la méthode classique de Sophus Lie
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sont également abordés dans ce chapitre.

Le chapitre 2 : est consacré à la présentation de la procédure générale de la méthode d’ana-

lyse de symétrie de Lie pour les equations différentielles fractionnaires au dérivées partielles et

à l’extension de la méthode des groupes de Lie et des opérateurs de Noether pour le calcul des

symétries de Lie et des vecteurs conservés des EDP fractionnaires. La classification complète des

groupes de Lie est effectuée et le concept d’auto-adjonction non-linéaire est étendu aux EDP frac-

tionnaires temporelles, en portant un intérêt très particulier aux récents travaux de Gazizov et

al. [30, 31].

Le chapitre 3 : traite l’étude d’une équation non-linéaire fractionnaires pour son analyse

de symétrie de Lie, à savoir l’équation ’Regularized Long-Wave ’ fractionnaire au sens de dérivée

de Riemann-Liouville. Dans ce but, la méthode de symétrie est appliquées pour cette équation

par la construction des prolongations requises. En utilisant les opérateurs de prolongation, les

infinitésimaux de groupe pour cette équation non-linéaire fractionnaires sont calculés avec suc-

cès. Les solutions invariantes de groupe résultantes sont utilisées pour obtenir leurs réductions de

symétrie en une équation différentielles ordinaires fractionnaire non-linéaire (EDOFN) en terme

d’opérateurs fractionnaires d’Erdélyi-Kober, dont on étudie à nouveau ses solutions invariantes

en utilisant la méthode des séries entières.

Le chapitre 4 : est dédié à l’application de la méthode de symétrie de Lie pour l’équa-

tion de Fokker-Planck (FP) fractionnaire bidimensionnelle dans le sens de la dérivée de Riemann-

Liouville. Nous obtenons ses solutions explicites à l’aide de la méthode de séries entières. En outre,

les lois de conservation pour cette équation différentielles partielles fractionnaires (EDPF) sont

obtenues avec succès en utilisant le nouveau théorème de conservation d’Ibragimov.

Finalement nous terminons notre travail par une conclusion générale, où la validité et la

fiabilité d’une telle recherche est mise en exergue, aussi nous proposons quelques perspectives

sur le sujet.
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CH
AP

IT
RE1 Généralité

1. Historique des calculs fractionnaires

L’origine du calcul fractionnaire est une lettre écrite au 17ème siècle par L’Hopital [62]. Leibniz

a inventé la notation d n y
d yn pour la ni ème dérivée d’une fonction y = f (x). Le 30 septembre 1695, une

question a été soulevée par L’Hopital dans sa lettre à Leibniz sur la dérivée d’ordre n = 1
2 . Dans sa

réponse, Leibniz répond qu’il s’agit là d’un paradoxe apparent, dont on tirera un jour des consé-

quences utiles [46, 62]. Depuis lors, de nombreux scientifiques ainsi que des mathématiciens ont

prêté attention au calcul fractionnaire et ont contribué à son développement. Parmi ces auteurs,

on peut citer J. L. Lagrange (1772) [51], P.S. Laplace (1812) [52], S. F. Lacroix (1819) [50], J. B. J.

Fourier (1822) [29], J. Liouville (1832-1873) [53], G. F. B. Riemann (1847) [78], H. Letnikov (1868-

1872) [54], [46, 62].

Lagrange a contribué au calcul fractionnaire par le développement de la loi des exposants en 1772

pour les opérateurs de dérivés d’ordre entier [51,62]. La première étape a été franchie par Euler en

1738 qui a observé la dérivée d p (xα)
d xp de xα a une signification pour le non-entier p [25]. Le mathé-

maticien français Lacroix est le premier auteur à avoir publié un papier mentionnant les dérivés

fractionnaires [50,62] en 1819. Il présente les dérivés fractionnaires comme une généralisation des

dérivés d’ordre entier.

En 1823, Niels Henrik Abel [6] a été le premier auteur à appliquer les opérateurs fractionnaires

et le calcul fractionnaire pour résoudre un problème intégral qui se pose dans la formulation du

problème de la tautochrone. Le premier mathématicien à tenter de résoudre des équations diffé-

rentielles ayant des opérateurs fractionnaires était Liouville [62]. Il publia trois longs mémoires en

1832 [53]. En 1847, Riemann a écrit un papier traitant d’une définition de l’opérateur fractionnaire,

mais a été publié à titre posthume [78]. Oldham et Spanier [72] ont publié le 1er papier entière-

ment consacré au calcul fractionnaire en 1974. Podlubny [77] a publié un livre traitant les EDF en

1999. Pour plus d’informations sur le développement du calcul fractionnaire au cours de ces deux

siècles, le lecteur est prié de se référer aux Refs. [47,62,72]. De nos jours, un grand nombre de livres

et d’articles de recherche sont consacrés au calcul fractionnaire et à ses applications [5, 46, 77, 85].
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2. Outils mathématiques et fonctions spécifiques

2.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions les plus importantes du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Eu-

ler indiquée par Γ(z). Elle a été introduite par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783)

dans son objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entières et même complexes. La fonc-

tion gamma est définie par :

Γ(x) =
∫ +∞

0
t x−1e−t d t ,

qui converge pour R(z) > 0 où R(z) désigne la partie réelle de z. Dans cette thèse, seulement

z ∈R+ sont considérés. Les deux propriétés importantes :

Γ(z +1) = zΓ(z), z ∈R+, (1.1)

Γ(n) = (n −1)!, n ∈N. (1.2)

Note 1. La fonction gamma Γ(z) est une fonction analytique pour tous les nombres complexes sauf

les nombres entiers zéro et négatifs.

Note 2. La fonction Gamma peut être représentée aussi par la la limite

Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx

x(x +1)...(x +n)
,

où nous supposons que Re(z) > 0.

Théorème 1.1 (Voir [62] )

Soit x 6= 0, n ∈N, alors

1. Γ(x) = x+1
x , pour x < 0,

2. Γ(x)Γ(1−x) = π
si n(πx) ,

3. d n

∂xn Γ(x) = ∫ ∞
0 t x−1e−t (l nt )nd t , pour x > 0,

4. Γ(x) = x−1 ∏∞
n=1

(
1+ 1

n

)x(
1+ x

n

)−1
,

5. 1
Γ(z) = z lim

n→∞

(
n−z ∏n

k=1

(
1+ z

k

))
.
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Définition 1.1

La fonction Gamma incomplète inférieur est définie par :

γ(s, x) =
∫ x

0
t s−1e−t d t . (1.3)

La fonction Gamma incomplète supérieur est définie par :

Γ(s, x) =
∫ ∞

0
t s−1e−t d t . (1.4)

La relation entre la fonction Gamma et la fonction Gamma incomplète est donnée par :

(a)

γ(s, x) =
∞∑

k=0

xse−x xk

s(s +1)...(s +k)

= xsΓ(s)e−x
∞∑

k=0

xk

Γ(s +k +1)
.

(1.5)

(b)

lim
x→∞γ(s, x) = Γ(s). (1.6)

(c)

γ(s, x)+Γ(s, x) = Γ(s). (1.7)

Une autre fonction mathématique utile dans le calcul fractionnaire est la fonction Bêta. Pour

z, w ∈R tels que R(z) > 0, R(w) > 0, la fonction Bêta est définie par :

B(z, w) =
∫ 1

0
t z−1(1− t )w−1d t . (1.8)

La relation entre la fonction Bêta d’Euler et Gamma d’Euler est donnée par :

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)

Γ(z +w)
. (1.9)

2.2 La fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle E(α) qui tient son nom du mathématicien Gösta Mittag-Leffler, joue

un rôle très important dans la théorie des équations différentielles d’ordre entier. La fonction

Mittag-Leffler à un seul paramètre qui généralise la fonction exponentielle a été introduite par

Mittag-Leffler en 1903 (voir [62]) est définie par le développement en série entière

Eα(x) =
∞∑

n=0

xn

Γ(αn +1)
.
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La fonction Mittag-Leffler à deux paramètres, joue un rôle très important dans la théorie du

calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953-1954 et elle est

donnée par la fonction suivante

Eα,β(x) =
∞∑

n=0

xn

Γ(αn +β)
, α,β> 0.

Exemple 1.1

Eα,1(x) =
∞∑

k=0

xk

Γ(αk +1)
= Eα,

E1,1(x) =
∞∑

k=0

xk

Γ(k +1)
=

∞∑
k=0

xk

k !
= ex ,

E1,2(x) =
∞∑

k=0

xk

Γ(αk +2)
= 1

x

∞∑
k=0

xk+1

(k +1)!
= ex −1

x
,

E1,3(x) =
∞∑

k=0

xk

Γ(k +3)
= 1

x2

∞∑
k=0

xk+2

(k +2)!
= ex −1−x

x2
.

(1.10)

En général,

E1,p (x) = 1

xp−1

[
ex −

p−2∑
k=0

xk

k !

]
,

E2,1(x2) =
∞∑

k=0

x2k

Γ(2k +1)
=

∞∑
k=0

x2k

2k !
= cosh(x),

E2,2(x2) =
∞∑

k=0

x2k

Γ(2k +2)
= 1

x

∞∑
k=0

x2k+1

(2k +1)!
= si nh(x)

x
.

(1.11)

3. Les opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville

La correspondance entre Leibniz et L’Hopital a incité de nombreux mathématiciens et phy-

siciens pour donner une définition aux dérivées fractionnaires. Au fil des années, de nombreux

mathématiciens ont donné diverses définitions pour trouver des dérivées et des intégrales d’ordre

non entier. Le fait intéressant est que les intégrales et dérivées fractionnaires ne sont pas une

propriété locale. Les intégrales fractionnaires sont souvent considérées dans le sens de Riemann-

Liouville, mais les dérivées fractionnaires ont été introduites de plusieurs manières différentes,

comme les dérivées fractionnaires de Liouville, Riemann, Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov,

Caputo, Miller-Ross [46, 62, 77]. La plus célèbre de ces définitions est celle qui appartient à Rie-

mann et Liouville. Dans cette thèse, les dérivées et intégrales fractionnaires sont considérées au

sens de Riemann-Liouville [46, 62, 77]. Les définitions de base des intégrales et des dérivées frac-

tionnaires sont présentées dans cette section.
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3.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville est considérée pour un intervalle fini sur la

ligne réelle. Les intégrales fractionnaires peuvent être vues comme une généralisation des inté-

grales ordinaires. L’intégrale d’ordre n ∈ N d’une fonction f (x) continue sur la droite réelle peut

s’écrire comme suit :

(I n
a f )(x) =

∫ x

a
d t1

∫ t1

a
d t2...

∫ tn−1

a
f (tn)d tn

= 1

(n −1)!

∫ x

a
(x − t )n−1 f (t )d t , (n ∈N∗).

(1.12)

Définition 1.2

Soit f : [a,b] −→R, on appelle intégrale de Riemann-Liouville de f l’intégrale définie par la formule

suivante :

(Iαa f )(t ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (τ)dτ, (1.13)

où n −1 < [ℜ(α)] < n et t > a.

Exemple 1.2

L’intégrale au sens de Riemann-Liouville de f (t ) = (t −a)β. Soit β>−1,

aD−α
t ((t −a)β) = Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
(t −a)α+β. (1.14)

Proposition 1.1 ( Voir [77])

Soient α et β deux nombres complexes et f ∈C 0([a,b]), on a :

i)

Iαa (Iβa f ) = Iα+βa f = Iβa (Iαa f ), (Re(α) > 0) (1.15)

ii))
d

d t
(Iαa f (t )) = (Iα−1

a f )(t ), (Re(α) > 1) (1.16)

iii)

lim
α→0+

Iαa f (t ) = f (t ), (Re(α) > 0) (1.17)

pour presque tout x ∈ [a,b]. Si de plus f ∈ C ([a,b]), alors cette identité est vraie pour tout

x ∈ [a,b].

3.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est définie en utilisant la définition de l’inté-

grale fractionnaire. La dérivée fractionnaire d’une fonction f (x) est donnée par :

Dα
x f (x) = d n

d xn
(D−(n−α)

x f (x)), n −1 <α< n. (1.18)
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L’intégrale Iαx est également notée D−α
x . L’opérateur Dα

x représente une dérivée si α est un nombre

réel positif, et une intégrale si α est un nombre réel négatif. Par conséquent, les dérivées fraction-

naires de Riemann-Liouville d’une fonction f (x) d’ordre réel α> 0 sont définies comme suit :

(Dα
x f )(x) =


∂n u
∂xn , α= n ∈N,

1

Γ(n −α)

(
d

d x

)n ∫ x

a
(x − t )n−α−1 f (t )d t , n −1 <α< n, n ∈Nn .

(1.19)

En particulier, pour α= m ∈N, on a

(D0
a f )(x) = 1

Γ(1)

(
d

d x

)∫ x

a
f (t )d t = f (x),

(Dm
a f )(x) = 1

Γ(1)

(
d m+1

d xm+1

)∫ x

a
f (t )d t = d m

d xm
f (x).

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la dérivée classique

pour α ∈N.

Exemple 1.3

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction constante est donnée par :

Dα
t C = t−α

Γ(1−α)
C .

On voit que la dérivée d’une constante est non-nulle.

Exemple 1.4

La dérivée au sens de Riemann-Liouville de f (t ) = (t −a)β. Soit α non entier tel que 0 ≤ n −1 < n et

β>−1 alors on a :
R
a Dα

t ((t −a)β) = Γ(β+1)

Γ(−α+β+1)
(t −a)−α+β.

Définition 1.3 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche)

∀t > a, R
a D−α

t f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ. (1.20)

Définition 1.4

∀t > a, R
a Dα

t f (t ) = 1

Γ(m −α)

( d

d t

)m∫ t

a
(t −τ)m−α−1 f (m)(τ)dτ. (1.21)

Proposition 1.2 ( Voir [46, 62, 77])

Soient α,β> 0 tels que n −1 ≤α< n, n −1 ≤β< n,

1. Dα
x (Iαx f (t )) = f (t ),
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2. Dx
αxγ = Γ(γ+1)

Γ(γ−α)+1 xγ−α,

3. Linéarité :

Soient f (x), g (x) deux fonctions continues pour x ≥ a,

Dx
α(λ f (x)+µg (x)) =λDx

α f (x)+µDx
αg (x),

tel que λ, µ sont deux constantes.

4. Règle de Leibniz

Dα
x ( f (x)g (x)) =

∞∑
j=0

(
α

j

)
(Dα− j

x f )(x)g j (x),

avec g j (x) est la dérivée entière d’ordre j et

(
α

j

)
=C j

α = α!
j !(α− j )! .

5. Pour α>β> 0 et f ∈ L1([a,b]), on a

Dα
x (Iαx f (z)) = f (z). (1.22)

6. Si α≥β> 0 et la dérivé Dα−β
x existe, alors on a

Dα
x (Iβx )(z) = (Dα−β

x f )(x). (1.23)

7. Si f ∈ L1([a,b]) et I n−α ∈ AC n([a,b]) avec n =ℜ(α)+1

[
Iαa (Dβ

a f )
]

(x) = f (x)−
n−1∑
j=0

(x −a) j−n+α

Γ( j −n +α+1)
lim

x→a+

[( d

d x

) j
I n−α

a f

]
(x).

4. La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Dans le domaine d’analyse fractionnaire la définition de R.L a joué un rôle crucial, qu’on le

voit dans plusieurs applications en mathématiques pures (solutions des équations différentielles

d’ordre non entiers). Cependant, elle nous amène à des conditions initiales non naturelles, car

elles contiennent des valeurs limites de dérivées fractionnaires au sens de R.L au borne inférieure

t=a, qui n’admettent pas d’interprétation physique adéquate. Cependant, les problèmes concrets

physiques dans la théorie de viscoélasticité et des mécaniques du solide demandent une définition

de la dérivée fractionnaire qui utilise des conditions initiales plus naturelles telles que : f(a), f’(a),

f"(a),... En 1967, Caputo a donné une solution à ce problème en proposant une vision modifiée

de la définition de la dérivation fractionnaire qui est plus restrictive à celle de R.L et plus adap-

tée aux problèmes physiques. On va donner une définition et quelques propriétés de la dérivée

fractionnaire de Caputo :
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Définition 1.5

La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α ∈R+ d’une fonction f est donnée par :

C
a Dα

t f (t ) := 1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ, avec n −1 <α< n, n ∈N∗. (1.24)

Exemple 1.5

Soit f (t ) = (t −a)η avec η> 0, pour (0 <α< 1), utilisant le même changement de variable

τ= a + s(t −a), on aura :

C
a Dα

t f (t ) =a D−(1−α)
t f (1)(t )

= ηaD−(1−α)
t (t −a)η−1

= η

Γ(1−α)

∫ t

a
(t −τ)−α(τ−a)η−1dτ

= η

Γ(1−α)
(t −a)−α+η

∫ 1

0
sη−1(1− s)−αd s

= η

Γ(1−α)
(t −a)−α+ηB(η,1−α).

(1.25)

Donc :
C
a Dα

t f (t ) = Γ(η+1)

Γ(1−α+η)
(t −a)−α+η.

Définition 1.6 (Dérivée fractionnaire de Caputo à gauche)

∀t > a, C
a Dα

t f (t ) = 1

Γ(m −α)

∫ t

a
(t −τ)m−α−1 f (m)(τ)dτ. (1.26)

Définition 1.7 (Dérivée fractionnaire de Caputo à droite)

∀t < b, C
a Dβ

t f (t ) = 1

Γ(m −β)
(−1)m

∫ b

t
(τ− t )m−β−1 f (m)(τ)dτ. (1.27)

Notons bien que f est une fonction telle que C
a Dα

t f (t ) et C
a Dβ

t f (t ) sont définies.

Les opérateurs dont l’intégrale porte sur [a, t ] (respectivement [t ,b]) seront qualifiés d’opérateurs

passés (respectivement opérateurs futurs).

4.1 Relation de la dérivée au sens de Caputo avec la dérivée au sens de Riemann-

Liouville

1) Soient α ∈R+, m ∈N∗ et m = [α]+1. Si C
a Dα

t et R
a Dα

t existent, alors :

C
a Dα

t f (t ) = aR Dα
t f (t )−

m−1∑
i=0

f i (a)(t −a)i−α

Γ(i −α+1)
, (1.28)
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on déduit que si f ′(a) = 0 pour tout i = 0,1, ...,m −1, on aura C
a Dα

t f (t ) =R
a Dα

t f (t ).

C
a Dα

t f (t ) = aR Dα
t

(
f (t )−

m−1∑
i=0

f i (a)

i !
(t −a)i

)
. (1.29)

2) Si 0 <α< 1, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et celle de Caputo sont définies

respectivement par :

R
a Dα

t f (t ) = d

d t

(R

a
D−(1−α)

t f (t )
)
= 1

Γ(1−α)

d

d t

∫ t

a
(t −τ)−α f (τ)dτ, (1.30)

C
a Dα

t f (t ) =R
a D−(1−α)

t
d f (t )

d t
= 1

Γ(1−α)

∫ t

a
(t −τ)−α f ′(τ)dτ, (1.31)

et on a les propriétés suivantes :

Proposition 1.3 (Voir [62])

1)
C
a Dα

t f (t ) = 1

Γ(1−α)

( f (a)

(t −a)α
+

∫ t

a
(t −τ)−α f ′(τ)dτ

)
= 1

Γ(1−α)

f (a)

(t −a)α
+C

a Dα
t f (t ).

(1.32)

2)
C
a Dα

t f (t ) =R
a Dα

t

(
f (t )− f (a)

)
. (1.33)

3) Si f est continue sur [a,b], alors
C
a Dα

t Iαa f (t ) = f (t ). (1.34)

4) Si f ∈Cm[a,b], alors

Iαa Dα
t f (t ) = f (t )−

m−1∑
i=0

f i (a)

i !
(t −a)i . (1.35)

Alors, l’opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’inté-

gration fractionnaire de Caputo du même ordre, mais il n’est pas un inverse droit.

Remarque 1.1

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle, autrement dit :

C
a Dα

t Iαa M = 0.

5. Intégrations fractionnaires et dérivations fractionnaires de type

Erdélyi-Kober

Dans cette section on va présenter les définitions et certaines propriétés des intégrales et dé-

rivées fractionnaires de type Erdélyi-Kober et leurs cas particuliers (voir [31], [20] et [25]).
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Définition 1.8

Soit (a,b), (−∞ ≤< a ≤ b +∞) est un intervalle borné du demi-axe R+ et soit Re(α) > 0, σ > 0 et

η ∈C. On considère les intégrales à gauche et à droit d’ordre α ∈C est définie par :

(Iαa+,σ,η f )(x) = σx−σ(α+η)

Γ(α)

∫ x

a
(xσ− tσ))α−1tσ(η+1)−1 f (t )d t , (0 ≤ a < x < b ≤+∞) (1.36)

et

(Iαb−,σ,η f )(x) = σxση

Γ(α)

∫ b

x
(tσ−xσ)α−1tσ(1−α−η)−1 f (t )d t , (0 ≤ a < x < b ≤+∞) (1.37)

Lorsque, a =−∞ et b =−∞ on va utiliser les notations suivantes :

(Iα+,σ,η f )(x) = σx−σ(α+η)

Γ(α)

∫ x

−∞
(xσ− tσ))α−1tσ(η+1)−1 f (t )d t , (x > 0) (1.38)

et

(Iα−,σ,η f )(x) = σxση

Γ(α)

∫ ∞

x
(tσ−xσ)α−1tσ(1−α−η)−1 f (t )d t , (x > 0) (1.39)

Les intégrales (1.36) et (1.37), ainsi que (3.5) et (1.41) sont appelés les intégrales fractionnaires de

type Erdelyi-Kober.

Si σ= 2, a = 0 et b =∞, alors les intégrales (3.5) et (1.41) sont donnés par :

(Iη,α f )(x) = Iα0+,2,η f )(x) = 2x−σ(α+η)

Γ(β)

∫ x

0
(x2 − t 2))α−1t 2η+1 f (t )d t , (x > 0) (1.40)

et

(K α
η,α f )(x) = Iα−,2,η f )(x) = 2x2η

Γ(α)

∫ ∞

x
(t 2 −x2)α−1t 1−2(α+η) f (t )d t , (x > 0) (1.41)

Ces opérateurs sont appelés les opérateurs Erdélyi-Kober.

Lemme 1.1

Soient Re(α) > 0 Re(α) > 0 et 1 ≤ p <∞
a) Si 0 < a < b <∞ et f ∈ Lp (a,b), alors,

(Iαa+,σ,ηIβa+,σ,η+α f )(x) = (Iα+βa+,σ,η f )(x),

et

(Iαb−,σ,ηIβb−,σ,η+α f )(x) = (Iα+βb−,σ,η f )(x).

b) Si a = 0,b = 0 et f ∈ Lp (R+), et Re(η) >−1+ 1
pσ alors,

(Iα0+,σ,ηIβ0+,σ,η+α f )(x) = (Iα+β0+,σ,η f )(x). (1.42)

En particulier,

— Si Re(η) >−1+ 1
2p , alors :

(I+η,αI+η+α,β f )(x) = (I+η,α+β f )(x).
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— Si Re(η) >−1+ 1
p , alors :

(I+η,αI+η+α,β f )(x) = (I+η,α+β f )(x). (1.43)

c) Si a = 0,b =+∞ et f ∈ Lp (R+), et Re(η) >− 1
pσ alors,

(Iα−,σ,ηIβ−,σ,η+α f )(x) = (Iα+β−,σ,η f )(x). (1.44)

En particulier,

— Si Re(η) >− 1
pσ ,alors :

(Kη,αKη+α,β f )(x) = (Kη,α+β f )(x), (1.45)

— Si Re(η) >− 1
p ,alors :

(K −
η,αK −

η+α,β f )(x) = (K −
η,α+β f )(x), (1.46)

Lemme 1.2

Soient R(α) > 0 et 0 ≤< a < b ≤∞, alors les relations suivantes sont vérifies pour les fonctions "suffi-

samment bon" f(x) et g(x) :∫ b

a
xσ−1 f (x)(Iαa+,σ,ηg )(x)d x =

∫ b

a
xσ−1g (x)(Iαb−,σ,η f )(x)d x. (1.47)

Si a = 0,b =+∞ ∫ +∞

0
xσ−1 f (x)(Iα0+,σ,ηg )(x)d x =

∫ +∞

0
xσ−1g (x)(Iα0−,σ,η f )(x)d x. (1.48)

En particulier, ∫ +∞

0
x f (x)(Iη,αg )(x)d x =

∫ +∞

0
xg (x)(Kη,α f )(x)d x. (1.49)∫ +∞

0
x f (x)(I+η,αg )(x)d x =

∫ +∞

0
xg (x)(K +

η,α f )(x)d x. (1.50)

Soient Re(α) ≥ 0,(α 6= 0),n = [Re(α)]+1,σ> 0 et η ∈ (C ).Les dérivées fractionnaires de type Erdelyi-

Kober, correspondant aux intégrales fractionnaires de type Erdelyi-Kober (1.36) et (1.37) sont définies

par :

— Si 0 ≤ a < x < b ≤∞

(Dα
a+,σ,ηy)(x) = x−ση

( 1

σxσ−1
D

)n
xσ(n+η)(I n−α

a+,σ,η+αy)(x). (1.51)

(Dα
b−,σ,ηy)(x) = xσ(η+α)

(
− 1

σxσ−1
D

)n
xσ(n−η−α)(I n−α

b−,σ,η+α−n y)(x), (1.52)

avec, D = d
d x .

— Lorsque a =−∞ et b =+∞, ces définitions sont données par :

(Dα
+,σ,ηy)(x) = x−ση

( 1

σxσ−1
D

)n
xσ(n+η)(I n−α

+,σ,η+αy)(x), (1.53)

(Dα
−,σ,ηy)(x) = xσ(η+α)

(
− 1

σxσ−1
D

)n
xσ(n−η−α)(I n−α

−,σ,η+α−n y)(x), (1.54)
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— Lorsque σ= 2, les relation (1.51) (avec a=0) et (1.62) sont données par :

(D+
η,αy)(x) = (Dα

0+,2,αy)(x) = x−2η
( 1

2x
D

)n
x2(n+η)(Kη+α,n−αy)(x), (1.55)

(D−
η,αy)(x) = (Dα

−,2,αy)(x) = x2(η+n)
(
− 1

2x
D

)n
x2(n−η−α)(Kη+α−n,n−αy)(x), (1.56)

— Lorsque σ= 1, les relation (1.51) (avec a=0) et (1.62) sont données par :

(D̃+
η,αy)(x) = (Dα

a+,1,ηy)(x) = x−ηDn xn+η(Iη+α,n−αy)(x), (1.57)

(D̃−
η,αy)(x) = (Dα

−,1,ηy)(x) = xη+α(−Dn)xn−η−α(Kη+α−n,n−αy)(x). (1.58)

— Si on suppose que α= n ∈α dans (1.51) et (1.52), alors on obtient :

(Dα
a+,σ,ηy)(x) = (Dα

+,σ,ηy)(x) = x−ση
( 1

σxσ−1
D

)n
xσ(n+η) y(x), (1.59)

(Dα
b−,σ,ηy)(x) = (Dα

−,σ,ηy)(x) = xσ(η+α)
(
− 1

σxσ−1
D

)n
x−ση) y(x). (1.60)

En particulier, lorsque σ= 2, a = 0 et b =+∞ on a :

(D+
η,n y)(x) = x−2η

( 1

2x
D

)n
x2(n+η)(Kη+α,n−αy)(x), (1.61)

(D−
η,αy)(x) = x2(η+n)

(
− 1

2x
D

)n
x−2η(Kη+α−n,n−αy)(x), (1.62)

Les opérateurs de dérivations fractionnaires de type Erdelyi-Kober dans (1.51) et (1.52) four-

nissent des opérations inverses aux opérateurs de type Erdelyi-Kober (1.36) et (1.37). à gauche.

6. Laplacien fractionnaire

6.1 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

La transformation de Laplace est utilisée pour résoudre les équations différentielles [77], l’avan-

tage de la transformation de Laplace est que la plupart des opérations courantes sur la fonction

f (t ), telle que la dérivation (classique ou fractionnaire) ou un décalage sur la variable t , ont une

traduction plus simple par la transformée L ( f )(s).

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire comme le produit de convo-

lution de la fonction h(t ) = tα−1 et f (t ) :

Dα
t f (t ) =

∫ t

0

(t −τ)α−1

Γ(α)
f (τ)dτ= tα−1

Γ(α)
∗ f (t ). (1.63)

La transformée de Laplace de la fonction h(t ) = tα−1 est donnée par :

H(s) =L {tα−1; s} = Γ(α)s−α. (1.64)
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Ainsi, en utilisant la formule de la transformée de Laplace de convolution, on obtient la transfor-

mée de Laplace de l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

L {Dα
t f (t ); s} = s−αF (s). (1.65)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann- Liouville

de la fonction f (t ) ; posons

Dα
t f (t ) = hn(t ), (1.66)

ce qui entraine

h(t ) = D−(n−α)
t f (t )

∫ t

0
(t −τ)n−α−1 f (τ)dτ, n −1 ≤α< n. (1.67)

L’utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier conduite à :

L {Dα
t f (t ); s} = sαH(s)−

n−1∑
k=0

sk h(n−k−1)(0), (1.68)

avec,

H(s) = s−(n−α)F (s). (1.69)

En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on a :

h(n−k−1)(t ) = d t n−k−1

d t n−k−1
D−(n−α)

t f (t ) = Dα−k−1
t f (t ). (1.70)

En remplaçant Eq.(1.69) et Eq.(1.70) dans Eq.(1.68), nous obtenons l’expression finale de la trans-

formée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville,

L {Dα
t f (t ); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk
[

Dα−k−1
t f (t )

]
t=0

, n −1 ≤α< n. (1.71)

L’application pratique de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville, est limitée par l’absence d’une interprétation physique des valeurs limites des dérivées

fractionnaires en la borne inférieure t = 0 : En particulier, si n = 1 et n = 2, on a respectivement

L {Dα
t f (t ); s} = sαF (s)−Dα−1

t f (0), 0 ≤α< 1 (1.72)

L {Dα
t f (t ); s} = sαF (s)−Dα−1

t f (0)− sDα−2
t f (0), 1 ≤α< 2. (1.73)

Le tableau suivant donne un bref résumé de quelques transformées de Laplace utiles. a et b sont

deux réels constants (a 6= b) et α,β> 0 arbitraires.
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F (s) f (t ) =L −1{F (s); t }

1
sα

tα−1

Γ(α)

1
(s+a)α

tα−1

Γ(α) e−at

1
(s)α−a tα−1Eα,α(atα)

sα

s(sα−a) Eα(−atα)

a
s(sα−a) 1−Eα(−atα)

1
sα(s−a) tαE1,α+1(atα)

sα−β
(sα−a) tβ−1Eα,β(atα)

1
(s−a)(s−b)

1
a−b (eat −ebt )

Tableau 1.1. Transformée de Laplace de quelques fonctions

6.2 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

Soient f ∈C∞[a,+∞[, n −1 ≤α< n et a ≤ 0.

Cas α= 0, on a :

L
[

C
a Dα

t f
]

(s) =
∫ +∞

0

[ 1

Γ(n −α)

∫ t

0
(t −τ)n−1−α f (n)(τ)dτ

]
d t

= 1

Γ(n −α)

∫ +∞

0

∫ +∞

r
e−st (t −τ)n−1−α f (n)(τ)d tdτ

= 1

Γ(n −α)

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−s(u+τ)un−1−α f (n)(τ)dudτ

=
(∫ +∞

0
e−su un−1−α

Γ(n −α)
du

)
.
(∫ +∞

0
e−sτ f (n)(τ)

)
=L

[ t n−1−α

Γ(n −α)

]
(s)L

[
f (n)

]
(s)

= sα−nL
[

f (n)
]

(s).

(1.74)
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Puisque L
[

f (n)
]

(s) = snL [ f ](s)− sn−1 f (0)− sn−2 f ′(0)− ...− f (n−1)(0), alors,

L
[C

a
Dα

t f
]

(s) = sα−n
[

snL [ f ](s)− sn−1 f (0)− sn−2 f ′(0)− ...− sn−α f (n−1)(0)
]

= sαL [ f ](s)− sα−1 f (0)− sα−2 f ′(0)− ...− sα−n f (0).
(1.75)

Cas général :

L
[C

a
Dα

t f
]
=

∫ +∞

0
e−st

[ 1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t −τ)n−1−α f (n)(τ)dτ

]
d t

=
∫ +∞

0
e−st

[ 1

Γ(n −α)

∫ t

0
(t −τ)n−1−α f (n)(τ)dτ

]
d t

+
∫ +∞

0
e−st

[ 1

Γ(n −α)

∫ 0

a
(t −τ)n−1−α f (n)(τ)dτ

]
d t

= sα−nL
[

f (n)
]

(s)+
∫ 0

a

(∫ +∞

0
e−st (t −τ)n−1−α

Γ(n −α)
d t

)
f (n)(τ)dτ

= sα−nL
[

f (n)
]

(s)+
∫ +∞

0
L

[ (t −τ)n−1−α

Γ(n −α)

]
(s) f (n)(τ)dτ

= sα−nL
[

f (n)
]

(s)+ sα−n
∫ 0

a
e−sτ f (n)(τ)dτ.

(1.76)

Une intégration par parties, nous donne :∫ 0

a
e−sτ f (n)(τ)dτ=

∫ 0

a
se−sτ f (n−1)(τ)dτ+

[
e−sτ f (n)(τ)

]0

a

= s
∫ 0

a
e−sτ f (n−1)(τ)dτ+ f (n−1)(0)−e−as f (n−1)(a).

(1.77)

En intégrant encore une fois par parties, on obtient :∫ 0

a
e−sτ f (n)(τ)dτ= s2

∫ 0

a
e−sτ f (n−2)(τ)dτ+

[
s f (n−2)(0)+ f (n−1)(0)

]0

a

+e−sa
[

s f (n−2)(a)+ f (n−0)(a)
]

.
(1.78)

ce que l’on généralise par parties :∫ 0

a
e−sτ f (n)(τ)dτ= sn

∫ 0

a
e−sτ f (τ)dτ+

[
s(n−1) f (0)+ ...+ f (n−1)(0)

]
−e−as

[
sn−1 f (a)+ ...+ f (n−1)(a)

]
.

(1.79)

Une combinaison de (1.78) et (1.79), en simplifiant les termes en f (k)(0), on obtient finalement

L
[C

a
Dα

t f
]

(s) = sα[{](s)−e−as
[

sα−1 f (a)+ sα−2 f ′(a)+ ...+ sα−n f (n−1)(a)
]

. (1.80)

7. Symétrie de Lie des équations différentielles

La méthode de symétrie de Lie est une technique extrêmement populaire pour résoudre les

équations différentielles non linéaires. En général, les équations différentielles non linéaires sont
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très difficiles à résoudre. Par conséquent, l’obtention de solutions exactes d’équations différen-

tielles non-linéaires a toujours été un concept intéressant et stimulant dans divers domaines de

recherche. La méthode de symétrie a été largement appliquée pour traiter de nombreuses équa-

tions différentielles non-linéaires et linéaires. Les travaux pionniers sur l’analyse de symétrie de

Lie (également appelée méthode classique de Lie) ont été réalisés par le mathématicien norvégien

Sophus Lie, entre 1872 et 1899.

Figure 1.1 Marius Sophus Lie (1842,1899)

Marius Sophus Lie a dévoué pratiquement toute sa vie à la théorie des groupes continus, main-

tenant connus sous le nom de groupes de Lie, et leurs relations avec les équations différentielles.

Il a aussi, entre autre, analysé en profondeur la relation entre les algèbres et les groupes de Lie et

posé le problème de la classification de tous les groupes et les algèbres simples de Lie. Malgré son

importance dans les phénomènes non linéaires, la théorie de Lie est restée inexplorée pendant

de nombreuses années. Par la suite, la théorie des groupes de Lie a été développée par Ovsian-

nikov [73] en 1960. Depuis, Ibragimov [38], Olver [70], Bluman [11, 12, 14, 16], Cantwell [21], et de

nombreux autres chercheurs ont contribué au développement et aux applications de la théorie

des groupes de Lie [35, 76].

Une symétrie d’un objet est une transformation laissant cet objet invariant. Le groupe de

symétrie d’une équation différentielle est un groupe de transformations qui transforme toute so-

lution en une autre solution. Par conséquent, le groupe de symétrie est utile pour obtenir de nou-

velles solutions à partir de solutions connues. Les groupes de Lie de transformations sont caracté-

risés par des générateurs infinitésimaux. Lie a donné un algorithme pour trouver tous les généra-

teurs infinitésimaux des transformations ponctuelles et, plus généralement, des transformations
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de contact admises par une équation différentielle donnée. De manière significative, pour une

équation différentielle donnée, les applications de base des groupes de Lie des transformations

ne nécessitent que la connaissance des transformations infinies admises. Les symétries de Lie ad-

mises par les équations différentielles peuvent être utilisées pour réduire le nombre de variables

indépendantes dans le cas des EDPs et réduire leur ordre dans le cas des EDOs. Évidemment, il est

plus facile de résoudre les équations différentielles réduites.

La méthode de symétrie de Lie a été développé pour la construction de diverses tech-

niques d’étude des équations différentielles. Certaines de ces généralisations sont la méthode

non classique de Bluman et Cole [16], les symétries d’ordre supérieur d’Olver [70], les symétries

non locales [71], etc. Après la guerre, les scientifiques ont posé de plus en plus des problèmes

non-linéaires et ils ont alors réalisé que la théorie de Lie était la seule méthode systématique qui

permettait d’analyser les équations non-linéaires. Conjointement, les physiciens travaillant sur la

dynamique des fluides ont fortement commencé à apprécier l’importance centrale des symétries.

Plusieurs publications ont paru sur le sujet depuis celles de Lie.

Le but de cette section sera d’établir le formalisme qui permet de trouver le groupe de symé-

tries d’une équation différentielle quelconque, présenter les définitions de base et la méthodolo-

gie de la méthode classique de Lie pour les équations différentielles d’ordre entier. Cela se résume

à chercher un groupe de transformations locales qui permet de transformer des solutions d’une

équation en d’autres solutions, groupe qui agit sur l’espace des variables dépendantes et indépen-

dantes de notre équation. Dans la suite, on va développer la méthode de symétrie pour l’étude des

équations différentielles fractionnaires.

7.1 Concepts de bases

Afin de simplifier les notations, nous allons considérer une équation différentielle partielle

d’ordre k avec n ∈ N variables indépendantes x = (x1, ..., xn) et m ∈ N variables dépendantes u =
(u1, ...,um) comme suit :

F (x,u,u(1), ...,u(k)) = 0, (1.81)

avec u(1) est l’ensemble des nm dérivées de premier ordre de u, il est données comme suit :

u(1) =
(∂u1

∂x1
,
∂u1

∂x2
, ...,

∂u1

∂xn
,
∂u2

∂x1
, ...,

∂u2

∂xn
,
∂um

∂x1
, ...,

∂um

∂xn

)
. (1.82)

avec xi ,u j ∈R pour tout i , j .

En général, pour k ≤ 2, u(k) désigne l’ensemble de toutes les dérivées d’ordre k de u données par

u(k) =
∂k ui

∂x j1∂x j2 ...∂x jk

, avec i = 1,2, ...,m et j1, ..., jk = 1, ...,n. (1.83)

Avant de discuter la méthodologie de symétrie de Lie, les définitions de base et les caractéristiques

principales de la théorie des groupes de Lie sont présentées par [11, 35, 70].
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7.1.1 Groupe de transformations à un seul paramètre

Définition 1.9 (Groupe (voir [11, 70]))

Un ensemble non vide G avec une loi de composition * entre ses éléments forme un groupe à condi-

tion que les axiomes suivants soient vérifiés :

• Pour tout z1, z2 ∈G, z1 ∗ z2 doit être un élément de G.

• (Associativité) : Pour tout élément z1, z2, z3 ∈G, z1 ∗ (z2 ∗ z3) = (z1 ∗ z2)∗ z3.

• (Existence de l’identité) : Il existe un unique élément d’identité e ∈G pour tout z ∈G, tel que

z ∗e = z = e ∗ z.

• (Existence de l’inverse) : Pour tout z ∈ G, il existe un unique élément inverse z−1 ∈ G tel que

z ∗ z−1 = e = z−1 ∗ z.

Définition 1.10 (Groupe de transformations de Lie à un paramètre(voir [14]))

Considérons un ensemble G des transformations suivantes :

Γε : x̂i = f i (x,u;ε), û j = g j (x,u;ε); i = 1, ...,n; j = 1, ...,m, (1.84)

où ε est un paramètre réel continu dans un voisinage S ⊂R.

Sans perte de généralité, ε= 0 correspond à l’élément neutre e. f i , g j sont infiniment différentiables

par rapport aux variables réelles x et à une fonction analytique de ε. L’ensemble G définit un groupe

de Lie à un paramètre de transformations dans Rn+m avec une loi de composition φ : S ×S −→ S et

une fonction analytique des paramètres dans S si les conditions suivantes sont vérifiés :

1. Soient Γε,Γε′ ∈G et ε,ε′ ∈ S,

ΓεΓε′ = Γε′′ , avec ε′′ =φ(ε,ε′) ∈ S (1.85)

2. L’existence d’identité : Il existe une identité unique Γ0 ∈ G définie pour 0 ∈ S et φ(ε,0) =
ε=φ(0,ε) tel que

ΓεΓ0 = Γε = Γ0Γε. (1.86)

3. L’existence de l’inverse : Pour tout Γε ∈ G, il existe un unique inverse Γε−1 = Γ−1
ε ∈ G pour

ε−1 ∈G tel que :

ΓεΓ
−1
ε = Γ0 = Γε−1Γε, (1.87)

avec φ(ε,ε−1) = 0 =φ(ε−1,ε).

7.1.2 Générateurs infinitésimaux et formules de prolongation

Nous savons que l’algèbre de Lie est couverte par des champs de vecteurs. Par conséquent,

puisque nous voulons trouver le groupe de transformations qui transforment les solutions en

d’autres solutions, nous pouvons utiliser les champs de vecteurs, appelés générateurs infinité-

simaux, pour trouver les groupes de transformations à un paramètre. Maintenant, nous devons
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nous concentrer sur la façon pour laquelle nous pouvons calculer explicitement les groupes de

transformations à partir d’un générateur infinitésimal.

Considérons un groupe de Lie de transformations à un paramètre :

Γε : x̂i = f i (x,u;ε), û j = g j (x,u;ε); i = 1, ...,n; j = 1, ...,m, (1.88)

avec ε est le paramètre du groupe S avec l’identité ε = 0 et la loi de composition φ. Au voisinage

de ε= 0, on obtient ce qui suit :

x̂i = xi +ε(ξi (x,u))+O(ε2),

ûi = u j +ε(η j (x,u))+O(ε2),

û j
i1
= u j

i1
+ε(η j

i1
(x,u,u1))+O(ε2),

...

û j
i1i2...ik

= u j
i1i2...ik

+ε(η j
i1i2...ik

(x,u,u1,u2, ...,u(k)))+O(ε2),

(1.89)

avec ip = 1,2, ...,n,p = 1,2, ...,n et u j
i1
= ∂u j

∂xi1
, u j

i1,i2
= ∂2u j

∂xi1 xi2
,...

ξi (x,u),η j (x,u) sont appelés les infinitésimaux du groupe définie par

ξi (x,u) = ∂x̂i

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

= ∂ f i (x,u;ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

,

η j (x,u) = ∂û j

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

= ∂g j (x,u;ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

,

(1.90)

également appelées formules de prolongation définies comme suit :

η
j
i = Di (η j )−u j

i Di (ξp ),

...

η
j
i1i2...uk

(x,u,u1, i2, ...,u(k)) = Dik (η j
i1i2...uk−2

)−u j
i1i2...uk−1

Dik (ξp ),

(1.91)

où Di désigne les opérateurs de dérivation totale, définis par

Di = ∂

∂xi
+u j

i

∂

∂u j
+u j

i l

∂

∂u j
l

+ ... (1.92)

Les transformations Eq.(1.89) au premier ordre sont les suivantes :

x̂i = xi +ε
( ∂ f i (x,u;ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

)
, û j = u j +ε

( ∂g i (x,u;ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

)
. (1.93)

Les transformations Eq.(1.93) sont appelées les transformations infinitésimales associées au gé-

nérateur infinitésimal de la forme suivante :

X = ξi (x,u)
∂

∂xi
+η j (x,u)

∂

∂u j
. (1.94)
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On obtient l’algèbre de Lie de notre groupe de symétries de l’équation (1.81) en appliquant la ni ème

prolongation du champ de vecteurs X sur (1.81) afin de l’évaluer sur l’ensemble des solutions de

notre équation différentielle de départ, où n représente l’ordre le plus élevé. L’algorithme s’écrit

comme suit

Pr (n)X (∆)|∆=0 = 0, (1.95)

avec

∆ := Dα
t −F (x, t ,u,ut ,uxt ,uxxt , ...).

Cette dernière condition nous permet d’extraire un système d’équations différentielles linéaires

d’ordre n pour les coefficients ξ, τ, η, les coefficients qui dépendent uniquement de x et de u. On

voit facilement que la condition Eq.(1.95) contient les dérivées de u. En mettant à zéro tous les

coefficients de ces dérivées, on obtient de nouvelles équations que nous appelons des équations

déterminantes.

Théorème 1.2 (Premier théorème fondamental de Lie)

La construction du groupe de Lie de transformations (1.89) est équivalente à la résolution de l’équa-

tion de Lie :
d x̂i

dε
= ξi (x̂, û),

∂û j

∂ε
= η j (x̂, û), (1.96)

avec les conditions initiales suivantes

x̂i |ε=0 = xi , û j |ε=0 = u j . (1.97)

Le premier théorème fondamental de Lie prouve que l’information essentielle pour la caracté-

risation d’un groupe de Lie de transformations à un paramètre se trouve dans les transformations

infinitésimales. Par conséquent, le groupe de Lie des transformations est équivalent à ses généra-

teurs infinitésimaux (également appelés champs vectoriels).

Définition 1.11

Le générateur infinitésimal X (k) (k = 1,2, ...) pour un groupe de Lie de transformations à un seul

paramètre Eq.(1.88) est défini comme suit :

X (k) = ξi (x,u)
∂

∂xi
+η j (x,u)

∂

∂u j
+ ∑

k≥1
η

j
i1i2...ik

(x,u, ...,u(k))
∂

∂u j
i1i2...ik

. (1.98)

7.1.3 L’invariance

Définition 1.12 (Une fonction invariante)

Une fonction infiniment différentiable F (x,u) est une fonction invariante du groupe de Lie de trans-

formations (1.89) si et seulement si la condition suivante est remplie :

F (x̂, û) = F (x,u). (1.99)
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La fonction F (x,u) est appelée fonction invariante sous le groupe de transformations (1.89).

Théorème 1.3

Une fonction F (x,u) est invariante sous un groupe de Lie de transformations (1.89) si et seulement

si [14] :

X F (x,u) = 0, (1.100)

où X est le générateur infinitésimal associé au groupe de transformations (1.89) donné par (1.94).

Définition 1.13 (Critère d’invariance infinitésimale pour les équations différentielles)

Le groupe de Lie des transformations (1.89) avec le générateur (1.94) est admis par l’équation (1.81)

si et seulement si X (k) laisse l’Eq.(1.81) invariante, c’est-à-dire que la condition suivante doit être

vérifiée [14] :

X (k)F (x,u,u1, ...,u(k)) = 0, lor sque F (x,u,u1, ...,u(k)) = 0. (1.101)

La condition (1.101) est appelée le critère d’invariance infinitésimale pour l’équation différentielle

(1.81).

Théorème 1.4 (Solution invariante)

La fonction u = θ(x) avec des composantes u j = θ j (x), j = 1, ...,m, est une solution invariante de

l’équation (1.81) admettant le groupe de transformations (1.89) avec le générateur (1.94) si et seule-

ment si les deux axiomes suivants sont vérifiés [14] :

1. u = θ(x) satisfait l’équation (1.81).

2. u j = θ j (x) est une surface invariante de (1.94) pour tout j.

La deuxième condition implique que X (u j −θ j ) = 0 lorsque u = θ(x). Par conséquent, on obtient ce

qui suit :

ξi (x,θ(x))
∂θ

∂xi
= ηi (x,θ(x)). (1.102)

Ces conditions sont appelées les conditions de surface invariantes pour les solutions inva-

riantes de l’équation (1.81). Les conditions de surface invariantes (1.102) peuvent être résolues en

résolvant les équations caractéristiques associées suivantes :

d x1

ξ1(x,u)
= d x2

ξ2(x,u)
= ... = d xn

ξn(x,u)
= du1

η1(x,u)
= du2

η2(x,u)
= ... = dum

ηm(x,u)
. (1.103)

7.1.4 Algèbres de Lie et classification des sous-algèbres

Définition 1.14 (Crochets de Lie)

Considérons un groupe de transformations à r-paramètres avec des générateurs infinitésimaux
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Xk , k = 1,2, ...,r, alors le crochet de Lie (également appelé commutateur) de deux générateurs quel-

conques V1,V2 est un générateur infinitésimal qui satisfait :

[V1,V2] =V1V2 −V2V1. (1.104)

Définition 1.15 (Algèbre de Lie)

Une algèbre de Lie G est un espace vectoriel sur un corps (R ou C) avec une opération binaire donnée

par :

[., .] : G ×G −→G (1.105)

satisfaisant les axiomes suivants

1. Bilinéarité :

[c1X1 + c2X2, X3] = c1[X1, X3]+ c2[X2, X3], [X1,c2X2 + c3X3] = c2[X1, X2]+ c3[X1, X3],

(1.106)

pour les constantes c1,c2,c3 ∈ (R ou C).

2. Antisymétrie :

[X1, X2] =−[X2, X1]. (1.107)

3. Identité de Jacobi :

[X1, [X2, X3]]+ [X2, [X3, X1]]+ [X3, [X1, X2]] = 0. (1.108)

7.2 Méthodologie

La procédure générale pour l’analyse de symétrie de Lie d’une équation différentielle est la

suivante :

1. On considère le groupe de Lie à un paramètre des transformations (1.88) qui laisse l’équa-

tion (1.81) invariante.

2. Obtenir le critère d’invariance pour l’équation considérée (1.81).

3. Substituer les prolongements et égaliser les coefficients des diverses dérivées partielles des

variables dépendantes à zéro, ce qui donne un système surdéterminé d’équations différen-

tielles linéaires des infinitésimaux ξi ,η j . Ce système est appelé l’ensemble des équations

déterminantes.

4. Intégrer les équations déterminantes pour obtenir les infinitésimaux ξi ,η j impliquant cer-

taines constantes arbitraires ou fonctions arbitraires.

5. Résoudre les équations caractéristiques correspondantes obtenues à partir des champs de

vecteurs associés pour trouver les variables dépendantes u en fonction de nouvelles n −1

variables indépendantes.

6. Transformer l’équation (1.81) en une equation réduite de nouvelles variables.
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8. Lois de conservation

8.1 Les opérateurs fondamentaux et leurs relations

Le concept de lois de conservation joue un rôle primordial dans l’étude des équations diffé-

rentielles. Les lois de conservation des équations différentielles sont la formulation mathématique

des lois physiques telles que la conservation de l’énergie et la conservation de la quantité de mou-

vement. Une loi de conservation d’une équation de la forme (1.81) est un n-tuples (C1,C2, ...,Cn)

satisfaisant l’expression de divergence suivante :

n∑
i=1

Di C i (x,u,u(1), ...,u(k)) = 0. (1.109)

La loi (1.109) est appelée une loi de conservation locale à condition que Ci soit libre de termes

intégraux.

Les composantes Ci sont appelées les vecteurs conservés de la loi de conservation, et la dérivée

d’ordre supérieur de vecteurs conservés Ci est appelée l’ordre d’une loi de conservation. Pour

u(x, t ), la loi de conservation est la suivante :

D t (C t )+Dx(C x) = 0, (1.110)

le vecteur Ct correspondant à la variable temporelle t est appelé densité conservée.

Il existe de nombreuses approches pour construire des lois de conservation pour les équa-

tions différentielles. En 1918, Emmy Noether [67] a prouvé un théorème sur l’application des sy-

métries continues pour prouver l’existence et le calcul des lois de conservation. Le théorème de

Noether est une procédure systématique pour déterminer les lois de conservation des EDP ayant

une fonction lagrangienne. Il existe quelques méthodes pour trouver des lois de conservation qui

ne dépendent pas de la connaissance du Lagrangien. Anco et Bluman [8] ont développé une mé-

thode directe pour déterminer les lois de conservation des EDP. Kara et Mahomed [95] ont donné

une technique pour obtenir des lois de conservation en utilisant des Lagrangiens partiels. Ibragi-

mov [38] a proposé une formule utilisant les symétries dans laquelle l’EDP et l’équation adjointe

sont considérées comme un système. Dans ce travail, la méthode d’Ibragimov est utilisée pour

construire les lois de conservation. Récemment, de nombreux articles de recherche sont consa-

crés au calcul des lois de conservation pour les équations différentielles [1, 3, 13]. Pour plus de

détails sur les méthodes et les applications des lois de conservation, le lecteur intéressé est prié de

se référer à Refs. [12, 39, 40, 70, 91].

Malgré l’importance des lois de conservation pour l’étude de l’intégrabilité, des propriétés inter-

calaires, et pour prouver l’existence et l’unicité des solutions des équations différentielles [39, 70],

les lois de conservation pour les EDPs d’ordre fractionnaire ne sont pas largement discutées. Ré-

cemment, les opérateurs de Noether généralisés fractionnaires [96] pour les EDPs fractionnaires
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temporelles n’ayant pas de Lagrangiens ont été proposés afin de trouver leurs lois de conservation

en utilisant le nouveau théorème de conservation [40]. Les lois de conservation des EDPs d’ordre

fractionnaire ne sont discutées que dans quelques articles [97–101].
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CH
AP

IT
RE2 Symétrie de Lie des équations

différentielles partielles
fractionnaires

Dans cette thèse, nous traitons la méthode de groupes de Lie agissant sur l’espace des va-

riables indépendantes et dépendantes des équations différentielles fractionnaires. Cette méthode

a été introduite à l’origine par Sophue Lie [70], il a établi que l’ordre d’une équation différen-

tielle ordinaire peut être réduit si elle est invariante sous un groupe de symétrie à un paramètre

et pour une équation différentielle partielle, l’invariance sous un groupe continu de transforma-

tions conduit directement à la superposition des solutions en termes de transformations. L’analyse

des symétries n’est pas seulement qu’une simple procédure permettant de trouver des solutions,

les symétries apportent également des moyens systématiques pour une compréhension appro-

fondie des phénomènes physiques et de leurs équations associées. Enfin, la théorie des groupes

de Lie est un outil essentiel dans la résolution et l’analyse des équations non-linéaires. Lorsque les

symétries d’une équation sont connues, toutes les autres techniques de résolution d ’équations

différentielles, comme l’analyse numérique, peuvent être appliquées plus efficacement.

Gazizov et al. [30, 31] sont les premiers à entreprendre des études rigoureuses sur les symé-

tries admises par des équations différentielles d’ordre fractionnaires liées à : Riemann-Liouville et

Dérivée de Caputo [35]. Pour plus de détails sur la méthode du groupe de Lie, divers théorèmes,

leurs preuves et d’autres concepts, nous renvoyons le lecteur à Olver [36], Bluman et Cole [16],

[1, 33, 56, 97].

Le chapitre précédent visait à expliquer et illustrer en détails la méthode développée par Lie

afin de trouver des symétries d’équations différentielles d’ordre entier. Dans toute la suite de ce

chapitre, nous introduirons tout d’abord les concepts pertinents du groupe de Lie de transfor-

mations, puis nous fournirons une description algorithmique des techniques qui sont appliquées

dans les prochains chapitres pour chercher les groupe de symétries d[une classe d’équations diffé-

rentielles d’ordre fractionnaires, ce qui nous amène à obtenir nos principaux résultats de ce travail.
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1. La procédure générale de la méthode de symétrie de Lie pour

les équations différentielles fractionnaires

Dans cette section, nous présentons de brefs détails de la symétrie de Lie pour les équations

aux dérivées partielles fractionnaires (EDPF) de la forme suivante

Dα
t u = F (x, t ,u,ut ,ux ,uxt ,uxx ,uxxt , ...), α> 0. (2.1)

Supposons que l’équation Eq.(2.1) est invariante sous une transformation continue à un para-

mètre ε, la construction du groupe de symétrie est équivalente à la détermination de ses transfor-

mations infinitésimales :

x̂ = x +εξ(x, t ,u)+O(ε2),

t̂ = t +ετ(x, t ,u)+O(ε2),

û = u +εη(x, t ,u)+O(ε2),

Dα
t û = Dα

t u +εη0
α(x, t ,u)+O(ε2),

∂û
∂x̂ = ∂u

∂x +εηx(x, t ,u)+O(ε2),

∂3û
∂2 x̂∂t̂

= ∂u
∂2x∂t

+εηxxt (x, t ,u)+O(ε2),

...

(2.2)

où ε << 1 est un paramètre de groupe et ξ, η et τ sont les infinitésimaux des transformations

(3.3) pour les variables dépendantes et indépendantes. Les expressions explicites de ηx , ηxxt sont

données par
ηx = Dx(η)−uxDx(ξ)−ut Dx(τ),

ηt = D t (η)−uxD t (ξ)−ut D t (τ),

ηxt = Dx(ηt )−uxt Dx(ξ)−ut t Dx(τ),

ηxx = Dx(ηxx)−uxxxDx(ξ)−uxx y Dx(ζ)−uxxt Dx(τ),

ηxxt = Dx(ηxt )−uxxxDx(ξ)−uxxt Dx(τ),

...

(2.3)

où Dx et D t sont les dérivées totales par rapport à x et t respectivement, qui sont définies comme

suit :

Dxi = ∂

∂xi
+ui

∂

∂u
+ui j

∂

∂u j
+ ..., i , j = 1,2,3, ..., (2.4)
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avec ui = ∂u
∂xi , ui j = ∂2u

∂xi∂x j etc.

Le générateur infinitésimal X est représenté par l’expression suivante :

X = ξ(x, t ,u)
∂

∂x
+τ(x, t ,u)

∂

∂t
+η(x, t ,u)

∂

∂u
. (2.5)

Selon [30], le générateur infinitésimal X satisfait la condition d’invariance suivante de l’équation

(2.1) :

Pr (n)X (∆) |∆=0= 0, n = 1,2, ..., (2.6)

avec

∆ := Dα
t u −F (x, t ,u,ut ,ux ,uxt ,uxx ,uxxt ...). (2.7)

Puisque la limite inférieure de l’intégrale de RL est fixée, alors la structure de la dérivée de Riemann-

Liouville doit être invariante sous les transformations (3.3). La condition d’invariance donne

τ(x, t ,u) |t=0= 0. (2.8)

La α-ème infinitésimale prolongé liée à la dérivée temporelle fractionnaire de Riemann-Liouville

(voir [30, 31]) peut s’écrire comme suit :

η0
α = Dα

t (η)+ξDα
t (ux)−Dα

t (ξux)+Dα
t (D t (τ)u)−Dα+1

t (τu)+τDα+1
t (u), (2.9)

où l’opérateur de dérivée fractionnaire totale est désigné par Dα
t .

Ici, pour rendre l’équation (2.9) plus générale, la règle de Leibnitz généralisée a été présentée [62]

et peut s’écrire comme suit :

Dα
t (( f (t )g (t )) =

∞∑
n=1

(
α

n

)
Dα−n

t ( f (t ))Dn
t g (t ), α> 0, (2.10)

avec (
α

n

)
= Γ(n −α)(−1)n−1α

Γ(1−α)Γ(n +1)
.

Maintenant, en utilisant la règle de Leibnitz comme présentée ci-dessous, nous obtenons

η0
α = Dα

t (η)−αD t (τ)Dα
t u −

∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn

t (ξ)Dα−n
t ux −

∞∑
n=1

(
α

n +1

)
Dn

t (τ)Dα−n
t (u). (2.11)

Alors, la règle de la chaîne pour la fonction composée [70] peut s’écrire comme suit

d nφ(h(t ))

d t n
=

n∑
k=0

k∑
r=0

(
α

n

)
1

k !
[−h(t )]r d n

d t n
[(h(t ))k−r ]

d kφ(h)

dhk
. (2.12)

En appliquant cette règle et la règle de Leibnitz généralisée avec f (t ) = 1, on a

Dα
t (η) = ∂αη

∂tα
+ηu

∂αu

∂tα
−u

∂αηu

∂tα
+

∞∑
n=1

(
α

n

)
∂αηu

∂t n
Dα−n

t (u)+µ, (2.13)
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où

µ=
∞∑

n=2

n∑
m=2

m∑
k=2

k−1∑
r=0

(
α

n

)(
n

m

)(
k

r

)
1

k !

t n−α

Γ(n +1−α)
(−u)r ∂

m

∂t m
(uk−r )

∂n−m+kη

∂xn−m∂uk
.

Par conséquent, la α-ème infinitésimale prolongée donnée dans (2.11) devient,

η0
α = ∂αη

∂tα
+ (ηu −αD t (τ))

∂αu

∂tα
−u

∂αηu

∂tα
+µ+

∞∑
n=1

[(
α

n

)
∂nηu

∂t n
−

(
α

n +1

)
Dn+1

x (τ)

]
Dα−n

t (u)

−
∞∑

n=1

(
α

n

)
Dn

t (ξ)Dα−n
t (ux).

(2.14)

Théorème 2.1 ( [70])

Une solution u = θ(x, t ) de l’Eq.(2.1) est une solution invariante si et seulement si

(i) u = θ(x, t ) est une surface invariante, autrement dit,

Xθ = 0 ⇐⇒ (ξ(x, t ,u)
∂

∂x
+ζ(x, t ,u)

∂

∂t
+η(x, t ,u)

∂

∂u
)θ = 0.

(ii) u = θ(x, t ) est une solution de l’EDPF (2.1).

Remarque 2.1

Dans l’expression (2.14), les expressions µi deviennent nulles si les ηi sont linéaires par rapport aux

variables dépendantes ur .

2. Lois de conservation pour les équations différentielles par-

tielles d’ordre fractionnaires

Considérons une équations différentielles partielles de n variables indépendantes xi , i = (1,2, ...,n)

et N variables dépendantes uα, α= 1,2, ..., N données par l’équation (1.81).

Définition 2.1 (Opérateur d’Euler-Lagrange)

L’opérateur d’Euler-Lagrange, pour chaque α est désigné par

δ

δuα
= ∂

∂uα
+ ∑

s≥1
(−1)sDi1 ...Dis

∂

∂uα
i1...is

, α= 1, ...,m. (2.15)

Définition 2.2 (Lagrangien)

S’il existe une fonction L =L (x,u,u(1),u(2), ...,u(s)), s 6= p, avec p l’ordre de l’équation (1.81), tel que

δL

δuα
= 0, α= 1, ...,m, (2.16)

alors L est appelé un Lagrangien de l’équation (1.81). L’équation (2.16) est connue sous le nom de

l’équation d’Euler-Lagrange.
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Définition 2.3 (Opérateur de Lie-Backlund)

L’opérateur de Lie-Backlund est donné par

X = ξ ∂

∂xi
+ηα ∂

∂uα
, ξi ,ηα ∈A , (2.17)

où A est l’espace des fonctions différentielles. L’opérateur (2.17) est une forme abrégée de la somme

formelle infinie

X = ξ ∂

∂xi
+ηα ∂

∂uα
+ ∑

s≥1
ξαi1

∂

∂uα
i1...is

, (2.18)

où les coefficients supplémentaires sont déterminés d’une manière unique en utilisant les for-

mules de prolongation

ξαi = Di (W α)+ξ j uα
i j ,ξαi1...is

= Di1 ...Dis +ξ j ui1 ...Dα
is

, s > 1, (2.19)

avec W α est la fonction caractéristique de Lie donnée par

W α = ηα−ξi uα
j . (2.20)

On peut écrire l’opérateur de Lie-Backlund (2.18) sous la forme caractéristique suivante

X = ξi Di +W α ∂

∂uα
+ ∑

s≥1
Di1 ...Dis (W α)

∂

∂uα
i1...is

. (2.21)

2.1 Théorème de Noether

Le théorème de Noether est l’un des théorèmes les plus importants et les plus beaux de la phy-

sique qui exprime le principe général relatif aux groupes de symétries et les lois de conservation.

Définition 2.4 ( opérateur de Noether)

Les opérateurs de Noether associés à un opérateur de symétrie Lie-Backlund X sont donnés par

N i = ξi +W α δ

δuα
i

+ ∑
s≥1

Di1 ...Dis (W α)
δ

δuα
i1...is

, i = 1, ...,n, α= 1, ...,m, (2.22)

où les opérateurs d’Euler-Lagrange par rapport aux dérivées de u sont obtenus en remplaçant u par

les dérivées correspondantes. Par exemple,

δ

δuα
i

= ∂

∂uα
i

+ ∑
s≥1

(−1)sDi1 ...Dis (W α)
δ

δuα
i1...is

, i = 1, ...,n, α= 1, ...,m, (2.23)

et les opérateurs d’Euler-Lagrange, Lie-Backlund et Noether sont reliés par l’opérateur d’identité :

X +Di (ξi ) =W α δ

δuα
+Di N

i . (2.24)
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Définition 2.5 ( Symétrie de Noether)

Un opérateur Lie-Backlund X de la forme (2.17) est appelée une symétrie de Noether correspondant

à un Lagrangien L ∈A , s’il existe un vecteur B i = (B1, ...,Bn), B i ∈A tel que

X (L )+L Di (ξi ) = Di (B i ). (2.25)

Si Bi = 0 (i = 1, ...,n), alors X est appelée une symétrie de Noether stricte correspondant à un

lagrangien L ∈A .

Théorème 2.2 (Théorème de Noether)

Pour tout générateur de symétrie de Noether X associé à un lagrangien L ∈A donné, il correspond

un vecteur

C = (C1, ...,Cn), Ci ∈A , donné par

C i =N i (L )−B i , i = 1, ...,n, (2.26)

qui est un vecteur conservé des équations différentielles d’Euler-Lagrange (2.16).

Dans l’approche de Noether, nous trouvons le lagrangien L et l’équation (2.25) a été utilisée

pour déterminer les symétries de Noether. Ensuite, l’équation (2.26) donnera les vecteurs conser-

vés de Noether correspondants.

2.2 Le nouveau théorème de conservation

Un nouveau théorème de conservation prôné par Ibragimov [40] fournit la procédure pour

calculer les vecteurs conservés associés à toutes les symétries des équations différentielles par-

tielles (1.81).

Définition 2.6 (Équations adjointes)

Considérons l’équation différentielle partielle d’ordre k donné par (1.81), soit

F∗
α(x,u, v, ..., vp ,up ) = δ(vβFβ)

δuα
, α= 1, ...,m. (2.27)

où v = (v1, ..., vm) sont de nouvelles variables dépendantes, v = v(x) et définissons l’équation ad-

jointe au Eq.(1.81) par

F∗
α(x,u, v, ..., vp ,up ) = 0, α= 1, ...,m. (2.28)

Théorème 2.3

Toute équation différentielle partielle (1.81) d’équation adjointe (2.28) a un Lagrangien

L = vβF∗
β (x,u, v, ..., vp ,up ). (2.29)
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Théorème 2.4 (théorème d’Ibragimov)

Toute symétrie infinitésimale (point de Lie, Lie- Backlund) donnée par (2.17) de l’équation (1.81)

conduit à une loi de conservation Di (C i ) = 0 pour l’équation (1.81) et (2.28). Les composantes des

vecteurs conservées sont données par la formule

C t = τL +
n−1∑
k=0

(−1)k
0Dα−1−k

t (W )Dk
t

∂L

∂0Dα
t u

− (−1)n J (W,Dk
t

∂L

∂0Dα
t u

), (2.30)

où J (.) est défini par

J ( f , g ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

0

∫ T

t

f (τ, x, y)g (θ, x, y)

(θ−τ)α+1−n
dθdτ. (2.31)

Et les autres composants C i sont définis comme

C i = ξi N +W α
[ ∂L
∂uα

i

−Di

( ∂L
∂uα

i j

)
+D j Dk

( ∂L

∂uα
i j k

)
−...

]
−D j (W α)

[ ∂L
∂uα

i j

−Dk

( ∂L

∂uα
i j k

)
+...

]
+D j Dk (W α)

[ ∂L
∂uα

i

−...
]

,

(2.32)

où W α est la fonction caractéristique de Lie donnée par (2.20) et L est le lagrangien formel (2.29)

(Voir [38, 40]).
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CH
AP

IT
RE3 Symétrie de Lie de l’équation

’Regurilized Long Wave’
fractionnaire

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons l’application de la méthode classique du groupe de Lie à

l’une des plus célèbres familles d’équations d’évolution différentielles non-linéaires apparaissant

en physique qui est ’Regurilized Long Wave’ (RLW) d’ordre fractionnaire :

Dα
t u +ux − a

2 uux −buxxt = 0, (3.1)

où Dα
t est la dérivée fractionnaire d’ordre 0 <α≤ 1, a et b sont des constantes arbitraires.

L’équation ’RLW’ appartient à une classe d’équations d’évolution non linéaires qui fournissent de

bons modèles pour prédire une variété de phénomènes physiques. L’équation a été introduite par

Peregrine [76] pour décrire le comportement du développement d’un alésage ondulé. L’équation

’RLW’ joue un rôle important dans l’étude des ondes dispersives non linéaires en raison de sa des-

cription d’un grand nombre de phénomènes physiques importants, tels que les ondes d’eau peu

profonde et les ondes de plasma acoustique ionique. Dans une autre étude Benjamine et al. [20]

ont utilisé l’équation ’RLW’ pour expliquer une grande classe de problèmes du monde réel au lieu

de l’équation fameuse KdV. Elle a été étudiée par de nombreux chercheurs tels que El-Danaf et

al. [26], Soltanalizadeh et Yildirim [80], Hossieni et al. [34], etc. La version fractionnaire de ce mo-

dèle a notamment été étudiée par [7, 42, 43, 93].

De nombreuses méthodes ont été proposées pour résoudre les équations non linéaires, et la mé-

thode de symétrie de Lie reste parmi les méthode puissante pour résoudre ce genre d’équations

à la fois dans le cadre classique et dans le cadre fractionnaire. L’application des symétries de Lie

est l’une des techniques les plus efficaces pour résoudre les équations différentielles partielles

non-linéaire, seuls quelques chercheurs ont appliqué la méthode du groupe Lie sur les équations

différentielles fractionnaires, ce qui nous a motiver d’appliquer la méthode de symétrie de Lie sur

l’équation fractionnaire ’RLW’.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : La section 2 s’intéresse à l’application de la
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méthode de Lie pour le modèle RLW d’ordre entier afin d’obtenir ses solutions invariantes. Les infi-

nitésimaux du groupe de transformations qui laisse l’équation ’RLW’ invariante sont obtenus dans

la section 3. La sous-section 3.1 est entièrement consacrée à la détermination des formes réduites

des équations différentielles ordinaires (ODEs) et de leurs solutions exactes. La sous-section 3.2

présente la construction les solutions analytiques explicites en séries entières. Certaines graphes

représentatifs des solutions obtenues sont présentées dans la section 3.3. Enfin, une brève conclu-

sion est donnée dans la section finale.

2. Symétrie de Lie de l’équation RLW d’ordre entier

2.1 Points de Lie de l’équation RLW d’ordre entier

L’équation ’Regurilized Long Wave’ à coefficients non constants est définie par :

ut + f (t )ux + g (t )uux +h(t )uxxt = 0, (3.2)

Considérons le groupe de Lie de transformations suivantes :

x̂ = x +εξ(x, t ,u)+O(ε2),

t̂ = t +ετ(x, t ,u)+O(ε2),

û = u +εη(x, t ,u)+O(ε2),

(3.3)

où ε ∈ R est un paramètre de groupe et ξ, η et τ sont les infinitésimaux des transformations (3.3)

pour les variables dépendantes et indépendantes.

D’après la théorie de Lie, l’opérateur infinitésimal suivant caractérise le groupe de Lie à un seul

paramètre :

X = ξ(x, t ,u)
∂

∂x
+η(x, t ,u)

∂

∂x
+τ(x, t ,u)

∂

∂t
(3.4)

Les coefficients du générateur infinitésimal (3.4), à savoir ξ, τ et η remplissent les equations déter-

minantes suivantes :

τu = 0, ξu = 0, (3.5)

ηuu = 0, τx = 0, (3.6)

ξt = 0,2ηxu −ξxx = 0, (3.7)

uq f (t )ηx + g (t )uxx +ηt +h(t )ηt xx = 0, (3.8)

τg t + (τt −2ξx)g (t )− g (t )h(t )ηxxu +h(t )ηtu = 0, (3.9)

τh(t )−2h(t )ξ2
x −h(t )2ηxxu = 0, (3.10)
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uqτ ft + (quq−1η+uqτt −uqξ2
x) f (t )+ (2ηxu −ξ2

xx)g (t )−uq f (t )h(t )ηxxu +2h(t )ηt xu = 0. (3.11)

Nous exigeons que les éléments arbitraires soient non nuls, donc la manipulation des Eqs (3.5 ) -

(3.11 ) donne les formes suivantes des coefficients de générateur infinitésimal :

ξ= c1x + c3, τ= τ(t ), η= (c3 + 1

2
c2)u + c4, (3.12)

où c1, c2, c3 et c4 sont des constantes arbitraires. Lors de la substitution de l’Eq.(3.12) en Eqs. (3.5

) - (3.11 ) nous obtenons les relations suivantes :

2c2h(t )+τt ht = 0, (3.13)

τt ( ft +ug t )+ f (t )(τt − c2)+ g (t )
[

c4 +u
(
c1 − 1

2
c2 +τt

)]
= 0. (3.14)

Supposons que f(t), g(t) et h(t) sont des fonctions lisses arbitraires, à partir d’Eqs.( 3.13 ) et (3.14)

nous avons

τ= 0, τ1 − c2 = 0, c4 +u
(
c1 − 1

2
c2 +τt

)
= 0. (3.15)

Selon (3.15) les coefficients de générateur infinitésimal (3.12) deviennent ξ= 0, ξ3 = 0 et η= 0. En

analysant la classification des Éqs. (3.13) et (3.14), nous divisons l’éq. (3.14) en mettant à zéro les

diverses puissances des dérivées de u. Ainsi, en obtient le système suivant :

2c2h(t )−τt ht = 0, (3.16)(
c1 − 1

2
c2 +τt

)
g (t )+τ(t )g t = 0, (3.17)(

c1 − 1

2
c2 +τt

)
g (t )+τ(t )g t = 0, (3.18)

c4g (t )+ (τt − c2) f (t )+τ(t ) ft = 0, (3.19)

puisque g (t ) 6= 0, nous devons avoir τ 6= 0 de sorte que nous obtenions la prolongation de l’algèbre

de Lie. Ainsi, l’éq. (4.27) est réécrit comme suit :

g t

g
= c1 − 1

2 +τt

τ
= k, (où k est une const ante). (3.20)

Nous étudions l’équation (3.20) pour deux cas : k 6= 0 et k = 0. cas 1 : k 6= 0 La solution de l’Eq.

(3.20) est donnée par :

g (t ) = g0, τ(t ) = c2 −2c1

2k
+ c5e−kt , (3.21)

où g0 6= 0 et c5 sont des constantes arbitraires.

Afin de préciser les formes des autres éléments arbitraires (3.20) est substitué dans les Éq.

(3.17) et (3.19). Si c1 6= 0, alors h(t) et f(t) prendre les formes suivantes :

h(t ) = h0[ekt (α−2)+2kγ]
4α
α−2 , (3.22)
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f (t ) = ekt [ f0(α+2)(ekt (α−2)+2kγ)
(α+2)
(α−2) 2βg0]

α+2
, α 6= −2,2, (3.23)

où α= c2
c1

,β= c4
c1

, γ= c5
c1

et h0 6= 0, f0 6= 0 sont des constantes arbitraires. Les coefficients de généra-

teur infinitésimal (3.12) deviennent :

τ= c1(α−2)

2k
+ c1γe−kt , ξ=αc1x + c3, η= 1

2
[2β+ (α+2)u]c1. (3.24)

Puisque ∂x est le générateur admis, sans perte de généralité, on suppose que c3 = 0. Par consé-

quent, le générateur infinitésimal associé

X2 = [2(kγe−kt −1)+α]∂t +2αkx∂x +k[2β+ (α+2)u]∂u . (3.25)

On suppose que α=−2, alors on a :

h(t ) = h0(kγ−2ekt )2,

f (t ) = ekt f0 + 1

2
ektβln(kγ−2ekt )g0.

(3.26)

Ainsi,

X2 = (kγe−kt −2)∂t −2kx∂x +kβ∂u . (3.27)

Ensuite, on suppose que α= 2, on obtient :

h(t ) = h0e
4ekt

kγ , γ 6= 0,

f (t ) = ekt+ 2ekt

kγ f0 + 1

2
ektβg0.

(3.28)

Le générateur infinitésimal associé :

X2 = γe−kt∂t +2x∂x + (β+2u)∂u . (3.29)

On suppose que c1 = 0, d’après (3.21), on obtient τ(t ) = c5e−kt + c2/2k. Alors pour c2 6= 0 on

obtient :
h(t ) = h0(ekt +2kµ)4,

f (t ) = ekt [2λg0 − (ekt +2kµ) f0],
(3.30)

où λ= c4
c2

et µ= c5
c2

sont des constantes arbitraires. Alors le générateur infinitésimal associé :

X2 = 1+2µke−kt )∂t +2kx∂x +k(2λ+u)∂u . (3.31)

Pour c2 = 0, on obtient

h(t ) = h0, (3.32)

f (t ) = f0ekt − e2kt v g0

k
, (3.33)

où v = 4
5 est une constante arbitraire. Alors le générateur infinitésimal associé :

X2 = e−kt∂t + v∂u . (3.34)
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Cas 2 : k = 0. Résolvons le problème (4.29), on a :

g (t ) = g0, τ(t ) = c6 + 1

2
t (c2 −2c1), (3.35)

où g0 6= 0 et c6 sont des constantes arbitraires. Supposons que c1 6= 0, alors h(t) et f(t) prennent les

formes

h(t ) = h̄0[(α−2)t +2ρ]
4α
α−2 , (3.36)

f (t ) = h̄0(α+2)[(α−2)t +2ρ]
α+2
α−2 +2βḡ0

α+2
, α 6= −2.2, (3.37)

où ρc6/c1 et h̄0 6= 0, f̄0 6= 0 sont des constantes arbitraires. Alors le générateur infinitésimal associé :

X2 = [(α−2)t +2ρ]∂t +2αx∂x + [2β+ (α+2)u]∂u . (3.38)

Soit α=−2, alors on obtient

h(t ) = h̄0(2t −ρ)2, (3.39)

f (t ) = f̄0 + 1

2
βḡ0ln(2t −ρ). (3.40)

Par conséquent, le générateur infinitésimal associé :

X2 = (ρ−2t )∂t −2x∂x +β∂u . (3.41)

Deuxièmement, soit α= 2. Par suite :

h(t ) = h̄0e4t/ρ, ρ 6= 0, (3.42)

f (t ) = f̄0e2t/ρ+ 1

2
βḡ0. (3.43)

Par conséquent, le générateur infinitésimal associé :

X2 = ρ∂t +2x∂x + (β+2u)∂u . (3.44)

Si c1 = 0, d’après (3.35) on a τ(t ) = c6 + c2t/2. Alors on a les formes suivants de f(t) et h(t) :

h(t ) = h̄0(t +2m)4, (3.45)

f (t ) = f̄0(t +2m)+2λḡ0, (3.46)

où : m = c6/c2, (c2 6= 0) une constante arbitraire. Le générateur infinitésimal associée :

X2 = (t +2m)∂t +2x∂x + (u +2λ)∂u . (3.47)

Pour c2 = 0 on obtient les formes de f(t) et h(t) :

h(t ) = h̄0, (3.48)

f (t ) = f̄0 − tωḡ0, (3.49)

où : ω= c4/c6, (c6 6= 0) une constante arbitraire. Le générateur infinitésimal associée :

X2 = ∂t +ω∂u . (3.50)

53



2.2 Solutions invariantes de l’équation RLW d’ordre entier

la recherche de solutions invariantes revient à chercher des solutions invariantes sous la com-

binaison linéaire k1X1 +k2X2, où k1 et k2 sont des constantes. C’est-à-dire, nous considérons les

cas : X1 et c X1 pour c = k1/k2 , (K2 6= 0). Toutefois, pour obtenir des solutions non triviales, seul le

cas c X1 +X2 est traité. Maintenant, avec un exemple interprétatif, nous construisons les solutions

exactes de type onde de l’équation avec les paramètres donnés par l’Eqs. (3.48) et (3.49). Dans ce

cas, la combinaison linéaire c X1 +X2 est :

∂t + c∂x +ω∂u , (3.51)

où c représente la vitesse de la vague.

Si c 6= 0, alors l’équation caractéristique pour (48) donne la solution invariante

u(t , x) =ω+ tF (z), (3.52)

où z = x − ct La substitution de l’Eq(3.52) dans l’équation RLW conduit à l’équation réduite :

ω+ [ḡ0F (z)+ f̄0 − c]F ′(z)− h̄0cF ′′′(z) = 0. (3.53)

Intégrons l’éq. (3.53) par rapport à z donne :

ωz + [
ḡ0

2
F (z)+ f̄0 − c]F (z)− h̄0cF ′′(z) =C1, (3.54)

où C1 est une constante d’intégration. On intègre l’Eq. (3.54) par rapport à F :

C2 + (ωz −C1)F −
(c − f̄0

2

)
F 2 + ḡ0

6
F 3 = h0cF 2, (3.55)

où C2 est une constante.

Ainsi, on obtient la solution implicite de l’Eq. (3.53) de la forme :

C3 +
∫

dF√
1

h̄0c

[
C2 + (ωx − cωt −C1)F −

(
c− f̄0

2

)
F 2 + ḡ0

6 F 3
] = x − ct , (3.56)

où C3 est une constante arbitraire.

Ensuite, on suppose que c = 0, la solution invariante est de la forme (3.52) avec z = x. L’équation

réduite est donnée par :

ω[ḡ0Fx + f̄0]F ′(x) = 0. (3.57)

Résolvons l’Eq(3.57), on obtient :

F (x) =
− f̄0 +

√
f̄ 2

0 −2ḡ0ωx +2F0ḡ0

ḡ0
, (3.58)

où F0 est une constante arbitraire.

Par conséquent, la solution exacte est donnée par :

u(x, t ) =ωt +
− f̄0 +

√
f̄ 2

0 −2ḡ0ωx +2F0ḡ0

ḡ0
. (3.59)
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3. Symétrie de Lie de l’équation fractionnaire RLW

Nous complétons cette section à la lumière des références [15, 30, 31, 56]. Nous utilisons la

symétrie de Lie afin de construire la solution exacte pour l’équation fractionnaire temporelle non-

linéaire (3.1) et pour la réduire à une EDFO. Supposons que l’équation (3.1) soit invariante sous le

groupe de transformations (3.3), nous obtenons l’équation transformée suivante

Dα
t û + ûx − a

2 ûûx −bûxxt = 0. (3.60)

En utilisant les équations de transformation (2.3) dans Eq.( 3.60), nous obtenons l’équation déter-

minante suivante

η0
α− (1− a

2
u)ηx − a

2
ηux −bηxxt = 0, (3.61)

telle que u = u(x, t ) satisfait Eq.(3.1).

En substituant les expressions η0
α données dans l’Eq.(2.14) et l’Eq.(2.3) dans l’Eq.(3.61) on obtient

Dα
t (η)+ (ηu −αD t (τ))Dα

t u −uDα
t ηu +µ+

∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn

t (ξ)Dα−n
t ux

+
∞∑

n=1

[(α
n

)
Dn

t (ηu)−
(
α

n +1

)
Dn+1

t (τ)
]

Dα−n
t (u)

+ (1− a

2
u)(ηx +ux(ηu −ξx)−u2

xξu −utτx −ut uxτu)− a

2
ηux

−b(ηxxt +ux(2ηxtu −ξt xx)+uxx(ηtu −2ξt x)+u2
x(ηtuu −2ξt xu)

+ut xx(ηu −τt −ξx −τx)+ut x(2ηux −2τt x −ξxx)+uxut x(2ηuu −4ξux −2τtu)

+ut (ηuxx −τt xx)+uxut (2ηuux −2τt xu −ξuxx)+uxxut (ηuu −2ξux −τtu)

+u2
xut (ηuuu −2ξuux −τtuu)−3uxuxxξtu −u3

xξtuu −ξuuxxxut −3uxxut xξu

−3uxuxxutξuu −uxut xx(2ξu +τu)−3u2
xut xξuu −u3

xutξuuu −u2
t xτu −2ut ut xxτu

−4ut ut xτux −4uxut ut xτuu −u2
t τuxx −uxu2

t (2τuux +τuuu)−τuuuxxu2
t

−τxuxt t −2τuxuxut t −ut t xuxτu −ut t uxxτu −u2
xut tτuu −uxxxuxξu +ut tτxx

−uxxx(ξx +uxξu)−uxxt (τx +uxτu)) = 0,

(3.62)
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on pose tous les coefficients de diverses dérivées de u égaux à zéro, on obtient le système surdé-

terminé d’équations linéaires suivant

ξu = τu = τx = 0,

ξuu = τuu = τxx = ηuu = 0,

ηut −2ξxt = 0,

2ξx + (1−α)τt = 0,

Dn
t (ξ) = 0, n = 1,2,3, ...,

∂αη
∂tα −u ∂αηu

∂tα + (1− au
2 )ηx −bηxxt = 0,(

α

n

)
∂αηu
∂tα −

(
α

n +1

)
Dn+1

t (τ) = 0, n ∈N,

( a
2 u −1)ξx − a

2η+α(1− au
2 )τt = 0.

En résolvant le système précédent, nous obtenons la forme explicite suivante des infinitésimaux :

ξ=−C1a(α−1)

α+1
x +C3, η=C1(au −2), τ=−2aC1

α+1
t +C2, (3.63)

avec C1,C2 et C3 sont des constantes arbitraires. Alors l’algèbre de Lie des symétries infinitésimaux

de l’Eq.(3.1) est donnée par

X1 = ∂

∂x
, (3.64)

X2 = ∂

∂t
, (3.65)

X3 =−a(α−1)

α+1
x
∂

∂x
+ (au −2)

∂

∂u
− 2a

α+1
t
∂

∂t
. (3.66)

Alors, le générateur infinitésimal de l’Eq.(3.1) peut être écrit comme suit

X =C1X1 +C2X2 +C3X3.

3.1 Réductions et solutions invariantes de l’équation fractionnaire RLW

Dans cette sous-section, nous utiliserons les équations caractéristiques des champs de vec-

teurs obtenues dans les équations (3.64), (3.65) et (3.66) pour obtenir les équations de réduction.

Cas 1 :

L’équation caractéristique du générateur infinitésimal (3.64), est exprimée symboliquement de la

manière suivante :
d x

1
= d t

0
= du

0
. (3.67)

En résolvant l’équation caractéristique ci-dessus, nous obtenons la solution triviale.
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Cas 2 :

L’équation caractéristique du générateur infinitésimal (3.65), est exprimée symboliquement de la

manière suivante
d x

0
= d t

1
= du

0
. (3.68)

En résolvant l’équation caractéristique ci-dessus, nous obtenons la solution triviale.

Cas 3 :

L’équation caractéristique du générateur infinitésimal (3.66), elle s’exprime comme suit

d x

a (1−α)
α+1 x

= d t
−2at
α+1

= du

au −2
. (3.69)

En résolvant l’équation caractéristique ci-dessus, nous obtenons

z = xt
1−α

2 , (3.70)

avec la solution invariante :

t
(α+1)

2 (au −2) = f (z). (3.71)

Par conséquent, nous obtenons

u(t , x) = 1

a
t
−(α+1)

2 f (z)+ 2

a
= h(z)+ 2

a
, (3.72)

où h(z) = 1
a t

−(α+1)
2 f (z).

Alors, l’équation fractionnaire RLW (3.1) est réduite à une EDOF non-linéaire avec une nouvelle

variable indépendante z. Ainsi, on peut obtenir le théorème suivant.

Théorème 3.1

La transformation (3.72) réduit l’équation (3.1) à l’équation différentielle ordinaire non linéaire

d’ordre fractionnaire suivante

(
P

1−3α
2 ,α

2
α−1

f
)
(z)+2

t
α+1

2

Γ(1−α)
− 1

2
f fz +b

(3α−1)

2
fzz = 0, (3.73)

avec l’opérateur fractionnaire d’Erdèlyi-Kober [30, 103]

(
Pτ,α
ξ

f
)
(z) =

n−1∏
j=0

(
τ+ j − 1

ξ
z

d

d z

)(
K τ+α,n−α
ξ

f
)
(z), z > 0, ξ> 0, α> 0 (3.74)

n =
{

[α]+1, α ∉N,

α, α ∈N,
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où

(
K τ,α
ξ

f
)
(z) =

 1
Γ(α)

∫ ∞
1 (v −1)α−1v−(τ+α) f (zv

1
ξ )d v, α> 0;

f (z), α= 0
(3.75)

est l’opérateur intégrale fractionnaire d’Erdèlyi-Kober.

Preuve. Soit, n−1 <α< n, n = 1,2,3, .... La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville devient

Dα
t h(z) = 1

a

∂n

∂t n

[ 1

Γ(n −α)

∫ t

0
(t − s)n−α−1s

−(α+1)
2 f (xs

1−α
2 )

]
d s. (3.76)

Soit v = t
s , alors d s = −1

s2 d v. L’équation (3.76) est écrite comme suit

∂nh(z)

∂t n
= 1

a

∂n

∂t n

[
t n− (3α+1)

2
1

Γ(n −α)

∫ ∞

1
v−(n−α+ 1−α

2 )(v −1)n−α−1 f (zv
2

1−α )
]

d v. (3.77)

D’après la définition de l’opérateur intégral fractionnaire d’Erdèlyi-Kober (3.74), on a

∂nh(z)

∂t n
= 1

a

∂n

∂t n

[
t n− (3α+1)

2

(
K

1−α
2 ,n−α
2

1−α
f
)
(z)

]
= 1

a

∂n−1

∂t n−1

[ ∂
∂t

(
t n− (3α+1)

2

(
K

1−α
2 ,n−α
2

1−α
f
)
(z)

)]
.

(3.78)

En répétant la même procédure pour n −1 fois, on obtient

∂nh(z)

∂t n
= 1

a

∂n−1

∂t n−1

[
t n− (3α+1)

2 −1
(
n − (3α+1)

2
− α−1

2
z

d

d z

)(
K

1−α
2 +1,n−α
2

1−α
f
)
(z)

]
...

= 1

a
t
−3α−1

2

n−1∏
j=0

(
j − (3α+1)

2
+1− α−1

2
z

d

d z

)(
K

1−α
2 +1,n−α
2

1−α
f
)
(z).

(3.79)

En utilisant l’équation (3.74), nous avons

Dα
t h(z) = 1

a
t
−3α−1

2

(
P

1−3α
2 ,α

2
α−1

f
)
(z). (3.80)

Selon l’équation (3.78), nous avons

Dα
t u(x, t ) = Dα

t h(z)+Dα
t (

2

a
)

= 1

a
t
−3α−1

2

(
P

1−3α
2 ,α

2
α−1

f
)
(z)+ 2

a

t−α

Γ(1−α)
.

(3.81)

Par conséquent, l’équation RLW fractionnaire (3.1) se réduit à une équation différentielle ordinaire

d’ordre fractionnaire avec une nouvelle variable indépendante(
P

1−3α
2 ,α

2
α−1

f
)
(z)+2

t
α+1

2

Γ(1−α)
− 1

2
f fz +b

(3α−1)

2
fzz = 0. (3.82)

La preuve du théorème est complète.
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3.2 La solution explicite de l’équation fractionnaire ’Regularized Long Wave’

Dans cette sous-section, nous étudions les solutions analytiques exactes de l’équation (3.1)

par la méthode des séries entières (Voir [37]). Supposons que

f (ξ) =
∞∑

n=0
cnξ

n , (3.83)

f ′(ξ) =
∞∑

n=0
(n +1)cn+1ξ

n ,

f ′′(ξ) =
∞∑

n=0
(n +1)(n +2)cnξ

n .

(3.84)

En substituant (3.83) et (3.84) dans (3.82), on obtient

∞∑
n=0

Γ( 3−α
2 + n(α−1)

2 )

Γ( 3(1−α)
2 + n(n−1)

2 )
cnξ

n − 1

2

( ∞∑
n=0

cnξ
n
)( ∞∑

n=0
(n +1)cn+1ξ

n
)
+b(3α−1)

2

∞∑
n=0

(n +1)(n +2)cn+2ξ
n

+2
t
α+1

2

Γ(1−α)
= 0.

(3.85)

Ainsi,

∞∑
n=0

Γ( 3−α
3 + n(α−1)

2 )

Γ( 3(1−α)
2 + n(n−1)

2 )
cnξ

n − 1

2

∞∑
n=0

n∑
k=0

(n −k +1)ck cn−k+1ξ
n + b(3α−1)

2

∞∑
n=0

(n +1)(n +2)cn+2ξ
n

+2
t
α+1

2

Γ(1−α)
= 0.

(3.86)

En comparant les coefficients de l’équation (3.86), lorsque n = 0, nous avons

c2 = 1

b(3α−1)

(1

2
c0c1 −

Γ( 3−α
2 )

Γ( 3(1−α)
2 )

c0 −2
t
α+1

2

Γ(1−α)

)
. (3.87)

Lorsque n ≥ 1, on obtient

cn+2 = −2

b(3α−1)(n +1)(n +2)

( Γ( 3−α
2 + n(α−1)

2 )

Γ( 3−3α
2 + n(α−1)

2 )
cn − 1

2

n∑
k=0

(n −k +1)ck cn−k+1 +2
t
α+1

2

Γ(1−α)

)
. (3.88)

Alors, la solution explicite de l’équation (3.82) peut être écrite sous la forme :

f (ξ) = c0 + c1ξ+ 1

b(3α−1)

(1

2
c0c1 −

Γ( 3−α
2 )

Γ( 3(1−α)
2 )

c0 −2
t
α+1

2

Γ(1−α)

)
ξ2 − 2

b(3α−1)

∞∑
n=1

1

(n +1)(n +2)

×
( Γ( 3−α

2 + n(α−1)
2 )

Γ( 3(1−α)
2 + n(α−1)

2 )
cn − 1

2

n∑
k=0

(n −k +1)ck cn−k+1 +2
t
α+1

2

Γ(1−α)

)
ξn+2.

(3.89)
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Par conséquent, la solution exacte en séries entières pour l’équation (3.82) sous la forme suivante

u(x, t ) = 1

a
t
−(α+1)

2 c0 + 1

a
xt−αc1 + 1

ab(3α−1)

[1

2
c0c1 −

Γ( 3−α
2 )

Γ( 3(1−α)
2 )

c0 −2
t
α+1

2

Γ(1−α)

]
x2t

1−3α
2

− 2

ab(3α−1)

∞∑
n=1

1

(n +1)(n +2)

[ Γ( 3−α
2 + n(α−1)

2 )

Γ( 3(1−α)
2 + n(α−1)

2 )
cn − 1

2

n∑
k=0

(n −k +1)ck cn−k+1

+2
t
α+1

2

Γ(1−α)

]
t

n(1−α)−3α+1
2 xn+2.

(3.90)

3.3 Interprétation physique de la solution en série entière pour la solution

(3.90)

Afin d’avoir une vision claire des propriétés physiques de la solution obtenu et de nous aider à

l’analyser, les graphiques tridimensionnels de la solution Eq.(3.90), sont tracés dans les figures 1-4

en utilisant des valeurs de paramètres appropriées.

FIGURE 3.1 – Graphe 3D de l’équation (3.90) avec les valeurs des paramètres c0 = c1 = 1, α = 0.5,

a = 2, b = 1
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FIGURE 3.2 – Graphe 3D de l’équation (3.90) avec les valeurs des paramètres c0 = c1 = 1, α= 0.75,

a = 2, b = 1

FIGURE 3.3 – Graphe 3D de l’équation (3.90) avec les valeurs des paramètres c0 = c1 = 1, α = 0.9,

a = 2, b = 1
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FIGURE 3.4 – Graphe 3D de l’équation (3.90) avec les valeurs des paramètres c0 = c1 = 1, α= 0.99,

a = 2, b = 1

4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré l’équation non-linéaire RLW d’ordre fractionnaire, qui

décrite la formation et le développement d’un trou ondulé par une onde longue en eau peu pro-

fonde [2]. La même étude porte sur la transition et l’interaction entre l’eau calme et une onde uni-

forme. Les symétries de Lie ont été appliquées à l’étude de l’équation RLW fractionnaire au sens

de la dérivée de Riemann-Liouville, nous avons déduit les champs de vecteurs correspondants, ce

qui nous a aidé à construire les réductions de l’équation fractionnaire RLW. En outre, nous avons

construit un nouvel ensemble de solutions analytiques via la méthode des séries entières. En-

fin, pour introduire une meilleure compréhension de la dynamique de ces solutions, nous avons

fourni leur analyse graphique. La méthode peut être appliquée à diverses autres équations aux

dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire.
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CH
AP

IT
RE4 Symétrie de Lie de l’équation de

Fokker-Planck bidimensionnelle
fractionnaire

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le modèle bidimensionnel fractionnaire de Fokker-Planck

suivant

∂αu

∂tα
=−a2x2

2

∂u2

∂x2
− b2 y2

2

∂u2

∂y2
−kabx y

∂u2

∂x∂y
− r x

∂u

∂x
− r y

∂u

∂y
+ r u. (4.1)

Il est bien connu que les processus de diffusion markoviens peuvent être décrits par l’équation de

Fokker-Planck. L’équation de Fokker-Planck est une équation différentielle partielle pour décrire

la densité de probabilité et la probabilité de transition de ces processus stochastiques. Elle joue un

rôle important en théorie du contrôle, en mécanique des fluides, en astrophysique et en quantique

[59]. De plus, elle a été appliquée dans divers domaines des sciences naturelles tels que l’optique

quantique, la physique des solides, la physique chimique, la biologie théorique et la théorie des

circuits.

En physique, les équations de Fokker-Planck sont utilisées pour la modélisation de la dyna-

mique complexe, par exemple, en mécanique quantique, en astrophysique, en physique statis-

tique et sont appliquées au problème de la biophysique du repliement des protéines [60]. En

mathématiques financières, les équations de Fokker-Planck sont appliquées par exemple pour

expliquer le comportement des rendements des marchés des changes à différentes échelles de

temps [84].

L’équation de Fokker-Planck représente à l’échelle macroscopique le mouvement Brownien

avec un champ de force extérieur. Ce modèle de Fokker-Planck classique lui aussi est inadapté

pour représenter la diffusion anormale. De nombreux chercheurs ont résolu l’équation de Fokker-

Planck en utilisant diverses méthodes puissantes, pour plus de détails, voir [84,102]. Pour décrire le

transport anormal avec un champ de force extérieure, Metzler et Klafter [61] après Zaslavsky [94],

ont introduit une version fractionnaire de l’équation de Fokker-Planck.
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Les dérivées fractionnaires décrites ici sont au sens de Riemann-Liouville [21] d’ordre α (α >
0), qui est défini par

Dαu(t , x) = ∂αu

∂tα
=

{
∂m u
∂t m , α= m ∈N,

1
Γ(m−α)

∂m

∂t m

∫ t
0 (t −τ)m−α−1u(τ, x)dτ, m −1 <α< m, m ∈N∗,

(4.2)

où Γ(z) est la fonction Gamma définie par

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−t t z−1.

La motivation principale de ce chapitre [56] est d’utiliser la méthode de symétrie de Lie pour ob-

tenir les générateurs infinitésimaux, les solutions invariantes de groupe de Lie pour l’équation de

Fokker-Planck bidimensionnelle fractionnaire (EFPF), et pour construire les lois de conservation

données par Ibragimov [40]. Par conséquent, les nouveaux vecteurs conservés ont été obtenus

en utilisant le nouveau théorème de conservation. En se basant sur la méthode des séries en-

tières [91], les solutions explicites aux séries entières de l’équation de Fokker-Planck fractionnaire

bidimensionnelle ont été obtenus.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 4.2, en employant la méthode

proposée, les symétries de Lie de l’équation (4.1) sont obtenues, en utilisant les variables de simi-

larité, les équations réduites sont obtenues, en résolvant certaines d’entre elles, puis les solutions

de l’Eq.(4.1) sont déduites. Dans la section 4.3, on obtient les lois de conservation de l’équation

(4.1). La section 4.4 est consacrée à la construction des solutions explicites en séries entières. Une

Conclusion et une discussion sont données dans la section finale.

2. Symétrie de Lie de l’équation de Fokker-Planck bidimension-

nelle fractionnaire

Dans cette section, la méthode de symétrie de Lie a été appliquée pour obtenir les généra-

teurs infinitésimaux de l’équation de Fokker-Planck bidimensionnelle d’ordre fractionnaire (4.1).

En utilisant la troisième prolongation [30,31], l’équation déterminante pour Eq.( 4.1) a été obtenue

comme suit

ηα0 + a2x2

2
ηxx +a2xξuxx + b2

2
y2ηy y +b2ϕyuy y +kabx yηx y +kab(xϕ+ yξ)ux y

+ r xηx + rξux + r yηy + r yuy − r u = 0,
(4.3)

En substituant les expressions η0
α données dans l’Eq.(2.3) et l’Eq.(2.14) dans l’Eq.(4.3), et en met-

tant à zéro les diverses puissances des dérivées de u, on obtient un système surdéterminé d’équa-

tions linéaires, en résolvant ce système, on obtient les infinitésimaux suivants
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η(x, y,u, t ) = (C1l n(x)+C2ln(y)+C3)u + f (x, y, t ),

τ(x, y,u, t ) =−abk(C1 +C3)

αr
t +C4,

ξ(x, y,u, t ) =
(
−C1abkl n(x)

r
+C6

)
x,

ϕ(x, y,u, t ) =
(
−C3abkl n(y)

r
+C5

)
y,

(4.4)

où Ci , i = 1, ..,6 sont des constantes arbitraires. Ainsi, les champs vectoriels associés de l’Eq.(4.1)

sont donnés par

X1 = y
∂

∂y
,

X2 = x
∂

∂x
,

X3 = l n(x)
∂

∂u
+ 4a2t

α(a2 −2r )

∂

∂t
+ 2a2ln(x)

a2 −2r
x
∂

∂x
,

X∞ = f (x, y, t )
∂

∂u
.

(4.5)

Cas 1 : For X1 = ∂
∂y , l’équation caractéristique est donnée par

d y

y
= d x

0
= du

0
= d t

0
. (4.6)

En résolvant l’équation caractéristique ci-dessus, nous obtenons la solution u = f (x, t ). En la sub-

stituant dans l’équation (4.1), nous obtenons l’équation de Fokker-Planck ordinaire fractionnaire

réduite suivante :

Dα
t f (x, t ) =−b2x2

2

∂2 f

∂x2
(x, t )− r x

∂ f

∂x
(x, t )+ r f (x, t ). (4.7)

En utilisant la méthode de symétrie, nous obtenons les infinitésimaux suivants

η1 = ln(x)M2u +M1u + f (x, t ),

τ1 = 4M2a2t

α(a2 −2r )
+M3,

ξ1 =
( 4M2a2t

α(a2 −2r )
+M4

)
x,

(4.8)

où Mi , i = 1, ..,4 sont des constantes arbitraires. Alors l’algèbre de Lie des infinitésimaux de l’Eq.(4.7)

est donnée par

X11 = x
∂

∂x
,

X12 = u
∂

∂u
,

X13 = ln(x)
∂

∂u
+ 2a2ln(x)

a2 −2r
x
∂

∂x
+ 4a2t

α(a2 −2r )
t
∂

∂t
,

X∞ = f (x, t )
∂

∂u
,

(4.9)
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Cas 1.1 : L’équation caractéristique pour le générateur infinitésimal X11, peut être exprimée

symboliquement comme suit
d x

1
= d t

0
= du

0
. (4.10)

En résolvant l’équation caractéristique ci-dessus, nous obtenons la solution u = f (t ). En la

substituant dans l’équation (4.7), nous obtenons l’équation ordinaire fractionnaire réduite :

Dα
t f = r f , (4.11)

ce qui précède peut être résolu par la méthode de transformation de Laplace

L (Dα
t f ) = r L ( f ), (4.12)

puisque,la transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville définie par la forme sui-

vante

L {Dα
x f (x), s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk Dα−k−1 f (0+), (4.13)

alors,

L (Dα
t f ) = sαL ( f )− sα−1. (4.14)

D’après l’équation (4.13), nous avons

L ( f ) = sα−1

sα− r
, (4.15)

en utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient

f (t ) = Eα,1(r tα), (4.16)

où

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk +β)
, α,β ∈C,

est la fonction de Mittag-Leffler.

Cas 1.2 : Pour X11 +γX12, la transformation de similitude correspondant à ce générateur peut

être dérivée en résolvant l’équation caractéristique associée

d x

x
= du

u
= d t

t
, (4.17)

qui prend la forme suivante

u = xγg (t ), (4.18)

en le remplaçant dans l’équation (4.7), on obtient l’EDFO réduite suivante :

Dα
t (g (t )) =

(
−b2

2
α(α−1)− r (α−1)

)
g (t ), (4.19)

en utilisant la transformée de Laplace, nous obtenons la solution suivante

g (t ) = Eα,1

((b2

2
α(α−1)+ r (α−1)

)
tα

)
. (4.20)

67



3. Lois de conservation de l’équation de Fokker-Planck bidimen-

sionnelle fractionnaire

Dans cette section, les lois de conservation de l’équation de Fokker-Planck fractionnaire bidi-

mensionnelle ont été étudiées en utilisant le nouveau théorème de conservation [40]. Les vecteurs

conservés Ct ,Cx ,Cy ont été obtenus et ils satisfont l’équation de conservation suivante :

D t (C t )+Dx(C x)+D y (C y ) = 0. (4.21)

Le Lagrangien de l’équation (4.1) est écrit comme suit :

L =ω(x, y, t )
[∂αu

∂tα
+ a2x2

2

∂u2

∂x2
+ b2 y2

2

∂u2

∂y2
+kabx y

∂u2

∂x∂y
+ r x

∂u

∂x
+ r y

∂u

∂y
− r u

]
, (4.22)

où ω(x, y, t ) est la nouvelle variable dépendante. D’après la définition du lagrangien, l’intégrale

d’action de l’équation (4.22) est donnée par∫ T

0

∫
Ωx

∫
Ωy

L(x, y, t ,ω,u,Dα
t u,ux ,uy ,uxx ,ux y ,uy y )d xd yd t . (4.23)

L’opérateur d’Euler-Lagrange est défini comme suit

δ

δu
= ∂

∂u
+ (Dα

t u)∗
∂

∂Dα
t
−Dx

∂

∂ux
−D y

∂

∂uy
+D2

x
∂

∂uxx
+D2

y
∂

∂uy y
+DxD y

∂

∂ux y
. (4.24)

L’opérateur adjoint (Dα
t )∗ est défini par

(Dα
t )∗ = (−1)nRn−α

T (Dn
t ) = C

t Dα
T , (4.25)

où Rn−α
T est l’opérateur droit d’intégration fractionnaire d’ordre (n −α) qui est défini par

Rn−α
T f (x, t ) = 1

Γ(n −α)

∫ T

t
(τ− t )n−α−1 f (x,τ)dτ. (4.26)

Ainsi, l’équation adjointe de l’Eq.(4.1) comme l’équation d’Euler-Lagrange, donnée par

δL

δu
= 0. (4.27)

Pour le cas de trois variables indépendantes x, y, t et d’une variable dépendante u(x, y, t ), on ob-

tient

X̄ +D t (τ)I +Dx(ξ)I +D y (ζ)I =W
δ

δu
+D t (C t )I +Dx(C x)I +D y (C y )I , (4.28)

où I est l’opérateur d’identité et δ
δu est désigné comme l’opérateur d’Euler-Lagrange. Ainsi, X̄ se

présente comme suit

X̄ = ξ ∂
∂x

+τ ∂
∂t

+η ∂

∂u
+ζ ∂

∂y
+η0

α

∂

∂Dα
t u

+ηx ∂

∂ux
+ηxx ∂

∂uxx
+ηy ∂

∂uy
+ηy y ∂

∂uy y
+ηx y ∂

∂ux y
, (4.29)
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et la fonction caractéristique de Lie W est donnée par

W = η−τut −ξux −ζuy . (4.30)

En utilisant les symétries de Lie V1,V2,V3, on a

W1 =−xux , W2 =−ut , W3 =−yuy , W4 = uln(x)
∂

∂u
+ abk

αr
t
∂

∂t
+ abk

r
xln(x)

∂

∂x
, (4.31)

W5 = uln(y)
∂

∂u
+ abk

αr
t
∂

∂t
+ abk

r
yln(y)

∂

∂y
, W6 = u, W∞ = f (x, y, t ). (4.32)

En se basant sur les généralisations fractionnaires des opérateurs de Noether, la composante du

vecteur conservé est présentée comme suit :

C t = τL+
n−1∑
k=0

(−1)k
0Dα−1−k

t (W )Dk
t

∂L

∂0Dα
t u

− (−1)n J (W,Dk
t

∂L

∂0Dα
t u

), (4.33)

où J (.) est défini par

J ( f , g ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

0

∫ T

t

f (τ, x, y)g (θ, x, y)

(θ−τ)α+1−n
dθdτ. (4.34)

Et les autres composantes C i sont définies comme suit

C i = ξi L+Wθ

[ ∂L

∂uθ
i

−D j

( ∂L

∂uθ
i j

)
+D j Dk

( ∂L

∂uθ
i j k

)
−...

]
+D j (Wθ)

[ ∂L

∂uθ
i j

−Dk

( ∂L

∂uθ
i j k

)
+...

]
+D j Dk (Wθ)

( ∂L

∂uθ
i j k

− ...
)
+...,

(4.35)

où ξ1 = ξ, ξ2 = ζ, θ = 1,2. En utilisant les équations (4.33) et (4.35), nous obtenons les composantes

suivantes des vecteurs conservés :

Cas 1 : Pour W1 =−xux , on a

C t = τL+ 0Dα−1
t (W1)Dk

t
∂L

∂0Dα
t u

+ J
(
W1,D t

∂L

∂0Dα
t u

)
= w(x, y, t )Dα−1

t (−xux)+ J (−xux , wt ),

(4.36)

C x = ξL+W1

[ ∂L

∂ux
−Dx

∂L

∂uxx
−D y

∂L

∂ux y

]
+Dx(W1)

( ∂L

∂uxx

)
+D y (W1)

( ∂L

∂ux y

)
=−ux

(
wr x2 − a2x3

2
wx −kabx2w −kabx2 y wy − a2x2

2
w

)
−uxx w

a2x3

2
−ux y kabx2 y w,

(4.37)

C y = ξL+W1

[ ∂L

∂uy
−Dx

∂L

∂ux y
−D y

∂L

∂uy y

]
+D y (W1)

[ ∂L

∂uy y

]
+Dx(W1)

( ∂L

∂ux y

)
=−ux

[
r x y w −kabx y w −kabx2 y wx −b2w x y − b2x y2

2
wy

]
−ux y x

b2 y2

2
.

(4.38)
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Cas 2 : Pour W2 =−ut , on a

C t = τL+ 0Dα−1
t (W2)Dk

t
∂L

∂0Dα
t u

+ J
(
W2,D t

∂L

∂0Dα
t u

)
= w(x, y, t )Dα−1

t (−ut )+ J (−ut , wt ),

(4.39)

C x = ξL+W2

[ ∂L

∂ux
−Dx

∂L

∂uxx
−D y

∂L

∂ux y

]
+Dx(W2)

( ∂L

∂uxx

)
+D y (W2)

( ∂L

∂ux y

)
=−ut

(
r xw − a2x2

2
wx −a2xw −kabx y wy −kabxw

)
−uxt w

a2x2

2
−uy t kabx y w,

(4.40)

C y = ξL+W2

[ ∂L

∂uy
−Dx

∂L

∂ux y
−D y

∂L

∂uy y

]
+Dx(W2)

[ ∂L

∂ux y

]
+D y (W2)

( ∂L

∂uy y

)
=−ut

[
r y w −kabx y wx −kaby w − b2 y2

2
wy −b2 y w

]
−uxt kabx y w −uy t

b2 y2

2
w.

(4.41)

Cas 3 : Pour W2 =−yuy , on a

C t = τL+ 0Dα−1
t (W3)Dk

t
∂L

∂0Dα
t u

+ J
(
W3,D t

∂L

∂0Dα
t u

)
=−y w(x, y, t )Dα−1

t (uy )− J (yuy , wt ),

(4.42)

C x = ξL+W3

[ ∂L

∂ux
−Dx

∂L

∂uxx
−Dx

∂L

∂uxx
−D y

∂L

∂ux y

]
+Dx(W3)

( ∂L

∂uxx

)
+D y (W3)

( ∂L

∂ux y

)
=−uy

(
r x y w − a2x2

2
y wx −a2x y w −kabx y2wy −kabx y w

)
−ux y y w

a2x2

2
−uy y kabx y2w,

(4.43)

C y = ξL+W3

[ ∂L

∂uy
−Dx

∂L

∂ux y
−D y

∂L

∂uy y

]
+Dx(W3)

[ ∂L

∂ux y

]
+D y (W3)

( ∂L

∂uy y

)
=−uy

[
r y2w −kabx y2w −kabx y2wx − b2 y3

2
wy −b2 y2w

]
−uxt kaby2w −uy y

b2 y3

2
w.

(4.44)

Cas 4 : Pour W4 = uln(x)+ kab
αr tut + kab

r xln(x)ux , on a

C t = τL+ 0Dα−1
t (W4)Dk

t
∂L

∂0Dα
t u

+ J
(
W4,D t

∂L

∂0Dα
t u

)
= w(x, y, t )Dα−1

t (−uln(x)+ kab

αr
tut + kab

r
xln(x)ux)− J

(
−uln(x)+ kab

αr
tut + kab

r
xln(x), wt

)
,

(4.45)

C x = ξL+W4

[ ∂L

∂ux
−Dx

∂L

∂uxx
−Dx

∂L

∂uxx
−D y

∂L

∂ux y

]
+Dx(W4)

( ∂L

∂uxx

)
+D y (W4)

( ∂L

∂ux y

)
=

(
−uln(x)+ kab

αr
tut + kab

r
xln(x)

)(
r xw − a2x2

2
wx −a2xw −kabx y wy −kabxw

)
+

(u

x
+ (ln(x)+1)

kab

r
ux + kab

αr
tuxt + kab

r
xln(x)uxx

)a2x2

2
w + ka2b2

αr
k2x y t wut y

+ ka2b2

r
kx2 yln(x)ux y ,

(4.46)
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C y = ξL+W4

[ ∂L

∂uy
−Dx

∂L

∂ux y
−D y

∂L

∂uy y

]
+Dx(W4)

[ ∂L

∂ux y

]
+D y (W4)

( ∂L

∂uy y

)
= (uln(x)+ kab

αr
tut + kab

r
xln(x)ux)

[
r y w −kaby w −kabx y wx − b2 y2

2
wy −b2 y w

]
+

(u

x
+ (l n(x)+1)

kab

r
ux + kab

αr
tuxt + kab

r
xln(x)uxx

)
kabx y w + ka2b3

2αr
kt y2wut y

+ kab3

2r
kw x y2ln(x)ux y .

(4.47)

Cas 5 : Pour W5 = uln(y)+ kab
αr tut + kab

r yln(y)uy , on a

C t = τL+ 0Dα−1
t (W5)Dk

t
∂L

∂0Dα
t u

+ J
(
W5,D t

∂L

∂0Dα
t u

)
= w(x, y, t )Dα−1

t

(
uln(y)+ kab

αr
tut + kab

r
yln(y)uy

)
−J

(
uln(y)+ kab

αr
tut + kab

r
yln(y)uy , wt

)
,

(4.48)

C x = ξL+W4

[ ∂L

∂ux
−Dx

∂L

∂uxx
−Dx

∂L

∂uxx
−D y

∂L

∂ux y

]
+Dx(W5)

( ∂L

∂uxx

)
+D y (W5)

( ∂L

∂ux y

)
=

(
uln(y)+ kab

αr
tut + kab

r
yln(y)uy

)(
r xw − a2x2

2
wx −a2xw −kabx y wy −kabxw

)
+

(u

y
+ (ln(y)+1)

kab

r
uy + kab

αr
tuy t + kab

r
yln(y)uy y

)
kx y abw + kab

αr
tuxt

+ ka3b

2r
kx2 yln(y)wux y ,

(4.49)

C y = ξL+W5

[ ∂L

∂uy
−Dx

∂L

∂ux y
−D y

∂L

∂uy y

]
+Dx(W5)

[ ∂L

∂ux y

]
+D y (W5)

( ∂L

∂uy y

)
=

(
uln(y)+ kab

αr
tut + kab

r
yln(y)uy

)[
r y w −kaby w −kabx y wx − b2 y2

2
wy −b2 y w

]
+

(u

y
+ (ln(y)+1)

kab

r
uy + kab

αr
tuy t + kab

r
yln(y)uy y

)b2 y2

2
w + k2a2b2

αr
kt x y wuxt .

(4.50)

Cas 6 : Pour W6 = u, on a

C t = τL+ 0Dα−1
t (W6)Dk

t
∂L

∂0Dα
t u

+ J
(
W6,D t

∂L

∂0Dα
t u

)
= w(x, y, t )Dα−1

t (u)− J (u, wt ),

(4.51)

C x = ξL+W6

[ ∂L

∂ux
−Dx

∂L

∂uxx
−Dx

∂L

∂uxx
−D y

∂L

∂ux y

]
+Dx(W6)

( ∂L

∂uxx

)
+D y (W6)

( ∂L

∂ux y

)
= u

(
r xw − a2x2

2
wx −a2xw −kabx y wy −kabxw

)
+a2x2

2
wux +kabx y wuy ,

(4.52)

C y = ξL+W6

[ ∂L

∂uy
−Dx

∂L

∂ux y
−D y

∂L

∂uy y

]
+Dx(W6)

[ ∂L

∂ux y

]
+D y (W6)

( ∂L

∂uy y

)
= u

[
r y w −kaby w −kabx y wx − b2 y2

2
wy −b2 y w

]
+b2 y2

αr
wuy +kabx y wux .

(4.53)
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Cas 7 : Pour W∞ = f (x, y, t ), on a

C t
∞ = τL+ 0Dα−1

t ( f (x, y, t ))Dk
t

∂L

∂0Dα
t u

+ J
(

f (x, y, t ),D t
∂L

∂0Dα
t u

)
= w(x, y, t )Dα−1

t ( f (x, y, t ))− J ( f (x, y, t ), wt ),

(4.54)

C x
∞ = ξL+W∞

[ ∂L

∂ux
−Dx

∂L

∂uxx
−Dx

∂L

∂uxx
−D y

∂L

∂ux y

]
+Dx(W∞)

( ∂L

∂uxx

)
+D y (W∞)

( ∂L

∂ux y

)
= f (x, y, t )

(
r xw − a2x2

2
wx −a2xw −kabx y wy −kabxw

)
+a2x2

2
w fx(x, y, t )+kabx y w fy (x, y, t ),

(4.55)

C y
∞ = ξL+W∞

[ ∂L

∂uy
−Dx

∂L

∂ux y
−D y

∂L

∂uy y

]
+Dx(W∞)

[ ∂L

∂ux y

]
+D y (W∞)

( ∂L

∂uy y

)
= f (x, y, t )

[
r y w −kaby w −kabx y wx − b2 y2

2
wy −b2 y w

]
+b2 y2

αr
w fy (x, y, t )+ fx(x, y, t )kabx y w.

(4.56)

4. Solutions explicites de l’équation (4.1) sous la forme de séries

entières

Dans cette section, en se basant sur la méthode des séries entières [28, 89–91], les solutions

analytiques exactes sont une sorte de solutions exactes en série entières de l’Eq.(4.1). Nous com-

mençons à effectuer une transformation importante :

u(x, y, t ) = u(w), w = my +ρx − εtα

Γ(1+α)
, (4.57)

où m,k,α, et ε 6= 0 sont des constantes arbitraires. L’équation de Fokker-Planck fractionnaire (4.1)

est réduite à l’EDO suivante

(−ε+ r xρ+ r ym)u′+
(a2x2

2
ρ2 + by2

2
m2 +ρabkmx y

)
u′′− r u = 0, (4.58)

Nous supposons que la solution de l’équation (4.1) est de la forme suivante

u(w) =
∞∑

n=0
σnξ

n , (4.59)

où σn sont des constantes à déterminer ultérieurement. D’après l’équation (4.59), on obtient

u′(w) =
∞∑

n=0
(n +1)σn+1ξ

n ,

u′′(w) =
∞∑

n=0
(n +1)(n +2)σn+2ξ

n .

(4.60)
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En substituant (4.59) et (4.60) dans (4.58), on obtient

(−ε+ r xρ+ r ym)
∞∑

n=0
(n +1)σn+1ξ

n +
(a2x2

2
ρ2 + by2

2
m2 +ρabkmx y

) ∞∑
n=0

(n +1)(n +2)σn+2ξ
n

− r
∞∑

n=0
σnξ

n = 0.

(4.61)

En observant les coefficients de l’équation (4.61), lorsque n = 0, on a

(−ε+ r xρ+ r ym)σ1 +2
(a2x2

2
ρ2 + by2

2
m2 +ρabkmx y

)
σ2 − rσ0 = 0, (4.62)

en comparant les coefficients de σ, on obtient

σ2 = (ε− r xρ− r ym)σ1 + rσ0

ax2ρ2 +bm2 y2 +2ρabkmx y
. (4.63)

Lorsque n ≥ 1, on a

σn+2 = 2

(n +1)(n +2)

(ε− r xρ− r ym)(n +1)σn+1 + rσn

ax2ρ2 +bm2 y2 +2ρabkmx y
. (4.64)

La solution en séries entières pour l’équation (4.1) est réécrite comme suit

u(x, y, t ) = a0 +a1

(
kx +my − εtα

Γ(1+α)

)
+ (ε− r xk − r ym)σ1 + rσ0

ax2k2 +by2m2 +2ρx y abkm

(
kx +my − εtα

Γ(1+α)

)2

+
∞∑

n=1

1

(n +1)(n +2)

2(ε− r xk − r ym)(n +1)σn+1 + rσn

ax2k2 +by2m2 +2kabx ykm

(
kx +my − εtα

Γ(1+α)

)n+2
.

(4.65)

5. Conclusion

Dans ce chapitre, les propriétés d’invariance de l’équation de Fokker-Planck fractionnaire à

deux dimensions avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville ont été étudiées avec succès.

Ensuite, la méthode des séries entières a été appliquée pour obtenir une solution explicite pour

l’équation de Fokker-Planck fractionnaire bidimensionnelle. Pour obtenir de nouvelles compo-

santes de vecteurs conservés, un nouveau théorème des lois de conservation a été employé avec le

lagrangien, ce qui nous permet de construire des lois de conservation pour l’équation de Fokker-

Planck bidimensionnelle fractionnaire. Nos résultats montrent que l’approche de l’analyse des

groupes de Lie et la méthode des séries entières fournissent des outils mathématiques puissants

pour étudier d’autres EDPF dans différents domaines des mathématiques appliquées. De plus,

nous montrons que l’analyse proposée est très efficace pour construire les lois de conservation de

l’équation de Fokker-Planck fractionnaire temporelle bidimensionnelle.
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RE5 Conclusion

L’étude des équations différentielles fractionnaires par la méthode de symétrie de Lie joue

un rôle important dans les phénomènes non linéaires. L’efficacité de divers types des équations

différentielles fractionnaires dans la modélisation de divers phénomènes scientifiques a été une

grande motivation pour mener à bien le travail de cette thèse. Les apparitions récentes des équa-

tions différentielles partielles fractionnaire dans l’étude de divers processus en science et en ingé-

nierie et également les nombreuses limitations posées par les modèles de dérivés d’ordre entier,

ont été les raisons principales pour lesquelles l’étude présentée dans la thèse intitulée "Contribu-

tion à l’étude de Certaines Équations aux Dérivées Fractionnaires : Méthode de Symétries de Lie".

L’étude des symétries et des solutions exactes des équations différentielles partielles fractionnaires

à une grande importance théorique et pratique.

Cette thèse vise principalement à développer la méthode de symétrie de Lie pour étudier

une grande variété d’équations différentielles fractionnaires avec des dérivées fractionnaires au

sens de Riemann-Liouville. A savoir, l’équation de Fokker-Planck fractionnaire bidimensionnelle

temporelle, et l’équation RLW fractionnaire temporelle. Cette thèse ne consiste pas seulement de

diverses extensions de l’approche de symétrie de Lie, mais présente également un certain nombre

d’exemples pour sa démonstration. La technique pour trouver les lois de conservation pour les

équations d’ordres fractionnaires a également été présentée dans cette thèse.

La première extension de la méthode de symétrie de Lie a été proposée dans les chapitre 3

et 4 pour les deux équations fractionnaires. A savoir, l’équation fractionnaire bidimensionnelle de

Fokker-Planck et l’équation RLW d’ordre fractionnaire. Nous avons effectué une classification par

groupe de Lie, nous avons appliqué la méthode des séries entières pour obtenir des solutions ex-

plicite pour ces deux équations. Pour ce faire, nous avons d’abord déterminé les transformations

d’équivalence,ensuite, ces transformations ont été utilisées pour le redimensionnement de cer-

taines fonctions arbitraires dans l’équation originale, ce qui a permis de simplifier l’équation origi-

nale en une équation équivalente ordinaire d’ordre fractionnaire au sens d’Erdelyi-Kober (EK) que

l’en peux résoudre grâce a la méthode des séries entières. On a étudié également l’équation frac-

tionnaire de Fokker-Planck bidimensionnelle pour déterminer ses solutions exactes et ses conser-
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vations de lois. Dans ce but, la technique pour trouver les vecteurs conservés a été développée en

présentant les formules de Noether. Pour ce faire, Pour obtenir de nouvelles composantes de vec-

teurs conservés, un nouveau théorème des lois de conservation a été employé avec le Lagrangien,

ce qui nous a permis de construire des lois de conservation pour l’équation de Fokker-Planck bi-

dimensionnelle fractionnaire. Nos résultats montrent que l’approche de l’analyse des groupes de

Lie et la méthode des séries entière fournissent des outils mathématiques puissants pour étudier

d’autres équations différentielles partielles fractionnaires dans différents domaines des mathéma-

tiques appliquées.

En bref, nous pouvons dire que le travail dans cette thèse est consacré à l’étude d’une

gamme d’applications des groupes de symétrie continue à des équations différentielles partielles

aux dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. Enfin, il convient de mentionner que

malgré l’accent mis sur les solutions exactes, il était parfois difficile de trouver des symétries pour

les équations différentielles fractionnaires, car les symétries des équations différentielles d’ordre

entier peuvent être obtenues par certains logiciels mathématiques. En gardant à l’esprit cette li-

mitation, il serait vraiment intéressant si un tel logiciel pouvait être développé.

Nous montrons que l’analyse proposée est très efficace pour construire les lois de conserva-

tion du modèle de Fokker-Planck fractionnaire temporelle bidimensionnelle. De plus, nous pou-

vons utiliser l’analyse de symétrie pour l’équation de Fokker-Planck fractionnaire spatio-temporelle.

Aussi, Il y a quelques extensions possibles de l’analyse de symétrie et les lois de conservation de

l’équation fractionnaire RLW spatio-temporelle sont en cours et seront discutée dans les travaux

futurs. Ce qui constituera un sujet de travail précieux pour l’avenir.
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