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Introduction générale

En tous domaines, nous nous étonnons que des frontières se révèlent floues. Il y a

pourtant des raisons mathématiques de penser que, s’agissant des frontières, le flou n’est

pas l’exception mais la règle, et que c’est au contraire la netteté qui est exceptionnelle.

Qu’une telle affirmation s’appuie sur les mathématiques, science exacte par excellence,

pourrait paraître paradoxal. Ce serait oublier que cette exactitude est justement ce qui

leur permet d’aborder de façon rigoureuse l’incertain ou l’approximatif. En témoignent

la théorie des probabilités, l’analyse (l’étude des fonctions, avec l’encadrement des er-

reurs et les notions de convergence et de passage à la limite), mais aussi la théorie des

ensembles flous. Les bases de théorie floue ont été formulées en 1965 par le professeur

Lotfi A. Zadeh, de l’Université de Berkeley en Californie [61]. Il a introduit la notion

de sous-ensemble flou pour fournir un moyen de représentation et de manipulation des

connaissances imparfaitement décrites, vagues ou imprécises. A cette époque, la théorie

de la logique floue n’a pas été prise au sérieux excepté par quelques experts. Dès 1975,

Mamdani et Assilian publient les premiers résultats permettant une exploitation de cette

théorie dans des systèmes de réglage [35]. En utilisant une structure de contrôleur rela-

tivement simple, ils ont obtenu de meilleurs résultats lors de la commande de certains

processus que ceux fournis par un régulateur standard. Après, en 1977, le danois Oster-

gaard [46] a appliqué la théorie floue à la commande de tubes broyeurs pour la fabrication

7



Introduction générale 8

de ciment. A cette époque, la plupart des études concernant les systèmes de régulation

exploitant la thórie floue ont été réalisées en Europe [57]. A partir de 1985 environ, ce

sont les Japonais [50] qui commencent à utiliser largement cette nouvelle théorie dans

des produits industriels et de consommation pour résoudre des problèmes de réglage et

de commande.

La théorie des ensembles flous est une théorie mathématique afin de représenter ma-

thématiquement l’incertitude et l’imprécision relative à certaines classes d’objets et sert

de fondement à la logique floue, la théorie des ensembles flous est en fait selon Zadeh est

la formalisation la plus adaptée pour décrire de manière qualitative les variables linguis-

tique. La théorie des ensembles flous et plus exactement la logique floue a de nombreuse

applications. En 1978, la société danoise F.L.Smith réalise le contrôle d’un four à ciment.

C’est la première veritable application industrielle de la logique floue. A fin des années

80, plusieurs applications commencent à immerger au Japon. Cette théorie a été utilisée

dans l’industrie, le traitement d’eau, les métros, les systèmes de ventilation et de climati-

sation. A partir des années 90, le champ d’application est devenu trés vaste. Cette théorie

a été utilisée dans l’éctroménager, les systèmes audio-visuels, traitement de signal.

Le travail que nous présentons dans ce manuscrit est organisé comme suit :

Dans le chapitre 1, nous présentons la théorie des ensembles flous, sa position par

rapport à la théorie des ensembles classiques, ainsi que les concepts flous relatifs comme

les relations floues, les quantités floues suite aux différents travaux élaborés par L.Zadeh

[62], H. Prade et D. Dubois [17], H. Bandemer [10], S. Miyamoto [40], A. Kaufmann [27],

H. Nguyen [45], M.Mizumoto et K. Tanaka [41].

Le chapitre 2 est consacré à l’étude de la notion des espaces super-connexes flous.

Ensuite, nous présentons quelques caractérisations des sous-ensembles super-connexes

flous en utilisant la continuité des fonctions à valeur floue. Notre approche est basée sur

les propriétés d’espaces topologiques flous connexes.

Dans le chapitre 3, nous définissons l’espace topologique flou et l’espace de lindelöf
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fermé et le sous espace de lindelöf fermé flou, le but principal est d’étudier la relation

entre l’espace lindelöf flou, le sous-espace de lindelöf fermé flou et l’espace topologique

flou dénombrable. Ensuite, nous donnons une généralisation et les propriétés des espaces

de lindelöf.

Dans le chapitre 4, nous présentons quelques notions de base de la théorie des en-

sembles flous intuitionistiques introduite par K.Atanassov dans [4], ainsi nous donnons

quelques propriétés importantes de cette nouvelle théorie.

Dans le chapitre 5, nous définissons la notion de topologie de hausdroff sur un espace

métrique flou, ainsi nous montrons une équivalence entre la convergence dans un espace

métrique séparable flou et l’adhérence d’un ensemble flou intuitionnistique.



Chapitre 1
Théorie des sous-ensembles flous

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques notions de base des sous-ensembles

flous, ainsi quelques propriétés importantes. Commençons d’abord par la définition des

sous-ensembles flous, puis, nous discutons ses caractéristiques, et ensuite, nous nous

concentrons sur les sous-ensembles flous des nombres réels, appelés les nombres flous, et

leurs α-coupes. Enfin, nous nous intéressons aux opérations élémentaires sur les nombres

flous. Pour plus de détails, des références bibliographiques sont systématiquement don-

nées.

1.1 Les sous-ensembles flous

Dans cette section, nous présentons les notions mathématiques de la théorie des sous-

ensembles flous [55]. Les sous-ensembles flous (ou parties flous) ont été introduits afin

de modéliser la représentation humaine des connaissances, et ainsi améliorer les perfor-

mances des systèmes de décision qui utilisent cette modélisation. Dans la théorie des

ensembles classique il n’ya que deux situations acceptables pour un élément, appartient

ou n’appartient pas à un sous ensemble, le mérite de Zadeh a été tenter de sortir de cette

logique booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée permettre des gra-
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1.1 Les sous-ensembles flous 11

duation dans l’appartenance d’un élément à appartenir plus moins fortement à ce sous-

ensemble (degré d’appartenance qui est l’extension de la fonction caractéristique d’un

sous-ensemble classique). En fait un sous-ensemble flou est formellement défini par l’ap-

plication µ, mais pour se ramener au langage des mathématiques classiques, nous parle-

rons d’un ensemble flou A, et noterons µA sa fonction d’appartenance.

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble de référence et soit x un élément quelconque de X ,

un sous-ensemble flou A de X est défini par sa fonction d’appartenance µA, telle que

µA : X −→ [0, 1]

x 7→ µA(x),

où µA représente le degré d’appartenance avec lequel x appartient au sous-ensemble flou

A.

Remarque 1.1.1. Cette fonction d’appartenance est l’équivalent de la fonction caractéris-

tique d’un ensemble classique.

Soit X un ensemble de référence et soit x un élément quelconque de X , un sous-

ensemble flou A de X est défini comme l’ensemble des couples :

A = {(x, µA(x), x ∈ X} avec µA : X −→ [0, 1],

tel que le sous-ensemble A de X est caractérisé par une fonction d’appartenance µA(x)

(degré d’appartenance) qui à chaque point x deX fait correspondre un réel de l’intervalle

[0, 1]. Nous observons les trois possiblités suivantes :
µA(x) = 0,

0 < µA(x) < 1,

µA(x) = 1,

où µA(x) = 0 si x n’appartient pas à A, 0 < µA(x) < 1 si x appartient partiellement à A

et µA(x) = 1 si x appartient entièrement à A. La fonction d’appartenance µA(x) inclut ou
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exclut donc à ses extrémités, tout élément x au sous-ensemble A, mais entre les valeurs

extrêmes le degré d’appartenance varie à proportion de la proximité à l’ensemble.

1.1.1 Les caractéristiques d’un sous ensemble flou

Un sous-ensemble flou il est complètement défini par la donnée de sa fonction d’ap-

partenance, et cette fonction nous permis de définir plusieurs caractéristiques pour ces en-

sembles. Dans cette partie, nous présentons quelques unes et qu’elles sont les plus utiles

pour décrire les ensembles flous.

Définition 1.1.2. Le support d’un ensemble flou A est caractérisé par l’ensemble des élé-

ments de X , qui sont à des degrés strictement positifs dans A, noté S(A) est défini formel-

lement par :

S(A) = {x ∈ X, µA(x) > 0}.

Définition 1.1.3. Le noyau d’un sous-ensemble flous A est caractérisé par l’ensemble des

éléments de X qui sont réellement dans A, noté par N(A) est défini par :

N(A) = {x ∈ X, µA(x) = 1}.

Remarque 1.1.2. Pour un ensemble classique A, le noyau et le support sont confondus

avec A.

Définition 1.1.4. La hauteur d’un sous-ensemble flou est la borne supérieure de la fonc-

tion d’appartenance donné par :

H(A) = sup
x∈X

µA(x).

Définition 1.1.5. — Un sous-ensemble flou A de X est dit normalisé si

H(A) = 1.
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— La cardinalité d’un sous-ensemble flou A de X , noté |A|, est le nombre d’éléments

appartenant à A pondéré par leurs degré d’appartenance, i.e.

|A| =
∑
x∈X

µA(x).

Si A est sous-ensemble ordinaire de X , sa cardinalité est le nombre d’éléments qui

le composent, selon la définition classique.

Il est souvent intéressant de se référer à des ensembles classiques correspondant de

façon approximative à des sous-ensembles flous donnés, pour établir des critères de prise

de décision. Ainsi, la meilleure façon de faire cette liaison est d’utiliser la notion des α-

coupes (sous-ensembles de niveau α).

Définition 1.1.6. Une α-coupe deA ou l’ensemble de niveau α, le sous ensemble classique

Aα, défini par :

Aα = {x ∈ X, µA(x) ≥ α}.

Lorsque nous construisons une α-coupe Aα d’un sous-ensemble flou A, nous pouvons

dire que α représente le seuil d’appartenance, relativement à la définition de A. Plus nous

exigeons sur la notion d’appartenance, plus nous augmentons ce seuil, et Aα est un sous

ensemble ordinaire de fonction caractéristique :

χAα(x) =


1 si µA(x) ≥ α,

0 sinon .

Ainsi, nous avons le théorème de décomposition suivant

Théorème 1.1.1. SoitA un sous-ensemble flou deX , de fonction d’appartenance µA, nous

avons :

∀x ∈ X, µA(x) = sup
α∈]0,1]

αχAα(x).

Proposition 1.1.1. Soient α, α1, α2 ∈ [0, 1], nous avons les propriétés suivantes :
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— Si α1 ≤ α2, alors Aα2 ⊂ Aα1 .

— (A ∩B)α = Aα ∩Bα.

— (A ∪B)α = Aα ∪Bα.

— Si A ⊂ B, alors Aα ⊂ Bα.

Remarque 1.1.3. Pour le réel α appartenant à l’ensemble {0, 1}, nous avons :

— Si α = 0, alors Aα = X .

— Si α = 1, alors Aα = N(A).

1.1.2 Opérations sur les ensembles flous

Etant donné que le concept de sous ensemble flou peut être vu comme une généra-

lisation du concept d’ensemble classique, on est conduit à introduire des opérations sur

les sous ensembles flous qui sont équivalentes aux opérations classiques de la théorie des

ensembles lorsque on est à faire à des fonctions d’appartenance à valeur 0 ou 1. On pré-

sente ici les opérations les plus couramment utilisées. Soient A et B deux sous-ensembles

flous définis par les fonctions d’appartenance µA et µB.

— Egalité : Deux sous ensembles flous A et B de X sont égaux si

∀x ∈ X, µA(x) = µB(x).

— Le complémentaire d’un sous ensemble flou A de X noté Ac est défini par :

µAc(x) = 1− µA(x).

— Inclusion : Soient A et B deux sous-ensembles flous de X , A est inclus dans B

(A ⊂ B) est défini par :

A ⊂ B ⇐⇒ ∀x ∈ X, µA(x) ≤ µB(x).

— Union : L’union de deux sous-ensembles flous A et B (A ∪B) est défini par :

µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)}.
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— Intersection : L’intersection de deux sous-ensembles flous A et B (A∩B) est défini

par :

µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)}.

Remarque 1.1.4. La définition de l’union et l’intersection repose sur l’emploi des fonc-

tions min et max, mais jusqu’à présent personne n’a justifié l’emploi de ces fonctions pour

l’union et l’intersection. Zadeh dans [62] conseille l’emploi des t-normes et t-conormes, en

particulier min et max qui sont les seules fonctions de R2 dans R qui sont mutuellement

distributives. Donc c’est seulement avec min et max que l’on peut généraliser la théorie

des ensembles classiques. De plus d’un intérêt calculatoire, ces fonctions conservent la

structure ordonnée de l’ensemble flou, en effet il parait illusoire de faire des calculs sur

des notions subjectives qui ne serait en fait que des préférences exprimées numérique-

ment, pour une étude plus complète sur les choix des opérateurs d’union et d’intersection

nous pouvons se référer à [51].

En utilisant les définitions usuelles des opérateurs flous, nous avons trouvé les propriétés

de commutativité, distributivité et associativité des opérateurs classiques.

Remarque 1.1.5. 1. En théorie floue, le principe du tiers exclu est contredit : A∪Ac 6=

X , autrement dit

µA∪Ac(x) 6= 1.

2. En théorie floue, un élément peut appartient à A et au complément de A en même

temps : A ∩ Ac 6= ∅, autrement dit

µA∩Ac(x) 6= 0.

3. La négation du support et le noyau d’un ensemble flou sont des notions duales,

N(A)c = X− S(A) et S(A)c = X− N(A).
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1.2 Les nombres flous

Les nombres flous généralisent les nombres réels classiques, et plus précisément, les

nombres flous sont des sous-ensembles flous de R ; l’ensemble des nombres réels, qui ont

quelques propriétés additionnelles.

Définition 1.2.1. Soit A un sous-ensemble flou de R. Alors, A est dit un nombre flou s’il

satisfait les propriétés suivantes :

1. A est normal, i.e., il existe x0 ∈ R tel que µA(x0) = 1.

2. A est convexe flou, i.e., ∀x, y ∈ R, µA(tx+(1− t)y) ≥ min{µA(x), µA(y)}, ∀t ∈ [0, 1].

3. µA est semi-continue supérieur sur R,i.e., pour tout x0 ∈ R, une des conditions

équivalentes suivantes est vérifiée :

a- lim
x→x0

supµA(x) = µA(x0).

b- Pour tout ε > 0, il existe un voisinage W ⊂ R de x0 tel que pour tout x ∈ W on

a, µA(x)− µA(x0) < ε.

4. µA est a support compact, i.e., l’ensemble {x ∈ R ; µA(x) > 0} est compact.

On note par RF l’ensemble des nombres flous.

Remarque 1.2.1. 1. Tout nombre réel est un nombre flou dit "nombre flou trivial", i.e.,

R ⊂ RF . Ainsi, on peut voir R comme l’ensemble des singletons {x} ; pour tout x

un nombre réel, où la fonction d’appartenance associée est µ{x} = χ{x} et nous

avons

R = {χ{x};x ∈ R}.

2. Les nombres flous généralisent les intervalles fermés, si on note I l’ensemble de

tous les intervalles réels alors I ⊂ RF tel que :

I = {χ[a,b]; [a, b] ⊂ R}.
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3. Un nombre flou est dit positif (resp. strictement positif) si S(A) ⊂ [0,+∞[ (resp.

S(A) ⊂]0,+∞[).

4. un nombre flou est dit négatif (resp. strictement négatif) si S(A) ⊂] −∞, 0] (resp.

S(A) ⊂]−∞, 0[).

Le théorème suivant est connu par le théorème de Staking [11].

Théorème 1.2.1. Soit u ∈ RF un nombre flou et uα désigne son α-coupe, alors nous avons

1. Pour tout α ∈ [0, 1], uα est l’intervalle fermé [u−α , u
+
α ], i.e. uα = [u−α , u

+
α ], où

u−α = inf uα et u+
α = supuα.

2. Pour tout α1, α2 ∈ [0, 1] tels que α1 ≤ α2, nous avons uα2 ⊆ uα1 .

3. Pour toute suite croissante (αn) telle que limαn = α ∈ [0, 1], nous avons⋂
n≥1

uαn = uα.

4. Pour toute suite décroissante (αn) telle que limαn = 0, nous avons⋃
n≥1

uαn = u0.

1.2.1 Les opérations algébriques des nombres flous

Souvent, nous devons effectuer des opérations avec des paramètres incertains, c’est

à dire, des nombres flous. Pour cette raison, les opérations analogues à celles classiques

entre nombres réels ont été définies et develloppées de manière extensive. Avant d’enta-

mer leur théorie, nous allons parler du principe d’extension de Zadeh [62], qui est l’une

des idées les plus fondamentales de la théorie des ensembles flous. Il permet d’exploiter

nos connaissances classiques dans le cas des données floues.

Définition 1.2.2. [11] Soient X et Y deux ensembles classiques et soit f une fonction de X

dans Y. Alors, elle peut être prolongée en une fonction F : XF −→ YF (fonction floue) tel
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que pour tout A ∈ X ; B = f(A) est donnée par B = {(y, µ(y) ; y ∈ f(X)}, où pour tout

y ∈ f(X)

µB(y) =

 sup{µA(x) : x ∈ X, y = f(x)}, si f−1(y) 6= ∅

0, si f−1(y) = ∅.

La fonction F est appelée l’extension de Zadeh de f .

Remarque 1.2.2. 1. L’extension de Zadeh est bien définie pour tout ensemble flou

A ∈ XF . En effet, f−1(y) 6= ∅, l’ensemble {µA(x) : x ∈ X , y = f(x)} n’est pas vide

et borné et ainsi, il admet au moins une borne supérieure.

2. Lorsque X = X1 × X2 ; le produit cartésien des ensembles X1 et X2.

Soit f : X1 × X2 −→ Y ; alors f peut être prolongée à F : X1F × X2F −→ YF tel que

pour tout A ∈ X1F ; B ∈ X2F ; C = F (A,B), où

µC(y) =

 sup{µA×B(x1, x2) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, y = f(x1, x2)}, si f−1(y) 6= ∅

0, si f−1(y) = ∅,

où

µA×B(x1, x2) = min{µA(x1); µB(x2)}.

Pour le cas des nombres flous, il est naturel de poser la question de savoir si l’image

d’un nombre flou par une fonction définit aussi un nombre flou. Le théorème suivant

confirme cette propriété pour les fonctions continues et il a été développé en utilisant le

principe d’extension de Zadeh. Pour une démonstration détaillée, voir [11].

Théorème 1.2.2. Toute fonction continue f de R dans R peut être prolongée à une fonction

F : RF −→ RF , et pour toutA ∈ RF nous pouvons déterminerB = F (A) par ses α-coupes

[B]α = [B−α ;B+
α ], α ∈]0, 1], où

B−α = inf{f(x);x ∈ [A]α},

et

B+
α = sup{f(x);x ∈ [A]α},

où [A]α, α ∈]0, 1] désignent les α-coupes de A.
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La proposition suivante est un cas particulier du théorème 1.2.2.

Proposition 1.2.1. Soit A ∈ RF un nombre flou tel que [A]α = [A−α ;A+
α ], α ∈ [0; 1] ses

α-coupes. Alors

1. La multiplication de A par un scalaire λ ∈ R+, est un nombre flou et ses α-coupes

sont données par

[λA]α = λ[A]α, ∀α ∈ [0, 1],

où, λ[A]α est le produit usuel d’un réel par un intervalle de R.

2. Pour λ = −1, l’opposé de A, noté A est un nombre flou et ses α-coupes sont don-

nées par

[−A]α = −[A]α, ∀α ∈ [0, 1].

3. Si 0 /∈ [A]α, alors, l’inverse de A, noté A−1 ou 1
A

est un nombre flou et ses α-coupes

sont données par

[A−1]α =

[
1

A

]
α

, ∀α ∈ [0, 1],

Maintenant, nous rappelons quelques opérations algébriques des nombres flous.

Proposition 1.2.2. Soient A,B ∈ RF deux nombres flous, alors la somme de ces deux

nombres flous, notée A+B, est un nombre flou et ses α-coupes sont données par

[A+B]α = {x+ y/x ∈ [A]α, y ∈ [B]α} = [A]α + [B]α,

où [A]α + [B]α est la somme de deux intervalles de R.

Proposition 1.2.3. [11] Soient A,B ∈ RF deux nombres flous, alors le produit de A et B,

noté C = A.B est un nombre flou et ses α-coupes [C]α = [A.B]α = [C−α , C
+
α ], α ∈ [0, 1] sont

données par :

C−α = (A.B)−α = min{A−αB−α , A−αB+
α , A

+
αB
−
α , A

+
αB

+
α },

et

C+
α = (A.B)+

α = max{A−αB−α , A−αB+
α , A

+
αB
−
α , A

+
αB

+
α }.
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Remarque 1.2.3. L’ensemble RF n’est pas un espace véctoriel car les opérations (+) et

(·) n’admettent pas d’éléments symétriques. C’est une propriété qui restreint plusieurs

domaines de mathématiques floues, comme par exemple, le domaine des équations dif-

férentielles et les équations aux dérivées partielles floues.

1.3 Analyse floue

1.3.1 Espace métrique des nombres flous

Maintenant, nous définissons une distance sur l’espace des nombres flous RF .

Définition 1.3.1. Soit A, B deux nombres flous, où [A]α = [A−α , A
+
α ] et [B]α = [B−α , B

+
α ]

ses α-coupes respectivement. Nous définissons la distance entre les nombres flous A et B

par :

D∞ : RF × RF −→ R+

(A,B) −→ D∞(A,B),

avec

D∞(A,B) = sup
α∈[0,1]

max{|A−α −B−α |, |A+
α −B+

α |}.

L’application D∞ est appelée la distance de Hausdorff entre les nombres fous.

Nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.3.1. 1. (RF ;D∞) est un espace métrique.

2. D∞ est invariante par translation, i.e., D∞(u+ w, v + w) = D∞(u, v), ∀u, v, w ∈ RF .

3. D∞(λ.u, λ.v) = |λ|D∞(u, v), ∀u, v ∈ RF et λ ∈ R.

4. D∞(u+ w, v + h) ≤ D∞(u, v) +D∞(w, h), ∀u, v, w, h ∈ RF .

Théorème 1.3.1. [11] (RF ;D∞) est un espace métrique complet.
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1.3.2 Les fonctions à valeurs floues

Définition 1.3.2. Soit f : [a, b] −→ RF une fonction et t0 un point de [a, b]. On dit que f

est continue au point t0 si

∀ε > 0, ∃ηε > 0 /∀t ∈ [a, b] tel que |t− t0| < ηε =⇒ D∞(f(t), f(t0)) < ε.

Remarque 1.3.1. La fonction f : [a, b] −→ RF est continue en t0 ∈ [a, b] si

∀ε > 0, ∃ηε > 0 /∀t ∈ [a, b] ; |t−t0| < ηε =⇒ sup
α∈[0, 1]

max{|f−α (t)−f−α (t0)|, |f+
α (t)−f+

α (t0)|} < ε.

Alors

∀ε > 0, ∃ηε > 0 /∀t ∈ [a, b] ; |t− t0| < ηε =⇒ |f±α (t)− f±α (t0)| < ε pour tout α ∈ [0, 1].

Maintenant, nous donnons quelques résultats concernant la mesurabilité et l’intégra-

bilité des fonctions à valeurs floues.

Définition 1.3.3. Soient (X; Σ) et (Y ;T ) deux espaces mesurables avec Σ et T deux σ-

agèbres. Une fonction f : X −→ Y est dite mesurable si

f−1(Γ) ⊆ Σ, pour tout Γ ∈ T.

Définition 1.3.4. Une fonction f : [a, b] −→ RF est dite fortement mesurable si ∀α ∈ [0, 1],

les ensembles fα(x) définies par fα(x) = [f(x)]α sont mesurables.

Définition 1.3.5. Soit f : [a, b] −→ RF une fonction. L’intégrale de Aumann est définie

par [∫ b

a

f(t)dt

]
α

=

∫ b

a

[f(t)]αdt =

∫ b

a

fα(t)dt, pour tout α ∈ [0, 1].

Proposition 1.3.2. Toute fonction continue à valeurs floues est Aumann intégrable.
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1.3.3 La diférentiabilité des fonctions à valeurs floues

Dans cette partie, nous rappelons la notion de la différentiabilité des fonctions à va-

leurs floues, nous començons par la différentiabilité au sens de Hukuhara.

Définition 1.3.6. Soit f : (a, b) −→ RF , on dit que f est différentiable au sens de Huku-

hara si pour tout h > 0 suffisamment petit laH-différence f(x+h)�f(x) et f(x)�f(x−h)

existent, et il existe un élément f ′(x) ∈ RF telle que

lim
h→0

f(x+ h)� f(x)

h
= lim

h→0

f(x)� f(x− h)

h
= f ′(x).

Le nombre flou f ′(x) s’appelle la dérivée de Hukuhara de f au point x.

Maintenant, nous donnons la définition de la différentiabilité généralisée, voir [11].

Définition 1.3.7. Soit f : (a, b) −→ RF , on dit que f fortement différentiable en x0 ∈ (a, b),

s’il existe un élément f ′(x0) ∈ RF telle que

1. pour tout h > 0 suffisamment petit, nous avons

lim
h→0

f(x0 + h)� f(x0)

h
= lim

h→0

f(x0)� f(x0 − h)

h
= f ′(x0).

2. pour tout h > 0 suffisamment petit, nous avons

lim
h→0

f(x0)� f(x0 + h)

−h
= lim

h→0

f(x0 − h)� f(x0)

−h
= f ′(x0).

3. pour tout h > 0 suffisamment petit, nous avons

lim
h→0

f(x0 + h)� f(x0)

−h
= lim

h→0

f(x0 − h)� f(x0)

−h
= f ′(x0).

4. pour tout h > 0 suffisamment petit, nous avons

lim
h→0

f(x0)� f(x0 + h)

−h
= lim

h→0

f(x0)� f(x0 − h)

−h
= f ′(x0).

Remarque 1.3.2. Le cas (1) Correspondant à la différentiabilité au sens de Hukuhara.



Chapitre 2
Espaces super-connexes flous

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats sur les espaces super-connexes

dans le cas classique. Ensuite, nous définissons la notion des espaces super-connexes

flous. Ainsi, nous présentons également quelques caractérisations des sous-ensembles

super-connexes flous en utilisant la continuité des fonctions à valeur floue. Notre ap-

proche est basée sur les propriétés d’espaces topologiques flous connexes [18].

2.1 Introduction

Actuellement, il y a beaucoup d’activité dans le domaine des espaces topologiques

flous, une topologie surX peut être considérée comme une famille de fonctions caractéris-

tiques avec les opérations d’ensembles habituelles ⊂, ∪, ∩, et le complémentaire rempla-

cées par les opérations suivantes≤, ∨, ∧ et 1−µA, respectivement. Dans ce chapitre, nous

allons introduire la notion d’un espace connexe flou et nous donnons sa caractérisation, et

dans [6] Azad a observé que la connexité floue est préservée sous la continuité floue. Dans

ce chapitre, nous donnons une autre caractérisation de cette connexité, nous définissons

également un sous-ensemble connexe flou d’un espace topologique flou et nous étudions

leurs propriétés et nous introduisons aussi la notion d’espace super-connexe flou [31], et

23
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en conséquence nous présentons quelques propriétés des espaces super-connexes flous.

2.2 Cas classique

2.2.1 Notions fondamentales

Nous donnons quelques définitions et propriétés des espaces super-connexes, nous

commençons par la définition des espaces connexes, voir [12].

Définition 2.2.1. Un espace topologique (X;T ) est dit connexe si les seules parties de X

à la fois ouvertes et fermées sont X et ∅.

Remarque 2.2.1. Il revient au même de dire que X n’admet pas de partition non triviale

d’ouverts (ou de fermés).

Définition 2.2.2. [12] Une partie A de X est dite connexe si (A;TA) est connexe (TA est la

topologie induite).

Proposition 2.2.1. [12] Une partie A de X est connexe, si et seulement si, il existe deux

ouverts disjoints O1 et O2 de (X;T ) tels que A ⊂ O1 ∪O2 entraîne A ⊂ O1 ou A ⊂ O2.

2.2.2 Les connexes de R

Théorème 2.2.1. [12] Les parties connexes de R sont les intervalles.

2.2.3 Fonction continue et la connexité

Le résultat ci-dessous est à la fois simple et lourd de conséquences.

Théorème 2.2.2. [12] L’image d’un connexe par une application continue est connexe.

Corollaire 2.2.1 (Théorème des valeurs intermédiaires). Si f ∈ C0(X,R) avec (X,T ) es-

pace topologique connexe, alors f(X) est un intervalle.
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Le résultat suivant donne une caractérisation de la connexité.

Proposition 2.2.2. Un espace topologique (X,T ) est connexe, si et seulement si, toute

fonction continue de X dans {0, 1} est constante.

2.2.4 Union, adhérence et produit

Théorème 2.2.3. [12] Toute famille (Ai)ii ∈ I de parties connexes d’un espace topologique

(X,T ) ayant deux à deux une intersection non vide a une réunion connexe.

Preuve. Soit (Ai)ii ∈ I une famille de parties connexes telle que pour tout i, j ∈ I , Ai ∩

Aj 6= ∅. Supposons qu’il existe deux ouverts disjoints O1 et O2 tels que A = ∪i∈IAi ⊂

O1 ∪ O2. Pour un i0 ∈ I fixé, Ai0 est connexe et inclus dans A ⊂ O1 ∪ O2. Cela entraîne

que Ai0 ⊂ O1 ou Ai0 ⊂ O2. Si Ai0 ⊂ O1, l’hypothèse Ai ∩ Ai0 6= ∅ entraîne que Ai ∩ O1 6= ∅

tandis que la connexité deAi donneAi ⊂ O1, ce pour tout i ∈ I . On en déduit queA ⊂ O1,

l’autre possibilité Ai0 ⊂ O2 donnant A ⊂ O2. En conclusion, A est connexe. �

Définition 2.2.3. Soit (X,T ) un espace topologique quelconque. Pour tout point x de X ,

on appelle composante connexe de x et on note C(x) le plus grand connexe contenant x

est donné par :

C(x) = {∪x∈C⊂XC/C connexe}.

Corollaire 2.2.2. Les composantes connexes d’un espace topologique quelconque (X,T )

sont des fermés.

Remarque 2.2.2. Il est clair que deux points x et y appartiennent à un même connexe, si

et seulement si, C(x) = C(y).

Proposition 2.2.3. La relation "appartenir à un même connexe" qui se traduit par C(x) =

C(y) est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les composantes

connexes de X . Ainsi les composantes connexes de X forment une partition de X .



2.2 Cas classique 26

Remarque 2.2.3. D’un point de vue intuitif, les composantes connexes de X sont les mor-

ceaux d’un seul tenant de X . Par exemple les composantes connexes de X = [0, 1] ∪ [2, 3]

sont [0, 1] et [2, 3].

Théorème 2.2.4. Si une partie A d’un espace topologique (X,T ) est connexe alors son

adhérence Ā est connexe.

Théorème 2.2.5. [12] Le produit des espaces connexes est un espace connexe.

Corollaire 2.2.3. Les pavés de Rn sont connexes.

2.2.5 Espace super-connexe

Afin de définir l’espace super-connexe, nous rappelons quelques définitions et nous

donnons quelques notations utiles. Soit A un sous ensemble de X , L’adhérence et l’inté-

rieur de A dans X sont notées, respectivement, par Ā et Int(A).

Définition 2.2.4. [31] A est dit ouvert régulier (resp. semi-ouvert) si A = Int(A) (resp.

A ⊂ Int(A) ; A ⊂ ¯Int(A))

Une topologie τα a été introduite en définissant ses ensembles ouverts comme étant

les ensembles α ce sont les ensembles A ⊂ X tels que A ⊂ Int( ¯Int(A)) ces ensembles sont

généralement appelés α-ouverts, le complémentaire d’un ensemble ouvert régulier (resp.

pré-ouvert, semi-ouvert, α-ouvert) est appelé fermé régulier (resp. pré-fermé, semi-fermé,

α-fermé) .

L’espace X sera appelé un α-espace (resp. semi-espace), si et seulement si, tout α-

ouvert (resp. semi-ouvert) sous-ensemble de X est ouvert.

Nous désignons par d(A), l’ensemble de tous les points d’accumulation de A. Un en-

semble sans points d’accumulation sera appelé non-cumulatif.

Rappelons qu’un ensemble A ⊂ X est dit dense dans lui même si A ⊂ d(A) ou de

manière équivalente si A n’a aucun point isolé.
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L’espace X non vide est irréductible si tous deux sous-ensembles ouverts non vides

de X se croisent, ou de manière équivalente si chaque sous-ensemble non vide et semi-

ouvert de X est dense. Un espace irréductible est appelé aussi hyper-connexe.

L’espace X est dit sous-maximal si chaque sous-ensemble dense de X est ouvert. L’es-

pace X est extrémal, si et seulement si, chaque ensemble semi-ouvert est pré-ouvert, l’es-

pace X est dit S-espace (ou S-topologie) si chaque sous-ensemble qui contient un sous-

ensemble ouvert non vide est ouvert.

Définition 2.2.5. [23] Un espace est dit super-connexe, si et seulement si, c’est un S-espace

connexe.

Théorème 2.2.6. Soit X un espace, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L’espace X est super-connexe.

2. L’espace X est semi-espace connexe.

3. L’espace X est α-espace irréductible.

4. L’espace X est S-espace irréductible.

Théorème 2.2.7. Soit X un espace, nous avons les équivalences suivantes :

1. L’espace X est super-connexe.

2. Tous les sous-ensembles ouverts non vide de X forment un filtre sur X .

3. Pour un certain filtre F sur X , nous avons F ∩ {∅} = τ .

2.3 La connexité floue

Dans cette section, nous présentons les outils mathématiques et nous fixons les no-

tations que nous utiliserons dans la suite de ce chapitre. Nous rappelons la notions des

sous-ensembles flous et quelques propriétés.
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Définition 2.3.1. [62] Soit X un espace. Un sous espace flou de X est une fonction de X

dans [0, 1]. Nous désignons par µA la fonction caractéristique d’une partie floue A de X .

L’union ∨α∈Aλα, et l’intersection ∧α∈Aλα, des sous ensembles flous de λ′α sont les fonc-

tions définies, respectivement, par : Pour x ∈ X ,

(∨α∈Aλα)(x) = sup{λα(x)|α ∈ A},

et

(∧α∈Aλα)(x) = inf{λα(x)|α ∈ A}.

Définition 2.3.2. [62] Pour tous sous-ensembles flous λ et δ, nous avons λ ≤ δ (ou δ ≥ λ),

si et seulement si, pour tout x ∈ X , λ(x) ≤ δ(x). Le complement λ′ de sous ensemble flou

λ de X est 1− λ définie par :

λ′(x) = (1− λ)(x) = 1− λ(x) pour tout x ∈ X;

où 0 et 1 sont repésenés, respectivement, par µ∅ et µX .

Définition 2.3.3. Soit F : X −→ Y une fonction de X à valeur dans Y . Si λ est un sous

ensemble flou de X et δ dans Y , alors F (λ) et F−1(λ) ont définies par : Pour y ∈ Y

F (λ)(y) =


sup

y∈F−1(y)

λ(y) si F−1(y) 6= ∅

0 sinon,

et pour x ∈ X , F−1(δ)(x) = δ(F (x)).

2.3.1 Topologie floue

Définition 2.3.4. [13] Une topologie floue sur X est une famille τ(X) des parties floues

qui vérifient les conditions suivantes :

— 0 et 1 appartient à τ(X).

— L’union quelques des éléments de τ(X) est un élément de τ(X).
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— L’intersection finie des éléments de τ(X) est un élément de τ(X).

Remarque 2.3.1. X muni de τ(X) est appelé espace topologique flou.

Les éléments de τ(X) sont appelés les parties ouvertes floues et leurs complémentaires

sont les parties fermées de l’espace topologique flou X . Pour une partie floue λ de X ,

L’adhérence λ̄ et l’intérieur λi de λ sont définies, respectivement, par :

λ̄ = ∧{δ : δ ≥ λ, 1− δ ∈ τ(x)},

et

λi = ∨{δ : δ ≤ λ, δ ∈ τ(x)}.

Définition 2.3.5. [5] Une partie ouverte floue λ est dite régulière si λ̄i = λ et une partie

fermée floue δ est dite régulière si δi = δ.

Remarque 2.3.2. 1. Le Complément d’une partie ouverte floue régulière est une par-

tie fermée floue régulière et vice versa.

2. l’adhérence d’une partie ouverte floue est une partie fermée floue régulière et l’in-

térieur d’une partie fermée floue est une partie ouverte floue régulière.

Définition 2.3.6. [5]

— Un ensemble flou λ est dit semi-ouvert flou s’il existe un ensemble ouvert flou δ tel

que δ ≤ λ ≤ δ̄. Ce qui équivalent à λ ≤ λi. Le Complémentaire d’un sous-ensemble

semi ouvert flou est appelé sous ensemble semi fermé flou. Ainsi, le sous-ensemble

δ est semi fermé flou, si et seulement si, δ̄i ≤ δ, autrement, s’il existe une partie

fermée floue k telle que ki ≤ δ ≤ k.

— Une fonction F d’un espace topologique flou. X à valeur dans un espace topolo-

gique flou. Y est continue floue (F-continue) [54] si pour toute ensemble ouvert

flou E de Y , F−1(E) est un ensemble ouvert flou de X .
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— Warren [54] a définit un sous-espace flou A de l’espace topologique flou (X, τ(X))

par :

Si A ∈ X , alors la famille {TA = λ/A : λ ∈ τ(X)} est une topologie sur A, où i/A

est la restriction de λ sur A. Alors (A, TA) est un sous espace flou de l’espace to-

pologique flou X avec sous ensemble sous-jacent A. Un sous-ensemble flou a de

A est sous-ensemble fermé flou de A, si et seulement si, il existe un sous-ensemble

fermé b de X tel que a = b/A.

Dans [58], Wong a défini la base et sous-base pour une topologie floue donnée de la

manière analogue à cette concepte dans la topologie générale. Dans [54], Warren a établi

les résultats suivants :

Théorème 2.3.1. [54] Pour tout ensemble flou δ d’un espace topologique flou, nous avons

1− δ̄ = (1− δ)i et 1− δi = (1− δ)

Théorème 2.3.2. [54] Soit (A, TA) un sous-espace flou d’un espace topologique flou (X, τ(X)),

et soit a une partie floue de A. De plus soit b le sous-ensemble flou de X défini par

b(x) = a(x) si x ∈ A et b(x) = 0 si x ∈ X − A. Alors ā = b̄/A, où ā est l’adhérence de

a par rapport à T , et b̄ est l’adhérence de b par rapport à τ(X).

2.3.2 Topologie produit floue

Définition 2.3.7. Soit {Xα}α∈A une famille des parties non vides. Soit X =
∏

α∈AXα le

produit usuel de Xα et soit Pα la projection de X sur Xα. De plus, nous supposons que

chaque Xα est un espace topologique flou avec la topologie floue τα. La topologie floue

engendrée par ρ = {P−1
α (bα) : bα ∈ τα, α ∈ A} comme sous-base, est appelée la topologie

produit floue sur X . Clairement si λ est un élément basique de la topologie produit, alors

pour x = (xα)α∈A ∈ X , il existe α1, α2, ..., αn ∈ A telle que

λ(x) = min{bαi(xαi) : i = 1, 2, ..., n}.
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Maintenant, nous présentons les résultats élémentaires suivants que nous utiliserons

dans la suite de notre travail.

Théorème 2.3.3. Si A ⊂ X tel que µA est un ouvert flou (fermé) dans un espace topolo-

gique flou X et λA est un sous-ensemble ouvert flou (fermé) du sous-espace A de X , alors

l’ensemble flou λ est un ouvert flou (fermé) de X où λ(x) = λA(x) si x ∈ A et λ(x) = 0 si

x ∈ X − A.

Preuve. λA = δ/A pour certain partie ouverte floue (fermée), soit δ dans X . Alors λ =

δ ∧ µA. Par conséquent λ est un ouvert flou (fermé) comme δ l’est aussi. �

Corollaire 2.3.1. Si B ⊂ A ⊂ X et µA est un ouvert flou (fermé) de l’espace topologique

flou X et µB/A est un ouvert flou (fermé) d’un sous ensemble flou A de X , alors µB est

ouvert flou (fermé) dans X .

Preuve. Puisque µB/A est un ouvert flou (fermé) dansA, il existe une partie ouverte floue

(fermée) δ dans X telle que µB/A = δ/A. Maintenant, nous considérons µB = δ ∧ µA. �

Théorème 2.3.4. SoitX un espace topologique flou et soientU ,W etZ des sous-ensembles

de X tels que U ⊂ W ∩ Z, de plus, nous supposons que a est une partie floue du sous-

ensemble U de X et b est définie par b(x) = a(x) si x ∈ U et b(x) = 0 si x ∈ X − U . Si b/W

est un ouvert flou (fermé) dansW et b/Z est un ouvert flou (fermé) dans Z. Alors b/W ∪Z

est un ouvert flou (fermé) dans W ∪ Z.

Preuve. Nous avons b/W = λ/W et b/Z = δ/Z pour certain ensemble ouvert flou (fermé)

λ

et δ dans X , ainsi b/W ∪ Z = (λ ∧ δ)/W ∪ Z qui un ouvert (fermé) flou dans W ∪ Z. �

Corollaire 2.3.2. Si µU/W est un ouvert (fermé) flou dansW et µU/Z est un ouvert (fermé)

flou dans Z, alors µU/W ∪ Z est un ouvert (fermé) flou dans W ∪ Z.

Preuve. La démonstration découle du Théorème 2.3.4. �
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2.4 Espace connexe flou

Définition 2.4.1. Un espace topoligique flou X est dit connexe flou s’il n’admet pas des

ensembles ouverts (fermés) flous propres. (un ensemble flou λ de X est propre si λ 6= 0 et

λ 6= 1).

Maintenant, nous donnons des caractérisations des ensembles flous connexes.

Théorème 2.4.1. Un espace topoligique flou X est connexe flou, si et seulement s’il ne

possède pas des ensembles ouverts flous non nuls λ et δ tel que λ+ δ = 1.

Preuve. Supposons que λ et δ existent, alors λ est un ensemble ouvert (fermé) flou propre

dans X . Si X n’est pas connexe, alors il a un ensemble ouvert (fermé) flou propre λ. Ainsi

δ = 1− λ est un ensemble ouvert flou tel que δ 6= 0 et λ+ δ = 1. �

Corollaire 2.4.1. Un espace topologique flou X est connexe flou, si et seulement s’il ne

possède pas des ensembles flous non nuls λ et δ tels que λ+ δ = 1, λ̄+ δ = λ+ δ̄ = 1.

Remarque 2.4.1. Le produit des espaces connexes flous n’est pas en général un espace

connexe flou. En effet, pour Xi = [0, 1], i ∈ I . Pour certains j, k ∈ I , soit

τ(Xj) = {0, 1, λ} et τ(Xk) = {0, 1, λ′},

où λ(x) = 1
3

pour 0 ≤ x ≤ 1 et τ(Xi) = {0, 1} pour tout i ∈ I et i 6= j, i 6= k. Alors,

chaque Xi est un connexe flou mais
∏

i∈I Xi n’est pas le cas, puisque τ(
∏

i∈I Xi) contient

des ensembles ouverts flous non nuls P−1
j (λ) et P−1

k (λ′) tels que pour tout x ∈
∏

i∈I Xi

P−1
j (λ) + P−1

k (λ′) = 1.

2.4.1 Sous-espace connexe flou d’un espace topologique flou

Définition 2.4.2. Si A ⊂ X , X est un espace topologique flou, alors A est un sous-espace

connexe flou de X si A est un espace connexe flou en tant qu’un sous-espace flou de X .
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Remarque 2.4.2. Il est facile de voir que siA ⊂ Y ⊂ X , alorsA est un sous-espace connexe

flou de l’espace topologique flouX , si et seulement s’il est un sous-ensemble connexe flou

du sous espace flou Y de X .

Théorème 2.4.2. Si X est un espace topologique flou et A est un sous ensemble connexe

flou de X , et λ et δ sont ensembles ouverts flous non nuls dans X satisfaisant λ + δ = 1,

alors, soit λ/A = 1 soit δ/A = l.

Preuve. Nous supposons qu’il existe x0, y0 ∈ A tels que λ(x0) 6= 1 et δ(y0) 6= 1. Alors

λ + δ = 1 ce qui implique que λ/A + δ/A = 1, où λ/A 6= 0 et δ/A 6= 0. Ainsi d’après le

théorème 2.4.1, A n’est pas un espace connexe flou. �

Définition 2.4.3. Soient λ et δ des parties floues d’un espace topologique flou X . λ et δ

sont séparés l’un de l’autre, si λ̄+ δ ≤ 1 et λ+ δ̄ ≤ 1.

Théorème 2.4.3. Soit {Aα}α∈A une famille des parties connexes floues de X telles que,

pour tout α et β dans A et α 6= β, µAα et µAβ ne sont pas séparables entre eux. Alors⋃
α∈AAα est un sous espace connexe flou de X .

Preuve. Nous supposons Y = ∪α∈AAα n’est pas un connexe de X . Alors il existe deux

parties ouvertes floues non nulles a et b de Y tel que a+ b = 1. Nous fixons α0 ∈ A. Alors

Aα0 est un sous espace connexe flou de Y comme il n’est dans X . Par conséquent, d’après

le théorème 2.4.2, nous avons

µAα0/Aα0 = a/Aα0 ou µAα0/Aα0 = b/Aα0.

Sans perte de généralité, nous supposons que

µAα0/Aα0 = a/Aα0, (i).

Nous définissons λ et δ par λ(x) = a(x) si x ∈ Y , λ(x) = 0 si x ∈ X − Y , δ(x) = b(x) si

x ∈ Y et δ(x) = 0 si x ∈ X − Y .
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D’après le Théorème 2.3.2, nous avons

ā = λ̄/Y et b̄ = δ̄/Y, (ii).

Alors (i) implique que µAα0 ≤ λ. Par conséquent

µAα0 ≤ λ̄, (iii).

Soit α ∈ A − {α0}. Puisque Aα est un sous espace connexe flou de Y , alors soit

µAα0/Aα0 = a/Aα0 ou µAα0/Aα0 = b/Aα0. Ainsi, nous avons µAα0/Aα0 6= b/Aα0.

Nous supposons que µAα/Aα = b/Aα. Par conséquent µAα ≤ δ. Ainsi

µAα ≤ δ̄ (iv)

Puisque ā + b = a + b̄ = 1, λ̄ + δ ≤ 1 par (ii) et la définition de λ et δ. Alors (iii) et (iv)

implique que

µ̄Aα0 + µAα ≤ 1 et µAα0 + µ̄Aα ≤ 1.

Ceci mène à une contradiction puisque µAαα et µAα ne sont pas séparable entre eux.

Ainsi µAα/Aα 6= b/Aα. Par conséquent µAα/Aα = a/Aα pour tout α ∈ A. Ce qui implique

que µY = a. Or a+ b = 1, alors b(x) = 0 pour tout x ∈ Y , mais b 6= 0. Par conséquent notre

supposition que Y n’est pas un sous-ensemble connexe flou de X est fausse. �

Corollaire 2.4.2. Si {Aα}α∈A est une famille des parties connexes floues d’un espace topo-

logique flou X et
⋂
α∈AAα 6= ∅, alors

⋃
α∈AAα est un sous-espace connexe flou de X .

Indice : pour tout α, β ∈ A, nous avonsAα∩Aβ 6= ∅. Alors µAα+µAβ > 1 et µAα+µAβ >

1. Ainsi les fonctions caractéristiques de chaque couple de membres de la famille ne sont

pas séparées les unes des autres.



2.5 Super-connexe flou 35

Corollaire 2.4.3. Si {An : n = 1, 2, ...} est une suite des parties connexes floues d’un

espace topologique flou X telle que µAn et µAn+1 ne sont pas séparable entre eux, pour

n = 1, 2, ..., Alors
⋃∞
n=1An est un sous-espace connexe flou de X .

Théorème 2.4.4. Si A et B des sous-espaces d’un espace topologique flou X tel que µA ≤

µB ≤ µA et A est sous-espace connexe flou de X , Alors B est lui même un sous-espace

connexe flou de X .

2.5 Super-connexe flou

Levine a introduit la notion D-espace comme étant un espace topologique dont tout

ensemble ouvert non vide est dense. Il a défini un espace super-connexe comme étant un

espace topologique qui n’a pas de sous-ensemble ouvert régulier propre et il a montré

qu’un espace est super-connexe, si et seulement si, il s’agit d’un D-espace. Nous définis-

sons donc un D-espace flou comme un espace topologique flou qui ne possède pas un

ouvert régulier flou propre et nous appellerons également un tel espace un espace super-

connexe flou. Puisqu’un ensemble ouvert (fermé) flou est un ensemble ouvert régulier

flou, alors tout espace super-connexe flou est un espace connexe flou, mais l’exemple sui-

vant montre que l’inverse n’est pas vrai.

Exemple 2.5.1. Soit X = [0, 1]. Pour tout x ∈ X , nous définissons λ(x) = 1
6

et µ(x) = 2
3
.

Soit τ(X) = {0, 1, λ, µ}. Alors l’espace topologique flouX est un espace connexe flou mais

n’est un espace super-connexe flous, puisque il possède une partie ouverte floue propre

µ.

Nous définissons également des sous-ensembles super-connexes flous d’un espace to-

pologique flou et nous étudions leurs propriétés.
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2.5.1 Caractérisation des espaces super-connexes flous

Maintenant, nous donnons la caractérisation des espaces super-connexes flous. Nous

commençons par le théorème suivant.

Théorème 2.5.1. Si X est un espace topologique flou, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. X est supper-connexe flou.

2. L’adhérence de chaque ensemble ouvert flou non nul de X est 1.

3. L’intérieur de chaque ensemble fermé flou de X , différent de 1, est nul.

4. X ne possède pas d’ensembles ouverts flous non nuls λ et µ tels que λ+ µ ≤ 1.

5. X ne possède pas d’ensembles flous non nuls λ et µ satisfaisant λ̄+ µ = λ+ µ̄ = 1.

6. X ne possède pas d’ensembles fermés flous non nuls f et k satisfaisant f i + k =

f + ki = 1.

Preuve. (1)=⇒ (2). Si X possède une partie ouverte floue non nulle λ tel que λ̄ 6= 1, alors

λ̄i est une partie ouverte floue réguliière et propre.

(2)⇒ (3). Soit f une partie fermée floue deX différente de 1. Maintenant f i = 1−1− f = 0

comme 1− f est une partie ouverte floue non nulle (d’après théorème 2.3.1).

(3)⇒(4). Si X possède une partie ouverte floue non nulle λ etµ tel que λ + µ ≤ 1, alors

λ̄+µ ≤ 1. Ainsi µ 6= 0 ce qui implique λ̄ 6= 1. Puisque λ 6= 0,λ̄i 6= 0, c’est une contradiction

avec (3)

(4)⇒(1) Si X possède une partie ouverte floue propre et régulière λ et µ = 1− λ̄ sont deux

parties ouvertes non vides satisfont λ+ µ ≤ 1

(1)⇔ (5) Si X n’est un espace super-connexe flou, alors, il possède une partie ouverte

floue propre et régulière notée λ. Si on pose µ = 1− λ̄, alors µ 6= 0 et ¯λ+ µ = 1. D’après le

théorème 2.3.1, µ̄ = 1− λ = (1− λ)i = 1− λ comme 1− λ est une partie fermée régulière.

Par conséquent λ+ µ̄ = 1. Par suite (5) n’est pas satisfait.
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Inversement, si X ne possède pas des parties ouvertes floues non nulles λ et µ tels que

λ̄+ µ = λ+ µ̄ = 1, alors

λ̄i = (1− µ)i = 1− µ̄ = λ.

Puisque µ et λ̄ + µ = 1, λ 6= 1. DE plus λ 6= 0 est donnée. Par suite λ est une partie

ouverte floue propre et régulière. Par conséquent X ne peut pas être un espace super-

connexe flou.

(5)⇔ (6). (5)⇒ (6), il suffit de considérer f = 1− λ et k = 1− µ. L’implication se démontre

de la même manière. �

Théorème 2.5.2. Un espace topologique flouX est super-connexe flou, si et seulement s’il

ne possède pas de partie ouverte floue propre qui est également une partie semi-fermée

floue, ou de manière équivalente, si et seulement s’il ne possède pas de partie fermée

floue propre qui est également semi-ouverte floue.

Preuve. Cela découle immédiatement de la définition des ensembles ouverts réguliers

flous, des ensembles semi-ouverts flous, des ensembles fermés flous et des ensembles

semi-fermés flous. �

Théorème 2.5.3. Soient X et Y deux espace topologique et F une fonction continue de X

dans Y . Si X est super-connexe flou alors Y est super-connexe flou.

Preuve. il existe un sous-ensembles flou λ 6= 0 de Y tel que λ 6= 1. F est continue floue

implique

F−1(λ) ≤ F−1(λ̄) (v)

(voir Théorème 2.3.4 de Warren [54]). Puisque λ 6= 0 et λ̄ 6= 1, il existe y1, y2 ∈ Y telles que

λ(y1) 6= 0 et ȳ2 6= 1. Par conséquent, il existe x1, x2 ∈ X tel que

F (x1) = y1 et F (x2) = y2 .
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Donc F−1(λ)(x1) = λ(F (x1) = λ(y1) 6= 0. De la même manière F−1(λ̄)(x2) 6= 0. En utili-

sant (v) F−1(λ) est une partie ouverte floue non nulle de X tel que F−1λ 6= 1. C’est une

contradiction avec le fait que X est super-connexe flou. �

Théorème 2.5.4. Le produit fini d’espaces super-connexes flous est un espace super-

connexe flou.

Preuve. Soient (X, τ(x)) et (Y, τ(y)) deux espace topologiques super-connexes flous. Sup-

posons que (X × Y, τ(X × Y )) n’est pas un espace super-connexe flou. Alors, il existe

λ, µ ∈ τ(X) et ξ, η ∈ τ(Y ) tels que λ× ξ 6= 0 et

(λ× ξ)(x, y) + (µ× η)(x, y) ≤ 1,

pur tout (x, y) ∈ X × Y , où λ × ξ, µ × η ∈ τ(X × Y ), λ × ξ = P−1
X (λ) ∩ P−1

Y (ξ) Px est

la projection de X × Y sur X , donc min{λ(x), ξ(y)} + min{µ(x), η(y)} ≤ 1 pour tout

(x, y) ∈ X×Y ce qui implique que pour tout (x, y) ∈ X×Y nous avons (i) λ(x)+µ(x) ≤ 1

ou (ii) λ(x) + µ(y) ≤ 1 ou bien (iii)η(y) + µ(x) ≤ 1 ou (iv)ξ(y) + η(y) ≤ 1. Maintenant

λ ∧ µ ∈ τ(X) et ξ ∧ η ∈ τ(Y ).

CommeX et Y sont deux espaces topologiques super-connexes flous, si λ∧µ 6= 0, ξ∧η 6= 0,

alors il existe x1 ∈ X et y1 ∈ Y tels que (λ ∧ µ)(x1) > 1
2

et (ξ ∧ η)(y1) > 1
2
. Donc λ(x1) > 1

2

, µ(x1) > 1
2
, ξ(y1) > 1

2
, et η(y1) > 1

2
. Par conséquant si x = x1 et y = y1, alors aucune des

possibilités ci-dessus ne sera vraie.

Si λ ∧ µ = 0, alors pour tout x ∈ X nous avons, soit λ(x) = 0 ou µ(x) = 0. Donc pour tout

x ∈ X , λ(x) + µ(x) ≤ 1. Notons que λ, µ 6= 0 comme λ× ξ, µ× η 6= 0 ce qui implique que

(X, τ(X)) n’est pas super-connexe flou. De même ξ ∧ η = 0 implique que (Y, τ(Y )) n’est

pas super-connexe flou. �

2.5.2 Sous-espace super-connexe flou

Définition 2.5.1. Un sous ensemble d’un espace topologique flou X est dit un sous-

ensemble super-connexe flou de X s’il s’agit d’un espace topologique super-connexe flou
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en tant que sous-espace flou de X

Théorème 2.5.5. Si A ⊂ Y ⊂ X , alors A est un sous espace super-connexe flou de X , si et

seulement si, est un sous ensemble super-connexe flou du sous-espace flou Y de X .

Théorème 2.5.6. Soit A un sous-ensemble super-connexe flou d’un espace topologique

flou X . S’il existe des ensembles fermés flous f et k de X tels que

f i + k = f + ki = 1.

Alors f/A = 1 ou k/A = 1.

Preuve. Si f(x0) 6= 1 et k(y0) 6= 1 pour x0, y0 ∈ A alors f i(y0)+k(y0) = 1 et f(x0)+ki(x0) =

1 implique que f i(y0) 6= 0 et ki(x0) 6= 0. Par conséquent f i/A et ki/A sont des ouverts flous

non nuls de A tels que f i/A+ki/A ≤ 1, ceci est une contradiction avec le fait que A est un

sous espace super connexe flou de X . �

Théorème 2.5.7. Soit X un espace topologique flou et A ⊂ X un sous-espace super-

connexe flou de X tel que µA est une partie ouverte floue dans X . Si λ est un ouvert

régulier flou dans X , alors, soit µA ≤ λ soit µA ≤ 1− λ.

Preuve. Si λ = 0 ou 1, alors nous avons le résultat. Supposons que λ 6= 0 et λ 6= 1. Soient

f = λ̄ et k = 1−λ. Alors f et k satisfont f i+k = f+ki = 1. D’après le théorème précédent

µA ≤ f ou λA ≤ k. Donc µA ≤ f i ou µA ≤ ki, comme µA est un ouvert flou. Par conséquent

µA ≤ λ̄i = λ ; ou µA ≤ (1− λ)i ≤ (1− λ)i = 1− λ. �

Théorème 2.5.8. Soit {Oα}α∈A une famille des parties d’un espace topologique flou X

tel que chaque µOα est un ouvert flou. Si ∩α∈AOα 6= ∅ et chaque Oα est un sous-espace

super-connexe flou de X , alors ∪α∈AOα est aussi un sous-espace super-connexe flou de

X .

Preuve. Soit Y = ∪α∈AOα et supposons que Y n’est pas un sous-espace super-connexe

flou de X . Alors il existe un ouvert flou propre et régulier λY dans le sous-espace flou Y
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de X .

Chaque µOα est un ouvert flou dans X . Donc chaque µOα/Y est un ouvert flou dans Y . De

plus chaque Oα est un sous-ensemble super-connexe flou du sous-espace Y qui est dans

X . Par conséquent, en utilisant le résultat précédent, pour chaque α ∈ A soit µOα/Y ≤

λY ou µOα/Y ≤ 1 − λY . Nous supposons que x0 ∈ ∩α∈AOα. Alors, soit λY (x0) = 1 ou

λY (x0) = 0. Si λY (x0) = 1, alors µOα/Y ≤ λY pour tout α ∈ A. Par conséquent µY /Y =∨
α∈A(µOα/Y ) ≤ λY . Mais λY ≤ µY /Y ; ainsi λY = 1, ce qui est impossible puisque λY 6= 1.

En utilisant le même argument, si λY (x0) = 0 alors nous obtenons λY = 0, ce qui est aussi

une contradiction. �

Théorème 2.5.9. Soient A et B deux sous-espaces super-connexes flous d’un espace topo-

logique flou X et µiB/A ou µiA 6= 0, Alors A ∪ B est un sous-espace super-connexe flou de

X .

Preuve. Nous supposons que Y = A ∪ B n’est pas un sous-espace super-connexe flou

de X . Alors il existe des parties ouvertes floues λ et δ tels que λ/Y 6= 0, δ/Y 6= 0, et

λ/Y +δ/Y ≤ 1. Puisque A est un sous-espace super-connexe flou deX donc, soit λ/A = 0

ou δ/A = 0. Sans perte de généralité, nous supposons que δ/A = 0. Dans ce cas, puisque

B est également super-connexe flou, nous avons (i) λ/A 6= 0, (ii)δ/B 6= 0, (iii) δ/A = 0, et

(iv) λ/B = 0. Par conséquent

(v) λ/A+ µiB/A ≤ 1 (parce que λ/B = 0)

Si µiB/A 6= 0, alors (i) et (v) impliquent que A n’est pas un sous-espace super-connexe flou

de X .

De la même manière µiA/B 6= 0, alors (ii) et δ/B + µiA/B ≤ 1 impliquent que B n’est pas

un sous-espace super-connexe flou de X . On obtient ainsi une contradiction. �

Théorème 2.5.10. [33] Si {Aα}α∈A est une famille des sous-espaces super-connexes flous

d’un espace topologique flou X telle que
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[∧
α∈A µAα

]i 6= 0, alors ∪α∈AAα

est un sous-espace super-connexe flou de X .

Théorème 2.5.11. SoientX un espace topologique super-connexe flou etC un sous-espace

super-connexe flou de X . Nous supposons que X − C contient un ensemble V tel que

µv/X − C est un ensemble ouvert flou dans le sous-espace flou X − C de X , alors C ∪ V

est un sous-espace super-connexe flou de X .

Preuve. Nous supposons que Y = C ∪ V n’est pas un sous-espace super-connexe flou de

X .

Alors il existe deux ensembles ouverts flous λ et δ dans A tels que λ/Y 6= 0, δ/Y 6= 0, et

λ/Y +δ/Y ≤ 1. Comme C est un sous-espace super-connexe flou deX , donc soit λ/C = 0

ou δ/C = 0.

Sans perte de généralité, nous supposons que λ/C = 0. Par consq́uent λ/V 6= 0, si nous

définissons un ensemble flou λV dans X comme λv(c) = λ(x) si X ∈ V , λv(x) = 0 si

x ∈ X − V , alors λV est un ouvert dans X comme λV = λ ∧ µV . Donc λ̄V est un ensemble

fermé flou régulier dans X .

Maintenant, nous montrons que λ̄V est un ensemble propre flou dans X . λ/Y + δ/Y ≤ 1

implique λV + δ ≤ 1. Donc λ̄V + δ 6= 1. Par conséquent λ̄V 6= 1 comme δ 6= 0. De plus si

λ̄V = 0, alors λV = 0, ainsi λ/V = 0, et d’après (1), λ/V 6= 0. Ainsi X n’est pas un espace

super-connexe flou, ce qui est une contradiction. �

2.5.3 Caractérisation des espaces super-connexes

Théorème 2.5.12. Soient A et B deux sous-ensembles d’un espace topologique flou X et

µA ≤ µB ≤ µ̄A si A est un sous-espace super-connexe flou de X , alors B l’est aussi. On

conclut que Ā est également un sous-ensemble super-connexe flou.

Preuve. Nous supposons que B n’est pas un sous-espace super-connexe, alors il existe
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un ensemble ouvert flou λ qui est également semi-fermé tel que :

λ/B 6= 0, δ/B 6= 0 et λ/B + δ/B = 1 (i)

Nous montrons d’abord que λ/A 6= 0, si λ/A = 0 =⇒ λ+ µA ≤ 1

nous avons

λ+ µ̄A ≤ 1, avec (µA ≤ λ ≤ µ̄A)

=⇒ λ+ µB ≤ 1, avec (µB ≤ µ̄A).

Ce qui implique λ/B = 0, ce qui est une contradiction puisque λ/B 6= 0, par suite λ/A 6= 0

de la même manière on montre que δ/A 6= 0. Maintenant, en utilisant (i) et µA ≤ µB nous

avons λ/A + δ/A = 1. Donc A n’est pas super-connexe flou, ce qui est une contradiction.

En particulier, nous avons Ā est super-connexe flou (µB ≤ µ̄A). �

Théorème 2.5.13. Soit I = [0, 1] : I est un super-connexe flou et

f : I −→ I

est une fonction continue. Alors, nous avons les assertions suivantes :

1. F : I −→ I × I définie par F (x) = (x, f(x)) est continue.

2. F (I) est super-connexe flou dans I × I .

Preuve. — Puisque F−1(]x, y[×]z, t[) =]x, y[
∧
f−1(]z, t[) est un ensemble ouvert de I .

— Le résultat découle directement du Théorème 2.5.12.

�



Chapitre 3
Espace de Lindelöf flous

Dans ce chapitre, nous présentons l’espace topologique flou et l’espace de lindelöf

fermé flou, le but principal de ce travail est d’étudier la relation entre l’espace lindelöf

flou, le sous-espace de lindelöf fermé flou et l’espace topologique flou dénombrable. En-

suite, nous donnons une généralisation et quelques propriétés des espaces de lindelöf.

3.1 Introduction

En 1965, L. A. Zadeh [62], a généralisé la notion habituelle d’ensemble classique en

introduisant les "ensembles flous". Les sous-ensembles flous sont les classes d’objets dont

les degrés d’appartenance varient entre la valeur nulle 0 et la valeur 1. Les ensembles

flous nous permettent de représenter des concepts vagues exprimés en langage naturel.

La représentation dépend non seulement du concept, mais aussi du contexte dans lequel

il est utilisé. Ainsi, leur application se développe dans le domaine de la théorie des pro-

babilités, de la théorie de l’information, de l’informatique, etc.

En 1968, C. L. Chang [13] a introduit le concept d’espaces topologiques flous comme

application des ensembles flous aux espaces topologiques généraux. La théorie des es-

paces topologiques flous a ensuite été développée par des chercheurs comme J. A. Go-

43



3.2 Cas classique 44

guen, C. K. Wong, M. D. Weiss, R. H. Warren [54], R. Lowen [32], K. K. Azad [7], G.

Balasubramaniam [53], A. S. Bin Shahna [49], C. Dogan [15] et beaucoup d’autres. Le cas

particulier de la topologie floue est la topologie générale.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions fondamentales des espaces de Lin-

delöf dans la cas classique, puis nous donnons une brève introduction des espaces to-

pologiques flous. Ensuite, nous présentons quelques résultats sur les espaces de lindelöf

flous et nous discutons quelques propriétés de ce type d’espaces.

3.2 Cas classique

Dans cette section, nous présentons quelques résultats et propriétés des espaces de

Lindelöf dans le cas classique connues dans la littérature, pour plus de détails, voir par

exemple [12].

Définition 3.2.1. — Un espace topologique est dit espace de Lindelöf si tout recou-

vrement ouvert possède un sous-recouvrement dénombrable.

— Un espace est dit héréditairement de Lindelöf si tous ses sous-espaces sont de Lin-

delöf.

Remarque 3.2.1. Cette condition est un affaiblissement de la quasi-compacité, dans la-

quelle nous demandons l’existence de sous-recouvrements finis.

3.2.1 Propriétés

Définition 3.2.2. Un espace topologique (X, τ) est à base dénombrable si τ admet une

base dénombrable.

Proposition 3.2.1. Tout espace à base dénombrable est à bases dénombrables de voisi-

nages.
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Un espace X est de Lindelöf, si tout recouvrement de X par des ouverts d’une base

fixée possède un sous-recouvrement dénombrable.

Proposition 3.2.2. Un espace est quasi-compact si et seulement s’il est de Lindelöf et dé-

nombrablement compact.

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.2.1. Tout espace à base dénombrable est de Lindelöf.

La réciproque est fausse en général. Par exemple, la droite de Sorgenfrey S est de

Lindelöf (et de plus, séparable et à bases dénombrables de voisinages) mais n’est pas à

base dénombrable.

Proposition 3.2.3. Soit (X, d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes.

1. L’espace (X, τd) est à base dénombrable.

2. L’espace (X, τd) est séparable.

3. L’espace (X, τd) est de Lindelöf.

Remarque 3.2.2. Tout fermé d’un espace de Lindelöf est de Lindelöf.

Toute image d’un espace de Lindelöf pr une fonction continue est un espace de Lin-

delöf.

Remarque 3.2.3. 1. La réunion dénombrable de sous-espaces de Lindelöf est un es-

pace de Lindelöf (en particulier tout espace dénombrable est de Lindelöf).

2. En général, nous n’avons aucune implication (dans un sens ou dans l’autre) entre la

propriété de Lindelöf et les autres propriétés de compacité. Cependant : tout espace

σ-compact est clairement de Lindelöf (cas particulier de la propriété précédente).

Proposition 3.2.4. Le produit des espaces de Lindelóf n’est pas toujours de Lindelöf.

Lemme 3.2.2. Le produit d’un espace de Lindelöf par un espace quasi-compact est de

Lindelöf.
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3.3 Espace topologique flou

Soit X = {x} un espace de points. formellement, un ensemble flou A de X est une

"classe" avec les bornes floues, i.e., la "classe" des nombres réels qui sont très grands.

Cette classe est caractirisée par la fonction de degré d’appartenance associée à chaque

élément x, son degré d’appartenance est noé µA(x). Nous supposons dans nos définitions

et nos résultats que µA est une fonction de X à valeur dans [0, 1].

Maintenant nous donnons quelques résultats utiles dans la suite de notre travail.

Définition 3.3.1. Soient A et B deux parties floues de l’espace X = {x}, muni par les

fonction de degré d’appartenances µA(x) et µB(x), respectivement. Alors, nous avons

— A = B ⇔ µA(x) = µB(x) pour tout x ∈ X .

— A ⊂ B ⇔ µA(x) ≤ µB(x) pour tout x ∈ X .

— C = A ∪B ⇔ µC(x) = Max[µA(x), µB(x)] pour tout x ∈ X .

— D = A ∩B ⇔ µD(x) = Min[µA(x), µB(x)] pour tout x ∈ X .

— E = Ac ⇔ µE(x) = 1− µA(x) pour tout x ∈ X .

En général, pour toute famille des parties floues A = {Ai / i ∈ I}, l’union C = ∨IAi, et

l’intersection D = ∧Ai, sont définies, respectivement, par :

µC(x) = sup
I
{Ai}, x ∈ X,

et

µD(x) = inf
I
{Ai}, x ∈ X.

Le symbole ∅ désigne l’ensemble vide flou, telle que µ∅(x) = 0 pour tout x dans X . Nous

avons par définition µX(x) = 1, pour tout x dans X .

Nous avons la définition suivante.

Définition 3.3.2. Soit (X,T ) un espace topologique flou. Une famille A des parties floues

de X est un recouvrement d’une partie floue B de X si B ≤ ∨{A;A ∈ λ}. Il dit un
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T -ouvert recouvrement flou si chaque élément de λ est un ensemble T -ouvert flou. Un

sous-recouvrement de λ est une sous famille de λ qui constitue aussi un recouvrement de

B .

A fin de présenter nos résultats, nous aurons besoin des notations et des résulats prélimi-

naires. Dans la suite de ce travail , (X,T ) ou simplementX désigne un espace topologique

flou. Soit X un ensemble non vide et I est l’intervalle unitaire [0, 1]. une partie floue λ de

X est une fonction deX à valeur dans I . L’ensemble vide est la fonction définie deX dans

I qui égale à 0 et l’ensemble flou entier est la fonction de X dans I qui prend la valeur 1.

Définition 3.3.3. Soit (X,T ) un espace topologique flou et λ désigne une partie floue de

(X,T ).

L’intérieur et l’adhérence de λ sont définies par :

Int(λ) = ∨{µ/µ ≤ λ, µ ∈ T}.

Cl(λ) = ∧{µ/λ ≤ µ, 1− µ ∈ T}.

Définition 3.3.4. Un point flou x0p deX est un sous ensemble flou deX et qui a la fonction

d’appartenance définie par :

µx0p =


p, si x = x0;

0, sinon ,

où 0 < p ≤ 1. x0 est appelé le support et p désigne la valeur du point flou x0p.

Définition 3.3.5. Soient x0p un point flou de X et A un sous ensemble flou de X , alors x0p

est un élement de A ou A contient x0p, et on note x0p ∈ A, si et seulement si, µx0p ≤ µA ou

simplement, si et seulement si, p ≤ µA(x0).
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3.3.1 Espace de lindelöf flou

Pour les espaces de lindelöf flou, il y a plusieurs définitions. Ainsi nous rappelons

quelques unes.

Définition 3.3.6. Un espace topologique flou de (X,T ) est appelé espace de lindelöf flou

si pour tout recouvrement ouvert flou deX possède un sous-recouvrement dénombrable.

Autrement, si pour tout recouvrement ouvert flou {λα}α∈∆ de X , il existe {λαn}n∈N des

parties ouvertes floues de (X,T ) telles que ∨n∈N{λαn} = 1.

Remarque 3.3.1. Un espace topologique flou généralisé est appelé aussi l’espace topo-

logique flou dénombrable a été présenté par plusieurs auteurs. La généralisation a été

réalisée en utilisant le critère de préservation du supremum arbitraire de topologie floue

au supremum dénombrable. Dans ce chapitre, nous présentons quelques propriétés de

l’espace de lindelöf flou et nous montrons quelques résultats qui relient un sous espace

fermé avec un espace Lindelöf flou.

3.3.2 Propriétés des espaces de lindelöf

Théorème 3.3.1. Un sous espace fermé flou d’un espace de lindelöf est un espace de

lindelöf flou.

Preuve. Soit λ une partie floue fermée de l’espace de lindelöf flou X , et soit :

λ = ∨i∈Iλi, où λi est une partie ouverte floue de λ,

nous avons

λi = µi ∧ λ, où µi est une partie ouverte floue de X,

alors
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X = (1− λ) ∨ (∨i∈Iµi), est un recouvrement ouvert flou de X,

alors

X = (1− λ) ∨ (∨i∈Jµi), où J est une partie dénombrable floue de I,

par suite

λ = ∨i∈Jλi.

Par conséquent, nous avons le résultat. �

Lemme 3.3.1. SiX est un espace flou dénombrable, alorsX est un espace de lindelöf flou.

Preuve. Si X est un espace dénombrable et B = {Bn}n∈N une base dénombrable de X .

Soit (λi)i∈I un recouvrement ouvert de X :

X = ∨i∈Iλi.

Si x ∈ X : ∃ix ∈ I , x ∈ λix ; B est une base : x ∈ Bnx ≤ λnx alors X = ∨x∈XBnx

puisque {Bnx, x ∈ X} ≤ B, alors est dénombrable :

X = ∨α∈LBα où L est dénombrable,

avec Bnx = Bα, pour α ∈ L,soit iα ∈ I telle que Bα ≤ λiα : X = ∨α∈Lλiα est un recou-

vrement ouvert flou et dénombrable de X . Par suite X est un espace de lindelöf flou.

�

Proposition 3.3.1. Tout sous-espace d’un espace dénombrable flou est dénombrable.

Preuve. Si B = {Bn}n∈N est une base dénombrable de X , alors {Bn ∧ A}n∈N est une base

dénombrable de sous-espace A. �
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Remarque 3.3.2. l’implication inverse du théorème 3.3.1 n’est pas nécessairement vraie.

En effet, d’après le lemme 3.3.1 et la proposition 3.3.1, si X est un espace dénombrable

flou, nous avons tout sous-espace de X est un espace de lindelöf flou même si il n’est pas

fermé.

Exemple 3.3.1. Pour X = R muni de la topologie usuelle τ0 ( On considère l’intervalle

]x, y[ comme une base), elle est dénombrable et de plus, le sous espace [0, 1[ n’est pas

fermé de X , mais c’est un espace de lindelöf flou.



Chapitre 4
Théorie des sous-ensembles flous

intuitionistiques

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques notions de base des sous-ensembles

flous intuitionistiques (IFS), ainsi que quelques propriétés importantes. Commençons

d’abord par la définition des sous-ensembles flous intuitionistiques. Puis, nous nous inté-

ressons aux opérations élémentaires sur les sous-ensembles flous intuitionistiques. Pour

plus de détails, des références bibliographiques sont systématiquement données.

4.1 Motivations

Le développement de la théorie des ensembles flous, a été spectaculaire dans les trois

dernières décennies. Néanmoins, il y a des problèmes qui pour une meilleure analyse

exigent une philosophie semblable à la notion floue, dans lequel non seulement le degré

d’appartenance d’un élément à un ensemble est pris en considération, mais aussi bien son

degré de non-appartenance à cet ensemble. Dans cette direction, en 1984, La notion des

ensembles flous intuitionistiques (IFS) a été introduite par K.Atanassov dans [4] comme

une généralisation de la notion des ensembles flous (FS) qui a été décrite par Zadeh [62].

51
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Maintenant, nous présentons un exemple d’un sous-ensemble intuitionistique propre,

c’est à dire : un sous-ensemble qui n’est pas floue.

SoientA,B,C etD quatre parties compactes, fermées et convexes du plan (O, x1, x2), telles

que

A ∩B = A ∩ C = A ∩D = B ∩ C = B ∩D = C ∩D = ∅,

dans le même plan nous considérons les sous-ensembles P ∪R ∪Q, Q ∪R ∪ S, R ∪ S ∪ T

et V et leurs projections orthogonales sur l’axe Ox1.

Nous désignons par X le sous-ensemble suivant X = A∪B ∪C ∪D, et nous considérons

les parties F et G telles que :

A ⊂ F ⊂ A ∪ C ∪D,

B ⊂ G ⊂ B ∪ C ∪D,

F ∩G = ∅,

F ∪G ⊂ X.
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Nous remarquons que la partie F est incluse dans le complémentaire de la partie G dans

X .

Maintenant, nous supposons que nous pouvons seulement observer les projections des

points de X sur (Ox1), et pour x ∈ X . Nous ne connaissons pas l(y,X) que si X est l’une

des parties A, B, C ou D.

Nous notons l(y,X) la longueur d’un segment dans X construit sur une ligne perpen-

diculaire à (Ox1), incident d’un point y de (Ox1)(voir la figure ci-dessous).

Notre objectif est d’expliquer la notion du degré d’appartenance et non-appartennace

d’un élément x par rapport à la partie F , en respectant la position des quatre parties.

Si y ∈ P , il est clair que y est la projection orthogonale d’un point x ∈ F , dans ce cas, nous

avons

µF (x) = 1.

Si y ∈ Q, alors x ∈ A ou x ∈ C.

Si x ∈ A, alors x ∈ F , mais si x ∈ C, alors nous ne sommes pas sûr que x ∈ F ou x ∈ G.

Donc

µF (x) =
l(y, A)

l(y, A) + l(y, C)
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Nous déduisons que

µF (x) =



1, si y ∈ P

l(y,A)
l(y,A)+l(y,C)

, si y ∈ Q

l(y,A)
l(y,A)+l(y,B)+l(y,C)

, si y ∈ R

0, si y ∈ S ∪ T ∪ V

De la même manière, nous avons

νF (x) = µG(x) =



0, si y ∈ P ∪Q ∪ V

l(y,B)
l(y,B)+l(y,C)

, si y ∈ S

l(y,B)
l(y,A)+l(y,B)+l(y,C)

, si y ∈ R

1, si y ∈ T.
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Alors

µF (x) + νG(x) =



1, si y ∈ P ∪ T

l(y,A)
l(y,A)+l(y,C)

, si y ∈ Q

l(y,A)+l(y,B)
l(y,A)+l(y,B)+l(y,C)

, si y ∈ R

l(y,B)
l(y,B)+l(y,C)

, si y ∈ S

0, si y ∈ V.

Par conséquent 0 ≤ µF (x) + νF (x) < 1.

Ainsi, la valeur d’incertitude est donnée par :

π(x) =



0, si y ∈ P ∪ T

l(y,C)
l(y,A)+l(y,C)

, si y ∈ Q

l(y,C)+l(y,B)
l(y,A)+l(y,B)+l(y,C)

, si y ∈ R

l(y,C)
l(y,B)+l(y,C)

, si y ∈ S

1, si y ∈ V.
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4.2 Notions fondamentales

Définition 4.2.1. Nous définissons un sous-ensemble flou intuitionistique A d’un univers

X par la donnée de deux fonctions

µA : X −→ [0, 1]

et

νA : X −→ [0, 1]

appelées, respectivement, fonction d’appartenance et fonction de non-appartenance de

A, qui vérifient

0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X.

Ainsi, nous pouvons représenter A de la manière suivante :

A =

{
< x, µA(x), νA(x) >, 0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X

}
.

Nous désignons par IF(X) l’espace des sous-ensembles floues intuitionistiques de X .

Remarque 4.2.1. Tout sous-ensemble flou est un sous-ensemble flou intuitionistique. En

effet,

0 ≤ µA + νA = 1.

Maintenant, nous rappelons quelques propriétés des sous-ensembles flous intuitionis-

tiques.

Définition 4.2.2. Soit A un sous-ensemble flou intuitionistique de X . nous appelons sup-

port de A, noté S(A), l’ensemble donné par :

S(A) =

{
x ∈ X, νA(x) < 1

}
.

Définition 4.2.3. Soient n sous-ensembles flous intuitionistiquesA1, ..., An respectivement

de X1, ..., Xn. Le produit cartésien de A1, ..., An est un sous-ensemble flou intuitionistique
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de X1 × ...×Xn, défini par

µA1×...×An(x1, ..., xn) = min

(
µA1(x1), ..., µAn(xn)

)
νA1×...×An(x1, ..., xn) = max

(
νA1(x1), ..., νAn(xn)

)
∀xi ∈ Ai, i = 1, 2, ...

4.3 Opérations de base sur les sous-ensembles flous intui-

tionistiques

Dans cette partie, nous rappelons quelques opérations de base sur l’espace des sous-

ensembles flous intuitionistiques.

— Egalité

A = B ⇐⇒ µA(x) = µB(x) et νB(x) = νA(x), ∀x ∈ X.

— Inclusion

A ⊂ B ⇐⇒ µA(x) ≤ µB(x) et νB(x) ≤ νA(x), ∀x ∈ X.

— Complémentaire

Soit A un sous-ensemble flou intuitionistique de X caractérisé par µA et νA. Le

complémentaire de A est un sous-ensemble flou intuitionistique caractérisé par :

µA(x) = νA(x) et νA(x) = µA(x), ∀x ∈ X.

— Intersection

L’intersection de deux sous-ensembles flous intuitionistiqus A et B de X est un

sous-ensemble flou intuitionistique défini par :

µA∩B(x) = min

(
µA(x), µB(x)

)
et νA∩B(x) = max

(
νA(x), νB(x)

)
, ∀x ∈ X.
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— Union

L’union de deux sous-ensembles flous intuitionistiques A et B de X est un sous-

ensemble flou intuitionistique défini par :

µA∪B(x) = max

(
µA(x), µB(x)

)
et νA∪B(x) = min

(
νA(x), νB(x)

)
, ∀x ∈ X.

Pour A,B ∈ IF(X), nous avons les assertions suivantes [1, 3].

A ∩B = B ∩ A.

A ∪B = B ∪ A.

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

A ∩ A = A.

A ∪ A = A.

A ∩B = A ∪B.

A ∪B = A ∩B.

4.4 Interprétations géométriques

4.4.1 interprétation géométrique d’un sous-ensemble flou intuitionis-

tique

Dans cette section, plusieurs interprétations géométriques des IF(X) sont représen-

tées.
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FIGURE 4.1 – L’interprétation géométrique la plus largement acceptée

Son analogue est donné dans la figure 4.1.

FIGURE 4.2 – Équivalente à la figure 4.1
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Nous pouvons aussi donner une interprétation géométrique par un segment de longueur

1.

FIGURE 4.3 – Présentation sur un segment de longueur 1

Les interprétations suivantes sont impossibles car on peut remarquer que µ(x) + ν(x) ≥ 1

pour un x de R.
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FIGURE 4.4 – Situation impossible

FIGURE 4.5 – Intérprétation impossible
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4.4.2 Interprétation géométrique des opérations

Soient A,B ∈ IF(X), nous notons fA∪B la fonction qui à tout x ∈ X fait associer

fA∪B(x) point du plan (O, x1, x2) de coordonnées< max{µA(x), µB(x)},min{νA(x), νB(x)} >

FIGURE 4.6 – Interprétation géométrique de l’union

Soient A,B ∈ IF(X), nous notons fA∩B la fonction qui à tout x ∈ X fait associer fA∩B(x)

point du plan (O, x1, x2) de coordonnées < min{µA(x), µB(x)},max{νA(x), νB(x)} >

FIGURE 4.7 – Interprétation géométrique de l’intersection
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4.5 Transformation de IF(X) dans F(X)

On introduit les deux opérateurs suivants et � qui transforment un sous-ensemble

flou intuitionistique en un sous-ensemble flou.

Soit A ∈ IF(X)

A =

{
< x, µA(x), 1− µA(x) >, x ∈ X

}
,

et

�A =

{
< x, 1− νA(x), νA(x) >, x ∈ X

}
.

Soit A un sous-ensemble flou, alors

A = A = �A.

Remarque 4.5.1. La dernière égalité montre que les opérateurs et � n’admettent

pas une analogie sur l’espace des sous-ensembles flous, ce qui entraine aussi que IF(X)

est une extension propre de l’ensemble des sous-ensembles flous.

nous avons les propriétés suivantes :

A = �A.

�A = A.

A ⊂ A ⊂ �A.

A = A.

� A = A.

��A = �A.

Nous notons ⊂ , ⊂� et v, trois opérations définies sur IF(X) par :

A ⊂ B ⇐⇒ A ⊂ B,

A ⊂� B ⇐⇒ �A ⊂ �B,
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A v B ⇐⇒ πA(x) ≤ πB(x), ∀x ∈ X.

Nous obtenons

— Si A ⊂ B et A ⊂� B, alors A v B

— Si A ⊂ B et A v B, alors A v B

— Si A ⊂� B et A v B, alors A v B

L’interprétation géométrique pour les deux opérateurs est donnée par :

FIGURE 4.8 – Interprétation géométrique de l’opérateur

FIGURE 4.9 – Interprétation géométrique de l’opérateur �

4.6 (α, β)-coupe d’un ensemble flou intuitionistique

Dans cette section, nous allons donner une généralisation de la notion de α-coupe

utilisée dans le cas d’un sous-ensemble flou.
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Définition 4.6.1. Une (α, β)-coupe d’un sous-ensemble flou intuitionistique

A = {< x, µA(x), νA(x) >, x ∈ X} ,

est définie par

Aα,β =

{
x ∈ X, µA(x) ≥ α, et νA(x) ≤ β

}
,

où (α, β) ∈ [0, 1]2 et α + β ≤ 1.

nous définissons aussi

Aβ =

{
x ∈ X, νA(x) ≤ β

}
,

et

Aα =

{
x ∈ X, µA(x) ≥ α

}
.

Ainsi, nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.6.1.

Aα,β(A) = Aα ∩ Aβ(A).

Exemple 4.6.1. Soit le sous-ensemble suivant X = {a, b, c, d, e} et

A = {< a, 0.5, 0.3 >,< b, 0.1, 0.7 >,< c, 1, 0 >,< d, 0, 0 >,< e, 0, 1 >}.

Alors, nous avons A0.3,0.4 = {a, c} , A0.3 = {a, c} , A0.4 = {a, c, d} .



Chapitre 5
La convergence dans les espaces

métriques flous intuitionnistiques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la notion de topologie de hausdroff sur un

espace métrique flou, ainsi nous donnons une équivalence entre la convergence des suites

dans un espace métrique séparable flou et l’adhérence d’un ensemble flou intuitionnis-

tique [19].

5.1 Introduction

L’un des problèmes les plus importants de la topologie floue est d’obtenir un concept

approprié d’espace métrique flou, ce problème a été étudié par plusieurs auteurs de diffé-

rentes manières [2, 14]. En particulier, George et Veerimani [47] ont introduit et étudié la

notion d’espace métrique flou en utilisant les t-normes continues, Atanassov [2] a intro-

duit et étudié le concept d’ensembles flous intuitionnistiques comme une généralisation

des ensembles flous, et plus tard, de nombreux auteurs [21] ont fait quelques avancements

dans l’étude des ensembles flous intuitionnistiques. Dans ce chapitre, nous utilisons l’idée

d’ensemble flou intuitionnistique et nous définissons la notion d’espace métrique flou in-

tuitionnistique à l’aide de t-norme continue et de t-conorme continue, dues à George et

66
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Veermani, ainsi que la topologie de Hausdorff sur cet espace métrique flou intuitionnis-

tique et nous montrons que chaque distance induit une distance floue intuitionnistique,

plus nous définissons un espace topologique flou intuitionnistique et l’ensemble adhé-

rence de cet espace, enfin nous donnons l’équivalence entre la notion de convergence

dans un espace métrique flou intuitionnistique et l’ensemble des points adhérent de cet

espace.

5.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, nous fixons les notations et nous présentons quelques résultats

préliminaires que nous aurons besoin dans la suite de ce chapitre.

Définition 5.2.1. [22] L’opérateur binaire ∗ : [0, 1] × [0, 1] −→ [0, 1] est t-norme continu si

∗ satisfait les conditions suivantes :

1. ∗ est commutative et associative.

2. ∗ est continu.

3. a ∗ 1 = a pour tout a ∈ [0, 1].

4. a ∗ b ≤ c ∗ d pour a, b, c ∈ [0, 1] tels que a ≤ c et c ≤ d.

Définition 5.2.2. L’opérateur binaire ♦ : [0, 1]× [0, 1] −→ [0, 1] est t-conorme continue si ♦

satisfait les conditions suivantes :

1. ♦ est commutative et associative.

2. ♦ est continu.

3. a♦1 = a pour tout a ∈ [0, 1].

4. a♦b ≤ c♦d pour a ≤ c, c ≤ d, et a, b, c ∈ [0, 1]

Définition 5.2.3. Un 5-uplet (X,M,N, ∗,♦) est un espace flou intuitionistique si X est

une partie quelconque, ∗ est une t-norme continue, ♦ est une t-conorme continue et M ,
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N sont des sous-ensembles de X2 × (0,∞) satisfont les conditions suivantes : pour tout

x, y, z ∈ X et s, t > 0,

1. M(x, y, t) +N(x, y, t) ≤ 1.

2. M(x, y, t) > 0.

3. M(x, y, t) = 1, si et seulement si, x = y.

4. M(x, y, t) = M(y, x, t).

5. M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ≤M(x, z, t+ s).

6. M(x, y, ·) : (0,∞) −→ (0, 1] est continue.

7. N(x, y, t) > 0.

8. N(x, y, t) = 0, si et seulement si, x = y.

9. N(x, y, t) = N(y, x, t).

10. N(x, y, t)♦N(y, z, s) ≤ N(x, z, t+ s).

11. N(x, y, ·) : (0,∞) −→ (0, 1] est continue.

Alors (M,N) est dite une distance floue intuitionistique sur l’espace X . Les fonctions

M(x, y, t) et N(x, y, t) désignent, respectivement, le degré d’appartenance et le degré de

non-appartenance entre x et y par rapport à t.

Remarque 5.2.1. Tout espace métrique (X,M, ∗) est un espace métrique flou intuitionis-

tique de la forme (X,M, 1−M, ∗,♦) tels que la t-norme ∗ et la t-conorme ♦ sont associées,

i.e. x♦y = 1− ((1− x) ∗ (1− y)) pour tous x, y ∈ X .

Remarque 5.2.2. Dans un espace métrique flou intuitionistiqueX ,M(x, y, ·) est croissante

et N(x, y, ·) est décroissante pour tout x, y ∈ X .

Exemple 5.2.1. (Espace métrique flou intuitionistique induit). Soit (X, d) un espace mé-

trique. Nous considérons les opérateurs ∗ et ♦ définis, respectivement, par a ∗ b = ab et
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a♦b = min{1, a + b} pour tous a, b ∈ [0, 1], et soient Md et Nd deux applications floues

définies sur X2 × (0,∞) par :

Md(x, y, t) =
htm

htn +md(x, y)
, Nd(x, y, t) =

d(x, y)

ktn +md(x, y)
pour tout h, k,m, n ∈ R+.

Alors (X,Md, Nd, ∗,♦) est un espace métrique flou intuitionistique.

Remarque 5.2.3. Nous notons que l’exemple ci-dessus reste vrai avec la t-norme a ∗ b =

min{a, b} et la t-conorome a♦b = max{a, b}, par conséquent (M,N) est un espace métrique

flou intuitionistique par rapport à toute t-norme continue et à toute t-conorme continue.

Dans l’exemple précédent, pour h = k = m = n = 1, nous avons

Md(x, y, t) =
t

t+ d(x, y)
et Nd =

d(x, y

t+ d(x, y)
.

Cet espace métrique flou intuitionistique introduit par la distance d est die espace mé-

trique flou intuitionistique standard.

5.3 Topologie induite par une distance floue intuitionis-

tique

Définition 5.3.1. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique, et soit r ∈

(0, 1), t > 0 et x ∈ X . La partie B(x, r, t) = {y ∈ X : M(x, y, t) > 1− r, N(x, y, t) < r} est

dite la boule ouverte de centre x et de rayon r par rapport à t.

Théorème 5.3.1. Toute boule ouverte B(x, r, t) est une partie ouverte.

Preuve. SoitB(x, r, t) la boule ouverte de centre de x et de rayon r par rapport à t. Soit y ∈

B(x, r, t), alors M(x, y, t) > 1− r et N(x, y, t) < r. Puisque M(x, y, t) > 1− r, alors il existe

t0 ∈ (0, t) tell que M(x, y, t0) > 1 − r et N(x, y, t0) < r. Posons r0 = M(x, y, t0), puisque

r0 > 1− r, alors il existe s ∈ (0, 1) tel que r0 > 1−s > 1− r. Maintenant pour r0 donné et s

tel que r0 > 1− s, alors il existe r1, r2 ∈ (0, 1) tel que r0 ∗ r1 > 1− s et (1− r0)♦(1− r2) ≤ s.
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Posons r3 = max{r1, r2} et considérons la boule ouverteB(y, 1−r3, t−t0). Nous montrons

que B(y, 1− r3, t− t0) ⊂ B(x, r, t). Soit z ∈ B(y, 1− r3, t− t0), alors M(y, z, t− t0) > r3 et

N(y, z, t− t0) < r3. Par conséquent

M(x, z, t) ≥M(x, y, t0) ∗M(y, z, t− t0) ≥ r0 ∗ r3 ≥ r0 ∗ r1 ≥ 1− s > 1− r

et

N(x, z, t) ≤ N(x, y, t0)♦N(y, z, t− t0) ≤ (1− r0)♦(1− r3) ≤ (1− r0)♦(1− r2) ≤ s < r.

Par suite z ∈ B(x, r, t), par conséquent B(y, 1− r3, t− t0) ⊂ B(x, r, t). �

Remarque 5.3.1. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique. Nous dé-

finissons τ(M,N) = {A ∈ X : pour tout x ∈ A, ils existent t > 0 et r ∈ (0, 1) tel que

B(x, r, t) ⊂ A}. Alors τ(M,N) est une topologie sur X .

Remarque 5.3.2. 1. D’après le théorème 5.3.1 et la remarque 5.3.1, tout espace mé-

trique intuitionistique (N,M) sur X engendre une topologie τ(M,N) sur X qui a

pour base la famille de toute partie ouverte de la forme :

{B(x, r, t) : x ∈, r ∈ (0, 1), t > 0}.

2. Puisque {B(x, 1
n
, 1
n
) : n = 1, 2, ...} est une base locale à x, la topologie τ(M,N) est à

base dénombrable.

Théorème 5.3.2. Tout espace métrique flou intuitionistique est de Hausdorff.

Preuve. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique. Soient x et y deux

points défférents de X . Alors 0 < M(x, y, t) < 1 et 0 < N(x, y, t) < 1. Posons r1 =

M(x, y, t), r2 = M(x, y, t) et r = max{r1, 1 − r2}. Pour tout r0 ∈ (r, 1), il existe r3 et r4 tels

que

r3 ∗ r3 ≥ r0 et ,(1− r4)♦(1− r4) ≤ 1− r0.
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Posons r5 = max{r3, 1 − r4} et considérons les boules ouvertes B(x, 1 − r5,
t
2
) et B(y, 1 −

r5,
t
2
). Alors, nous avons

B(x, 1− r5,
t

2
) ∩B(y, 1− r5,

t

2
) 6= ∅,

donc il existe z ∈ B(x, 1− r5,
t
2
) ∩B(y, 1− r5,

t
2
), tels que

r1 = M(x, y, t) ≥M(x, z,
t

2
) ∗M(z, y,

t

2
) ≥ r5 ∗ r5 ≥ r3 ∗ r3 ≥ r0 > r1

et

r2 = N(x, y, t) ≤ N(x, z,
t

2
)♦N(z, y,

t

2
) ≤ (1− r5)♦(1− r5) ≤ (1− r4)♦(1− r4) ≤ 1− r0 < r2

ce qui est une contradiction. Par conséquent (X,M,N, ∗,♦) est de Hausdorff. �

Remarque 5.3.3. Soit (X, d) un espace métrique et soit

M(x, y, t) =
t

t+ d(x, y)
, N(x, y, t) =

d(x, y)

kt+ d(x, y)
k ∈ R+,

la distance floue intuitionistique définie sur X . Alors la topologie τd induite par la dis-

tance d et la topologie τ(M,N) induite par la distance floue intuitionistique (M,N) sont les

mêmes.

Définition 5.3.2. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique. Un sous

ensemble A de X est dit IF-borné s’il existe t > 0 et r ∈ (0, 1) tels que M(x, y, t) > 1− r et

N(x, y, t) < r pour tout x, y ∈ A.

Théorème 5.3.3. Toute partie compacteA d’un espace métrique flou intuitionistique (X,M,N, ∗,♦)

est IF-bornée.

Preuve. Soit A une partie compacte d’un espace métrique flou intuitionistique X . Fixons

t > 0 et 0 < r < 1. Nous considérons un recouvrement ouvert {B(x, r, t) ; x ∈ A} de

A, puisque A est compacte, alors il existe x1, x2, · · · , xn ∈ A tel que : A ⊆ ∪ni=1B(xi, r, t).
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Soient x, y ∈ A, alors il existe 1 ≤ i, j ≤ n tels que x ∈ B(xi, r, t) et y ∈ B(xj, r, t), par

suite

M(x, xi, t) > 1− r et M(y, xj, t) > 1− r.

Posons

α = min{M(xi, xj, t) : 1 ≤ i, j ≤ n},

il est clair que α > 0 et nous avons

M(x, y, 3t) ≥M(x, xi, t) ∗M(xi, xj, t) ∗M(xj, y, t) ≥ (1− r) ∗ (1− r) ∗ α.

Pour t′ = 3t, nous avons

(1− r) ∗ (1− r) ∗ α > 1− s, pour tout 0 < s < 1.

Alors

M(x, y, t′) > 1− s, pour tout x, y ∈ A.

Par conséquent A est IF-bornée. �

Théorème 5.3.4. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou et τ(M,N) une topologie sur

X induite par l’espace métrique flou. Alors pour toute suite {xn} de X , xn −→ x si et

seulement si M(xn, x, t) −→ 1 et N(xn, x, t) −→ 0 lorsque n −→∞.

Preuve. Soit t > 0 fixé et nous supposons que xn −→ x. Alors pour r ∈ (0, 1), il existe

n0 ∈ N tel que xn ∈ B(x, r, t) pour tout n ≥ n0. Alors 1−M(xn, x, t) < r et N(xn, x, t) < r

et par suite

M(xn, x, t) −→ 1 et N(xn, x, t) −→ 0 lorsque n −→∞.

Inversement, si pour tout t > 0, M(xn, x, t) −→ 1 et N(xn, x, t) −→ 0 lorsque n −→ ∞,

alors pour r ∈ (0, 1), il existe n0 ∈ N tel que n ≥ n0. Par conséquent xn ∈ B(x, r, t) pour

tout n ≥ n0, par suite xn −→ x. �

Nous avons aussi le résultat suivant.
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Théorème 5.3.5. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique, pour tout

A ⊂ X et pour tout x ∈ X , nous avons les équivalence des propriétés suivantes :

i) x est un élément de A.

ii) il existe une suite xn ∈ A telle que limxn = x.

Preuve. Nous suposons que x ∈ A, puisque A est à base dénombrable, alors il existe une

suite xn et nous avons

∀ε > 0 et N tel que : n > N ; d(xn, x) < ε

⇒ t+ d(xn, x) < ε+ t

⇒ 1

1 + d(xn, x)
>

1

ε+ t
= 1− ε

ε+ t

⇒M(xn, x, t) > 1− ε

⇒ xn ∈ B(x, ε, t)

⇒ limxn = x.

Inversement, Nous supposons que xn converge vers x. Alors pour r ∈ (0, 1), il existe

n0 ∈ N, pour tout n > n0, nous avons xn ∈ B(x, r, t) et xn ∈ A. Alors B(x, r, t) ∩ A 6= ∅,

par suite x ∈ A. �

Remarque 5.3.4. La deuxième implication est toujours vraie pour tout espace topologique

flou intuitionistique (X, τ), même s’il n’est pas séparé. Mais, pour l’autre implication nous

avons besoin que tout voisinage d’un point a admet une base dénombrable, ce qui vrai

pour les espaces métriques flous intuitionistiques.

Théorème 5.3.6. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique. Alors

a) Une suite (xn) de X est dite de Cauchy si pour tout ε > 0 et t > 0, il existe n0 ∈ N

tels que M(xn, xm, t) > 1− ε et N(xn, xm, t) < ε pour tout n, m ≥ n0.

b) L’espace (X,M,N, ∗,♦) est dit complet si toute suite de Cauchy est convergente

par rapport à τ(M,N)
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Théorème 5.3.7. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique, tel que toute

suite de Cauchy de X a une sous suite convergente, alors (X,M,N, ∗,♦) est complet.

Preuve. Soit (xn) une suite de Cauchy et soit (xin) une sous suite de (xn) telle que xin

converge vers x, on montre que xn converge vers x.

Soit t > 0 et ε ∈ (0, 1), on choisit r ∈ (0, 1) tel que :

(1− r) ∗ (1− r) ≥ 1− ε et r♦r ≤ ε.

Puisque xn est de Cauchy, alors il existe n0 ∈ N tel que

M(xn, xm,
t

2
) > 1− r et N(xn, xm,

t

2
) < r, pour tout m, n ≥ n0.

Puisque xin converge vers x, il existe un entier positif ip tel que ip ≥ n0 vérifiant

M(xip , xm,
t

2
) > 1− r et N(xip , xm,

t

2
) < r

Pour n ≥ n0, nous avons

M(xn, x, t) ≥M(xn, xip ,
t

2
) ∗M(xip , x,

t

2
) > (1− r) ∗ (1− r) ≥ 1− ε

et

N(xn, x, t) ≤ N(xn, xip ,
t

2
)♦N(xip , x,

t

2
) < r♦r ≤ ε

Ainsi (xn) converge vers x, par suite l’espace (X,M,N, ∗,♦) est complet. �

Théorème 5.3.8. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique et A une

partie de X , nous considérons les distances induites suivantes

(MA, NA) = (M/A2×(0,+∞), N/A2×(0,+∞)).

Alors l’espace (A,MA, NA, ∗,♦) est complet si et seulement si A est un sous-espace fermé

de X .
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Preuve. Supposons queA est un sous espace fermé deX et soit (xn)n une suite de Cauchy

de (A,MA, NA, ∗,♦), donc (xn)n est une suite de Cauchy de X , donc il existe un point x de

X telle que xn converge vers x, par suite x ∈ Ā = A, ainsi (xn)n converge dans A et par

conséquent (A,MA, NA, ∗,♦) est complet.

Inversement, par l’absurde, nous supposons que (A,MA, NA, ∗,♦) est complet et A est

non fermé, soit x ∈ Ā\A, donc il existe une suite (xn)n de A qui converge vers x, par suite

(xn)n est une suite de Cauchy, en utilisant la définition, nous avons pour tout 0 < ε < 1 et

t > 0, il existe un entier n0 tels que

M(xn, xm, t) > 1− ε et N(xn, xm, t) < ε, pour tout m,n > n0.

Puisque (xn)n est une suite d’éléments de A, et nous avons

M(xn, xm, t) = MA(xn, xm, t) et N(xn, xm, t) = NA(xn, xm, t).

De plus, (xn)n est une suite de Cauchy de A, et puisque (A,MA, NA, ∗,♦) est un espace

complet, donc il existe y ∈ A telle que xn converge vers y, par suite, pour tout 0 < ε < 1

et t > 0, il existe un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0, nous avons

MA(y, xn, t) > 1− ε et NA(y, xn, t) < ε.

Puisque (xn)n est une suite de A et y ∈ A, de plus

M(y, xn, t) = MA(y, xn, t) et N(y, xn, t) = NA(y, xn, t),

alors (xn)n converge dans (X,MA, NA, ∗,♦) vers x et y, puisque x /∈ A, donc x 6= y ce qui

est une contradiction avec l’unicité de la limite. �

Définition 5.3.3. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique, une collec-

tion {Fn}n est dite a diamètre flou intuitionistique, si pour tout r ∈ (0, 1) et t > 0, il existe

un entier n0 telle que M(x, y, t) > 1− r et N(x, y, t) < r pour tous x, y ∈ Fn0 .

Remarque 5.3.5. Un sous-espace F 6= ∅ d’un espace métrique flou intuitionistique a un

diamètre nul, si et seulement si, F est réduit à un singleton.
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Lemme 5.3.1. Soit (X,M,N, ∗,♦) un espace métrique flou intuitionistique, si t > 0 et

r, s ∈ (0, 1) telles que (1− s) ∗ (1− s) ≥ 1− r et s♦s ≤ r. Alors

B(x, s,
t

2
) ⊂ B(x, r, t).

Preuve. Soit y ∈ B(x, s, t
2
), nous désignons par B(x, s, t

2
) la boule ouverte de centre x

et de rayon s. Puisque B(x, s, t
2
) ∩ B(x, s, t

2
) est non vide, alors il existe un élément z de

B(x, s, t
2
) ∩B(x, s, t

2
) tel que

M(x, y, t) ≥M(x, z,
t

2
) ∗M(y, z,

t

2
) > (1− s) ∗ (1− s) ≥ 1− r,

et

N(x, y, t) ≤ N(x, z,
t

2
)♦N(y, z,

t

2
) < s♦s ≤ r.

Alors y ∈ B(x, r, t) et par suite B(x, s, t
2
) ⊂ B(x, r, t). �



Conclusion

Cette thèse est une contribution à l’étude des espaces topologiques flous intuitionis-

tiques. Après une introduction générale, nous avons décomposé notre travail en cinq cha-

pitres :

Dans le chapitre 1, nous avons présenté la théorie des ensembles flous, sa position par

rapport à la théorie des ensembles classiques. Ensuite, nous avons introduit la théorie des

sous-ensembles flous intuitionistiques et ses propriétés.

Nous avons étudié la notion des espaces super-connexes flous dans le chapitre 2, et

nous avons présenté quelques caractérisations des sous-ensembles super-connexess flous

en utilisant la continuité des fonctions à valeur floue. Notre approche est basée sur les

propriétés des espaces topologiques flous connexes.

Dans le chapitre 3, nous avons défini l’espace topologique flou et l’espace de lindelöf

fermé et le sous espace de lindelöf fermé flou, dans ce chapitre nous avons établi la rela-

tion entre l’espace lindelöf flou, le sous-espace de lindelöf fermé flou et l’espace topolo-

gique flou dénombrable. Ensuite, nous avons donné une généralisation et les propriétés

des espaces de lindelöf.

Dans le chapitre 4, nous avons présenté quelques notions de base de la théorie des en-

sembles flous intuitionistiques, ainsi nous avons donné quelques propriétés importantes

de cette nouvelle théorie.

Dans le chapitre 5, nous avons définit la notion de topologie de hausdroff sur un es-

pace métrique flou, ainsi nous avons montré l’équivalence entre la convergence dans un

77
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espace métrique séparable flou et l’adhérence d’un ensemble flou intuitionnistique.

Le travail présenté dans ce manuscrit nous permettra d’aborder et de traiter certains

axes importants :

1. Développement quelques propriétés topologiques des espaces super-connexes flous

intuitionistiques généralisés.

2. Etudier les espaces fortement super-connexes flous intuitionistiques.

3. Introduire les espaces de Lebesgue flous intuitionistiques.
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