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NOMENCLATURE

A rapport de forme ou d’aspect de la cavité, H/L 

a intensité du flux de chaleur horizontal, (nombre réel)

b intensité du flux de chaleur vertical, (nombre réel)

c        intensité du flux de masse horizontal, (nombre réel)

d        intensité du flux de masse vertical, (nombre réel)

TC gradient horizontal adimensionnel de température,   2AxxT 

SC gradient horizontal adimensionnel de concentration,   2AxxS 

pc capacité calorifique à pression constante, K)(kgJ

D diffusivité massique du fluide, sm2

G accélération gravitationnelle, 2sm

H hauteur de la cavité, m


I tenseur unité

j densité du flux de masse constant, .smKg 2

k indice de consistance pour un fluide d’Ostwald-De Waele, nsPa

L longueur de la cavité, m

Le nombre de Lewis

N       rapport des forces de volume

n indice de comportement ou de structure pour un fluide d’Ostwald-De Waele

hNu nombre de Nusselt local dans la direction horizontale

hNu nombre de Nusselt moyen dans la direction horizontale

vNu nombre de Nusselt local dans la direction verticale

vNu nombre de Nusselt moyen dans la direction verticale

P      pression adimensionnelle (Pa).

Pr nombre de Prandtl généralisé

q densité du flux de chaleur constant, 2mW

TRa nombre de Rayleigh thermique généralisé
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TCRa valeur critique de TRa

cS concentration de référence, 3mKg

S        concentration adimensionnelle

hSh nombre de Sherwood local dans la direction horizontale

hSh nombre de Sherwood moyen dans la direction horizontale

vSh nombre de Sherwood local dans la direction verticale

vSh nombre de Sherwood moyen dans la direction verticale

T température adimensionnelle

cT température de référence, K

 v,u composantes adimensionnelles de la vitesse

 y,x coordonnées adimensionnelles

Lettres grecques

 diffusivité thermique du fluide, sm2

Tβ coefficient d’expansion volumétrique thermique à pression constante, K1

Sβ coefficient d’expansion volumétrique solutal à pression constante, gKm3

*T différence caractéristique de température, K
*S différence caractéristique de concentration, 2mKg



 tenseur des taux de cisaillement ou vitesses de déformation, 1s -

λ conductivité thermique du fluide,  m.KW

 viscosité dynamique newtonienne, Pa.s

a viscosité apparente adimensionnelle pour un fluide d’Ostwald-De Waele



Σ tenseur des contraintes générales, Pa


 tenseur des contraintes visqueuses, Pa

Ω vorticité adimensionnelle

ψ fonction de courant adimensionnelle

ρ densité du fluide
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Exposants

' variables dimensionnelles

Indices

c valeur critique ou valeur relative au centre de la cavité    21,2Ay,x 

p paroi

Symboles mathématiques




opérateur Nabla
2 opérateur Laplacien

: produit dyadique

 produit tensoriel
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INTRODUCTION GENERALE

Le transfert combiné de chaleur et de masse par convection naturelle est présent

dans pas mal de situations pratiques, et il est de ce fait l’un des domaines de recherche

qui jouit d’une importance grandissante auprès des communautés scientifique et

industrielle. La compréhension parfaite de l’ensemble des mécanismes qui le gouverne

permet son contrôle et sa mise à profit.

Dans certains procédés naturels ou industriels, les fluides rencontrés exhibent un

comportement rhéologique non-newtonien. Il convient de mentionner à cet égard :

- tout ce qui est mayonnaise, jus de fruits, yaourts, …, dans les industries agro-

alimentaires,

- les solutions de hauts polymères, polymères fondus,..., dans les industries

chimiques,

- le pétrole et ses dérivées, dans les industries pétrochimiques,

- le sang, dans les industries biomédicales,

- la lave, en géophysique, et bien d’autres.

Ces fluides sont invariablement sujets à des processus d'échanges simultanés de

chaleur et de matière par convection naturelle (thermosolutale), pendant leur

préparation ou transformation jusqu’à l’état final. On est donc appelé à appréhender

tous les problèmes qui en résultent si on veut parvenir à une optimisation des procédés

industriels et à une meilleure conception des systèmes correspondants.

D’un point de vue scientifique, la convection thermosolutale dans les milieux

purement fluides a fait l’objet de nombreuses investigations au cours des dernières

décennies, en raison de son importance dans plusieurs processus naturels et

applications industrielles. Néanmoins, la plupart des études antérieures portant sur ce

phénomène, a attaché un intérêt particulier aux fluides newtoniens (ou non-newtoniens

en milieux poreux). En revanche, très peu de travaux ont été consacrés à la convection

naturelle doublement diffusive dans les fluides ayant un comportement rhéologique

non-newtonien, bien que ceux-ci se trouvent au centre de pas mal d’applications

industrielles. Ceci s’explique par la difficulté à appréhender physiquement les
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mouvements convectifs thermo-solutaux pour ces types de fluides et à les modéliser

mathématiquement. Les fluides qui ont retenu l’attention, dans ce travail, sont les

pseudo-plastiques et les dilatants d’Ostwald-De Waele. Les fluides pseudo-plastiques

sont nombreux et on en trouve comme exemples les suspensions de particules

asymétriques, les solutions de hauts polymères (dérivées de cellulose), les ciments, la

pâte à papier, les colles, les polymères fondus, le savon, les suspensions de détergents,

le napalm et certaines peintures. Quant aux dilatants, ils sont moins fréquents en

pratique et peuvent être incarnés par les suspensions hautement concentrées. Les

solutions d’amidon, les sables mouillés compactés et les huiles polymériques en sont

des exemples types. La compréhension des mécanismes gouvernant les transferts

convectifs thermo-solutaux dans ces fluides constitue un terrain de recherche toujours

fertile.

La présente thèse est, donc, dédiée à l’étude de la convection naturelle

doublement diffusive dans une enceinte rectangulaire remplie d’un fluide, dont le

comportement rhéologique est non-newtonien de type Ostwald-De Waele. La cavité

est sollicitée sur ses frontières par des densités de flux uniformes de chaleur et de

masse. Bien évidemment, et sans aucun doute, la configuration géométrique, les

conditions aux limites et la rhéologie peuvent avoir un impact spécifique sur les

champs d’écoulement, de température et de concentration ainsi que sur les transferts

de chaleur et de masse qui en découlent, et on peut s’attendre à des résultats nouveaux

par rapport à ce qui est plus au moins bien connu dans le domaine. De surcroît, le

caractère visqueux des fluides, visés par la présente étude, et leur faible coefficient de

diffusion massique laissent présager d’énormes difficultés pour les transferts

massiques à atteindre rapidement un régime permanent, contrairement à leurs

homologues thermiques, au sein de tels fluides.

Par ailleurs, les écoulements des fluides non-newtoniens sont, généralement,

régis par un système d’équations différentielles couplées et fortement non linéaires

dont la solution n’est possible, dans la majorité des cas, que par voie numérique.

Toutefois, une solution analytique approchée, même rare, permet d’avoir un aperçu

global sur la physique des phénomènes impliqués dans ce type de problèmes. Par

conséquent, la recherche d’une telle solution est plus que jamais souhaitable.
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Ce mémoire comporte six chapitres. Pour mieux situer le problème qui fait

l’objet de cette étude par rapport aux travaux disponibles, et en l’absence de travaux

sur la double diffusion dans les milieux purement fluides non-newtoniens en

géométries confinées, le premier chapitre est consacré à une étude bibliographique

articulée essentiellement autour des travaux se rapportant à la convection naturelle et

celle doublement diffusive respectivement dans les milieux susmentionnés et ceux

newtoniens.

Le second chapitre introduit brièvement la notion de comportement rhéologique

non-newtonien des fluides considérés où le choix d’une relation constitutive simple

contenant peu de paramètres rhéologiques et permettant une approche réaliste, est une

nécessité absolue. Une telle relation est ensuite injectée dans les équations régissant le

phénomène de convection naturelle doublement diffusive, pour les types de fluides

considérés, pour donner lieu aux équations de Navier-Stokes généralisées. D’autre

part, compte tenu de certaines hypothèses, ces équations sont ensuite simplifiées,

adimensionnalisées et écrites sous deux formulations différentes.

 La première formulation en variables primitives (vitesse, pression), dont

l’utilité est évidente en termes de résolution analytique du problème

unidimensionnel.

 La seconde formulation en variables secondaires (fonction de courant,

vorticité) qui présente plus d’intérêt, particulièrement en terme de coût de calcul

dans le cas d’un problème bidimensionnel, tel que le notre.

Le troisième chapitre fait état des méthodes de résolution mises en œuvre. Ainsi

une méthode numérique du type différences finies, utilisée pour le problème complet,

est intégralement exposée. Pour le problème simplifié, une approche pseudo-

analytique dérivant du concept de l’écoulement parallèle est adoptée.

Les résultats des deux approches, évoquées ci-dessus, sont confrontés dans les

chapitres quatre, cinq et six qui traitent respectivement les cas d’une cavité chauffée et

salée latéralement, transversalement et transversalement en présence d’un flux de

chaleur latéral. Dans ces chapitres, l’effet des paramètres adimensionnels gouvernant

le problème sur les champs d’écoulement, de température et de concentration ainsi que

sur les transferts de chaleur et de masse qui en résultent, est étudié. En outre, le
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problème de multiplicité des solutions est discuté dans le sixième chapitre.

Enfin, une conclusion générale, qui rappelle les principaux résultats obtenus et

met l’accent sur les points importants qui restent à examiner en perspective, vient

clôturer ce mémoire.
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CHAPITRE 1

REVUE DE LA LITTERATURE

1.1. Introduction

Dans la mesure où cette thèse traite de la double diffusion, au sein d’un fluide

non-newtonien confiné dans une cavité rectangulaire horizontale soumise à des

densités de flux de chaleur et de masse uniformes, un rappel des travaux antérieurs

relatifs à un tel phénomène s’impose, ne serait ce que pour situer le problème étudié

dans le contexte bibliographique.

D’autre part, pour se rapprocher du phénomène convectif et savoir de son rôle

crucial dans la nature et dans la pratique industrielle, on propose, au préalable, une

définition de celui-ci tout en citant des exemples concrets s’y rapportant.

Aussi, en raison de la carence des contributions scientifiques en la matière,

l’essentiel des références bibliographiques est orienté vers la convection naturelle

d’origine thermique dans des milieux non-newtoniens et dans des milieux newtoniens

en double diffusion.

1.2. Convection naturelle doublement diffusive

Le transfert de chaleur et de masse par convection naturelle dans un milieu fluide

est dû à la présence simultanée de gradients de température et de concentration. En

effet, dans le champ de gravité terrestre ces gradients induisent une distribution non

uniforme de la densité du mélange et donc une force de poussée statique du type

Archimède qui engendre un écoulement dit de double diffusion avec transport de

chaleur et de matière. Lorsque le rapport des forces de volume thermique et massique

est positif, la convection doublement diffusive est dite coopérante, et elle est qualifiée

d’opposée dans le cas contraire.

Plusieurs situations peuvent être envisagées :

 Dans le cas d’une couche fluide soumise à des gradients horizontaux de

température et de concentration, l’effet de seuil est inexistant lorsque le rapport des
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forces de volume est positif et la configuration sans écoulement n’est jamais stable, ce

qui confirme l’impossibilité d’équilibre statique du fluide dans une telle situation.

 Dans le cas d’une couche fluide soumise à des gradients verticaux de

température et de concentration, le problème est tout à fait différent du précédent et

deux états d’équilibre stable et instable peuvent exister en fonction du sens des

gradients appliqués au fluide. Ainsi, pour une couche fluide chauffée et salée du bas,

on se trouve dans une situation instable car les particules fluides de faible densité sont

situées au-dessous de celles de forte densité. Contrairement au cas des gradients

horizontaux, un mouvement du fluide n’apparaît que lorsque le gradient de densité

excède une certaine valeur critique, appelée seuil d’instabilité. En revanche, pour une

couche fluide chauffée et salée du haut, la stratification de la densité (fluide léger en

haut) conduit à une situation incontestablement stable.

 Un autre cas susceptible d’être intéressant est celui de gradients croisés, dans

lequel la stabilité de l’écoulement et l’existence de la multiplicité de solutions

dépendent du conflit entre les deux gradients mis en jeu.

1.3. Quelques exemples réels où la double diffusion se manifeste

La double diffusion est couramment rencontrée tant dans la nature que dans

l’industrie. Comme exemples, il convient d’en citer :

 les mouvements convectifs dans les océans qui sont dus, principalement, aux

distributions non uniformes des températures et des concentrations du sel ;

 la diffusion des polluants dans l’atmosphère (gaz nocifs), dans le sol (déchets

nucléaires) ;

 la migration de l’humidité ou des sels minéraux dans les sols ;

 la dispersion de contaminants dans la nappe phréatique ;

 l’obtention d’un monocristal à partir d'un mélange fondu lors de la croissance

cristalline ;

 les mécanismes de changements de phases des métaux où la convection affecte

directement la structure micrographique et les propriétés mécaniques et

thermophysiques des alliages ;



CHAPITRE 1 BIBLIOGRAPHIE

T. MAKAYSSI 20137

 les procédés de séchage de différents produits industriels et domestiques ;

 les procédés thermochimiques et électrochimiques ;

 le stockage des gaz liquéfiés dans les pompes à chaleur, à absorption et à

adsorption ;

 dans les réacteurs chimiques ;

 dans les procédés d’oxydation ou de traitements des surfaces métalliques ;

 lors de la migration de l’humidité dans les fibres destinées à l’isolation

thermique ;

 etc…

1.4. Travaux antérieurs sur la double diffusion en milieux newtoniens.

La littérature sur la double diffusion montre que la majorité des travaux sont

conduits en considérant des enceintes rectangulaires. Les ouvrages de Bejan (1983),

Platten et Legros (1984), Nield et Bejan (1992) et Pop et Ingham (2001) constituent

des références de base sur le sujet.

Différentes dispositions géométriques et configurations de gradients de

température et de concentration ont été envisagées.

Pour ce qui est des gradients verticaux, il convient de mentionner les

investigations de Nield, publiées en 1967, qui, du point de vue historique, comptent

parmi les premières qui ont examiné le problème de stabilité dans une cavité

rectangulaire soumise au niveau de ses faces horizontales à des gradients thermique et

solutal verticaux et opposés. En utilisant l’analyse de stabilité linéaire, le seuil de la

convection supercritique a été prédit pour divers types de conditions aux limites. Par

ailleurs, lorsque le soluté et la chaleur jouent respectivement des rôles stabilisant et

déstabilisant, des écoulements convectifs oscillants peuvent se déclencher à un nombre

de Rayleigh bien inférieur à celui supercritique.

Similairement, les investigations théoriques et expérimentales de Turner (1968)

sur les mouvements convectifs induits dans une couche fluide, initialement stratifiée

avec un gradient de soluté et chauffée par le bas, ont révélé la formation successive de

couches convectives.
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De leur côté, Huppert et Moore (1976) ont étudié la transition à la convection

oscillatoire à amplitude finie des écoulements stationnaires. Pour un nombre de

Rayleigh solutal donné, des oscillations symétriques ont été observées au-dessous du

seuil d’instabilité monotone. Quand le nombre de Rayleigh thermique augmente,

l'amplitude des oscillations présentant un aspect asymétrique et apériodique augmente

et l’écoulement bifurque vers un état convectif stationnaire.

Quant à Deane et al. (1987), ils ont mis en évidence, par voies numérique et

expérimentale, l’existence d’ondes progressives, stationnaires, modulées et chaotiques

pour la convection thermosolutale dans une cavité différentiellement chauffée et salée

dans la direction verticale. Aussi, ils ont examiné la transition entre la convection

stationnaire et les différents types d’ondes observées. Dans les mêmes conditions,

Moore et al. (1991) ont identifié différents types de bifurcations.

En considérant une cavité aplatie, Mamou et al. (2001) ont étudié la naissance

et le développement de la double diffusion. Partant de l’état de repos, les seuils

d’instabilité pour des convections stationnaire et oscillante à amplitude finie ont été

déterminés explicitement en terme de paramètres mis en évidence. Pour le mode

diffusif, où le soluté joue le rôle de stabilisant, les auteurs ont démontré que la sur-

stabilité et la convection sous-critique prennent place pour un nombre de Rayleigh

bien en deçà du seuil d’instabilité monotone lorsque le nombre de Lewis est supérieur

à l’unité.

S’agissant de la configuration des gradients horizontaux, on peut citer le travail

de Chang et al. (1993) qui ont étudié les caractéristiques de l’écoulement et des

transferts de chaleur et de masse dans une enceinte carrée. Ainsi, un écoulement

multicellulaire a été graduellement observé et l’analyse spectrale a révélé le

comportement fortement instable de l’écoulement imputé au conflit entre les effets

thermiques et solutaux.

La convection thermosolutale coopérante dans une cavité verticale, confinant un

fluide binaire, a été étudiée dans un premier temps par Bennacer et Gobin (1996) et,

puis, par Gobin et Bennacer (1996). Une analyse d’échelle a permis, dans la première

contribution, de prédire la tendance d’évolution des taux de transfert de chaleur et de

masse en fonction des paramètres gouvernants le problème. Dans la deuxième
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contribution, quatre régimes d’écoulement ont été observés dépendamment du rapport

des forces de volume.

Ghorayeb et Mojtabi (1997) ont étudié la double diffusion dans une cavité

rectangulaire verticale contenant un fluide et ont révélé l’existence de diagrammes de

bifurcation complexes. Dans le cas où le rapport de forces de volume solutale et

thermique est égal à -1, ils ont prouvé l’existence d’une bifurcation transcritique en

fonction du rapport de forme de la cavité.

Dans le cas d’une enceinte carrée, Bardan et Mojtabi (1998) ont examiné

analytiquement la stabilité linéaire, faiblement linéaire et non linéaire de la double

diffusion où les forces de volume thermique et massique sont d’égales intensités et de

sens opposés. L’existence de deux types de solutions convectives stationnaires, sous-

critique et supercritique a été mise en évidence ainsi que leurs seuils d’apparition.

Dans le même type d’enceinte, la naissance des écoulements oscillants, induits

par la convection thermosolutale instationnaire, a fait l’objet d’investigations par

Ghorayeb et al. (1999). Les auteurs ont montré que la transition du régime

d’écoulement stationnaire vers un régime oscillant, pouvant être de nature symétrique

ou asymétrique par rapport au centre de la cavité, se fait dépendamment du nombre de

Lewis.

Pour une cavité élancée, Mamou et al. (1996) ont entrepris des investigations

relatives à la double diffusion. Différentes voies ont été explorées pour décrire le

comportement des transferts thermiques et solutaux. Les résultats issus de l’analyse

d’échelle, de l’approximation de l’écoulement parallèle et de l’analyse numérique

s’accordaient bien dans la limite des valeurs attribuées aux paramètres de contrôle.

Enfin, pour une configuration de gradients croisés, Paliwal et Chen (1980), en

considérant une cavité inclinée soumise initialement à une stratification solutale dans

la direction verticale et par la suite à un chauffage latéral, ont étudié

expérimentalement et théoriquement l’effet de l’inclinaison sur le seuil de la

convection thermosolutale. Celui-ci, se traduisit par la formation périodique de cellules

convectives dont la structure et le régime dépendent fortement de l’angle d’inclinaison.

L’étude de l’effet d’un gradient horizontal de température sur les régimes de

convection stationnaire et oscillant dans une enceinte horizontale, soumise à des
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gradients verticaux de température et de concentration a été menée par Sahai (1999).

Les nombres de Rayleigh critiques correspondant à la naissance des solutions

stationnaires et oscillantes ont été déterminés numériquement pour une large gamme

des paramètres de contrôle. Le gradient horizontal de température a été trouvé

stabilisant / (déstabilisant) pour les grandes / (faibles) valeurs du nombre de Prandtl.

Pour des gradients thermiques horizontaux élevés, le système devint le siège de

phénomènes oscillatoires avec une période diminuant avec le nombre de Rayleigh au-

delà de sa valeur critique.

1.5. Travaux antérieurs sur la double diffusion en milieux non-newtoniens

confinés.

Une recherche bibliographique profonde a permis de constater l’absence totale

d’investigations antérieures sur la double diffusion pour des fluides non-newtoniens

confinés. Tout au plus, on peut citer le travail de Benhadji et al. (2001) et récemment

celui de Ben khelifa et al. (2012) bien que ceux-ci se rapportent au cas d’une couche

poreuse saturée par un fluide non-newtonien à comportement régit par la loi de

puissance d’Ostwald-De Waele.

Les premiers se sont penchés sur le problème de la double diffusion où la

matrice poreuse est chauffée et salée soit horizontalement soit verticalement. Dans les

deux situations, les auteurs sont parvenus à la conclusion d’un transfert de chaleur et

de masse favorisé par le comportement pseudo-plastique et défavorisé par celui

dilatant.

Les seconds ont examiné la convection doublement diffusive et l’effet Soret

pour des flux de chaleur et de masse ascendants. L’accent a été mis essentiellement sur

l’effet de l’indice de comportement sur les conditions d’apparition des différents

régimes de convection et sur les transferts thermiques et solutaux à travers le milieu.

Autrement, tous les travaux relatifs aux milieux purement fluides non-

newtoniens avaient trait à la convection naturelle d’origine thermique. A ce propos, le

lecteur peut être renvoyé aux mémoires de thèses de Turki (1990) et Lamsaadi (2006)

pour s’informer amplement sur la situation.
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1.6. Conclusion

Au terme de cette étude bibliographique, on peut constater que la convection

doublement diffusive en milieux fluides confinés est dominée essentiellement par

l’aspect newtonien où un intérêt particulier a été accordé à la cavité rectangulaire.

Pour combler au moins partiellement, le manque de travaux sur l’aspect non-

newtonien pour des cavités renfermées, le présent travail se propose d’aborder le

problème d’une cavité rectangulaire horizontale remplie de fluides de type Ostwald-De

Waele et soumise à des densités uniformes de flux de chaleur et de masse. D’autre

part, en dépit de la simplicité de la géométrie considérée, la nature particulière des

conditions aux limites thermiques et massiques combinées avec la non linéarité du

comportement rhéologique peuvent donner lieu à des phénomènes dynamiques,

thermiques et solutaux complexes qu’il convient de prédire afin de mieux comprendre

la physique du problème étudié pour d’éventuelles applications pratiques.
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CHAPITRE 2

FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME COMPTE TENU

DU MODELE RHEOLOGIQUE ADOPTE

2.1. Introduction

Dans ce chapitre sont présentées les équations générales qui régissent la

convection naturelle doublement diffusive dans les fluides non-newtoniens, de types

Ostwald-De Waele. Après avoir précisé les hypothèses simplificatrices et les

conditions aux limites associées au problème, ces équations sont écrites sous forme

adimensionnelle dans un système de coordonnées cartésiennes compte tenu de la

configuration géométrique étudiée. Deux formulations peuvent être employées à savoir

la formulation en variables primitives )ST,p, v,u,( et celle en variables secondaires (ψ,

Ω, T, S), c’est cette dernière qui est utilisée en raison des avantages qu’elle présente.

Par ailleurs, il est rare en général d’aboutir à une solution analytique exacte de

ces équations, sauf si des simplifications importantes sont introduites, en raison de leur

aspect couplé, de la forte non linéarité du comportement rhéologique et du

confinement de la géométrie. Cependant, grâce aux développements technologiques,

donnant lieu à des ordinateurs de plus en plus performants, les méthodes numériques

se sont imposées, comme compléments indispensables ou parfois alternatives, aux

méthodes expérimentales qui restent, en général, onéreuses et difficiles à réaliser. Dans

le cadre de cette thèse, le choix d’une méthode aux différences finies a été jugé

suffisant pour la résolution des équations écrites en variables secondaires (ψ, Ω, T, S).

2.2. Position du problème et géométrie considérée

Dans ce travail, on s’intéresse à l’étude de la double diffusion dans un fluide non-

newtonien de type Ostwald-De Waele confiné. La géométrie qui fait l’objet de cette

étude est schématisée sur la figure 2.1. Il s’agit d’une cavité horizontale rectangulaire

soumise au niveau de ses bords à des densités surfaciques uniformes de flux de chaleur

et de masse. C’est l’une des plus expérimentées, choisie pour sa simplicité et la

possibilité qu’elle offre en terme d’approximation bidimensionnelle de l’écoulement
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réel. Trois configurations principales ont été examinées. Dans la première, la cavité est

chauffée et salée latéralement, dans la seconde, la cavité est chauffée et salée

transversalement et dans la troisième, la cavité est chauffée et salée transversalement

en présence d’un flux de chaleur latéral.

Figure 2.1 : Modèle physique et système de coordonnées

2.3. Formulation mathématique

2.3.1. Equations générales

Les équations gouvernant le processus de convection doublement diffusive sont

obtenues à partir des lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement, de

l’énergie et de la concentration. Pour résoudre le problème décrit par de telles

équations, il revient à déterminer les grandeurs inconnues V, p, T et S y intervenant.

En général, ces équations s’écrivent :
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où pc est la chaleur massique à pression constante et


f la résultante des forces de

volume appliquées à l’unité de masse du fluide. La densité , la pression p, la

température T , la concentration S et la vitesse

V , sont les variables principales.

Pour fermer le système, il faut établir des relations définissant le tenseur des

contraintes générales


 , le tenseur des contraintes visqueuses


 , le vecteur flux de

chaleur


q et le vecteur flux de matière


j , en fonction des variables du problème. Pour

un fluide incompressible matériellement simple,


 et


 sont respectivement donnés

par :



 Ip (2.5)

 


 γPT,,γμ2τ a  (2.6)

où


I est le tenseur unité,


 est celui des vitesses de déformation et aμ est la viscosité

apparente du fluide qui dépend de la vitesse de déformation généralisée  , de la

température et éventuellement de la pression.

Quant à


q et


j , ils sont donnés respectivement par les lois phénoménologiques de

Fourier et de Fick

 et D désignent respectivement la conductivité thermique et la diffusivité massique du

fluide.

2.3.2. Loi de viscosité adoptée

Rappelons ici que les fluides non-newtoniens étudiés sont les fluides pseudo-

plastiques et dilatants d’Ostwald-De Waele (1925), pour lesquels la viscosité

apparente s’exprime par la loi de puissance (power-law) couramment adoptée :

Tq 


et SDj 


(2.7)

  1n
a k   (2.8)
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Les deux paramètres empiriques n et k, sont, respectivement, les indices de

comportement et de consistance.

D’autre part, trois situations peuvent être discutées selon la valeur du paramètre n :

- Pour 1n  , on retrouve la loi de comportement d’un fluide newtonien de

viscosité constante kμa  .

- Pour 1n0  , le comportement est pseudo-plastique car la viscosité apparente

décroît avec le taux de déformation. Ce type de comportement, le plus fréquent,

concerne les dispersions de particules asymétriques, les polymères de longue chaîne en

solution dans l’eau ou à l’état fondu, les pâtes à papier, les colles, les ciments, les

produits agroalimentaires, certaines peintures et bien d’autres.

- Pour 1n  , le comportement est qualifié de dilatant. Il est beaucoup moins

fréquent et se caractérise par une augmentation de la viscosité apparente avec la

vitesse de déformation. Il est spécifique des dispersions très concentrées, des solutions

d’amidon, des sables mouillés compactés, de certaines huiles polymériques,…

La figure 2.2 ci-dessous illustre la variation de la contrainte de cisaillement en

fonction du taux de déformation pour ces trois types de fluides.

Figure 2.2: Comportement rhéologique des fluides non-newtoniens
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Figure 2.3

Figure 2.4

Notons, enfin, que la loi (2.8) combine des avantages et des inconvénients dans

la mesure où elle s’éloigne de la réalité à faible et à fort taux de déformation (modèle

tronqué), comme le montre les figures 2.3 et 2.4 qui correspondent respectivement au

cas des fluides dilatants et pseudo-plastiques, on remarque l’existence de deux
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plateaux newtoniens à faible et à forts taux de déformation. Entre les deux zones cette

loi ajuste convenablement les mesures effectuées et offre, parfois par sa simplicité des

développements analytiques, un modèle très convoité aussi bien dans la pratique que

dans la théorie.

Par ailleurs, pour tenir compte des changements de la viscosité apparente avec les

différents gradients de vitesses on introduit le taux de déformation composé ou

généralisé comme suit :

 


ij

2
ij2:2  (2.9)

où  i,jj,iij VV
2
1  sont les composantes du tenseur des taux de déformation qui n’est

autre que la partie symétrique du tenseur gradient de vitesse (Agassant et al. 1989).

2.3.3. Conditions aux limites

Les conditions aux frontières associées au problème considéré sont de deux

types.

2.3.3.1. Conditions dynamiques

Ces conditions expriment l’imperméabilité et le non-glissement des particules

fluides sur les parois rigides de la cavité. Elles s’écrivent comme suit :
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2.3.3.2. Conditions thermiques et massiques

Sur toutes ses parois, la cavité est sollicitée par des densités de flux de chaleur et

de masse uniformes (conditions de type Neumann), ce qui se traduit en termes de loi

de Fourier et de Fick par :
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où a, b, c et d sont des paramètres qui permettent de régler respectivement les

intensités relatives des flux horizontaux et verticaux de chaleur et de matière.

2.4. Hypothèses simplificatrices

Pour résoudre le système d’équations (2.1)-(2.4) auquel sont associées les

conditions aux limites (2.10) et (2.11), un certain nombre d’hypothèses et

d’approximations, généralement admises en convection naturelle, sont faites. Nous

supposons alors que :

 Le vecteur


f de l’équation (2.2) se résume, dans notre cas, à la seule

contribution de la pesanteur


g .

 Dans la plus part des problèmes de convection naturelle, les vitesses du

fluide sont relativement faibles pour considérer l’écoulement comme laminaire, et ce à

cause des gradients auxquels est soumise la cavité qui sont modérés (Siginer et

Valenzuela-Rendon, 2000).

 Le fluide en écoulement est incompressible. Dans le domaine des pressions

avoisinant la pression atmosphérique, les liquides constituent une très bonne

approximation des milieux incompressibles.

 Le fluide est à comportement rhéologique non-newtonien pouvant être décrit

par la relation constitutive (2.6).

 La production de chaleur due aux frottements visqueux,

 Vgrad: , dans

l’équation (2.3) est négligeable. Ceci reste valable tant que la viscosité des fluides non-

newtoniens considérés est relativement faible. Des calculs numériques effectués par

Turki (1990) sur un problème de convection naturelle en considérant des fluides non-

newtoniens confinés (solutions aqueuses de Carboxyméthylcellulose (CMC) à faible

concentration), suivis d’une analyse d’ordre de grandeur, confirment bien la validité de

cette hypothèse.

 La troisième dimension de la cavité est suffisamment grande par rapport aux

deux autres de façon à ce que les effets de bouts deviennent négligeables. Ceci nous

ramène alors à problème bidimensionnel (Siginer et Valenzuela-Rendon, 2000).

 Il n’y a ni réaction chimique ni source interne de chaleur ou de masse.
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 Le transfert radiatif de chaleur est négligeable en raison des températures des

parois qui sont modérées.

 Les interactions entre les transferts de chaleur et de masse, connues

respectivement sous le nom d’effets Soret et Dufour, sont négligeables.

 Les propriétés thermophysiques du fluide sont constantes à l’exception de la

densité qui varie linéairement avec la température et la concentration. Elle est donnée

par la relation suivante (Gray et Giorgini, 1976) :

 )SS()TT(1 0S0T0  (2.12)

Dans cette expression, T et S représentent respectivement les coefficients

d’expansion thermique et solutal du fluide qui sont définis par :

   S,pT Tρρ1β  et    T,pS Sρρ1β  (2.13)

2.5. Equations adimensionnelles en formulation primitive

Pour adimensionnaliser les équations (2.1)-(2.4) associées aux conditions aux

limites (2.10) et (2.11), nous introduisons les variables suivantes:

  2Htt ,  y,xH1)y,x(  ,  v,uH)v,u(  ,

  *
c ΔTTTT  ,   *

c ΔSSSS  ,  2HPP  ,  HqΔT*

DHjΔS*  ,  2HΩ  et αψψ 

(2.14)

cT et cS sont respectivement la température et la concentration de référence, *ΔT et
*ΔS sont respectivement les différences caractéristiques de température et de

concentration et  désigne la diffusivité thermique du fluide. Après les substitutions

les équations deviennent :

0
y
v

x
u







 (2.15)
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où, a est la viscosité apparente adimensionnelle qui a pour expression :

2
1n

222

a x
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 (2.20)

Dans ces nouvelles équations nous notons la présence de quatre groupements

adimensionnels, appelés nombres de Prandtl et de Rayleigh thermique généralisés,

nombre de Lewis et rapport des forces de volume. Ils sont donnés respectivement par :

 
n2

n22HkPr 






 ,   





n

2n2
T

T k
qHgRa ,

D
Le 
 et *

T

*
S

T
SN



 (2.21)

TRa mesure en fait l’importance relative de la poussée d’Archimède qui provoque le

mouvement du fluide par rapport aux forces visqueuses et la diffusion thermique qui

tendent à supprimer ce mouvement. Le nombre Pr compare les effets de la diffusion de

la quantité de mouvement et celle de la chaleur. Le nombre Le compare les effets de la

diffusion de  quantité de la matière et celle de la chaleur. Quant au nombre N, il

rapporte la force de volume d’origine solutale et celle d’origine thermique, N peut être

positif ou négatif selon le signe de S . Lorsque N est positif, les gradients thermique et

solutal coopèrent pour déstabiliser l’état de repos du fluide, dans ce cas la convection
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doublement diffusive est qualifiée de coopérante alors que dans le cas contraire elle est

dite opposée. Tous les résultats obtenus dans la présente thèse concernent le cas

coopérant ( 0N  ).

Pour 1n  , Pr et TRa recouvrent leurs expressions newtoniennes pourvue que k

soit remplacé par la viscosité newtonienne .

2.6 Equations adimensionnelles en formulation secondaire

En général en convection naturelle, la notion de pression est sans intérêt pratique.

L’utilisation donc de la formulation fonction de courant-vorticité ( Ωψ ), qui consiste

à éliminer la pression, réduit le nombre d’équations de 5 à 4. Cette formulation est

bénéfique car elle permet de réduire le temps de calcul. Elle présente aussi l’avantage

de tracer directement les lignes de courant qui sont des courbes caractérisées par, ψ

constante, et qui apportent de précieuses informations sur la structure de l’écoulement.

Le principe repose sur le fait d’introduire, à partir des composantes horizontale et

verticale de la vitesse, la fonction de courant, ψ, et la vorticité, Ω, telles que :

x
ψv;

y
ψu







 (2.22)

y
u

x
vΩ






 (2.23)

la vorticité représente la troisième composante du rotationnel de la vitesse qui est

normal au plan ( oyox, ).

En introduisant ces nouvelles variables, les équations adimensionnelles

deviennent:

   
Ω

aa2
a S

y
Ω

y
μ

x
Ω

x
μ2μPr

y
vΩ

x
uΩ

t
Ω








































 (2.24)

pour le transport de la vorticité,

    T
y

vT
x

uT
t
T 2










 (2.25)

pour l’énergie,
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    S
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 (2.26)

pour la concentration, et

Ωψ2  (2.27)

pour la fonction de courant, où le terme source, ΩS , a pour expression :
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(2.28)

Les conditions aux frontières en forme adimensionnelle s’écrivent,

0c
x
Sa

x
Tψvu 







 pour 0x  et Ax  (2.29)

0d
y
Sb

y
Tψvu 







 pour 0y  et 1y  (2.30)

Noter ici que les équations de transport de la vorticité, de l’énergie et de la

concentration sont écrites sous forme conservative, compte tenu de l’hypothèse

d’incompressibilité.

Aussi, les conditions aux limites demeurent celles données par (2.29) et (2.30), à

l’exception de Ω qui est inconnue sur celles-ci et pour laquelle une approche

numérique est proposée dans le chapitre 3.

2.7. Transfert de chaleur et de masse

Dans le domaine de l’ingénierie, la connaissance des quantités de chaleur et de

matière, échangées ou transférées, est primordiale pour le dimensionnement des

systèmes sièges d’échanges thermiques et massiques. Les groupements

adimensionnels traduisant ces échanges sont le nombre de Nusselt et de Sherwood.

2.7.1. Transfert de chaleur et de masse dans la direction horizontale
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Les nombres de Nusselt et de Sherwood, qui mesurent respectivement les

transferts locaux de chaleur et de masse dans la direction horizontale, sont définis

comme suit :

     A)y(TΔa)y(TΔAaLTΔqayNu hhhh  (2.31)

     A)y(SΔc)y(SΔAcLSΔDjcySh hhhh  (2.32)

où    A,yT,y0T)y(TΔ h  et    A,yS,y0S)y(SΔ h  représentent les différences

adimensionnelles locales de température et de concentration entre les deux parois

verticales pour 0x  et Ax  .

Cependant, les expressions (2.31) et (2.32) présentent l’inconvénient d’introduire

des imprécisions dans les valeurs de hNu et de hSh , liées aux effets de bord. Pour

améliorer la précision, hNu et hSh seront calculées sur la base d’une différence de

température et de concentration entre deux sections verticales infiniment voisines

(distantes de δx ) et symétriques par rapport à la section centrale, pour 2Ax  , soit

par analogie avec (2.31) et (2.32)

      2Ax0δx0δxh xTaδxδT1limaδTδxlimayNu 
 (2.33)

      2Ax0δx0δxh xScδxδS1limcδSδxlimcySh 
 (2.34)

Quant aux transferts globaux dans la même direction, on utilise les nombres de

Nusselt et de Sherwood moyens donnés par :

 
1

0
hh dyyNuNu et  

1

0
hh dyyShSh (2.35)

2.7.2. Transfert de chaleur et de masse dans la direction verticale

Les nombres de Nusselt et de Sherwood, qui mesurent les transferts locaux de

chaleur et de masse dans la direction verticale, sont définis par :

    )x(TΔbHTΔqbxNu vvv  (2.36)

    )x(SΔdHSΔDjdxSh vvv  (2.37)
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où )1,x(T)0,x(T)x(TΔ v  et )1,x(S)0,x(S)x(SΔ v  ne sont autres que les différences

adimensionnelles locales de température et de concentration entre les deux parois

horizontales pour 0y  et 1y  . A noter que, lorsque l’écoulement est parallèle,

 xNuv et  xSh v demeurent inchangés dans la partie centrale de la cavité.

L’intégration de (2.36) et (2.37) le long de la paroi horizontale donne lieu aux

nombres moyens de Nusselt et de Sherwood,


A

0
vv xd)x(Nu

A
1Nu et 

A

0
vv xd)x(Sh

A
1Sh (2.38)

exprimant les taux globaux de transfert de chaleur et de masse dans la direction

verticale.
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CHAPITRE 3

METHODES DE RESOLUTION

3.1 Méthode numérique

3.1.1 Méthode des différences finies

Bien que la formulation ( ST,,, ) offre plus d’avantage au niveau de la

réduction du nombre d’équations, qui forment un système d’équations aux dérivées

partielles non-linéaires fortement couplées que seule la simulation numérique permet

sa résolution.

La méthode des différences finies est la plus ancienne des méthodes numériques, qui a

été introduite au 18ème siècle par Euler, et s’avère la plus adaptée et la plus facile à

utiliser pour des problèmes à géométrie simple. Celle-ci consiste en la discrétisation du

domaine physique, par le biais d’un maillage uniforme (Figure 3.1), en un nombre fini

de points appelés nœuds, dont chacun peut être identifié par un couple d’indice (i, j).

Ainsi, les valeurs des variables recherchées sont calculées sur chaque nœud. Les

équations gouvernant le problème sont, donc, approximées par un système d’équations

algébriques dans lesquelles les valeurs des variables aux nœuds sont les inconnues.

Figure 3.1 : Maillage en (i, j) et repère cartésien en (x, y)
x

y

i-1 i i+11 mx+1

1
j-1

j+
1

j
n y

+
1

Pourtour du domaine Intérieur du domaine
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3.1.2 Discrétisation des équations

A l’intérieur du domaine, les dérivées partielles spatiales, apparaissant dans les

équations de base, sont discrétisées selon un schéma centré aux différences finies. Ce

choix est lié à la nature du problème étudié : les informations sont connues à l’amont

et à l’aval d’une cavité fermée et les termes diffusifs se trouvent pondérés par un

facteur supérieur ou égal à l’unité.

3.1.2.1. Termes transitoires

Des différences finies, de premier ordre, avancées sont adoptées pour la

discrétisation des dérivées temporelles. Ainsi, en considérant les valeurs d’une

fonction scalaire f entre les instants tnΔt n  et Δttt n1n  , on obtient :

t
ff

t
f n

i,j
1n

i,j
1n

i,j 





 

(3.1)

3.1.2.2. Termes convectifs

Les termes convectifs des équations (2.24)-(2.26) écrites sous une forme

conservative sont approchés par :

Δx2
fufu

x
(uf) n

j1,i
n

j1,i
n

j1,i
n

j1,i
n

ji,

 



 (3.2)

3.1.2.3. Termes diffusifs et de sources

A l’intérieur du domaine, les dérivées première, seconde et croisée, apparaissant

dans les équations (2.20) et (2.22) à (2.28), sont approximées par :

Δx2
ff

x
f j1,ij1,i

ji,

 

 (3.3)

2
,j1ii,j,j1i

i,j
2

2

x
ff2f

x
f







  (3.4)

et

yx4
ffff

yx
f 1,j1i1,j1i1,j1i1,j+1i

i,j

2







  (3.5)
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Sur le pourtour du domaine, les dérivées partielles exprimant les conditions aux

limites sont discrétisées, à l’ordre deux, à l’aide d’un schéma aux différences finies

décentrées en amont,

x2
f3f4f

x
f i,j,j1i,j2i

i,j 





 

y2
f3f4f

y
f i,j1i,j2i,j

i,j 





  (3.6)

ou en aval,

x2
f3ff4

x
f i,j,j2i,j1i

i,j 





 

y2
f3ff4

y
f i,j1i,j1i,j

i,j 





  (3.7)

3.1.3 Résolution des équations gouvernantes

3.1.3.1. Equations de la vorticité, de l’énergie et de la concentration

La méthode implicite des directions alternées (ADI) est choisie comme outil de

résolution des équations de la vorticité (2.24), de l’énergie (2.25) et de la concentration

(2.26). Celle-ci, fréquemment utilisée dans le cas des fluides newtoniens, a été étendue

avec succès au cas des fluides non-newtoniens par Ozoe et Churchill (1972), Turki

(1990), Naïmi (2001) et Lamsaadi (2006) ou Amari et al. (1994) et Bian et al. (1994)

et récemment Ben Khelifa et al. (2012). Elle donne lieu à deux systèmes matriciels

tridiagonaux dans les deux directions. L’un est obtenu en discrétisant implicitement

selon x et explicitement selon y, et vice-versa pour l’autre. Son principe consiste à

écrire, au cours d’un premier demi-pas de temps 2Δttt n21n  , les équations

d’évolution pour les inconnues Ω , T et S de manière implicite dans une direction

déterminée (les autres variables apparaissent explicitement). Par contre, pour

l’intégration au cours du second demi-pas de temps 2Δttt 21n1n   , une inversion de

la direction des termes implicites permet d’obtenir finalement toutes les valeurs de Ω ,

T et S.

D’autre part, puisque les équations (2.24), (2.25) et (2.26) présentent des formes

similaires, elles peuvent être écrites sous la forme générale suivante :

f2

2

2

2
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y
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x
f

x
Λ2

y
f

x
fΛ

y
(vf)

x
(uf)
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f















































 (3.8)

 Pour  SS,Pr fa et Ωf  , on retrouve l’équation de la vorticité.
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 Pour 0S,1 f  et Tf  , on recouvre l’équation de l’énergie.

 Pour 0S,Le1 f  et Sf  , on recouvre l’équation de la concentration.

3.1.3.1.1. Schéma implicite en x et explicite en y

C’est un schéma aux différences centrées, au temps 21nt  pour les dérivées en x

et au temps nt pour les dérivées en y, la discrétisation des dérivées partielles est faite

selon :
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 (3.9)

où n
j,if représente la valeur discrète de la fonction f à l’instant tnt n  et 21n

j,if  la

valeur discrète intermédiaire qui servira pour la détermination de 1n
j,if  à l’instant

ttt n1n  . Ainsi, après réarrangement, on aboutit à un système d’équations

implicites de la forme :
x

j,i
21n

j,1i
x

j,i
21n

j,i
x

j,i
21n

j,1i
x

j,i DfCfBfA  



 (3.10)

3.1.3.1.2. Schéma implicite en y et explicite en x

C’est un schéma aux différences finies centrées, au temps 1/2nt  pour les dérivées

en x et au temps 1nt  pour les dérivées en y. La discrétisation des dérivées partielles

étant faite selon :
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n
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 (3.11)

où 21n
j,if  et 1n

j,if  désignent les valeurs discrètes de la fonction f aux instants respectifs

21nt  et 1nt  . Là aussi, on peut arranger l’équation ci-dessus sous la forme :

y
ji,

1n
1ji,

y
ji,

1n
ji,

y
ji,

1n
1ji,

y
ji, DfCfBfA  




 (3.12)

La résolution des systèmes d’équations (3.10) et (3.12), conduit généralement à

l’inversion d’une matrice tridiagonale.

3.1.3.2. Equation de Poisson pour la fonction de courant

Une fois discrétisée à l’aide d’un schéma centré classique, l’équation de Poisson

pour la fonction de courant (2.27), est résolue avec la méthode de sur-relaxation

successive par point (PSOR), qui n’est autre que la méthode de Gauss-Seidel relaxée.

La valeur de la fonction de courant aux nœuds est alors calculée à partir de

  j,i
2iter1

1-ji,
iter1

1ji,
iter1

j1,-i
iter1

j1,i
iter1

ji,
1+iter

ji, ΩΔxψψψψψ)(ψ 



 
22

212
1 (3.13)

où ΔyΔx et  est le coefficient de sur-relaxation, dont la valeur optimale est

donnée par la relation de Frankel (1950) :
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 (3.14)
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 (3.15)

Dans l’expression (3.15), valable uniquement pour un maillage rectangulaire

uniforme, xm et ym désignent respectivement les nombres d’intervalles dans les

directions x et y. A noter ici que pour 1 , la procédure est identique à celle de

Gauss-Seidel.

Dès lors, les composantes du champ de vitesse, ji,u et ji,v , et la viscosité

apparente, j,aiμ , s’en déduisent :
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 (3.18)

3.1.3.3. Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont discrétisées selon un schéma aux différences

finies décentré avant ou arrière selon la paroi considérée.

 Paroi verticale gauche ( 0x  ) :

0ψvu j,1j,1j,1  ,
3

xaΔ2TT4
T j,3j,2

j,1


 et

3
xcΔ2SS4

S j,3j,2
j,1


 (3.19)

 Paroi verticale droite ( Ax  ) :

0ψvu j,1mj,1mj,1m   ,

3
xaΔ2TT4

T j,1mj,m
j,1m


 

 et
3

xcΔ2SS4
S j,1mj,m

j,1m


 



(3.20)

 Paroi horizontale inférieure ( 0y  ) :

0ψvu 1,i1,i1,i  ,
3

ybΔ2TT4
T 3,i2,i

1,i


 et

3
ydΔ2SS4

S 3,i2,i
1,i


 (3.21)

 Paroi horizontale supérieure ( 1y  ) :

0ψvu 1n,i1n,i1n,i   ,

3
ybΔ2TT4

T 1n,in,i
1n,i


 

 et
3

ydΔ2SS4
S 1n,in,i

1n,i


 



(3.22)

Pour ce qui est de la vorticité, Ω, aux bords, n’y étant pas explicitement donnée,

elle constitue l’une des principales difficultés de la formulation Ωψ  . Pour remédier à
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ce problème, l’approchée de Woods (1954), fréquemment utilisée pour sa précision,

s’impose. Soit

 p1p1pp ψψ
nΔ
3Ω

2
1Ω   2 (3.23)

où p désigne la paroi et nΔ le pas d’espace dans la direction normale à cette paroi.

D’autre part, l’inconvénient majeur du modèle d’Ostwald-De Waele réside dans

le fait que, pour 1n0  , il conduit à une viscosité apparente infinie lorsque les

gradients de vitesse tendent vers zéro, ce qui rend impossible toute résolution

numérique. Pour pallier ceci, une meilleure alternative consiste à utiliser une valeur

moyenne pour la viscosité aux coins de la cavité, là où toutes les vitesses s’annulent,

obtenue par extrapolation de cette grandeur intrinsèque le long des deux frontières, ce

qui présente l’avantage de garantir aussi la stabilité des calculs.

3.1.4. Critère de convergence

A chaque pas de temps, t , qui varie dans cette étude entre -710 et -410

dépendamment des paramètres gouvernants, la fonction de courant, ψ, est calculée à

partir du champ de vorticité et comparée à celle obtenue à l’itération précédente. Ce

processus est répété jusqu’à ce que le critère de convergence

  
j,i

1iter
j,ic

j,i

iter
j,i

1iter
j,i ψεψψ (3.24)

soit satisfait. A signaler que le paramètre cε , dont le choix n’est pas libre, doit être

suffisamment petit de sorte que de grandes erreurs de troncature ne puissent

s’introduire, tout en restant au-dessus des erreurs d’arrondis ( -4
c

-5 10ε10  ).

3.1.5 Caractérisation du régime permanent

Pour le problème traité, le régime permanent est atteint lorsque le critère
1n

j,ip
n
j,i

1n
j,i fεff   (3.25)

est vérifié pour toute variable indépendante, f, pouvant être T, S, Ω ou ψ, pε étant de

l’ordre de 4-10 .
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3.2 Méthode analytique

3.2.1. Introduction

Les équations de la convection, présentées dans le chapitre 2, sont tellement

couplées et non linéaires qu’il est pratiquement impossible de les résoudre

analytiquement, surtout lorsque le milieu fluide est confiné. Cependant, il existe des

situations particulières, dépendant des conditions aux limites thermiques et massiques

et du rapport d’aspect, pour lesquels lesdites équations se simplifient considérablement

pour donner lieu à une solution analytique approximée du problème (Cf. Chapitres 4, 5

et 6). Celle-ci, bien qu’elle s’applique à des cas rarement rencontrés dans la pratique,

elle permet de donner un aperçu général et une description qualitative des phénomènes

observés, tout en permettant, grâce à sa flexibilité et à sa manipulation aisée, une

compréhension rapide de ceux-ci.

En outre, cette solution analytique, lorsqu’elle existe, constitue, à titre de

validation, une référence incontestablement fiable pour le code numérique utilisé.

3.2.2. Approximation de l’écoulement parallèle

Cette approximation exploite, dans le cas d’une cavité de grand rapport d’aspect

)1A(  , le parallélisme de l’écoulement et la stratification de la température et de la

concentration qui se traduisent, respectivement, loin des bords latéraux par :

   yux,yu  ,   0x,yv  et    yψx,yψ  (3.26)

     yθ2AxCx,yT TT  et      yθ2AxCx,yS SS  (3.27)

où les constantes   2AxT xT=C  et   2AxS xS=C  ne sont autres que les gradients

longitudinaux de température et de concentration.

3.2.2.1. Equations gouvernantes approximées

Moyennant les hypothèses ci-dessus, les équations (2.24)-(2.26), du chapitre 2, se

simplifient pour devenir,
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  ERaNCCRa
yd
ψd

yd
ψd

yd
d

yd
ud

yd
ud

yd
d

TSTT2

21n

2

2

2

21n

2

2
























 

(3.28)

2
T

2

TT yd
θd

yd
dψCuC  (3.29)

2
S

2

SS yd
θd

Le
1

yd
dψCuC  (3.30)

les conditions aux limites associées à ces équations sont alors

0d
yd

dθb
yd

dθψ
yd

dψu ST  pour 0y  et 1 (3.31)

auxquelles s’ajoute la condition de l’écoulement de retour

  0dyyu
1

0

 (3.32)

qui traduit la conservation de la matière.

3.2.2.2. Intégration des équations approximées

L’intégration des équations (3.28), (3.29) et (3.30), associées aux conditions aux

limites (3.31) et à la condition (3.32), est complexe et requiert un traitement numérique

spécial. En effet, la non linéarité du comportement et le changement du signe du

gradient de vitesse, dû à l'écoulement de retour, imposent que les expressions de la

vitesse, et par conséquent celles de la fonction de courant, de la température et de la

concentration, soient différentes selon que 0yy0  , 10 yyy  ou 1yy1  , où 0y

et 1y sont les valeurs de y pour lesquelles 0dydu  . Pour simplifier les expressions

des variables recherchées, il est utile d’introduire la fonction   2yy2y2yyf 10
2 

Ainsi, pour 0yy0  ,

    











 

y

0

n1n1
T

n1 dyyfRaEyu (3.33)

    























  

y

0

y

0

n1n1
T

n1 dydyyfRaEyψ (3.34)
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      0θybdydydyyfRaECyθ T

y

0

y

0

y

0

n1n1
T

n1
TT 




































    (3.35)

pour 10 yyy 

       











 

00 y

y

n1
y

0

n1n1
T

n1 dyyfdyyfRaEyu (3.36)

       

















  

y

y

y

y

n1
y

0

n1
0

n1
T

n1

0

00

dydyyfdyyfyyRaE)y(ψ

  

















  

0y

0

y

0

n1 dydyyf (3.37)

         
































   

y

y

y

y

y

y

n1
y

0

n1
2

0n1
T

n1
TT

0 0

00

dydydyyfdyyf
2
yy

RaECyθ

         0θybdydydyyfdydyyfyy T

y

0

y

0

y

0

n1
y

0

y

0

n1
0

00












































     (3.38)

et pour 1y1 y

          











 

y

y

n1
y

y

n1
y

0

n1n1
T

n1

1

0

1

0

dyyfdyyfdyyfRaEyu (3.39)

           





 

0

1

0 y

y

n1
1

y

0

n1
0

n1
T

n1 dyyfyydyyfyyRaEyψ

        











































     dydyyfdydyyfdydyyf

y

y

y

y

n1
y

0

y

0

n1
y

y

y

y

n1

1 1

01

0

0

(3.40)
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0
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y

n1
y

y

y

1

y

y

n1 dydydyyfdydydyyf

           












00 y

0

y

0

n1
01

y

0

n12
01 dydyyfyydyyfyy

2
1

    0θybdydydyyf T

y

0

y

0

y

0

n1
0































    (3.41)

En utilisant les deux équations (3.29) et (3.30) et les conditions aux limites

(3.31), l’expression de  yS se déduit de celle donnant  yT par l’expression

    



 









2
1yd

C
CbLeyθ

C
CLeyθ

T

S
T

T

S
S

(3.42)

En injectant (3.33), (3.36) et (3.39) dans (3.32) et en exploitant la relation

1yy 10  , traduisant la symétrie centrale du problème, 0y et 1y sont calculées à l’aide

d’une procédure numérique combinant les méthodes itératives de Regula-Falsi

(appelée encore méthode de la corde ou de la fausse position) et Wegstein (ou méthode

des substitutions successives améliorée par introduction du promoteur de convergence

de Wegstein) (Gourdin et Boumahrat, 1989) et la méthode d’intégration de Gauss-

Legendre (Sibony et Mardon, 1982).

L’introduction de 0y et 1y dans la présente analyse théorique est liée au

changement du signe de dydu , dû à l’effet de recirculation, qui, avec le caractère non

linéaire de (3.28), font que l’intégration de cette dernière ne peut être effectuée

directement et il apparaît, donc, nécessaire de considérer trois régions caractérisées par

des signes, de dydu , opposés de part et d’autre de 0y et 1y . Pour un fluide newtonien

( 1n  ), le problème susmentionné ne se pose guère et l’intégration de (3.28) est

directe.

Dans le tableau 3.1, sont reportées les valeurs de 0y en fonction des celles de n.
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n
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0y 0.199 0.206 0.211 0.216 0.219

Tableau 3.1: Dépendance de
0y de n.

Une grandeur essentielle dans l’analyse de l’écoulement est la fonction de courant

au centre de la cavité. Elle mesure l'intensité du courant de convection et qui a pour

expression :

      





 

0y

0

n1
0

n1
T

n1
c dyyfy21RaE21,2Aψψ

     






























   

21

y

y

y

n1
y

0

y

0

n1

0

00

dydyyfdydyyf (3.43)

3.2.2.3. Transfert de chaleur et de masse

En prenant en considération la nature centro-symétrique du problème, les

nombres de Nusselt et de Sherwood définis dans le chapitre 2, qui caractérisent les

transferts de chaleur et de masse dans les directions horizontale et verticale, prennent

les formes simples suivantes :

hTh NuCaNu  et hSh ShCcSh  (3.44)

 0θ2bNu Tv  et  0θ2dSh Sv  (3.45)

3.2.2.4. Evaluation des constantes TC , SC ,  0θ T et  0θS

Pour déterminer les constantes TC et SC , une procédure, due originalement à

Bejan (1983), est utilisée. Elle consiste en l’intégration des équations de l’énergie

(2.25) et de la concentration (2.26) , sur le volume de contrôle choisi arbitrairement

dans la figure 1.1, en prenant en compte les conditions aux frontières (3.31) et la

condition (3.32) et en raccordant avec la région de l’écoulement parallèle, soit :
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1

0
TT dyyθyuaC et    

1

0
SS dyyθyuLecC (3.46)

D’autre part, en exploitant la symétrie centrale de l’écoulement il vient :

      




 
 

0y

0

n1
2

0n1n1
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    (3.47)

Ou nG a pour expression :
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En utilisant l’équation (3.42),  la valeur de  0θS se déduit de celle donnant  0θ T

par :

    









T

S
T

T

S
S C

C
bLed

2
10

C
C

Le0 (3.48)

En remplaçant  yu ,  yθ T et  yθ S par leurs expressions dans les équations

(3.46), on obtient les expressions suivantes pour les cœfficients TC et SC :

1ERaA
ERabBa

C n2n2
Tn

n1n1
Tn

T 


 et
1ERaALe

ERadLeBcC n2n2
Tn

2

n1n1
Tn

S 


 (3.49)

En portant ces expressions dans ST NCCE  , on obtient l’équation non linéaire

transcendante en E suivante,
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    0NcaEERaBNdLebERaANcaLe

ERaA1LeERaBANdLebLeERaALe
n1n1

Tn
n2n2

Tn
2

n21n2
Tn

2n3n3
Tnn

2n41n4
T

2
n

2



 

(3.50)

où nA et nB sont des coefficients définis par :

     
 







 










1

0
n1

T
n1

T

TT
n1

T
n1n dy

RaEC
by0θyθ

RaE
yuA et

 

1

0
n1

T
n1n dy

RaE
yuyB (3.51)

et calculés en utilisant la méthode d’intégration numérique de Gauss-Legendre. Le

tableau 3.2 donne leurs valeurs en fonction de celles de n.

n
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

nA -0.485 10-7 -0.599 10-6 -0.276 10-5 -0.768 10-5 0.160 10-4

nB 0.186 10-3 0.651 10-3 0.139 10-2 0.231 10-2 0.333 10-2

Tableau 3.2 : Dépendance des coefficients
nA et

nB avec n.

Partant de ceci, les valeurs de E sont obtenues en résolvant numériquement

(3.50), pour des valeurs données de a, b, c, d, n, Le, N et TRa , par la mise en œuvre de

la méthode itérative de Regula-Falsi dont le résultat est utilisé en tant qu’estimé initial

pour démarrer le processus itératif avec une méthode plus précise telle que celle de

Wegstein.

Il convient de noter qu’en régime de diffusion pure qui correspond à 0Ra T  ,

les équations (3.47), (3.48) et (3.49) se simplifient et deviennent respectivement

  2b0θ T  ,   2d0θ S  , aC T  et cCS  , et en se référant à (3.44) et (3.45),

les quantités hNu , hSh , vNu et vSh tendent tous vers l’unité.
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CHAPITRE 4

CONVECTION NATURELLE DOUBLEMENT DIFFUSIVE DANS UNE

CAVITE RECTANGULAIRE HORIZONTALE CHAUFFEE ET SALEE

LATERALEMENT

4.1. Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse au cas d’une cavité soumise à des densités

uniformes de flux horizontaux de chaleur et de masse sur ses faces verticales, celles

horizontales étant supposées adiabatiques et imperméables ( 0dbet1ca  ). On

examine l’influence des paramètres adimensionnels intervenant dans le problème

étudié sur les champs d’écoulement, de température et de concentration ainsi que sur

les différents transferts qui en résultent.

4.2. Choix du maillage

La précision des résultats numériques est liée au choix du maillage, lequel

dépend du rapport d’aspect de la cavité, A, et de la nature de la solution. Comme le

laisse prédire la nature des conditions aux limites thermiques et massiques, pour

1A  le problème peut avoir une solution analytique loin des bords latéraux. Pour

trouver un compromis entre le temps de calcul et la précision des résultats, des essais

numériques préliminaires ont été conduits avec des grilles de maillage de tailles

variées pour 24A  , 5
T 10Ra  , 10Le  , 1N  et différentes valeurs de n (Les raisons

du choix de la valeur de A sont précisées ci-dessous). La procédure adoptée consiste à

raffiner le maillage jusqu’au recouvrement des résultats analytiques avec une précision

raisonnable (Tableau 4.1). Ainsi, le maillage devient presque sans influence à partir

d’une grille de taille (321,81) où l’erreur n’excède pas 5% pour les quantités cψ , hNu

et hSh par comparaison à leurs valeurs analytiques. Le tableau 4.2 montre qu’une telle

grille est suffisante pour modéliser convenablement la double diffusion au sein de la

cavité considérée.
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4.3. Valeur du nombre de Prandtl susceptible de caractériser les fluides

considérés

Pour les fluides non-newtoniens considérés dans cette étude, les valeurs

rencontrées pour le nombre de Prandtl, Pr, sont très élevées ce qui rend négligeable la

contribution des termes convectifs dans l’équation de transport de la vorticité (2.24).

Par conséquent, la convection devient insensible à toute variation des grandes valeurs

de ce paramètre. Cet effet a été mis en évidence numériquement par un certain nombre

d’auteurs dont Lamsaadi (2006) qui a considéré 1000Pr  comme valeur asymptotique

dans son étude concernant la convection naturelle dans une cavité rectangulaire

horizontale, mais il a fini par faire tendre Pr à l’infini étant donné l’avantage que cela

présente en termes de temps de calcul. Dans la présente étude, nous avons opté pour ce

choix.

cψ
n Grilles (281,81) (301,81) (321,61) (321,81) (321,101)

0.6 18.34 19.29 18.72 19.1 19.00

1.0 8.17 8.59 8.34 8.51 8.48

1.4 4.38 4.61 4.48 4.57 4.56

hNu

n Grilles (281,81) (301,81) (321,61) (321,81) (321,101)

0.6 134.746 141.71 137.56 140.3 139.56

1.0 29.335 30.854 29.95 30.549 30.441

1.4 9.267 9.747 9.46 9.652 9.641

hSh

n Grilles (281,81) (301,81) (321,61) (321,81) (321,101)

0.6 14133.20 14560.36 12555.37 13500.4 13459.88

1.0 2905.28 2999.99 2622 2850 2792.99

1.4 844.80 890.70 794.87 863.99 829.43

Tableau 4.1 : Effet du maillage sur la fonction de courant, le nombre de Nusselt et le nombre de
Sherwood pour 24A  , 5

T 10Ra  , 10Le  , 1N  et différentes valeurs de n.
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Solution analytique Solution numérique
n cψ hNu hSh cψ hNu hSh

0.6 18,78 145,30 14431,40 19,1 140,3 13500,4

1.0 8,55 30,74 2975,99 8,51 30,45 2850

1.4 4,67 9,72 873,88 4,57 9,65 863,99

Tableau 4.2 : Tests de comparaison justifiant le choix de 32181 comme taille de grille
optimale pour 24A  , 5

T 10Ra  , 10Le  , 1N  et différentes valeurs de n.

4.4. Recherche du rapport d’aspect optimal de la cavité infiniment longue

Le but de ce paragraphe est de déterminer numériquement la plus petite des

valeurs du rapport d’aspect A permettant d’avoir des résultats concordant avec ceux

analytiques. Pour ce faire, les grandeurs cψ , hNu et hSh , calculés numériquement au

centre de la cavité, sont représentées en fonction de A pour 5
T 10Ra  , 10Le  , 1N 

et différentes valeurs de n (figures 4.1, 4.2 et 4.3). Comme on peut le voir, une

augmentation de A conduit à un comportement asymptotique de la convection où les

quantités précitées deviennent insensibles à toute augmentation de ce paramètre. Il est

à remarquer que, dans la limite des valeurs assignées à n, cψ et hNu atteignent cet état

à partir de 20A  , alors que pour hSh cela se réalise au-delà de 24A  , en raison de la

lenteur de la diffusion massique ( 10Le  ) en particulier pour 6.0n  là où la

convection est prononcée. En effet, plus n diminue, plus il est nécessaire d’augmenter

A afin d’atteindre le régime asymptotique. Il en résulte, ainsi, que la valeur minimale

de A, communément convenable aux situations étudiées et pouvant raisonnablement

satisfaire l’approximation du grand rapport d’aspect est 24. En l’absence de transfert

de masse, Lamsaadi (2006) a trouvé pour A une valeur asymptotique de 8, ce qui est

largement inférieure à la notre et montre à l’évidence le rôle retardateur d’un gradient

solutal vis-à-vis du régime asymptotique. La figure 4.4 confirme bien cet état de fait,

dans la mesure où les isothermes sont plus organisées et plus stratifiées que les iso-

concentrations.
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4.5. Confrontations des résultats analytiques et numériques

Pour différencier les résultats numériques de ceux analytiques, les premiers sont

désignés par des cercles pleins et les seconds par des traits continus. La figure 4.4

montre les comparaisons des profils de vitesse horizontale, de température et de

concentration, obtenus dans la section transversale au milieu de la cavité, pour 24A  ,
5

T 10Ra  , 10Le  , 1N  et diverses valeurs de n. Comme on peut le constater, les

deux résultats affichent un accord parfait, ce qui valide mutuellement l’approximation

de l’écoulement parallèle et le code numérique développé. Les figures 4.6, 4.7 et 4.8,

qui montrent les évolutions respectives de cψ , hNu et hSh avec les différents

paramètres gouvernant le problème confirment bien cet accord pour une large plage

des valeurs de ces paramètres.

Par ailleurs, de tels résultats confortent bien le choix d’une grille de taille 32181

et un rapport d’aspect 24A  pour la modélisation du phénomène étudié.

4.6. Effet de l’indice de comportement

Des informations précieuses, concernant l'influence du comportement

rhéologique non-newtonien sur les champs d’écoulement, de température et de

concentration, peuvent être tirées de la figure 4.5. Bien que les lignes de courant ne

montrent pas un changement qualitatif dans la structure globale de l’écoulement, qui

garde un aspect unicellulaire parallèle dans la région centrale de la cavité, l’intensité

de l’écoulement, cψ , subit des variations quantitatives importantes avec n. En effet,

celle-ci chute de 19.1 à 4.57 quand n augmente de 0.6 à 1.4, ce qui signifie qu’une

augmentation de n ralentit la circulation de l’écoulement à l'intérieur de la cavité.

D’ailleurs, les profils de vitesse de la figure 4.5a soutiennent bien cette tendance. En

revanche, les isothermes et les iso-concentrations correspondantes paraissent beaucoup

plus affectées par la rhéologie dans la mesure où celles-ci deviennent de moins en

moins inclinées dans la direction horizontale en augmentant n, ce qui vient confirmer

la diminution de l’intensité de l’écoulement avec ce paramètre. Ce type de réaction,

vis-à-vis de n, est retrouvé au niveau des taux de transferts de chaleur et de masse,
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hNu et hSh , dont les valeurs chutent respectivement de 140.3 à 9.65 et de 13500.4 à

863.99 lorsque n passe de 0.6 à 1.4.

Pour expliquer la réduction des intensités de l’écoulement et des transferts de

chaleur et de masse avec n, il faut revenir à l’équation (2.8). En effet, une

augmentation de n provoque un accroissement de la viscosité apparente dont le rôle en

terme de ralentissement du mouvement du fluide est bien évident. Inversement, une

diminution de n conduit à l’effet contraire.

Par référence au cas newtonien ( 1n  ), le comportement pseudo-plastique (

1n0  ) amplifie la convection doublement diffusive alors que celui dilatant ( n )

la réduit. Des observations analogues ont été rapportées par Benhadji et al. (2001) dans

leur étude numérique et analytique de la convection thermosolutale au sein d’une

couche poreuse saturée par un fluide ayant le même comportement rhéologique que

celui utilisé dans cette étude.

4.7. Effet du nombre de Rayleigh thermique

L’influence du nombre de Rayleigh thermique TRa sur l’intensité de

l’écoulement et sur les transferts de chaleur et de masse est illustrée sur la figure 4.6

pour 10Le , 1N  et différentes valeurs de n. Aux faibles valeurs de TRa ( 10RaT  ),

on peut noter que les transferts sont assurés essentiellement par diffusion puisque
1

c
2 10ψ105   , 1Nuh  et 2Sh1 h  . En dehors de cette zone, une augmentation

de TRa entraîne une croissance de cψ et de hSh sans affecter dans un premier temps

hNu qui ne connaît de réelle progression qu’à partir, pratiquement, de 100RaT  .

Autrement, pour des valeurs élevées de TRa toutes ces grandeurs augmentent de façon

monotone. Il faut également noter que le transfert convectif solutal demeure plus

intense que celui thermique en raison de la valeur du nombre de Lewis ( 10Le  ).

4.8. Effet du nombre de Lewis

Les variations des quantités cψ , hNu et hSh avec le nombre de Lewis, reportées

sur la figure 4.7 pour 5
T 10Ra  , 1N  et diverses valeurs de n, montrent :
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- deux paliers, supérieur et inférieur, pour cψ et hNu dont l’étendue dépend de

n. Le premier peut être attribué à une convection thermique dominante, vis-à-vis de la

conduction thermique et de la convection solutale, compte tenu des faibles valeurs de

Le. Le second traduit une convection solutale dominant celle thermique qui devient

moindre avec le concours de la diffusion thermique, vu les valeurs élevées de Le ;

- une descente entre ces deux paliers indiquant que le régime thermique est en

train de céder son rôle dominateur à celui solutal ;

- un seul palier pour hSh aux faibles valeurs de Le ( ≤ 10-1 ) dont la taille diminue

lorsque n augmente, caractérisé par 1Shh  , indiquant que le transfert solutal est

pratiquement diffusif ;

- une montée de hSh pour des valeurs de Le ≥ 10-1 synonyme d’un transfert

solutal prédominant.

4.9. Effet du rapport des forces de volume

Les évolutions de cψ , hNu et hSh avec le rapport des forces de volume, N,

présentées sur la figure 4.8 pour 5
T 10Ra  , 10Le  et diverses valeurs de  n, font

apparaître trois régimes convectifs, à savoir :

- un régime de forces de volume thermiques dominantes ( 10N  ) pour lequel cψ

,

hNu et hSh sont indifférents vis-à-vis des variations de N, étant donné la faible

contribution des effets solutaux dans la convection ;

- un régime intermédiaire, couvrant la plage 100N10  , pour lequel

l’augmentation de cψ , hNu et hSh commence à se faire sentir.

- un régime de forces de volume solutales prépondérantes pour 100N  dans

lequel cψ , hNu et hSh augmentent d’une façon monotone et prononcée avec N,

traduisant ainsi l’apport important des effets solutaux dans la convection.
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A noter qu’au-delà de 1000N  , tout résultat numérique reste impossible à

obtenir avec le code de calcul élaboré.

4.10. Conclusion

L’étude de la convection doublement diffusive, initiée en imposant des densités

de flux de chaleur et de masse aux parois verticales d'une cavité rectangulaire

horizontale confinant un fluide newtonien et non- newtonien, a été conduite par voies

numérique et analytique. Les principaux résultats se résument comme suit :

- pour une cavité allongée ( 24A  ), contenant un fluide à grand nombre de

Prandtl )(Pr  , la double diffusion est essentiellement gouvernée par l’indice de

comportement, n, le nombre de Rayleigh thermique, TRa , le nombre de Lewis, Le, et

le rapport des forces de volume, N ;

- l’écoulement présente un aspect unicellulaire et se développe à la moindre

petite valeur de TRa . Toutefois, l’influence de ce paramètre ne se fait sentir que pour

les valeurs modérées ou élevées de celui-ci ;

- pour des faibles valeurs de Le, la double diffusion est pratiquement insensible à

ce paramètre. Cependant, pour des valeurs assez grandes, une augmentation de Le

réduit les grandeurs thermo-convectives et favorise celles solutales.

- l’effet de N sur la double diffusion n’apparait qu’à partir d’une certaine valeur

supérieure à 10.

- par comparaison au cas newtonien ( 1n  ), l’augmentation de n ( 1n  , fluide

dilatant) est de nature à réduire la convection doublement diffusive, alors qu’une

diminution de n 1n(0  , fluide pseudo-plastique) produit l’effet inverse.

- les résultats issus de l’approximation de l’écoulement parallèle sont en bon

accord avec ceux numériques, ce qui constitue une validation mutuelle des deux

approches adoptées dans la limite des valeurs explorées des paramètres gouvernants.
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Figure 4.1 : Evolution de cψ , en fonction du rapport de forme A, pour ,5T 10Ra  10Le  ,
1N  et différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1.0n  et (c) 1.4n  .
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Figure 4.2 : Evolution de hNu en fonction du rapport de forme A, pour ,5
T 10Ra  10Le  ,

1N  et différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1.0n  et (c) 1.4n  .
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Figure 4.3 : Evolution de hSh en fonction du rapport de forme A, pour ,5T 10Ra  10Le  ,
1N  et différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1.0n  et (c) 1.4n  .
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Figure 4.4 : Profils de vitesse horizontale (a), de température (b) et de concentration (c) au
centre de la cavité le long de la coordonnée verticale pour 24A  , 5

T 10Ra  , 10Le  , 1N 
et différentes valeurs de n.
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19,1ψc  , 140,3Nu h  , 13500,4Shh 

(a)

8,51ψc  , 30,45Nuh  , 2850Shh 

(b)

4,57ψc  , 9,65Nuh  , 863,99Shh 

(c)

Figure 4.5 : Lignes de courant (en haut), isothermes (au milieu) et iso-concentrations (en bas)
pour 24A  , 5

T 10Ra  , 10Le  , 1N  et différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1.0n  et
(c) 1.4n  .
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Figure 4.6 : Evolution de la fonction de courant au centre de la cavité (a), du nombre de
Nusselt (b) et du nombre de Sherwood (c) avec le nombre de Rayleigh thermique pour

24A  , 10Le , 1N  et différentes valeurs de n.
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Figure 4.7 : Evolution de la fonction de courant au centre de la cavité (a), du nombre de
Nusselt (b) et du nombre de Sherwood (c) avec le nombre de Lewis pour 24A  , 5

T 10Ra  ,
1N  et différentes valeurs de n.
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Figure 4.8 : Evolution de la fonction de courant au centre de la cavité (a), du nombre de
Nusselt (b) et du nombre de Sherwood (c) avec le rapport des forces de volume pour 24A  ,

5
T 10Ra  , 10Le  et différentes valeurs de n.
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CHAPITRE 5

CONVECTION NATURELLE DOUBLEMENT DIFFUSIVE DANS UNE

CAVITE RECTANGULAIRE HORIZONTALE CHAUFFEE ET SALEE

PAR LE BAS

5.1. Introduction

Dans ce chapitre, la cavité précédemment considérée est, cette fois-ci, exposée à

des densités de flux verticaux de chaleur et de masse ( 0ca  et 1db  ). Les

mêmes démarches que celles décrites au chapitre 4 sont adoptées. D’un point de vue

numérique, un maillage uniforme de 32181 est jugé suffisant pour modéliser la

convection doublement diffusive dans une cavité horizontale de rapport de forme

24A  . Cette valeur de A permet de retrouver les résultats analytiques, issus de

l’approximation de l’écoulement parallèle valable dans la limite d’une cavité allongée

( 1A  ) dans la gamme de variation des paramètres physiques tels que, le nombre de

Rayleigh thermique généralisé, TRa , le nombre de Lewis, Le, le rapport des forces de

volume, N et l’indice de comportement, n. Notons que pour les raisons discutées au

chapitre 4, on prend une valeur infinie pour le nombre de Prandtl, Pr. Enfin,

l’influence des paramètres précités, sur la structure de l’écoulement et sur les transferts

de chaleur et de masse, est examinée.

5.2. Validation de l’hypothèse de l’écoulement parallèle

L’examen des figures 5.1-5.3, qui illustrent les lignes de courant, les isothermes

et les iso-concentrations obtenues pour 24A  , 4
T 10Ra  , 10Le et différentes

valeurs de N et n, permet de prouver l’existence d’une solution analytique pour le

présent problème, étant donné le parallélisme des lignes de courant et la stratification

des champs de température et de concentration dans la région excluant les bords

latéraux de la cavité. La figure 5.4, comparant les résultats analytiques (traits continus)

et numériques (cercles pleins), en terme de profils transversaux de la vitesse

horizontale, de la température et de la concentration, rend bien compte de l’excellent

accord entre les résultats des deux approches adoptées et démontre, de ce fait, la
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validation réciproque de l’hypothèse de l’écoulement parallèle et du code numérique

utilisé.

Une confirmation générale de l’accord enregistré peut être donnée par les figures

(5.5)-(5.13), (5.14)-(5.16) et (5.17)-(5.19), montrant les évolutions de cψ , vNu et vSh

respectivement en fonction de TRa , de Le et de N.

5.3. Détermination du seuil d’apparition de la convection

L’objectif de ce paragraphe est de déterminer les conditions d’apparition de la

convection doublement diffusive. Pour le présent problème, le mouvement du fluide

démarre à partir d’une valeur critique du nombre de Rayleigh thermique appelée seuil

de convection. Celle-ci peut se manifester soit sous forme d’un régime multicellulaire

(avec des températures et des concentrations imposées constantes) ou unicellulaire

(avec des flux de chaleur et de masse imposés constants comme c’est le cas ici). A ce

propos, des essais numériques ont été effectués pour différentes valeurs de Le, TRa , N

et n. Les résultats présentés dans le tableau 5.1 et dans les figures 5.5 à 5.13, pour

24A  et différentes valeurs de Le, N et n, ont été obtenus selon la procédure qui

consiste à suivre l’évolution de cψ en diminuant graduellement TRa jusqu’à une

valeur critique, TCRa , appelée seuil de convection, caractérisée par 0ψc  , 1Nu v  et

1Sh v  (régime de diffusion pure). Comme il apparaît sur le tableau 5.1, pour une

valeur donnée de Le et N, TCRa augmente avec n, montrant à l’évidence une naissance

précoce de la convection dans le cas d’un comportement pseudo-plastique ( 1n0  )

par comparaison à celui dilatant ( 1n  ).

Pour 1n  , il est aisé d’établir explicitement l’expression de TCRa à partir de

l’état de repos. Ainsi, en faisant 0E dans l’équation (3.50), on obtient

)NLe1(720Ra TC  , ce qui est impossible à obtenir pour 1n  , en raison de la forte

non linéarité de cette équation. En outre, étant tronqué, le modèle en loi de puissance

d’Ostwald-De Waele n’est pas valable aux taux de cisaillements faibles ou nuls, ce qui

constitue une difficulté supplémentaire quant à la recherche de TCRa . Devant ceci, une

démarche similaire à celle utilisée par Ozoe et Churchill (1972) et Lamsaadi (2006)

s’est imposée, qui consiste à déterminer TCRa par extrapolation des courbes



Chapitre 5 CAVITE CHAUFFEE ET SALEE PAR LE BAS

T. MAKAYSSI  201356

d’évolution de vNu avec TRa , à 1Nu v  . Ce choix est dicté par des raisons de

précision.

Pour différentes valeurs de n, les variations de TCRa avec Le pour 1N et avec

N pour 10Le , sont représentées, respectivement, sur les figures 5.20 et 5.21. Comme

on peut le constater, TCRa diminue suivant la même tendance indépendamment de la

valeur de n.

Pa ailleurs, pour 1n  , lorsque 0N (convection thermique pure), TCRa tend

vers 720, valeur déjà trouvée par Lamsaadi (2006).

n

Le N 0.6 0.8 1 1.2 1.4

0.1 0.1 302 497 712 758 800

1 271 452 655 695 732

10 115 232 360 382 402

1 0.1 276 457 655 696 732

1 152 252 360 382 402

10 28 45 65 70 73

10 0.1 115 250 360 420 442

1 27 44 65 83 87

10 3 5 7 9 10

Tableau 5.1 : Valeurs du nombre de Rayleigh thermique critique pour 24A  et différentes
valeurs de Le, N et n.

5.4. Effet de l’indice de comportement

Si l’on se réfère à la figure (5.4) sur laquelle sont présentés les profils

transversaux de la vitesse horizontale, de la température et de la concentration, les

conclusions tirées dans le cas des flux horizontaux de chaleur et de masse (Cf. chapitre

4), demeurent valables pour la présente configuration de flux. Quant à l’influence de n,

la convection doublement diffusive est favorisée par la pseudo-plasticité )1n0(  ,
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défavorisée par la dilatance ( 1n  ) et le comportement newtonien ( 1n  ) jouant un

rôle intermédiaire.

5.5. Effet du nombre de Rayleigh thermique

Tous les résultats relatifs à l’influence du nombre de Rayleigh thermique, TRa ,

s’accordent sur le rôle bénéfique de ce paramètre dans la promotion de la convection

doublement diffusive. Cela semble bien évident si l’on se réfère à l’équation (2.28),

dans laquelle TRa fait partie intégrante du terme source, S , qui est le moteur de la

convection. Toutefois, bien que l’effet de TRa soit positif, il diffère selon l’indice de

comportement n. En fait, comme en témoignent les figures (5.5)-(5.13), la convection

est beaucoup plus sensible à tout changement dans la valeur de TRa pour 1n0 

(comportement pseudo-plastique) que pour n (comportement dilatant), ce qui met

en exergue les effets opposés de n et de TRa et ce, dans la limite des valeurs explorées

de Le et de N.

5.6. Effet du nombre de Lewis

L’effet de Le sur les quantités cψ , vNu et vSh est illustré sur les figures (5.14)-

(5.16), pour 3
T 10Ra  , 10N  et différentes valeurs de n. En général les évolutions de

cψ , vNu avec Le présentent des allures semblables se caractérisant par :

- un premier palier, aux faibles valeurs de Le, dont l’étendue se réduit

sérieusement en diminuant n ;

- un maximum dont l’amplitude et la position augmente et diminue,

respectivement, quand n diminue ;

- un deuxième palier, aux valeurs élevées de  Le, dont l’étendue diminue en

augmentant le paramètre n.

Tout ceci traduit les effets conjugués de Le et n où la contribution de Le dans

l’écoulement et le transfert thermique, ne se fait sentir qu’en augmentant la valeur de

n.

Pour ce qui est de l’évolution de vSh , on peut constater:
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- un palier inférieur synonyme d’une diffusion massique pure ( 1Shv  ) et ce

malgré la domination des forces solutales ( 10N  ) qui sont censées promouvoir la

convection. Ce palier prend de l’ampleur avec l’accroissement de n qui joue le rôle

retardateur du comportement dilatant vis-à-vis de la convection ;

- une montée de plus en plus rapide en augmentant n qui exprime l’apport

progressif de la convection solutale dans le transfert de masse par le biais de Le ;

- un palier supérieur, dont l’amplitude diminue légèrement avec n, où la

convection massique nettement dominante n’apporte rien au transfert correspondant.

5.7. Effet du rapport des forces de volume

Les variations de cψ , vNu et vSh en fonction de N sont présentées sur la figure

(5.17)- (5.19), pour 10Le , 3
T 10Ra  et différentes valeurs de n. La transition du

régime thermique dominant ( 1N  ) vers celui solutal dominant ( 1N  ) est

clairement illustrée. D’après ces courbes, lorsque N augmente de 310  à 310 ,

différentes tendances se manifestent :

- cψ demeure constante jusqu’à une certaine valeur de N, qui diminue avec n,

puis croit d’une façon monotone. La constance de cψ s’explique par la nette

domination des forces de volume d’origine thermique, quant à sa croissance elle est

due aux forces de volume d’origine solutales qui viennent apporter leur contribution à

la promotion de l’écoulement de façon progressive.

- vNu et vSh suivent dans leur évolution deux paliers inférieur et supérieur

articulées par une montée intermédiaire, dont l’étendue augmente avec n. Ces trois

comportements expriment, respectivement, l’entière domination des forces thermiques,

l’apport graduel des forces solutales et la totale prépondérance de ces dernières.

5.8. Conclusion

La convection naturelle doublement diffusive dans une cavité rectangulaire

horizontale, remplie d’un fluide newtonien et non-newtonien de type Ostwald-de

Waele, chauffée et salée verticalement à l’aide de densités uniformes de flux de
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chaleur et de masse, est entreprise analytiquement et numériquement. Les principaux

résultats sont résumés dans les points suivants :

- l’existence d’une valeur seuil pour le nombre de Rayleigh thermique qui marque

la naissance de la convection, contrairement au cas des flux horizontaux de chaleur et

de masse étudié dans le chapitre 4. Ce seuil dépend des paramètres Le, N et n.

- les champs d’écoulement, de température et de concentration ainsi que les

transferts thermiques et solutaux résultants sont sensibles au comportement du fluide.

Ainsi, pour des valeurs données de Le et N, comparées au cas newtonien ( 1n  ), une

diminution de n (cas pseudo-plastique, 1n0  ) précipite l’apparition de la

convection doublement diffusive, alors qu’une augmentation de n (cas dilatant, 1n  )

retarde cette apparition.

- la convection doublement diffusive ne se trouve affectée significativement par le

rapport  des forces de volume N qu’à partir d’une certaine valeur de celui-ci, laquelle

dépend de n.

- l’existence de deux valeurs seuils pour le nombre de Lewis, Le, marquant

respectivement la fin et le début de deux paliers limites, qui dépendent de n. Les

grandeurs thermo-solutales varient avec Le et en dehors desquelles ces grandeurs

restent constantes.

- tous les résultats de la solution analytique, sont en accord avec ceux obtenus

numériquement pour une grille de 32181 et un rapport d’aspect 24A  .
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18.95ψc  , 3.43Nuv  , 3.48Sh v 

(a)

5.66ψc  , 2.85Nu v  , 3.32Sh v 

(b)

2.33ψc  , 1.90Nuv  , 3.23Sh v 

(c)

Figure 5.1 : Lignes de courant, isothermes et iso-concentrations pour 24A , 4
T 10Ra  ,

10Le  , 0.1N  et différentes valeurs de n : (a) 0.6n  , (b) 1.0n  et (c) 1.4n  .
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20ψc  , 3.43Nu v  , 3.48Sh v 

(a)

5.94ψc  , 2.89Nu v  , 3.32Sh v 

(b)

2.48ψc  , 1.97Nuv  , 3.24Sh v 

(c)

Figure 5.2 : Lignes de courant, isothermes et iso-concentrations pour 24A , 4
T 10Ra  ,

10Le  , 1N  et différentes valeurs de n : (a) 0.6n  , (b) 1.0n  et (c) 1.4n  .
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29.14ψc  , 3.46Nu v  , 3.48Sh v 

(a)

8.19ψc  , 3.07Nu v  , 3.33Sh v 

(b)

3.48ψc  , 2.35Nu v  , 3.25Sh v 

(c)

Figure 5.3 : Lignes de courant, isothermes et iso-concentrations pour 24A , 4
T 10Ra  ,

10Le  , 10N  et différentes valeurs de n : (a) 0.6n  , (b) 1.0n  et (c) 1.4n  .
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Figure 5.4 : Profils de vitesse horizontale (a), de température (b) et de concentration (c) à mi-
longueur de la cavité, le long de la coordonnée verticale pour 24A , 4

T 10Ra  , 10Le  ,
1N  et différentes valeurs de n.
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Figure 5.5 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh
thermique pour 24A  , 10Le  , 0.1N  et 0.6n  .
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Figure 5.6 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh

thermique pour 24A  , 10Le  , 0.1N  et 1n  .
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Figure 5.7 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh
thermique pour 24A  , 10Le  , 0.1N  et 1.4n  .
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Figure 5.8 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh
thermique pour 24A  , 10Le  , 1N  et 0.6n  .
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Figure 5.9 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh

thermique pour 24A  , 10Le  , 1N  et 1n  .
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Figure 5.10 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh
thermique pour 24A  , 10Le  , 1N  et 1.4n  .
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Figure 5.11 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh
thermique pour 24A  , 10Le  , 10N  et 0.6n  .

0 20 40 60 80 100
0,9
1,0

1,8

2,7

3,6

Numérique
Analytique

 r
ég

im
e 

co
nd

uc
tif  régime convectif

RaT

Shv

RaTC= 3

(c)

0 20 40 60 80 100
0,95

1,00

1,05

1,10

1,15

1,20

1,25

1,30

1,35

1,40

1,45

RaTC=3

 r
ég

im
e 

co
nd

uc
tif  régime convectif

Numérique
Analytique

RaT

Nuv

(b)

0 20 40 60 80 100
-1,32

-0,66

0

0,66

1,32

Numérique
Analytique

RaTC=3

 r
ég

im
e 

co
nd

uc
tif

 régime convectif

RaT

c

(a)



Chapitre 5 CAVITE CHAUFFEE ET SALEE PAR LE BAS

71 T. MAKAYSSI  2013

Figure 5.12 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh

thermique pour 24A  , 10Le  , 10N  et 1n  .
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Figure 5.13 : Evolution de cψ (a), de vNu (b) et de vSh (c) avec le nombre de Rayleigh
thermique pour 24A  , 10Le  , 10N  et 1.4n  .
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Figure 5.14 : Effet du nombre de Lewis sur cψ pour 24A  , 3
T 10Ra  , 10N  et

différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1n  (c) 1.4n  .
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Figure 5.15 : Effet du nombre de Lewis sur vNu pour 24A  , 3
T 10Ra  , 10N  et

différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1n  (c) 1.4n  .
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Figure 5.16 : Effet du nombre de Lewis sur vSh pour 24A  , 3
T 10Ra  , 10N  et

différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1n  (c) 1.4n  .

0.001 0,01 0,1 1 10 100 1000
0,9
1,0

1,8

2,7

3,6

(b)

Analytique
Numérique

Le

Shv

0.001 0,01 0,1 1 10 100 1000
0,85
1,00

1,70

2,55

3,40

(c)

Analytique
Numérique

Le

Shv

0.001 0,01 0,1 1 10 100 1000
0.9

1

1,8

2,7

3,6

(a)

Analytique
Numérique

Le

Shv



Chapitre 5 CAVITE CHAUFFEE ET SALEE PAR LE BAS

76 T. MAKAYSSI  2013

Figure 5.17 : Effet du rapport des forces de volume sur cψ pour 24A , 3
T 10Ra  , 10Le 

et différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1n  (c) 1.4n  .
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Figure 5.18 : Effet du rapport des forces de volume sur vNu pour 24A , 3
T 10Ra  ,

10Le  et différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1n  (c) 1.4n  .
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Figure 5.19 : Effet du rapport des forces de volume sur vSh pour 24A , 3
T 10Ra  ,

10Le  et différentes valeurs de n, (a) 0.6n  , (b) 1n  (c) 1.4n  .

0.001 0,01 0,1 1 10 100 1000
3,470

3,475

3,480

3,485

3,490

(a)

Analytique
Numérique

N

Shv

0.001 0,01 0,1 1 10 100 1000
3,10

3,15

3,20

3,25

3,30

3,35

(b)

Analytique
Numérique

N

Shv

0.001 0,01 0,1 1 10 100 1000
1,2

1,6

2,0

2,4

2,8

3,2

3,6
Analytique
Numérique

Shv

N

(c)



Chapitre 5 CAVITE CHAUFFEE ET SALEE PAR LE BAS

79 T. MAKAYSSI  2013

Figure 5.20 : Variations du nombre de Rayleigh thermique critique en fonction du nombre de
Lewis pour 1N  et différentes valeurs de n.

Figure 5.21: Variations du nombre de Rayleigh thermique critique en fonction du rapport des
forces de volume pour 10Le  et différentes valeurs de n.
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CHAPITRE 6

CONVECTION NATURELLE DOUBLEMENT DIFFUSIVE DANS UNE

CAVITE RECTANGULAIRE HORIZONTALE CHAUFFEE ET SALEE

PAR LE BAS EN PRESENCE D’UN FLUX DE CHALEUR LATERAL

6.1. Introduction

Dans ce chapitre, en plus des flux verticaux de chaleur et de masse, la cavité

horizontale est chauffée latéralement avec une densité de flux uniforme d’intensité

variable a, 0)cet1db(  . Cette configuration est envisagée pour tenir compte des

déperditions thermiques qui peuvent avoir lieu au niveau des parois verticales en

regard des deux autres qui sont chauffées et refroidies puisqu’une isolation thermique

parfaite n’existe pas réellement.

On s’intéresse, en particulier, à l’impact de l’interaction entre le flux de chaleur

latéral et les flux verticaux de chaleur et de masse sur les champs d’écoulement, de

température et de concentration ainsi que sur les transferts qui en découlent.

Pour les mêmes raisons qu’auparavant (Cf. chapitres 4 et 5), on retient la valeur

infinie pour le nombre de Prandtl, un rapport d’aspect 24A  et une grille uniforme de

38181.

Tous les calculs, aussi bien numériques qu’analytiques, sont effectués ici avec

2Le  , 1N  et différentes valeurs de a, n et TRa . Le choix des valeurs de Le et N est

dicté par la rapidité des simulations numériques, mais reste arbitraire dans les gammes

garantissant un écoulement parallèle. Le choix d’autres valeurs n’affecte pas les

tendances d’évolution des résultats obtenus.

Par ailleurs, compte tenu de la nature des conditions aux limites considérées dans

le présent chapitre, l’éventualité de la multiplicité de solutions est examinée.

6.2. Configuration des champs d’écoulement, de température et de concentration

Les figures 6.1-6.3 illustrant les lignes de courant, les isothermes et les iso-

concentrations en régimes naturel et anti-naturel, indiquent clairement que lorsque
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toutes les parois sont thermiquement actives ( 0a  et 0b  ), la structure qualitative de

l’écoulement n’est pas affectée et demeure unicellulaire, à symétrie centrale, avec un

aspect parallèle et des stratifications thermique et solutale dans la direction horizontale

dans le cœur de la cavité. Les terminologies “naturel” et “anti-naturel” sont introduites

pour simplement indiquer si le chauffage latéral est favorable à la rotation de

l’écoulement dans une direction “naturelle” ou “anti-naturelle”. Pour un écoulement

naturel, la circulation du fluide s’effectue dans le sens horaire pour 0a  (en haut des

figures 6.1a, 6.2a et 6.3a) alors que pour un écoulement anti-naturel la rotation du

fluide se fait dans le sens antihoraire (en bas des figures 6.1a, 6.2a et 6.3a). Pour 0a  ,

les solutions obtenues sont des images à travers un miroir vertical de celles

correspondant à 0a  et les définitions se permutent.

6.3. Influence des paramètres gouvernants en présence d’un flux de chaleur

latéral

Pour étudier l’effet du flux de chaleur latéral, en présence des flux transversaux

de chaleur et de masse, différentes valeurs sont attribuées au paramètre a. Par

comparaison au cas 0ca  et 1db  , étudié dans le chapitre 5, ce choix permet de

voir les modifications possibles que peut introduire 0a  . Pour examiner le rôle de

l’intensité a dans la convection doublement diffusive, pour les valeurs considérées de

n, on peut suivre l’évolution des quantités cψ , vNu , vSh et hNu en fonction de a et de

TRa .

6.3.1. Effet du nombre de Rayleigh thermique, TRa

Dans les figures 6.4-6.6, sont représentées les évolutions, numérique (cercles

vides et pleins) et analytique (traits continus et discontinus), des quantités cψ , vNu ,

vSh et hNu avec TRa pour 6.0n  (Figure 6.4), 0.1n  (Figure 6.5) et 4.1n  (Figure

6.6), a étant considéré comme paramètre.

Comme il a été observé au chapitre 5 pour 0a  (absence du flux latéral de

chaleur), le mouvement n’a lieu qu’au-delà d’une valeur critique TCRa . La convection,

dans une telle situation, est caractérisée par une cellule convective pouvant tourner
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aussi bien dans le sens horaire que celui anti-horaire suivant des conditions initiales.

Dans un sens tout comme dans l’autre, les intensités de circulation et des transferts

sont identiques, ce qui signifie qu’il s’agit d’un problème à solutions doubles et

symétriques.

Pour 0a  (présence du flux latéral de chaleur), trois solutions sont possibles dès

que TCT RaRa  . Les courbes avec une seule branche correspondent à l’état naturel

alors que celles avec deux branches sont relatives à l’état anti-naturel, qui se manifeste

à partir d’un seuil critique, TCa RaRa  , dépendant de a pour une valeur donnée de n.

D’autre part, les portions de courbes en discontinu sont inaccessibles numériquement,

malgré de nombreux essais effectués avec des conditions initiales favorables qui sont,

de ce fait, qualifiées d’instables. Les courbes en continu, sont validées numériquement

(cercles vides) pour 2.0a  et 4.0a  , avec TRa variant dans les gammes

2000Ra125 T  (pour 6.0n  ), 1500Ra240 T  (pour 1n  ) et 3000Ra270 T 

(pour 4.1n  ). Des constatations similaires ont été rapportées par Kalla et al. (1999) et

par Lamsaadi (2006).

Par ailleurs, pour une valeur donnée de 0a  , les quantités cψ , vNu , vSh et hNu ne

suivent pas le même type d’évolution avec TRa . En fait, en régime naturel, cψ , vNu et

vSh sont des fonctions croissantes de TRa alors que hNu diminue à partir de l'unité

pour atteindre un minimum et augmente par la suite. Dans le cas anti-naturel, on

enregistre, au niveau de la branche stable, une augmentation de cψ , vNu , vSh et hNu

avec TRa , alors que pour la branche instable, si on excepte l’évolution de hNu avec

TRa qui est caractérisée par une augmentation rapide, celles de cψ , vNu et vSh

diminuent avec TRa .

6.3.2. Effet de l’intensité du flux de chaleur latéral, a

Pour examiner l'effet du paramètre a sur la convection doublement diffusive, les

résultats numériques et analytiques des quantités cψ , vNu , vSh et hNu , sont reportées

sur les figures 6.7 (pour 6.0n  ), 6.8 (pour 1n  ) et 6.9 (pour 4.1n  ) en fonction de

a, avec TRa comme paramètre. En analysant ces figures, un changement du signe de a
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n’affecte que celui de cψ . D’autre part, contrairement à hNu et vSh , les variations de

vNu avec a, en régime naturel, présentent une discontinuité, puisque vNu tend vers

l’infini au voisinage d’une certaine valeur de a, pour laquelle 0)0(T  (voir

expression 3.45). Cette situation peut être imputée à une inversion du signe de la

température au niveau des parois horizontales. Pour ce qui est du régime anti-naturel,

vNu semble tendre asymptotiquement vers l’unité au fur et à mesure que a s’éloigne

de zéro. Quant à hNu , la situation diffère avec n et il est intéressant d’observer

l’évolution spectaculaire de cette grandeur avec a, en passant du comportement

pseudo-plastique  6.0n  à celui dilatant  4.1n  . Toutefois, on peut généralement

enregistrer une augmentation de hNu avec a pour la branche stable, témoignant ainsi

de l’apport positif de toute augmentation de l’intensité du flux de chaleur latéral dans

l’échange thermique.

Il est important de signaler aussi que pour un couple ( n , TRa ) donné, il existe une

valeur critique, aa , de 0a  , qui est une fonction décroissante/(croissante) de n /( TRa

), pour l'apparition de l’état anti-naturel. Pour les évolutions de cψ et vNu avec a , des

tendances similaires ont été observées par Lamsaadi (2006).

6.3.3. Influence du comportement rhéologique, n

Ici, en se référant aux figures (6.4)-(6.10), on peut dégager des conclusions

similaires à celles tirées dans les chapitres 4 et 5 en ce qui concerne l’effet du

comportement rhéologique sur la convection doublement diffusive. En effet les

grandeurs cψ , vNu , vSh et hNu , caractérisant la convection, augmentent lorsque n

diminue et vice-versa.

6.4. Comparaison entre les résultats numériques et analytiques

La figure 6.10 illustre les profils de la vitesse horizontale, de la température et

de la concentration pour les deux types d’écoulements, naturel (cercles pleins) et anti-

naturel (cercles vides), obtenus dans la section transversale au milieu de la cavité pour

24A  , 5000RaT  , 0.4a  et différentes valeurs de n. Comme on peut le constater,
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les courbes en continu (solution analytique) et les cercles (solution numérique)

affichent un parfait accord.

6.5. Conclusion

Dans ce chapitre, la convection doublement diffusive dans une cavité

rectangulaire horizontale, remplie d’un fluide newtonien et non-newtonien et soumise

à des densités de flux de chaleur croisés et à un flux de masse vertical est étudiée par

voies analytique et numérique. On retient les principaux résultats suivants:

- avec des flux de chaleur uniformes imposés sur toutes les parois de la cavité

étudiée, la structure de l’écoulement parallèle est maintenue dans la région centrale

pour un rapport d'aspect assez large, dans la limite des valeurs des paramètres

considérées.

- En comparaison au cas newtonien, le comportement pseudo plastique  1n0 

améliore la circulation du fluide et les transferts de chaleur et de masse alors que celui

dilatant  1n  conduit à l’effet contraire.

- pour le cas 0a  , le problème admet deux solutions qui se manifestent par deux

mouvements convectifs naturels symétriques à partir d’une valeur seuil de TRa .

- pour les cas 0a  , le problème admet trois solutions qui se manifestent par

l'existence de mouvements convectifs unicellulaires non symétriques, naturel et anti-

naturel pour des gammes spécifiques des paramètres a et TRa .

- les résultats de l’approche analytique sont en excellent accord avec ceux issus

de l’approche numérique, excepté pour le régime anti-naturel instable où toute

validation numérique reste impossible.
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16.25ψc 

15.67ψc 

(a)

3.38Nu v  , 4.78Nuh 

3.07Nu v  , 5.03Nuh 

(b)

3.56Sh v 

3.57Sh v 

(c)

Figure 6.1 : (a) Lignes de courant naturelles (en haut) et anti-naturelles (en bas), (b)

isothermes naturelles (en haut) et anti-naturelles (en bas) et (c) iso-concentrations naturelles

(en haut) et anti-naturelles (en bas) pour 0.4a  , 24A  , 5000RaT  et 0.6n  .
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5.12ψc 

4.60ψc 

(a)

3.72Nu v  , 1.49Nuh 

2.10Nu v  , 1.85Nuh 

(b)

3.18Sh v 

(c)

Figure 6.2 : (a) Lignes de courant naturelles (en haut) et anti-naturelles (en bas), (b)

isothermes naturelles (en haut) et anti-naturelles (en bas) et (c) iso-concentrations naturelles

(en haut) et anti-naturelles (en bas) pour 0.4a  , 24A  , 5000RaT  et 1n  .

3.13Shv 
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2.27ψc 

2.06ψc 

(a)

2.52Nu v  , 0.80Nuh 

1.59Nu v  , 1.01Nuh 

(b)

2.67Sh v 

2.37Sh v 

(c)

Figure 6.3 : (a) Lignes de courant naturelles (en haut) et anti-naturelles (en bas), (b)

isothermes naturelles (en haut) et anti-naturelles (en bas) et (c) iso-concentrations naturelles

(en haut) et anti-naturelles (en bas) pour 0.4a  , 24A  , 5000RaT  et 1.4n  .
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Figure 6.4 : Evolution de cψ (a), de vNu (b), de vSh (c) et de hNu (d), en fonction de TRa
pour 0.6n  et différentes valeurs de a.
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Figure 6.5 : Evolution de cψ (a), de vNu (b), de vSh (c) et de hNu (d), en fonction de TRa
pour 1n  et différentes valeurs de a.
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Figure 6.6 : Evolution de cψ (a), de vNu (b), de vSh (c) et de hNu (d), en fonction de TRa
pour 1.4n  et différentes valeurs de a.
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Figure 6.7 : Evolution de cψ (a), de vNu (b), de vSh (c) et de hNu (d), en fonction de a
pour 0.6n  et différentes valeurs de TRa .
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Figure 6.8 : Evolution de cψ (a), de vNu (b), de vSh (c) et de hNu (d), en fonction de a
pour 1n  et différentes valeurs de TRa .
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Figure 6.9 : Evolution de cψ (a), de vNu (b), de vSh (c) et de hNu (d), en fonction de a
pour 1.4n  et différentes valeurs de TRa .
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Figure 6.10 : Profils naturels et anti-naturels de la vitesse horizontale (a), de la température

(b) et de la concentration (c) dans la direction y pour 24A  , 5000RaT  , 0.4a  et

différentes valeurs de n.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire, on s’est intéressé à l’étude des écoulements et des transferts de

chaleur et de masse, engendrés par double diffusion en présence du champ de gravité,

au sein d’une cavité rectangulaire horizontale confinant des fluides newtoniens et non-

newtoniens. La formulation mathématique du problème a été développée en adoptant

le modèle d’Ostwald-De Waele, pour le comportement rhéologique, et

l’approximation de Boussinesq pour le terme de poussée d’Archimède. La convection

a été initiée en imposant des densités de flux de chaleur et de masse uniformes aux

frontières rigides de l’enceinte rectangulaire. A cet égard, trois situations ont été

examinées selon que la géométrie est chauffée et salée horizontalement ou

verticalement avec ou sans flux latéral de chaleur. Dans le but de résoudre

numériquement les équations adimensionnelles régissantes, écrites en formulation de

variables secondaires, un code de calcul instationnaire, s’appuyant sur la méthode des

différences finies centrées au second ordre, a été élaboré. L’écoulement et les

transferts de chaleur et de masse sont analysés en fonction des valeurs des paramètres

gouvernant le problème, à savoir le rapport de forme de la cavité, A,  l’indice de

comportement du fluide n, le nombre de Lewis, Le, le rapport des forces de volume, N

et le nombre de Rayleigh thermique généralisé TRa . Par ailleurs, dans la limite d’une

cavité allongée ( 1A  ), une solution analytique, basée sur l’approximation de

l’écoulement parallèle, a été introduite pour prédire qualitativement les caractéristiques

de l’écoulement et des transferts thermiques et solutaux. Les principales conclusions

de la présente étude peuvent être résumées comme suit :

- pour 24A  , les caractéristiques de l’écoulement et des transferts de chaleur et

de masse sont apparues indifférentes vis-à-vis de toute augmentation de A. Il en ressort

que pour les fluides non-newtoniens considérés dans cette étude, la convection

naturelle doublement diffusive dans une cavité allongée est essentiellement contrôlée

par les paramètres Le, N, n et TRa ;

- pour des conditions aux limites thermiques et massiques de type Newman (flux

uniformes de chaleur et de masse imposés) et dans la limite des valeurs considérées
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des paramètres étudiés, il a été observé que l’écoulement présente un aspect parallèle

et des stratifications thermique et solutale loin des bords latéraux de la cavité lorsque

le rapport de forme de la cavité est assez large, ce qui prouve l’existence d’une

solution analytique pour le problème étudié ;

- pour les configurations de flux de chaleur et de masse considérées, par

comparaison au cas 1n  (fluide newtonien), l’augmentation de n ( 1n  , fluide

dilatant) est de nature à réduire l’intensité de l’écoulement et les taux des transferts

thermique et massique et donc à affaiblir la convection, alors que la diminution de n

( 1n0  , fluide pseudo-plastique) agit dans le sens contraire ;

- les résultats issus de l’approche analytique ont été trouvés en excellent accord

avec ceux obtenus numériquement, pour les valeurs de n, Le, N et TRa garantissant un

écoulement parallèle dans la région centrale de la cavité, ce qui valide l’hypothèse de

l’écoulement parallèle ;

- pour une cavité chauffée et salée latéralement et isolée transversalement

( 1ca  et 0db  ), la convection doublement diffusive se développe de façon

unicellulaire à la moindre petite de valeur de TRa et le problème est à solution unique ;

- pour une cavité chauffée et salée par le bas et isolée au niveau des côtés

latéraux ( 0ca  et 1db  ), la convection s’établit au-delà d’un seuil critique

TCRa , qui dépend de n, de Le et de N. Dans une telle situation, le problème présente

deux solutions permanentes, caractérisées par des mouvements fluidiques dans le sens

horaire ou antihoraire, dépendamment des conditions initiales ;

- enfin, pour une cavité soumise à des densités de flux verticaux de chaleur et de

masse uniformes et à une densité uniforme de flux latéral de chaleur d’intensité a

quelconque ( 1db  , 0c  ), le problème admet trois solutions étant donné l'existence

de mouvements convectifs unicellulaires non symétriques, naturel et anti-naturel, au-

delà de certaines conditions critiques et pour des gammes spécifiques des paramètres a

et TRa . Une variante des deux mouvements anti-naturels observés est cependant jugée

instable car inaccessible numériquement.

D’un point de vue pratique, ces résultats originaux constituent donc une banque

de données utiles pour compléter les acquis dans le domaine du traitement industriel
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des fluides complexes. Ils permettent, en fait, de contribuer à la compréhension des

mécanismes de base gouvernant la convection naturelle doublement diffusive dans les

milieux non-newtoniens et présentent un intérêt pour les procédés industriels des

matériaux liquides à comportement rhéologique complexe.

Dans la présente étude, la cavité rectangulaire disposée horizontalement, n’est

qu’une configuration géométrique parmi d’autres, aussi les investigations numériques

et analytiques ont été effectuées pour le cas coopérant ( 0N  ) et sans effet Soret. Il

faudra donc envisager en perspective d’examiner l’effet de l’inclinaison, la convection

opposée ( 0N  ) et l’effet Soret et ce pour les mêmes types de fluides et avec des

conditions aux limites similaires. Ceci permettra de voir de près le rôle de ces effets

combinés avec celui du comportement rhéologique et des conditions aux limites, sur la

convection doublement diffusive.

Tout au long de ce travail, le modèle rhéologique d’Ostwald-de Waele, à deux

paramètres, est adopté. Toutefois, en dépit de sa simplicité, celui-ci présente

l’handicape de ne pas rendre compte du comportement newtonien aux faibles et forts

taux de cisaillement. Dans ces conditions, un modèle disposant de plus de paramètres

doit être essayé et les résultats issus confrontés à ceux relatifs au premier pour

déterminer d’éventuelles différences liées à la raison susmentionnée. Bien sûr, cela

nécessite la connaissance de ces paramètres dont seule l’expérience peut en déterminer

les valeurs.

D’autre part, en dépit de l’originalité des résultats obtenus, ce travail reste

académique en l’absence de résultats expérimentaux susceptibles de rendre réaliste les

conclusions de cette étude. Il serait donc souhaitable de conduire des expériences avec

des fluides non-newtoniens, dont le comportement rhéologique peut être représenté par

le modèle d’Ostwald-de Waele, et d’en confronter les résultats expérimentaux avec les

prédictions des simulations numériques et de l’analyse théorique. Bien entendu, ceci

reste un défi en l’absence de moyens expérimentaux nécessaires. Par ailleurs, des

laboratoires spécialisés dans le domaine expérimental, en ce qui concerne les

écoulements et les transferts dans les milieux non-newtoniens, peuvent prendre

l’initiative pour répondre à la question. C’est un sujet qui reste ouvert à l’expérience.
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