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années de cette thèse.Je mesure mon privilège d’avoir pu travailler sous la supervision d’un
directeur si impliqué et si talentueux.
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2.1.3 Mesurabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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2.2.2 Dérivée fractionnaire d’une fonction floue . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.3 Résultat d’équivalence entre le problème de Cauchy et son équation intégrale 59
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4 Équations aux dérivées partielles floues intuitionistiques d’ordre fraction-

naire 85
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5.2 Stabilité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.2.1 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

Conclusion et perspectives 104

Bibliographie 105

6



Résumé

Notre objectif dans cette thèse est l’étude de quelques équations différentielles floues
intionistiques non linéaires comportant des dérivées fractionnaires en temps ou en espace.
Nous nous sommes intéressés dans un premier temps à l’étude d’une équation différentielle
floue non linéaire comportant une dérivée fractionnaire en temps définie au sens de Caputo,
l’existence de sa solution est prouvée à l’aide du théorème de Peano. Ensuite nous avons
penché sur l’étude du résultat de l’existence et de l’unicité de la solution de quelques classes
des équations différentielles et aux dérivées partielles floues intuitionistiues d’ordre fraction-
naire en utilisant quelques théorèmes du point fixe. Enfin, la dernière partie de cette thèse
est consacrée à établir le résultat de la stabilité asymptotique de la solution d’un problème
non linéaire flou intuitionistique comportant des dérivées fractionnaires en temps définies au
sens de Caputo. Nous avons introduit une nouvelle notion de la stabilité pour les équations
différentielles fractionnaires floues intuitionistique en étendant la méthode directe de Lya-
ponnov du cas ordinaire au cas fractionnaire.
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Introduction générale

Dans un certain nombre de circonstances de la vie, nous devons agir dans des domaines oú
l’incertitude et l’hésitation règnent. Dans ces circonstances, la tâche redoutable à accomplir
consiste à prévoir un avenir incertain et programmer nos actions en conséquence. Tous les
êtres humains sont habitués à douter de tout ce qui est autour d’eux et à se demander pour-
quoi ? parce qu’ils ne sont pas sûrs et que leurs informations sont incomplètes ou ne sont
pas exactes. Par exemple, les personnes impliquées dans la gestion des activités à risques
(exploitants de sites industriels, autorités de contrôle, compagnies d’assurance, organisations
syndicales), sont confrontées à des incertitudes de différentes natures. Nous sommes effecti-
vement dans un environnement où il y a des confusions à cause de toutes ces informations
incomplètes. Dans la logique classique, les valeurs ”vrai” et ”faux” ou ”zéro” et ”un” sont
des valeurs d’une décision en logique binaire. Mais avec une logique à valeurs multiples, cela
ne fonctionnera pas bien avec la hiérarchie de la réalité. Un autre aspect de l’incertitude
apparâıt dans la logique multi-valeurs. En effet, il est beaucoup plus facile de dire si une
personne est un homme ou une femme, mais il est difficile de dire si quelqu’un est beau (la
notion de beauté est sujette à plusieurs discussion), ceci entre dans le cadre de la logique
floue qui est une logique à valeurs multiples. Cette théorie qui était introduite par Zadeh [70]
en 1965 est un pas vers un rapprochement entre la précision des mathématiques classiques
et la subtile imprécision du monde réel. En effet, elle a pour but de permettre des gradations
dans l’appartenance d’un élément à une classe, c’est-à-dire d’autoriser un élément à appar-
tenir plus ou moins fortement à cette classe ; par exemple, un individu d’une taille donnée
n’appartient pas du tout à la classe des ”grands” s’il mesure 1,50 m, il y appartient tout
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à fait s’il mesure 1,80 m et plus sa taille se rapproche de 1,80 m, plus son appartenance à
la classe des ”grands” est forte. Cette notion permet l’utilisation de catégories aux limites
mal définies (comme” vieux” ou ”adulte”), de situations intermédiaires entre le tout et le
rien (”presque vrai” ), le passage progressif d’une propriété à une autre (passage de ”tiède” à
”chaud” selon la température), l’utilisation de valeurs approximatives (”environ douze ans”).
Elle évite l’utilisation arbitraire de limites rigides à des classes, il serait aberrant, pour re-
prendre l’exemple évoqué, de considérer qu’un individu de 1,78 m est grand, mais qu’un
individu de 1,775 m ne l’est pas du tout.
Récemment, l’analyse flou et les équations différentielles fractionnaires floues ont été pro-
posées pour manipuler l’incertitude en raison des informations incomplètes qui apparaissent
dans beaucoup de modèles mathématiques ou informatiques de quelques phénomènes du
monde réel (médecine, biologie, écologie, économie, recherche scientifique...).
Le calcul différentiel fractionnaire flou est l’une des branches de l’analyse mathématique qui
étudie les propriétés et les applications des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire. Ces
dérivées et ces intégrales fractionnaires ne sont pas seulement utiles pour décrire de nom-
breux phénomènes et les propriétés des matériaux, mais il est clair que c’est une nouvelle
modélisation beaucoup plus appropriée et précise que la modélisation qui utilise les dérivées
d’ordre entier. Par exemple la modélisation des propriétés mécaniques des matériaux, à savoir
la déformation des roches, les oscillations non linéaires des tremblements de terre, la dyna-
mique des turbulences, la physique des plasmas, la biologie et l’électrochimie etc. Ces dérivées
non entières possèdent un effet de mémoire qu’elles partagent avec plusieurs matériaux à sa-
voir les matériaux viscoélastiques ou polymères. Elles procurent un excellent moyen pour
la description de la propriété de mémoire de plusieurs matériaux et processus. En effet la
dérivée fractionnaire d’une fonction tient compte de tout l’historique de la fonction et ne
reflète pas uniquement des caractéristiques locales comme dans le cas de la dérivée d’ordre
entier. Les équations différentielles fractionnaires floues apparaissent aussi en automatique,
notamment dans la commande du régulateur des systèmes dynamiques à contrôler. Dans
cette direction, le calcul fractionnaire a connu récemment un grand intérêt. Agarwal [2] a
introduit le calcul fractionnaire flou dans les systèmes différentiels d’ordre fractionnaire avec
des valeurs initiales incertaines. Arshad [5] a prouvé l’existence et l’unicité de la solution
des équations différentielles fractionnaires avec incertitude.Par la suite, Allahviranloo [4] a
utilisé dans ses premiers travaux la notion de la différentiabilité généralisée de Hukuhara
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(Hg-différentiabilité) afin de résoudre les équations différentielles fractionnelles floues et il
a présenté de nouveaux résultats sous cette notion. Salahshour[60] a appliqué la technique
de la transformée de Laplace floue pour résoudre certains types des équations différentielles
contenants les dérivées fractionnaires floues de Riemann-Liouville. Les autres chercheurs sont
intéressés par l’analyse de la stabilité qui est également l’une des questions les plus impor-
tantes pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire pendant de nombreuses années.
Dans ce cadre, la stabilité de Lyapunov est un outil important pour analyser le comporte-
ment asymptotique des solutions des systèmes différentiels non linéaires. Cette méthode qui
consiste à trouver une fonction candidate de Lyapunov pour un système non linéaire donné,
est appelée souvent la méthode directe de Lyapunov. Pour plus de détails sur les résultats
de stabilité et les méthodes disponibles pour analyser la stabilité des équations différentielles
fractionnaires, le lecteur peut se référer aux travaux récents [2, 39, 40, 42, 52].

Le travail présenté dans cette thèse s’inscrit dans le cadre d’étude qualitative des équations
différentielles et aux dérivées partielles floues et intuitionistiques non linéaires d’ordre frac-
tionnaire. En effet, notre objectif dans cette thèse est de prouver dans un premier temps
l’existence et l’unicité des solutions de ce type des équations en utilisant quelques théorèmes
du point fixe. Dans un deuxième temps nous étudierons et analyserons le comportement
asymptotique de ces solutions en introduisant une nouvelle définition de la stabilité de
Mittag-Lefller qui généralise la stabilité de Lyaponov [40] du cas entier au cas fraction-
naire.
Dans le but d’aborder les différents aspects traités dans cette thèse, nous avons organisé ce
travail en cinq chapitres suivis par une conclusion générale et des perspectives.
Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires, les développements
et les démonstrations de quelques résultats sur la théorie des ensembles flous [23, 70] et
quelques généralités sur la théorie des ensembles flous intuitionistiques [6].
Chapitre 2 : Le deuxième chapitre à pour but d’étudier le résultat d’existence de la solu-
tion d’une équation différentielle fractionnaire floue non linéaire en utilisant le théorème de
Peano.
Chapitre 3 : Le troisième chapitre, est consacré à l’étude de quelques problèmes aux limites
associés aux équations différentielles floues intuitionistiques d’ordre fractionnaire. Le résultat
d’existence et l’unicité de la solution du problème aux limites local et non local fractionnaire
flou intuitionistique d’ordre fractionnaire, est prouvé á l’aide du théorème de point fixe de
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Schaefer.
Chapitre 4 : Dans ce chapitre, on établit quelques nouveaux résultats sur l’existence et
l’unicité de la solution d’une équation aux dérivées partielles floues intuitionistiques d’ordre
fractionnaire qui est l’objet de notre travail [24].

Chapitre 5 : Le cinquième chapitre est consacré à l’étude de la stabilité de la solu-
tion d’un système différentiel fractionnaire flou intuitionistique, nous proposons une nou-
velle définition et un résultat de la stabilité au sens de Mittag Lefller pour les équations
différentielles floues intuitionistiques d’ordre fractionnaire en étendant la méthode directe de
Lyaponnov au cas fractionnaire (cf,voir notre article [50]).
Enfin, nous terminons cette thèse par une conclusion et quelques perspectives du futur.
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Notations générales

Dans toute cette thèse, on utilisera les notations suivantes :
N : L’ensemble des nombres entiers naturels.
Z : L’ensemble des nombres relatifs.
Q : L’ensemble des nombres rationnels.
R : L’ensemble des nombres réels.
C : l’ensemble des nombres complexes.
E1 : L’ensemble des nombres flous.
IF1 : L’ensemble des nombres flous intuitionistiques.
Γ(z) : La fonction Gamma d’Euler.
B(z) : La fonction Beta.
Eα(z) : La fonction de Mittag-Lefller.
L([a, b], E1) : L’espace des fonctions floues intégrable sur [a, b].
C([a, b], E1) : L’espace des fonctions floues continues sur [a, b].
AC([a, b]) : L’espace des fonctions absolument continues sur [a, b].
C1([a, b], E1) : L’espace des fonctions floues de classe C1 sur [a, b].
L([a, b], IF1) : L’espace des fonctions floues intuitionistiques intégrable sur [a, b].
C([a, b], IF1) : L’espace des fonctions floues intionistiques continues sur [a, b].
C1([a, b], IF1) : L’espace des fonctions floues intuitionistiques de classe C1 sur [a, b].
Iq : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre q.
RDq : La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre q.
cDq : La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre q.
Pc(R) : Les sous ensembles compacts de R.
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Chapitre 1
Théorie des ensembles flous et flous
intuitionistiques

1.1 Théorie des ensembles flous

Le concept de l’ensemble flou permet de considérer des classes d’objets dont les frontières
ne sont pas clairement déterminées, par l’introduction d’une fonction d’appartenance des
objets á une classe prenant des valeurs entre 0 et 1, contrairement aux ensembles booléens
dont la fonction caractéristique ne prend que deux valeur 0 ou 1.
Les classes d’objets rencontrées dans le monde réel ne possèdent pas de critères d’appar-
tenance bien définis. Ces classes d’objets permettent de souligner le fossé qui sépare les
représentations mentales de la réalité par des modèles mathématiques(équations différentielles).
Ces classes auxquelles Zadeh fait allusion n’existe qu’á travers de ces représentations men-
tales et correspondent aux termes vagues du langage naturel comme la température élevée.
La notion de l’ensemble classique est mal adaptée pour présenter ce type de classes, par
exemple si l’on prend le concept de ”jeune homme” il est difficile de déterminer un seuil en
dessous duquel un homme sera considéré ”jeune”.
L’idée de Zadeh a été de proposer au lieu d’un seuil unique pour l’appartenance á l’ensemble
des âges ”jeune” dans un contexte donné il semblait plus réaliste de considérer deux seuil S1

et S2 tels que S1 < S2 ou le terme ”jeune” s’applique parfaitement aux âges plus petits que
S1 (par exemple 19 ans), et ne s’applique plus du tout au dessus de S2. Les âges plus petits
que S1 aurons le degré d’appartenance maximale (supposé égale 1), tandis que les âges plus

13



Chapitre 1 – Théorie des ensembles flous et flous intuitionistiques

grand que S2 (par exemple 40 ans) auront un degré d’appartenance minimale (supposé égale
0). Entre S1 et S2 les degrés d’appartenance á la classe ”jeune” seront intermédiaires, par
convention ils varient entre 0 et 1.

1.1.1 Définitions et exemples

Soit X un univers.

Définition 1.1. [70] On définit un sous-ensemble A de X par la donnée d’une fonction

µA : X −→ [0, 1],

Cette fonction est appelée ”fonction d’appartenance” de A.
On peut aussi représenter le sous-ensemble flou A par la notation suivante :

A = {(x, µA(x)), x ∈ X} .

On note par F(X) la collection de tous les sous-ensembles flous de X.

Remarque 1.1. Un ensemble classique M est un sous-ensemble flou. En effet il suffit de
considérer sa fonction d’appartenance µM égale à sa fonction caractéristique χM .

µM = χM .

Définition 1.2. Soit A un sous-ensemble flou de X.
1) On appelle Support de A noté S(A), Supp(A), l’ensemble

S(A) =
{
x ∈ X, µA(x) > 0

}
.

2) On appelle noyau de A noté N(A), l’ensemble

N(A) =
{
x ∈ X, µA(x) = 1

}
.

3) On dit que A est normal, s’il existe x0 ∈ X tel que

µA(x0) = 1.

4) On appelle hauteur de A notée h(A) le réel

h(A) = sup
{
µA(x), x ∈ X

}
.

14



Chapitre 1 – Théorie des ensembles flous et flous intuitionistiques

Remarque 1.2. Le sup n’est pas forcement atteint par la fonction d’appartenance µA. En
prenant l’exemple de la fonction tangente hyperbolique (∀x ∈ X , µA(x) = tanh(x)).

Figure 1.1 – Tangente hyperbolique.

– h(A) = 1 sans qu’il soit atteint .
– N(A)=∅.
– Supp(A) = R∗+.

1.1.2 α-coupe d’un ensemble flou

Il est souvent intéressant de se référer à des sous-ensembles classiques correspondants
d’une façon approximative à des sous-ensembles flous donnés, afin d’établir des critères de
prise de décision. La façon la plus simple de réaliser cette approximation est de fixer une
limite inférieure notée α aux degrés d’appartenance. On construit ainsi le sous-ensemble
ordinaire Aα de X associé au sous-ensemble flou A appartenant à F(X) pour le seuil α, en
sélectionnant tous les éléments de X qui appartiennent à A avec un degré au moins égal à
la valeur du réel α.

Définition 1.3. [70] On appelle la α-coupe ou sous-ensemble de niveau α, le sous-ensemble
ordinaire Aα ou Aα défini par l’application Γα.

Γα : F(X) −→ P(X),
A 7−→ Γα(A).

Tel que Γα(A) = Aα = Aα = {x ∈ X : µA(x) ≥ α}, avec 0 ≤ α ≤ 1.
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Chapitre 1 – Théorie des ensembles flous et flous intuitionistiques

Lorsqu’on construit une α-coupe Aα d’un sous-ensemble flou A, on peut dire que α

représente le seuil d’appartenance, relativement à la définition de A. Plus on est exigeant sur
la notion d’appartenance, plus on augmente ce seuil.

Propriétés 1.1. Soient µ, ν ∈ F(X) et (α1, α2) ∈ [0, 1]2. Alors on a

1) µ ⊆ ν ⇒ µα1 ⊆ να1 ,∀α1 ∈ [0, 1].

2) α1 ≤ α2 ⇒ µα2 ⊆ µα1 , ∀(α1, α2) ∈ [0, 1]2.

Démonstration. Soient µ, ν ∈ F(X), et (α1, α2) ∈ [0, 1]2.
1) On suppose que µ ⊆ ν .

Montrons que µα1 ⊆ να1 .
On a

(x ∈ µα1) ⇔ (x ∈ X, µ(x) ≥ α1),

⇒ (x ∈ X, ν(x) ≥ α1),

⇒ (x ∈ να1), car µ ⊆ ν,

donc µα1 ⊆ να1 .
2) On suppose que α1 ≤ α2.

Montrons que µα2 ⊆ να1 .
On a

(x ∈ µα2) ⇔ (x ∈ X, µ(x) ≥ α2),

⇒ (x ∈ X, µ(x) ≥ α1),

⇒ (x ∈ µα1),

donc µα2 ⊆ να1 .

Le théorème de décomposition suivant affirme que tout sous ensemble flou peut être
décomposé selon ses α− coupes.

Théorème 1.1. (Théorème de décomposition) Soit A un sous ensemble flou de X de fonc-
tion d’appartenance µA alors on a

µA(x) = sup
α∈]0,1]

αχAα(x) ∀x ∈ X.

16
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Démonstration. On multiplie la fonction caractéristique χAα par α on obtient

αχAα(x) =

 α si µA(x) > α,

0 sinon.

On passe au Sup on obtient

sup
α∈[0,1]

αχAα(x) = sup
α∈[0,1]

{µA(x) > α} = sup
α∈[0,1]

{α < µA(x)}.

Par la caractérisation de la borne supérieure (S = sup(B) ssi ∀b ∈ B, b < S) on a

sup
α∈[0,1]

αχAα(x) = µA(x).

Exemple 1.1. Les caractéristiques d’un ensemble flou : noyau,support,hauteur et la coupe
au niveau α.

17
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Théorème 1.2. Soit {µi / i ∈ I} ⊆ F(X). Alors, ∀α ∈ [0, 1], on a

1.
⋃
i∈I

(µi)α ⊆ (
⋃
i∈I
µi)a.

2.
⋂
i∈I

(µi)α = (
⋂
i∈I
µi)a.

Démonstration. Soient {µi / i ∈ I} ⊆ F(X) et soit α ∈ [0, 1].

1. Montrons que
⋃
i∈I

(µi)α ⊆ (
⋃
i∈I
µi)a.

Soit x ∈
⋃
i∈I

(µi)α ⇔ ∃i ∈ I : x ∈ (µi)α,

⇔ ∃i ∈ I : µi(x) ≥ α,

⇔
∨

i∈I
µi(x) ≥ α

⇔ (
⋃
i∈I
µi)(x) ≥ α,

⇔ x ∈ (
⋃
i∈I
µi)α.

Donc,
⋃
i∈I

(µi)α ⊆ (
⋃
i∈I
µi)α.

2. Montrons que
⋂
i∈I

(µi)α = (
⋂
i∈I
µi)a.

Soit x ∈
⋂
i∈I

(µi)α ⇔ ∀i ∈ I : x ∈ (µi)α,

⇔ ∀i ∈ I : µi(x) ≥ α,

⇔
∧
i∈I
µi(x) ≥ α,

⇔ (
⋂
i∈I
µi)(x) ≥ α,

⇔ x ∈ (
⋂
i∈I
µi)α.

Donc,
⋂
i∈I

(µi)α = (
⋂
i∈I
µi)α.

Remarque 1.3. Si I est finie alors on a l’égalité
⋃
i∈I

(µi)α = (
⋃
i∈I
µi)α.

Remarque 1.4. Si ∀x ∈ X, µ(x) ≤ ν(x), on dit que µ est contenu dans ν (ou ν contient
µ) et on écrit : µ ⊆ ν .
Si µ ⊆ ν et ν 6= µ alors, on dit que µ est contenu entièrement dans ν et on écrit µ ⊂ ν.
⊆ est une relation d’ordre partiel dans F(X).

18
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Démonstration. Montrons que ⊆ est une relation d’ordre partiel dans F(X).
Réflexivité :

Soit µ ∈ F(X).
On a µ = µ⇒ µ ⊆ µ,
donc, ⊆ est Réflexive dans F(X).
Antisymétrie :

Soient µ, ν ∈ F(X) On a

((µ ⊆ ν) et (ν ⊆ µ)), ⇔ ((∀x ∈ X : µ(x) ≤ ν(x)) et (∀x ∈ X : ν(x) ≤ µ(x))),

⇔ (∀x ∈ X : µ(x) = ν(x)),

⇔ (µ = ν),

donc, ⊆ est antisymétrique dans F(X).
Transitivité :

Soient µ, ν, ξ ∈ F(X), on a

(µ ⊆ ν et ν ⊆ ξ) ⇔ (∀x ∈ X, µ(x) ≤ ν(x) et ν(x) ≤ ξ(x)),

⇒ (∀x ∈ X : µ(x) ≤ ξ(x)),

⇔ µ ⊆ ξ.

donc, ⊆ est transitive dans F(X).
Par conséquent, ⊆ est une relation d’ordre partiel dans F(X).

1.1.3 Principe d’extension de Zadeh

Le principe d’extension a été décrit par L.A.Zadeh [70]. Il nous permet de donner un sens
à l’extension du domaine d’une application ou d’une relation définie sur un ensemble X aux
sous ensembles flous de X.
L’application du principe d’extension aux ensembles flous peut être regardée comme une
application de ce principe aux α-coupes de l’ensemble flou en question.
En général, si

f : X × Y −→ Z.
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et si A et B sont des sous ensembles flous respectifs de X et Y , respectivement, on
obtient (

f (A,B)
)
α

= f
(
Aα, Bα

)
.

où Aα, Bα et (f(A,B))α sont respectivement les α-coupes de A, B et f(A,B).

Définition 1.4. [23] Soit f : X −→ Y , et A ∈ F(X) et B ∈ F(Y ), alors l’ensemble flou
f(A) est défini, via le principe d’extension, par

f(A) ∈ F(Y ) et µf(A)(y) = sup
x∈f−1(y)

µA(x).

Ainsi on définit f−1(B) par :

∀x ∈ X, f−1(B)(x) = µB(f(x)).

f(A) s’appelle l’image directe de A par f .
f−1(B) s’appelle l’image réciproque de B par f .

Figure 1.2 – Principe d’extension
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Remarque 1.5. Dans l’ordre d’appliquer ce principe aux applications floues, on reécrit sous
la forme équivalente suivante :

µf(A)(y) = sup
x∈X

min
(
µA(x), χ{f(x)}(y)

)
.

Théorème 1.3. Soit f une application de X dans Y . Alors,
1. ∀µ1, µ2 ∈ F(X) µ1 ⊆ µ2 ⇒ f(µ1) ⊆ f(µ2).
2. Pour tout µi ∈ F(X) et i ∈ I. On a :

f(
⋃
i∈I
µi) =

⋃
i∈I
f(µi).

.
3. Pour tout νj ∈ F(Y ) et j ∈ J . On a :

f−1(
⋃
j∈J

νj) =
⋃
j∈J

f−1(νj),

.
4. Pour tout νi ∈ F(Y ) et i ∈ J . On a :

f−1(
⋂
j∈J

νj) =
⋂
j∈J

f−1(νj),

.
5. ∀ν1, ν2 ∈ F(Y ) : ν1 ⊆ ν2 ⇒ f−1(ν1) ⊆ f−1(ν2).
6. ∀µ ∈ F(X) : µ ⊆ f−1(f(µ)).
7. Si f est une application injective de X dans Y , alors

∀µ ∈ F(X) : µ = f−1(f(µ)).

8. Si f est une application injective de X dans Y , alors,

ψ : F(X) −→ F(Y ),
µ 7−→ f(µ).

est injective.
9. Si f est une application injective de X dans Y , alors,

φ : F(Y ) −→ F(X),
ν 7−→ f−1(ν).

est surjective.
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Chapitre 1 – Théorie des ensembles flous et flous intuitionistiques

10. ∀ν ∈ F(Y ) : f(f−1(ν)) ⊆ ν.
11. Si f est une application surjective, alors

∀ν ∈ F(Y ) : f(f−1(ν)) = ν.

12. Si f est une application surjective, alors, ψ est surjective.
13. Si f est une application surjective, alors, φ est injective.
14. ∀µ ∈ F(X), ∀ν ∈ F(Y ) : f(µ) ⊆ ν ⇔ µ ⊆ f−1(ν).
15. ∀µ ∈ F(X), on a g(f(µ)) = (g ◦ f)(µ).
16. ∀ξ ∈ F(Z), on a f−1(g−1(ξ)) = (g ◦ f)−1(ξ).

Démonstration. En utilisant le principe d’extension (Définition 1.4) et les définitions de la
réunion et l’intersection flou, on peut montrer les assertions de (1) jusqu’au (5) .

6. Montrons que : ∀µ ∈ F(X), on a µ ⊆ f−1(f(µ)).
Soient µ ∈ F(X) et x ∈ X, alors

f−1(f(µ))(x) = f(µ)(f(x)),

=
∨
{µ(x′)/x′ ∈ X; f(x′) = f(x)},

≥ µ(x).

Donc µ ⊆ f−1(f(µ)). En particulier, si f est une injection, alors

f−1(f(µ))(x) = f(µ)(f(x)),

=
∨
{µ(x′)/x′ ∈ X; f(x′) = f(x)},

=
∨
{µ(x′)/x′ ∈ X; x′ = x},

= µ(x).

Donc, (7) est vrai.
Par suite l’application ψ est injective et l’application φ est surjective, d’où on a (8) et
(9).
Pour prouver (10). Soit ν ∈ F(Y ), alors,

f(f−1(ν))(y) =
∨
{f−1(ν)(x)/x ∈ X; f(x) = y},

=
∨
{ν(f(x))/x ∈ X; f(x) = y},

= ν(y) sif−1(y) 6= ∅,

= 0 sinon.
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∀y ∈ Y . Donc f(f−1(ν)) = ν si f est une surjection. Par suite on a les assertions de
(11) à (13) sont vrais.
L’assertion (14) est une conséquence immédiate des affirmations (1) à (13).

15. Montrons que g(f(µ)) = (g ◦ f)(µ). Soit z ∈ Z

g(f(µ))(z) =
∨
{f(µ)(y)/y ∈ Y ; g(y) = z},

=
∨
{
∨
{µ(x)/x ∈ X f(x) = y} /y ∈ Y ; g(y) = z},

=
∨
{µ(x)/x ∈ X; g(f(x)) = z},

=
∨
{µ(x)/x ∈ X; (g ◦ f)(x) = z},

= (g ◦ f)(z).

Donc g(f(µ)) = (g ◦ f)(z).
16. Soit ξ ∈ F(Z) Montrons que f−1(g−1(ξ)) = (gof)−1(ξ). Soit x ∈ X, alors

f−1(g−1(ξ)) = ξ(g(f(x))),

= g−1(ξ)(f(x)),

= f−1((g−1(ξ))(x)),

Donc f−1(g−1(ξ)) = (g ◦ f)−1(ξ).

Définition 1.5. Soit

g : X1 × ...×Xn −→ Y,

(x1, ..., xn) 7−→ g(x1, ..., xn).

On lui associée la fonction ĝ définie par

ĝ F(X1)× ...× F(Xn) −→ F(Y ),

(A1, ..., An) −→ ĝ(A1, ..., An).

avec

µĝ(A1,...,An)(y) = sup
(x1,...,xn)∈A1×...×An,g(x1,...,xn)=y

min(µA1(x1), ..., µAn(xn)).
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Si l’ensemble
{

(x1, ..., xn), g(x1, ..., xn) = y
}

est vide, alors on pose par définition

µĝ(A1,...,An)(y) = 0.

Remarque 1.6. Soit x = (x1, ..., xn), alors on a

µA1 ⊗ ...⊗ µAn(x1, ..., xn) = min
(
µA1(x1), ..., µAn(xn)

)
.

Ainsi, d’après le principe d’extension donné par la Définition 1.4, on obtient

µĝ(A1,...,An)(y) = supµA1 ⊗ ...⊗ µAn(g−1(y)).

Théorème 1.4. Soient f : X −→ Y et g : Y −→ Z alors, d’après le principe d’extension
on obtient : ĝ ◦ f̂ = ĝ ◦ f.

Démonstration. Soit A ∈ F et z ∈ Z, alors on a,

µ
ĝ◦f (z) = supµA

(
(g ◦ f)−1(z)

)
,

= supµA
(
f−1(g−1(z))

)
,

= sup
⋃

y∈g−1(z)
µA

(
f−1(y)

)
,

µ
ĝ◦f̂ = supµ

f̂(A)(g
−1(z)),

= sup
{

supµA
(
f−1(y)

)
, y ∈ g−1(z)

}
.

1.1.4 Opérations sur les ensembles flous

Les opérations sur les sous-ensembles flous sont généralement des extensions des opérations
connues sur les ensembles classiques (égalité, réunion, intersection, complément, etc.). Elles
s’appliquent d’ailleurs aux ensembles classiques lorsque les fonctions d’appartenance se réduisent
à des fonctions caractéristiques.
Soit α ∈]0, 1], rappelons que l’ensemble α-coupe de A est défini par :

Aα =
{
x ∈ X, µA(x) ≥ α

}
.

Si A,B ∈ F(X), alors par définition,

A = B si et seulement si µA(x) = µB(x), ∀x ∈ X.
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Si A,B ∈ F(X), alors

A = B si et seulement si Aα = Bα, ∀α ∈]0, 1].

Il est facile de voire que

Supp(A) =
⋃

α∈]0,1]
Aα.

D’autre part, on a

∀x ∈ X, µA(x) = sup
α∈]0,1]

(
αχAα(x)

)
.

– Complémentaire : Soit A ∈ F(X) caractérisé par la fonction d’appartenance µA.
Le complémentaire de A est un sous-ensemble flou, noté A, et caractérisé par la fonction
d’appartenence µA, définie par :

µA = 1− µA(x), ∀x ∈ X.

– Réunion : Pour tout A,B ∈ F(X), la réunion de A et B est un sous-ensemble flou de
X, noté A ∪B, et

µA∪B(x) = max
(
µA(x), µB(x)

)
, ∀x ∈ X.

– Intersection Pour tout A,B ∈ F(X), l’intersection de A et B est un sous-ensemble
flou de X, noté A ∩B, et on a

µA∩B(x) = min
(
µA(x), µB(x)

)
, ∀x ∈ X.

1.1.5 Nombres flous

1.1.5.1 Définitions et exemples

Définition 1.6. [32]
Un nombre flou est la donnée d’une application u : R −→ [0, 1] telle que

1. u est semi continue supérieure,

2. u est normal,c-á-d il existe x0 ∈ R tel que u(x0) = 1,
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3. u est convexe flou, c-á-d u(λx + (1 − λ)y) ≥ min{u(x), u(y)} pour tout x, y ∈ R et
λ ∈ [0, 1],

4. {x ∈ R, u(x) > 0} est compact.

Notation.
1) On note par E1 la collection de tous les nombres flous.
2) On note aussi l’élément nul de E1 par la formule suivante :

0E1(x) =

 1 si x = 0,
0 sinon.

Exemple 1.2. Soit u le sous ensemble flou décrit par sa fonction d’appartenance suivante

u(x) =



0 si x < 0,
x3 si x ∈ [0, 1[,
1 si x ∈ [1, 1.5],
(2, 5− x)3 si x ∈ [1.5, 2.5],
0 si x > 2.5.

Figure 1.3 – Exemple d’un nombre flou et sa coupe au niveau 1 .
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Chapitre 1 – Théorie des ensembles flous et flous intuitionistiques

u est un nombre flou dont le support est Supp(u) =]0, 2.5[ et sa coupe au niveau 1 est
u1 = [1, 1.5].

Exemple 1.3. Soit v sous ensemble flou décrit par sa fonction d’appartenance suivante .

v(x) =


x− 1 pour x ∈ [1, 2],
−x+ 3 pour x ∈ [2, 3],
0 ailleurs.

v est un nombre flou dont le support est supp(v) =]1, 3[ et sa coupe au niveau 1 est v1 = {2}.

Exemple 1.4. Le sous ensemble flou A représenté dans la figure suivante n’est pas un
nombre flou car il n’est pas convexe flou.

Figure 1.4 – Exemple d’un sous ensemble flou qui n’est pas un nombre flou .

Remarque 1.7. Soit r un nombre réel alors on peut considérer que r comme étant un
élément de E1 par la correspondance suivant.

r → r̃(t) =

 1 si t = r,

0 sinon.
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Figure 1.5 – Exemple d’un singleton flou.

1.1.5.2 Opérations algébriques sur les nombres flous

Soient A et B deux sous ensemble compact non vides de R et λ un nombre réel.
On définit l’addition et la multiplication par un scalaire de Minkowski par :

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B},

et
λA = {λa : a ∈ A}.

En général, A+ (−1)A 6= {0}.
En effet si on pose A = [0, 1], alors (−1)A = [−1, 0], par suite

A+ (−1)A = A− A = [0, 1] + [−1, 0] = [−1, 1] 6= {0}.

La différence de Hukuhara noté par 	H , nous permet de répondre á ce problème.

Définition 1.7. Soient u, v ∈ E1, s’il existe w ∈ E1 tel que, u = v + w alors w est dit la
différence de Hukuhara de u et v notée par u�H v.
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Exemple 1.5. Soient u, v ∈ E1 et α ∈ [0, 1], tels que [u]α = [0, 1] et [w]α = [−1, 1], alors
on a

[−1, 1] �H [−1, 0] = [0, 1] et [−1, 1] �H [1, 0] = [−1, 0].

donc [u]α �H [u]α = {0},
par suite u�H u = 0E1.

Propriétés 1.2. [32]Soient u, v ∈ E1, alors
1) Si u�H v existe, alors elle est unique.
2) u�H u = 0E1.
3) (u+ v) �H v = u.

Remarque 1.8. La différence de Hukuhara u �H v est unique, mais elle n’existe pas tou-
jours. Une condition nécessaire pour que u�H v existe il faut que u contient une translation
a+ v de v.
La généralisation de la différence de Hukuhara (H-différence) donnée dans la définition sui-
vant permet de répondre á cette situation.

Définition 1.8. Soient u, v ∈ E1, la différence de Hukuhara généralisée (gH-différence) de
u et v est un nombre flou w s’il existe tel que

u�gH v = w ⇔


i) u = v + w,

ou

ii) v = u+ (−1)w.

Propriétés 1.3. [11] Soient u et v deux nombres flous alors on a
– 1) u�gH u = 0E1.
– 2)La différence de Hukuhara généralisée (gH-différence) existe est unique.
– 3) Si u�gH v existe dans le sens i) alors u�gH v existe dans le sens ii) et vice versa .
– 4) (u+ v) �gH v = u.
– 5) u�gH v = 0E1 ⇔ u = v.

Définition 1.9. Soient u et v deux nombres flous et k ∈ R.
D’après le principe de l’extension de Zadeh on a :

(u+ v)(z) = max
z=x+y

min{u(x), v(y) = max
x

min{u(x), v(z − x)}.
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(−u)(z) = max
z=−x

min{u(x), v(−z)}.

(k.u)(x) =

 u(x/k) , k > 0,
0̃ , k = 0.

Remarque 1.9. Soient u, v ∈ E1, λ ∈ R et α ∈ [0, 1] alors, on a
1 - [u+ v]α = [u]α + [v]α.
2 - [u− v]α = [uα1 − vα2 , uα2 − vα1 ].

3 - [λu]α = λ[u]α =

 [λuα1 , λuα2 ] si λ ≥ 0.
[λuα2 , λuα1 ] si λ < 0.

4 - [uv]α = [min{uα1 vα1 , uα1 vα2 , uα2 vα1 , uα2 vα2 },max{uα1 vα1 , uα1 vα2 , uα2 vα1 , uα2 vα2 }].

Définition 1.10. Soient u ∈ E1 et r ∈ [0, 1].
La forme paramétrique du nombre flou u est la donnée d’un couple de fonctions (u(r), u(r)),
tel que

1. u(r) est un fonction bornée, croissante, continue á gauche sur ]0, 1] et continue á droit
de 0,

2. u(r) est un fonction bornée, décroissante et continue á gauche sur ]0, 1] et continue á
droit de 0,

3. u(r) ≤ u(r) ∀r ∈ [0, 1].

Proposition 1.1. Soient r ∈ [0, 1] et x = (x(r), x(r)), y = (y(r), y(r)) ∈ E1, alors on a

1. x = y ⇔ (x(r) = y(r)) et (x(r) = y(r)).

2. (x⊕ y)(r) = (x(r) + y(r), x(r) + y(r)).

3. (x� y)(r) = (x(r)− y(r), x(r)− y(r)).

4. (k � x)(r) = (kx(r), kx(r))si k ≥ 0.

5. (k � x)(r) = (kx(r)), kx(r))si k < 0.

1.1.5.3 Distance entre deux nombres flous

Définition 1.11. [55] Soient u, v ∈ E1 et α ∈ [0, 1], on définit la distance entre les deux
nombres flous u et v par :

D(u, v) = sup
α∈[0,1]

d([u]α, [v]α).
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Tel que d est la distance de Hausdorff définie sur Pc(Rn) qui est l’ensemble des compacts de
R.

Proposition 1.2. [55] D une métrique sur E1 et elle vérifie les propriétés suivantes :

1. (E1;D) est un espace métrique complet.

2. D(u+ w, v + w) = D(u, v), ∀u, v, w ∈ E1.

3. D(ku, kv) = |k|D(u, v), ∀u, v ∈ E1 et k ∈ R.

4. D(u+ w, v + z) ≤ D(u, v) +D(w, z), ∀u, v, w, z ∈ E1.

Proposition 1.3. [32] Soit u ∈ E1 alors on a

1. [u]α ∈ Pc(Rn) pour tout α ∈ [0, 1].

2. [u]β ⊂ [u]α si 0 ≤ α ≤ β.

3. Si αn ⊂ [0, 1] est une suite croissante vers α, alors [u]α = ⋂
n≥1[u]αn.

Inversement, si Aα = {[uα1 , uα2 ];α ∈ [0, 1]} est une famille des intervalles fermés de
R qui vérifie les propriétés (1) − (3), alors Aα définit un nombre flou u ∈ E1 tel que
[u]α = Aα et [u]α = ∪0<α≤1A

α.

Démonstration. Soit Aα est une famille des intervalles fermés de R telle que Aα vérifie les
propriétés (1)− (3), alors on pose

u(x) =

 0 si x 6∈M0,

sup{α ∈ [0, 1] : x ∈Mα} si x ∈M0.

-Montrons que u est convexe flou.
Soit x un élément fixé dans l’intervalle [a, b] tel que [a, b] ⊆ A0.
Posons

u(a) = ra = sup{α | a ∈Mα}.

et
u(b) = rb = sup{α | b ∈Mα}.

On suppose que ra ≤ rb,donc d’aprés 2) on a Arb ⊂ Ara par suite b ∈ Arb ⊂ Ara .
Or a, b ∈ Ara et Ara est un intervalle fermé alors [a, b] ⊂ Ara , par suite

u(x) ≥ ra = u(a) = min{u(a), u(b)}.
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De la même manière on montre que ra ≥ rb.
Montrons que uα = Aα.
Soient α0 ∈]0, 1] et x ∈ Aα0 , alors x ∈ {α | x ∈ Aα}, par suite on a

u(x) = sup{α | x ∈ Aα} ≥ α0,

Ce qui implique que x ∈ uα0 ,
D’où Aα0 ⊂ uα0 .
Montrons l’inclusion inverse : uα0 ⊂ Aα0 .
Soit x ∈ uα0 , alors u(x) ≥ α0.
Si on Suppose que u(x) > α0 donc sup{α | x ∈ Aα} > α0, par suite il existe α1 > α0 tel que
x ∈ Aα1 ,
Comme Aα1 ⊂ Aα0 alors x ∈ Aα0 .
Maintenant si on suppose que u(x) = α0 = sup{α | x ∈ Aα}, alors il existe un suite αn qui
converge vers α0 tel que x ∈ Aαn pour tout n ≥ 1.
D’après 3), on a

x ∈
⋂
n≥1

[A]αn = Aα0 .

Par suite uα0 ⊂ Aα0 . Finalement uα0 = Aα0 .
-Montrons que u est semi continue supérieure .
Puisque uα = Aα et l’ensemble Aα est un fermé, alors l’ensemble R − Aα est un ouvert, ce
qui montre que u est semi continue supérieure.
-Montrons que le support de u est compact.
Il est facile de voir que

u0 = {x ∈ R, u(x) > 0} = ∪∞n≥1{x ∈ R, u(x) > αn} = ∪∞n≥1A
αn ,

Donc u0 = A0, par suite u0 est sous ensemble borné de R,donc il est compact.
Finalement, u définit un nombre flou.

1.2 Théorie des ensembles flous intuitionistiques

Le développement de la théorie des ensembles flous, a été spectaculaire dans les trois
dernières décennies. Néanmoins, il y a des problèmes qui pour une meilleure analyse exigent
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une philosophie semblable à la notion floue, dans lequel non seulement le degré d’apparte-
nance d’un élément à un ensemble est pris en considération, mais aussi bien son degré de
non-appartenance à cet ensemble. Dans cette direction, en 1984, La notion des ensembles
flous intuitionistiques (IFS) a été introduite par K.Atanassov [6] comme une généralisation
de la notion des ensembles flous (FS) qui a été décrite par Zadeh [70].

1.2.1 Motivations

Deux personnes ”x” et ”y” ont acheté une bôıte de chocolat, cette bôıte contient 10
pièces. 7 ont été mangés par ”y”, deux par ”x” et une piec̀e de chocolat est tombé sous la
table.
à ce moment là ”z” un ami de ”x”, est venu, et ”x” déclare :

”Nous ne pouvons pas te donner de chocolat, parce que ”y” a mangé toutes les pièces ”

Donnons une estimation de la valeur de vérité de cette déclaration avant qu’on ait une
connaissance des évènements ultérieurs. Puisque ”y” n’a pas été le seul qui a mangé le cho-
colat, alors à partir du point de vue classique qui utilise 0 et 1 pour les estimations, la
déclaration de ”x” a une valeur de vérité nulle.
D’autre part, on est convaincu d’une façon intuitive que la déclaration est plus vraie que
fausse. Parce qu’il ne reste plus de chocolat.
Si on estime la déclaration de ”x” dans les termes de logiques ternaires, introduite par Jan
Lukasiewicz en 1926 [34], qui prend l’ensemble {0, 1

2 , 1} comme ensemble des estimations, sa
valeur de vérité devra être 1

2 .
Lukasiewicz a généralisé son idée à la notion de plusieurs valeurs logiques [34]. Par exemple,
si on utilise onze valeurs logiques, en prenant comme estimations l’ensemble des éléments
{0, 1

10 ,
2
10 , ..., 1}, et dans ce cas, notre problème est à nouveau facile à résoudre : la vérité de

l’estimation de la déclaration est exactement 1
7 . Mais si nous prenons six valeurs logiques,

l’estimation est décrit par l’ensemble {0, 1
5 , .., 1}, maintenant, on ne saura pas évaluer cor-

rectement la valeur de vérité de la déclaration précèdente. On hésitera entre 3
5 et 4

5 , mais
aucune de ces deux valeurs ne sera correcte, parce que

4
5 −

7
10 = 7

10 −
3
5

Ces deux valeurs seraient éloignées de la valeur 7
10 .

Il y a plusieurs façons pour évaluer l’estimation de vérité, pour gérer le même problème,
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ainsi on aboutit à l’idée d’ensemble flou élaborée par Lotfi Zadeh, qui utilise [0, 1] comme
ensemble d’évaluation.
Maintenant il est claire que la valeur de vérité est égale à 0.7. Cependant, dans le prochain
moment ”y” peut prendre le chocolat tombé et le placé dans la bôıte, en conservant la va-
leur de vérité qui est égale à 0.7, et le reste c’est 0.3. Mais il peut aussi manger le dérnier
morceau, et dans ce cas la valeur de vérité prend 0.8 et le reste c’est 0.2. Dans ce sens, la
déclaration dépend essentiellement aux actions de ”y”. Donc l’appareil des ensembles flous
intuitionistiques nous donne la réponse la plus précise < 0.7, 0.2 >, et maintenant le degré
d’incertitude c’est 0.1.

1.2.2 Définitions fondamentales

Définition 1.12. On définit un sous-ensemble flou intuitionistique A d’un univers X par la
donnée de deux fonctions

µA : X −→ [0, 1],

et

νA : X −→ [0, 1],

appelées respectivement fonction d’appartenance et fonction de non-appartenance de A, qui
vérifient

0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X.

On peut représenter A sous la forme suivante :

A =
{
< x, µA(x), νA(x) >, 0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X

}

On note IF(X) l’espace de tous les sous-ensembles floues intuitionistiques de X.

Remarque 1.10. Tout sous-ensemble flou est un sous-ensemble flou intuitionistique.
En effet, on a

0 ≤ µA + νA = 1
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Soit X un univers.

Définition 1.13. Soit A un sous-ensemble flou intuitionistique de X. On appelle support
de A l’ensemble

S(A) =
{
x ∈ X, νA(x) < 1

}
.

Définition 1.14. Soient n sous-ensembles flous intuitionistiques A1, ..., An respectivement
de X1, ..., Xn. Le produit cartésien de A1, ..., An est un sous-ensemble flou intuitionistique de
X1 × ...×Xn, défini par

µA1×...×An(x1, ..., xn) = min
(
µA1(x1), ..., µAn(xn)

)
,

νA1×...×An(x1, ..., xn) = max
(
νA1(x1), ..., νAn(xn)

)
,

∀xi ∈ Ai, i = 1, 2, ...

1.2.3 Opérations sur les ensembles flous intuitionistiques

On définit les opérations sur l’espace des ensembles flous intuitionistiques comme suit :
– Egalité

A = B ⇐⇒ µA(x) = µB(x) et νB(x) = νA(x), ∀x ∈ X.

– Inclusion

A ⊂ B ⇐⇒ µA(x) ≤ µB(x) et νB(x) ≤ νA(x), ∀x ∈ X.

– Complémentaire

SoitA un sous-ensemble flou intuitionistique deX caractérisé par µA et νA. Le complémentaire
de A est un sous-ensemble flou intuitionistique caractérisé par :

µA(x) = νA(x) et νA(x) = µA(x), ∀x ∈ X.
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– Intersection

L’intersection de deux sous-ensembles flous intuitionistiqus A et B de X est un sous-
ensemble flou intuitionistique défini par :

µA∩B(x) = min
(
µA(x), µB(x)

)
et νA∩B(x) = max

(
νA(x), νB(x)

)
, ∀x ∈ X(1.1)

Figure 1.6 – Interprétation géométrique de l’intersection

– Réunion

La réunion de deux sous-ensembles flous intuitionistiques A et B de X est un sous-
ensemble flou intuitionistique défini par :

µA∪B(x) = max
(
µA(x), µB(x)

)
et νA∪B(x) = min

(
νA(x), νB(x)

)
, ∀x ∈ X

Figure 1.7 – Interprétation géométrique de la réunion

D’après [9, 8], pour tout A,B ∈ IF(X), on a les assertions suivantes :

A ∩B = B ∩ A.

A ∪B = B ∪ A.

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).
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(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

A ∩ A = A.

A ∪ A = A.

A ∩B = A ∪B.

A ∪B = A ∩B.

1.2.4 (α, β)-coupe d’un ensemble flou intuitionistique

Dans cette section on va donner une généralisation de la notion de α-coupe utilisée dans
le cas d’un ensemble flou.

Définition 1.15. Une (α, β)-coupe d’un sous-ensemble flou intuitionistique

A = {< x, µA(x), νA(x) >, x ∈ X} .

est définie par :

Aα,β =
{
x ∈ X, µA(x) ≥ α, et νA(x) ≤ β

}
.

où (α, β) ∈ [0, 1]2 et α + β ≤ 1.

On définit aussi
Aβ =

{
x ∈ X, νA(x) ≤ β

}
.

et
Aα =

{
x ∈ X, µA(x) ≥ α

}
.

On obtient la proposition suivante.

Proposition 1.4.

Aα,β(A) = Aα ∩ Aβ(A).

Exemple 1.6. Soit X = {a, b, c, d, e}.
On pose A = {< a, 0.5, 0.3 >,< b, 0.1, 0.7 >,< c, 1, 0 >,< d, 0, 0 >,< e, 0, 1 >}.
Alors on a A0.3,0.4 = {a, c} , car A0.3 = {a, c} et A0.4 = {a, c, d} .

37
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1.2.5 Nombres flous intuitionistiques

1.2.5.1 Définitions et exemples

On note par

IF(R) = {〈u, v〉 : R −→ [0, 1]2 , 0 ≤ u(x) + v(x) ≤ 1}.

Définition 1.16. [47] Un élément 〈u, v〉 ∈ IF(R) est dit un nombre flou intuitionistique s’il
vérifie les conditions suivantes :

1. 〈u, v〉 est normal, c-á-d ∃x0, x1 ∈ R such that u(x0) = 1 et v(x1) = 1,

2. u est convexe flou et v is concave flou,

3. u est semi-continue supérieure et v est semi-continue inférieure,

4. supp〈u, v〉 = {x ∈ R : v(x) < 1} est borné.

On note par IF1 la collection de tout les nombres flous intuitionistique.
Soient α ∈ [0, 1] et 〈u, v〉 ∈ IF1, on définit la coupe supérieure et la coupe inférieure au
niveau α de 〈u, v〉 respectivement par

[〈u, v〉]α = {x ∈ R : v(x) ≤ 1− α}.

et
[〈u, v〉]α = {x ∈ R : u(x) ≥ α}.

Remarque 1.11. Si 〈u, v〉 est nombre flou intuitionistique, alors on a

[〈u, v〉]α = [u]α.

et
[〈u, v〉]α = [1− v]α.

Exemple 1.7. Un nombre flou intuitionistique triangulaire A = {〈x, µA(x), νA(x)〉 est un
ensemble flou intuitionistique de R avec la fonction d’appartenance u et la fonction de non
appartenance v suivantes :

µA(x) =


x−a1
a2−a1

si a1 ≤ x ≤ a2,

a3−x
a3−a2

si a2 ≤ x ≤ a3,

0 sinon.
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νA(x) =


a2−x
a2−a

′
1

si a
′
1 ≤ x ≤ a2,

x−a2
a
′
3−a2

si a2 ≤ x ≤ a
′
3,

1 sinon.

Exemple 1.8. Un nombre flou intuitionistique trapézöıdale A = {〈x, µA(x), νA(x)〉 est un
ensemble flou intuitionistique de R avec la fonction d’appartenance u et la fonction de non
appartenance v suivantes :

µA(x) =



x−a1
a2−a1

si a1 ≤ x ≤ a2,

1 if a2 ≤ x ≤ a3
a4−x
a4−a3

si a3 ≤ x ≤ a4,

0 sinon.

νA(x) =



a2−x
a2−a

′
1

si a
′
1 ≤ x ≤ a2,

0 if ifa2 ≤ x ≤ a3
x−a3
a
′
4−a3

si a3 ≤ x ≤ a
′
4,

1 sinon.

1.2.5.2 Opérations sur les nombres flous intuitionistiques

On définit le zéro flou intuitionistique noté 0IF1 ∈ IF1 par

0IF1(t) =

 (1, 0) si t = 0,
(0, 1) si t 6= 0.

Définition 1.17. [6] Soient 〈u1, v1〉,〈u2, v2〉 ∈ IF1, λ ∈ R et α ∈ [0, 1], alors on a

1. (〈u1, v1〉+ 〈u2, v2〉)(z) = ( sup
z=x+y

min(u1(x), u2(y)), inf
z=x+y

max(u1(x), u2(y))).

2. λ〈u1, v1〉 = 〈λu1, λv1〉 if λ 6= 0.

3. λ〈u1, v1〉 = 0IF if λ = 0.

4. [〈u1, v1〉+ 〈u2, v2〉]α = [〈u1, v1〉]α + [〈u2, v2〉]α.

5. [〈u1, v1〉+ 〈u2, v2〉]α = [〈u1, v1〉]α + [〈u2, v2〉]α.

6. [λ〈u1, v1〉]α = λ[〈u1, v1〉]α.

7. [λ〈u1, v1〉]α = λ[〈u1, v1〉]α.

39
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Définition 1.18. [47] Soitent 〈u1, v1〉,〈u2, v2〉 ∈ IF1, la différence de Hukuhara généralisée
de 〈u1, v1〉 et 〈u2, v2〉 noté par 〈u1, v1〉 	gH 〈u2, v2〉 est définie comme suit

〈u2, v2〉�gH 〈u1, v1〉 = 〈u3, v3〉 ⇔


i) 〈u2, v2〉 = 〈u1, v1〉+ 〈u3, v3〉 ,

ou

ii) 〈u1, v1〉 = 〈u2, v2〉+ (−1)〈u3, v3〉.

Soientt 〈u, v〉 ∈ IF1 et α ∈ [0, 1], alors on définit les ensembles suivant :

[〈u, v〉]+l (α) = inf{x ∈ R : u(x) ≥ α},

[〈u, v〉]+r (α) = sup{x ∈ R : u(x) ≥ α},

[〈u, v〉]−l (α) = inf{x ∈ R : v(x) ≤ 1− α},

[〈u, v〉]−r (α) = sup{x ∈ R : v(x) ≤ 1− α}.

Remarque 1.12. Soient 〈u, v〉 ∈ IF1 et α ∈ [0, 1], alors on a

[〈u, v〉]α = [[〈u, v〉]−l (α), [〈u, v〉]−r (α)].

[〈u, v〉]α = [[〈u, v〉]+l (α), [〈u, v〉]+r (α)].

Proposition 1.5. Soit α, β ∈ [0, 1] et 〈u, v〉 ∈ IF1, alors

1. [〈u, v〉]α ⊂ [〈u, v〉]α.

2. [〈u, v〉]αet[〈u, v〉]α. sont non vides, compacts et convexes .

3. si α ≤ β alors [〈u, v〉]β ⊂ [〈u, v〉]α et [〈u, v〉]β ⊂ [〈u, v〉]α.

4. si αn ↗ α alors [〈u, v〉]α = ∩n[〈u, v〉]αn et [〈u, v〉]α = ∩n[〈u, v〉]αn.

Inversement, soit α ∈ [0, 1] on pose

Mα = {x ∈ R : u(x) ≥ α}.

Et
Mα = {x ∈ R : v(x) ≤ 1− α}.
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Lemme 1.1. [47] Soient {Mα : α ∈ [0, 1]} et {Mα : α ∈ [0, 1]} deux sous ensemble de R qui
vérifient (1)− (4) de la proposition précédente, si on définit u et v par :

u(x) =

 0 si x 6∈M0,

sup{α ∈ [0, 1] : x ∈Mα} si x ∈M0.

v(x) =

 1 si x 6∈M0,

1− sup{α ∈ [0, 1] : x ∈Mα} si x ∈M0.

Alors 〈u, v〉 représente un élément de IF1

Lemme 1.2. [47] Soit I un sous ensemble dense dans [0, 1].
Si [〈u, v〉]α = [〈w, z〉]α et [〈u, v〉]α = [〈w, z〉]α pour tout α ∈ I, alors 〈u, v〉 = 〈w, z〉.

1.2.5.3 Distance entre deux nombres flous intuitionistiques

Soit dp : IF1 × IF1 −→ [0,+∞[ l’application définie par :

dp (〈u, v〉, 〈w, z〉) = (1
4

∫ 1

0

∣∣∣[〈u, v〉]+r (α)− [〈w, z〉]+r (α)
∣∣∣p dα,

+1
4

∫ 1

0

∣∣∣[〈u, v〉]+l (α)− [〈w, z〉]+l (α)
∣∣∣p dα,

+1
4

∫ 1

0

∣∣∣[〈u, v〉]−r (α)− [〈w, z〉]−r (α)
∣∣∣p dα,

+1
4

∫ 1

0

∣∣∣[〈u, v〉]−l (α)− [〈w, z〉]−l (α)
∣∣∣p dα)

1
p , tel que p ∈ [1,+∞[.

Et d∞(〈u, v〉, 〈w, z〉) = 1
4 sup

0≤α≤1
|[〈u, v〉]+r (α)− [〈w, z〉]+r (α)|,

+1
4 sup

0≤α≤1
|[〈u, v〉]+l (α)− [〈w, z〉]+l (α)|,

+1
4 sup

0≤α≤1
|[〈u, v〉]−r (α)− [〈w, z〉]−r (α)|,

+1
4 sup

0≤α≤1
|[〈u, v〉]−l (α)− [〈w, z〉]−l (α)|.

Théorème 1.5. [45] L’espace flou intuitionistique (IF1, dp) est est un espace métrique com-
plet pour tout p ∈ [1,+∞].
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Démonstration. La démonstration de ce théorème est donné en deux cas :
Cas(1) :p =∞
Soit (〈un, vn〉)n une suite de Cauchy,pour ε > 0il existe un entier n0 tel que pour n,m ≥ n0

on a :

dp(〈un, vn〉, 〈um, vm〉) < ε,

alors
sup

0≤α≤1
|[〈un, vn〉]+r (α)− [〈um, vm〉]+r (α)| < ε,

sup
0≤α≤1

|[〈un, vn〉]+l (α)− [〈um, vm〉]+l (α)| < ε,

Donc ([〈un, vn〉]+r (α))n and ([〈un, vn〉]+r (α))n est une suite de Cauchy R

Ainsi, (
[〈un, vn〉]+r (α)

)
n
−→ φr(α),(

[〈un, vn〉]+l (α)
)
n
−→ φl(α),

D’après la Proposition 1.3, la famille([φl(α), φr(α)])α∈[0,1] définit un nombre flou u.
De même on a : (

[〈un, vn〉]−r (α)
)
n
−→ ϕr(α),(

[〈un, vn〉]−l (α)
)
n
−→ ϕl(α),

Alors
lim
n→∞

dp(〈un, vn〉, 〈u, v〉) = 0,

Avec
[〈u, v〉]α = [ϕl(α), ϕr(α)],

[〈u, v〉]α = [φl(α), φr(α)].

D’après la Proposition 1.3, la famille ([ϕl(α), ϕr(α)])α∈[0,1] définit un nombre flou 1− v.
Comme

[〈un, vn〉]α ⊂ [〈un, vn〉]α,

et par passage á la limite on déduit que 〈u, v〉 ∈ IF1.
Cas(2) :1 ≤ p <∞.
De même on a

dp(〈un, vn〉, 〈um, vm〉) < ε,
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alors ∫ 1

0
|[〈un, vn〉]+r (α)− [〈um, vm〉]+r (α)|pdα < ε,∫ 1

0
|[〈un, vn〉]+l (α)− [〈um, vm〉]+l (α)|pdα < ε,

d’après le théorème de Freschet-Riesz [12], on a
(
[〈un, vn〉]+r (α)

)
n
−→ φr(α) in Lp,

(
[〈un, vn〉]+l (α)

)
n
−→ φl(α) in Lp,

donc il existe une sous suite ([〈unk , vnk〉])k telle que

[〈unk , vnk〉]+r (α) −→ φr(α) a.e,

[〈unk , vnk〉]+l (α) −→ φl(α) a.e,

ainsi d’après la Proposition 1.3, il existe 〈u, v〉 ∈ IF1 telle que ,

[〈u, v〉]α = [ϕl(α), ϕr(α)],

[〈u, v〉]α = [φl(α), φr(α)].

1.2.5.4 Topologie induite par la métrique floue intuitionistique dp

Définition 1.19. [47] Soient r > 0 et 〈u, v〉 ∈ IF1, alors
1) L’ensemble B(〈u, v〉, r) = {〈w, z〉 ∈ IF1 : dp(〈u, v〉, 〈w, z〉) < r} est dit la boule ouverte

floue intuitionistique de centre 〈u, v〉 et de rayon r.
2) L’ensemble B[〈u, v〉, r] = {〈w, z〉 ∈ IF1 : dp(〈u, v〉, 〈w, z〉) ≤ r}est dit la boule fermée

floue intuitionistique de centre 〈u, v〉 et de rayon r.
3) Un sous ensemble G de IF1 est dit ouvert dans IF1 si ∀〈u, v〉 ∈ G ,∃r > 0 telle que
B(〈u, v〉, r) ⊂ G.

4) Un sous ensemble F de IF1 est dit fermé dans si et seulement si son complément est
ouvert.

5) Un sous ensemble V de IF1 est dit voisinage de 〈u, v〉 s’il existe un ouvert U tel que
〈u, v〉 ⊂ U ⊂ V .
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6) Un sous ensemble B de IF1 est dit bornée s’il existe 〈u, v〉 et r > 0 tel que B ⊂
B(〈u, v〉, r).

Définition 1.20. [47] Soit 〈un, vn〉 une suite dans IF1, alors
1) 〈un, vn〉 converge vers 〈u, v〉 si et seulement si lim

n→+∞
dp(〈un, vn〉, 〈u, v〉) = 0.

2) 〈un, vn〉 est une suite de Cauchy si lim
n,m→+∞

dp(〈un, vn〉, 〈um, vm〉) = 0.
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Le concept du problème de Cauchy pour les équations différentielles floues a été étudié
par plusieurs auteurs sur l’espace métrique flou (E1, D), pour plus de détails voir les travaux
de Kaleva [32], Seikkala[62] et Kloeden[19] .
Dans cette direction, d’abord Dieudonne[21] a donné un example dans lequel a montré que
le théorème de Peano n’est pas valable dans l’espace des suites convergente vers zero, ensuite
Yorke[69] a montré qu’il n’est pas correct sur un espace Hilbert et Cellina[17] a montré aussi
qu’il n’est pas correct sur un espace Hilbert non réflexif. Enfin, Godunov [29] a montré que
si le théorème de Peano est vérifié sur un espace de Hilbert , alors il est de dimension fini.
Dans ce cadre, notre objectif dans ce chapitre est d’abord, d’établir les conditions suffisantes
pour avoir l’équivalence entre entre l’équation différentielle fractionnaire floue d’ordre 0 <

q < 1 suivante : 
cDqx(t) = f(t, x(t)); t ∈ J = [t0, t0 + δ], δ > 0,
x(t0) = x0.

(2.1)

Et la solution de l’équation intégrale suivante :

x(t)	gH x0 = 1
Γ(q)

∫ t

t0
(t− s)q−1f(t, x(t))ds. (2.2)

Ensuite, d’étudier l’existence de la solution du problème (2.1) de en en faisant étendre le
résultat du théorème de Peano au cas flou et fractionnaire.
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2.1 Fonctions floues

L’un des concepts fondamentaux des mathématiques est celui de la théorie des fonctions.
La définition standard d’une fonction est inspiré de la notion de l’application, ou de la
correspondance. Étant donné deux ensembles X et Y , une correspondance qui associe à
chaque élément de X un élément unique de Y définit une fonction dont le domaine est X.

2.1.1 Définition et exemple

Le concept de la fonction floue peut être défini de différentes manières, et nous avons
formulé ces définitions pour établir la définition suivante.

Définition 2.1. On dit que F (t) est une fonction floue de R a valeur dans E1 si elle est un
nombre flou pour tout t ∈ R.

Exemple 2.1. Soit F :]− 1, 1[−→ E1 une fonction définie par

[F (t)]α =

 {1} si t ∈]− 1, 0],
[1− (1− α) 1

t , 1] si α, t ∈]0, 1[.

telle que [F (t)]0 = [0, 1] et [F (t)]1 = {1}, alors F est une fonction floue.

2.1.2 Limites et continuité

Définition 2.2. Soit F : [a, b] −→ E1 une fonction floue.
On dit que L ∈ E1 est une limite de F quand t tend vers t0 si pour tout ε > 0 il existe δ > 0
tel que,

| t− t0 |⇒ D(F (t), L) < ε,

et on écrit
lim
t→t0

F (t) = L.

Définition 2.3. Soient F : [a, b] −→ E1 une fonction floue et t0 ∈ [a, b].

1) On dit que F est continue en t0 si et seulement si lim
t→t0

F (t) = F (t0).
2) On dit que F est continue sur l’intervalle [a, b] si et seulement si elle est continue en

tous ses points.
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2.1.3 Mesurabilité

Définition 2.4. [32] Soit F : [a, b] −→ E1 une fonction floue. On dit que F est fortement
mesurable si ∀α ∈ [0, 1], la fonction Fα : [a, b] −→ Pc(R) définie par Fα(t) = [F (t)]α est
mesurable au sens de Lebesgue.

Lemme 2.1. Si F est fortement mesurable alors elle est mesurable.

Démonstration. Soit ε > 0 et u ∈ E1, alors on a

T = {t \D(F (t), u) ≤ ε} =
⋂

α∈[0,1]
{t \D(Fα(t), [u]α) ≤ ε}.

Puisque pour tout v ∈ E1 et αk ↗ α, on a

lim
k−→+∞

d([v]α, [v]αk) = 0,

et par l’inégalité triangulaire de la distance d, on obtient

D(Fα(t), [u]α) ≤ lim supD(Fαk(t), [u]αk),

par conséquence

{t \D(F (t), u) ≤ ε} ⊇ ∩α∈[0,1]{t \D(Fαk(t), [u]αk) ≤ ε}.

T =
⋂
k≥1
{t \D(Fαk(t), [u]αk) ≤ ε}.

Où {αk \ k = 1, 2...} est un sous ensemble dénombrable dense dans [0, 1].
Par suite T est mesurable.

Lemme 2.2. Si la fonction floue F est continue alors elle est fortement mesurable.

Démonstration. Soient ε > 0 et t0 ∈ [a, b], alors comme F est continue il existe δ > 0 tel que

| t− t0 |⇒ D(F (t), F (t0)) < ε

Par la définition de la métrique D on a D(Fα(t), Fα(t0)) < ε pour | t − t0 |, donc Fα est
continue.
Par suite pour tout ouvert U de Pc(Rn) on a F−1

α (U) est ouvert.
D’où la fonction floue F est mesurable.
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2.1.4 Intégrabilité

Définition 2.5. Une fonction floue F : [a, b]→ E1 est dite intégrablement borné s’il existe
une fonction intégrable h tel que.

| x |≤ h(t), ∀x ∈ F0(t).

Définition 2.6. [32] Soit F : [a, b] −→ E1 une fonction floue. On dit que F est intégrable
sur [a, b] s’il existe un élément u ∈ E1 tel que pour tout α ∈ [0, 1] on a[∫ b

a
F (t)dt

]α
=
{∫ b

a
f(t)dt | f : [a, b] −→ Rest une selection mésurable de Fα

}
,

[u]α =
[∫ b

a
F (t)dt

]α
.

Et on écrit
∫ b

a
F (t)dt = u.

Théorème 2.1. [32] Soit F : [a, b] −→ E1 une fonction floue, alors on a
1) Si F est fortement mesurable et intégrablement borné, alors elle est intégrable.
2) Si F est continue sur [a, b], alors elle est intégrable.

Propriétés 2.1. Soit F : [a, b] −→ E1 une fonction floue intégrable sur [a, b], alors on a∫ b

a
F (t)dt =

∫ c

a
F (t)dt+

∫ b

c
F (t)dt.

Démonstration. Soit α ∈ [0, 1] et f une sélection mesurable de Fα.
Comme

∫ b
a f(t)dt =

∫ c
a f(t)dt+

∫ b
c f(t)dt alors on a[∫ b

a
F (t)dt

]α
⊆
[∫ c

a
F (t)dt

]α
+
[∫ b

c
F (t)dt

]α
.

Soient f1 et f2 deux sélection mesurable de Fα dans [a, c] et [c, b] respectivement, alors la
fonction f définie par

f(t) =

 f1(t) si t ∈ [a, c],
f2(t) si t ∈ [c, b].

est une sélection mesurable de Fα sur [a, b] et on a∫ b

a
f(t)dt =

∫ c

a
f1(t)dt+

∫ b

c
f2(t)dt.

Alors [∫ b

a
F (t)dt

]α
⊇
[∫ c

a
F (t)dt

]α
+
[∫ b

c
F (t)dt

]α
.
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Proposition 2.1. [32] Soient F,G : [a, b] −→ E1 deux fonctions intégrable et λ ∈ R, alors
(i)

∫ b

a
(F (t) +G(t)) dt =

∫ b

a
F (t)dt+

∫ b

a
G(t)dt.

(ii)
∫ b

a
λF (t)dt = λ

∫ b

a
F (t)dt.

(iii) D(F,G) est intégrable.

(iv) D
(∫ b

a
F (t)dt,

∫ b

a
G(t)dt

)
≤
∫ b

a
D(F (t), G(t))dt.

Démonstration. Soit α ∈ [0, 1],alors les deux intégrales
∫ b
a Fα(t)dt et

∫ b
a Gα(t)dt sont des

intégrales de Bochner.
Comme [F +G]α = [F ]α + [G]α, alors on a∫ b

a
[F (t) +G(t)]αdt =

∫ b

a
Fα(t) +

∫ b

a
Gα(t)dt.

Ce qui montre i).
De la même manière on montre ii),il suffit de voir que [λF (t)]α = λF (t)]α.
Pour montrer iii), On rappelle que la distance de Hausdorff entre Fα et Gα peut être écrite
sous la forme suivante (voir [32]).

d(Fα(t), Gα(t)) = max{ sup
x∈Fα

inf
y∈Gα

‖ x− y ‖, sup
y∈Gα

inf
x∈Fα

‖ x− y ‖}.

Soient {σαn \ n = 1, 2, ..} et {ραn \ n = 1, 2, ..}. les représentation de Castaing de Fα et de Gα

respectivement. On utilisant la définition de la distance de Hausdorff on trouve que,

d(Fα(t), Gα(t)) = Max{sup
n≥1

inf
k≥1
‖ σαn(t)− ραk (t) ‖, sup

n≥1
inf
k≥1
‖ ραn(t)− σαk (t) ‖}.

Est mesurable Donc D(F (t), G(t)) = sup
k≥1

d(Fαk(t), Gαk(t) est aussi mesurable .

Où {αk \ k = 1, 2, ..} est dense dans [0, 1].
D’autre par on a

D(F (t), G(t)) ≤ D(F (t), 0) +D(G(t), 0) ≤ h1(t) + h2(t)

Où h1 et h2 sont bornes intégrables de F et G respectivement,d’où iii).
Montrons iv).
On a

D

(∫ b

a
Fα(t)dt,

∫ b

a
Gα(t)dt

)
≤
∫ b

a
D(Fα(t), Gα(t))dt.

Par conséquence.

D

(∫ b

a
F (t)dt,

∫ b

a
G(t)dt

)
≤ sup

α∈[0,1]

∫ b

a
D(Fα(t), Gα(t))dt.
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≤
∫ b

a
sup
α∈[0,1]

D(Fα(t), Gα(t))dt

≤
∫ b

a
D(F (t)dt,G(t)dt).

2.1.5 Dérivabilité

Définition 2.7. [32] Soient F : [a, b]→ E1 et t0 ∈ [a, b].
On dit que f est différentiable au sens de Hukuhara généralisé (gH-différentiable) en t0 s’il
existe un élément F ′(t0) ∈ E1 tel que

F ′(t0) = lim
h→0

F (t0 + h) �gH F (t0)
h

= lim
h→0−

F (t0) �gH F (t0 − h)
h

.

Définition 2.8. soit F : [a, b]→ E1.
La fonction floue F (t) est dite d-croissante (resp d-décroissante) sur [a, b] si pour tout α ∈
[0, 1], la fonction réelle t→ d([F (t)]α) est croissante (resp décroissante) sur [a, b].

Remarque 2.1. La fonction floue F (t) est dite d-monotone sur [a, b] si elle est d-croissante
ou d-décroissante.

Théorème 2.2. [32] Soit F : [a, b] → E1 une fonction floue gH-différentiable telle que
[F (t)]α =

[
Fα(t), Fα(t)

]
pour tout α ∈ [0, 1], alors Fα et Fα sont différentiable et on a

[F ′(t)]α =
[
F ′α(t), F ′α(t)

]
.

Démonstration. Pour t ∈ [a, b] et α ∈ [0, 1] on a

[F (t+ h) �gH F (t)]α = [Fα(t+ h)− Fα(t), Fα(t+ h)− Fα(t)].

De même pour [F (t) �gH F (t− h)]α On a

[F (t) �gH F (t− h)]α = [Fα(t)− Fα(t− h), Fα(t)− Fα(t− h)].

On devise les deux équations par h et par passage a la limite on obtient le résultat.

Théorème 2.3. [32] Si F : [a, b]→ E1 est gH-différentiable alors elle est continue.
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Démonstration. Soient t, t + h ∈ [a, b] tel que h > 0,alors par l’inégalité triangulaire de la
distance D on a

D(F (t+ h), F (t)) = D(F (t+ h)�gH F (t), 0) ≤ hD(F (t+ h)�gH F (t), F ′(t)) + hD(f ′(t), 0).

Or F est dérivable alors le coté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers 0 quand t→ 0+ . Par
suite F est continue a droite.
De même on montre la continuité a gauche de la fonction F .
Finalement F est continue.

Théorème 2.4. [32] Soient F,G : [a, b] → E1 deux fonction floues gH-différentiable et
λ ∈ R alors on a

1. (F (t) +G(t))′ = F (t)′ +G′(t).

2. (λF (t))′ = λF ′(t).

Démonstration. Il suffit de voir que D(ku, kv) = |k|D(u, v), ∀u, v ∈ E1 et ∀k ∈ R.
Et D(u+ w, v + z) ≤ D(u, v) +D(w, z), ∀u, v, w, z ∈ E1.

Lemme 2.3. [32]) Soit F : [a, b] → E1 une fonction floue gH-différentiable sur [a, b] telle
que sa dérivée F ′ est intégrable alors,

F (b) = F (a) +
∫ b

a
F ′(t)dt.

Théorème 2.5. [32] Soient F : [a, b]→ E1 une fonction floue continuement gH-différentiable
sur [a, b]alors

D(F (a), F (b)) ≤ (b− a) sup
t∈[a,b]

D(F ′(t), 0).

Démonstration. D’après le lemme précédent on a

D(F (a), F (b)) = D

(∫ b

a
F ′(t)dt, 0

)
≤
∫ b

a
D(F ′(t), 0)dt ≤ (b− a) sup

t∈[a,b]
D(F ′(t), 0).

Remarque 2.2. (voir [32]). Soit F : [a, b] → E1 une fonction floue gH-différentiable sur
[a, b], alors il existe un réel c ∈ [a, b] tel que F ′(c) = 0.
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2.2 Intégrale et dérivée fractionnaire d’une fonction

floue

Dans cette section, nous allons définir la notion de l’intégrale fractionnaire et la dérivée
fractionnaire d’une fonction floue. Dans ce cadre nous aurons besoin de quelques outils de
base du calcul fractionnaire classique, nous commençons d’abord par la fonction Gamma
d’Euler [26], ensuite le fonction Bêta, enfin la fonction de Mittag Lefller[35].

Définition 2.9. [26] Soit x ∈ R∗+, la fonction Gamma est donnée par :

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt

(cette intégrale est convergente pour tout x > 0).

Proposition 2.2. [26] Pour tout x > 0, et pour tout n ∈ N on a :

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

Γ(n) = (n− 1)!,

Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx
x(x+ 1)...(x+ n) .

Cas particuliers

Γ(1) =
∫ +∞

0
t1−1e−tdt = 1,

Γ(1
2) =

√
π,

Γ(n+ 1
2) = (2n)!

22nn!
√
π.

Définition 2.10. Soient x, y > 0, la fonction Bêta est définie par la formule suivant :

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt.

Il est facile de montrer la proposition suivante. Il suffit de faire un petit changement de
variable
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Proposition 2.3. La fonction Bêta B(., .) et la fonction gamma Γ(.) sont liées par la fa-
meuse formule suivante :

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y) .

La fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre est une généralisation de la fonc-
tion exponentielle (exp(.)) qui joue un rôle très important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. Cette fonction a été définie par Mittag-Leffler en 1903 (voir
[43]) par la formule suivante :

Eα(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + 1) .

La fonction Mittag-Leffler à deux paramètres, joue un rôle très important dans la théorie du
calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953-1954 et
elle est donnée par la définition suivante.

Définition 2.11. [22, 30] Soient α, β > 0. La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres
notée Eα,β(t) est définit par le développement en série :

Eα,β(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + β) .

En particulier, si β = 1, Eα,1(t) devient la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre Eα(t),
i.e., Eα,1(t) = Eα(t).

Cette fonction est très utilisable dans calcul fractionnaire et elle est lié souvent à la
transformée de Laplace. Nous montrons dans ce qui suit une relation entre la fonction de
Mittag-Leffler à deux paramètres et la transformée de Laplace.

On rappelle que

Eα(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + 1) ,

Donc pour s > λ, on a
L{Eα(λtα); s} = sα−1

sα − λ
, s > λ

1
α ,

1
s− λ

=
∫ +∞

0
e−steλtdt

=
∞∑
k=0

λk

k!

∫ +∞

0
e−sttkdt,
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=
∞∑
k=0

λk

k!
k!
sk+1 ,

=
∞∑
k=0

λk

sk+1 .

Donc on obtient
L{Eα(λtα); s} =

∞∑
k=0

λk

Γ(αk + 1)

∫ +∞

0
e−sttαkdt.

L{Eα(λtα); s} =
∞∑
k=0

λk

Γ(αk + 1)
Γ(αk + 1)
sαk+1 .

L{Eα(λtα); s} =
∞∑
k=0

λk

sαk+1 = sα−1
∞∑
k=0

λk

(sα)k+1 .

D’où
L{Eα(λtα); s} == sα−1

sα − λ
, s > λ

1
α .

De même nous montrons que la transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler à
deux paramètres est donnée par :

L{tβ−1Eα,β(−λtα); s} = sα − β
sα + λ

,R(s) > |λ| 1
α .

2.2.1 Intégrale fractionnaire d’une fonction floue

La définition de l’intégrale fractionnaire flou au sens de Riemann-Liouville est basé effec-
tivement sur la notion de l’intégrale fractionnaire classique qui généralise la célèbre formule
intégrale de Cauchy répété n-fois.

Définition 2.12. [26] Soit f une fonction absolument continue sur [a, b].
L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α ∈ [0, 1] notée Iαa f
est définie par :

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt, x > a.

où Γ(α) est la focntion Gamma d’Euler.

Théorème 2.6. [26, 61] Soient f une fonction absolument continue sur [a, b] et α, β ∈ [0, 1],
alors on a :

1) Iαa f existe pour presque tout x ∈ [a, b] et de plus Iαa f ∈ L1([a, b],R), pour tout k ∈ R.
2) Iβa (kf) = kIβa f .
3) Iαa (Iβa f) = Iα+β

a f = Iβa (Iαa f).
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Définition 2.13. [26, 61]Soit f une fonction absolument continue sur [a, b].
La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α ∈ [0, 1]
notée RLDα

a f est définie par :

RLDα
a f(x) = 1

Γ(α)
d

dx

(∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt

)
.

En particulier, pour α = 1, on a

RLD1
af(x) = 1

Γ(1)

(
d

dx

)∫ x

a
f(t)dt = f(x).

Remarque 2.3. Pour α ∈ [0, 1], On a

RLDα
a f(x) = d

dx
(I1−α
a f)(x).

L’opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possède les propriétés résumées
dans la proposition suivante.

Proposition 2.4. [26, 61] Soient f ∈ AC([a, b]) et α, β ∈ [0, 1], alors on a

1) RLDα
a (Iαa f)(t) = f(t).

2) RLDβ
a (Iαa )f(t) = (Iα−βf)(t).

3) Iαa (RLDα
a f)(t) = f(t)− f(a).

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un rôle impor-
tant dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs chercheurs y compris Caputo
(1967-1969) se sont rendus compte que cette définition doit être révisée, car les problèmes
appliqués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions
initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans
la modélisation par l’approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des conditions
initiales des dérivées fractionnaires.

Définition 2.14. [26, 61] Soit f : [a, b]→ R une fonction réelle telle que f ′ ∈ AC([a, b]) .
La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre q ∈ [0, 1] de la fonction f est donnée par :

cDq
af(t) = 1

Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1f ′(s)ds.

Proposition 2.5. [2]Soit f une fonction absolument continue sur [a, b] et q ∈ [0, 1], alors
on a
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1) cDq(Iqf)(t) = f(t).
2) Iq(cDq

af)(t) = f(t)− f(a).
3) La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est donnée par :

L{cDqf(t), s} = sqF (s)− f(0).

Telle que F (s) est la transformée de Laplace de la fonction f.

Nous introduisons maintenant la notion de l’intégrale fractionnaire flou de de Riemann-
Liouville et la dérivée fractionnaire flou au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo.

Soient q ∈]0, 1[ et f(t) ∈ AC ([a, b], E1) telle que [f(t)]α = [fα1 (t), fα2 (t)].
On suppose que fα1 , fα2 ∈ L ([a, b],R) pour tout α ∈ [0, 1].
Posons

Aα =
[

1
Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1fα1 (s)ds, 1

Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1fα2 (s)ds

]

Alors on a le résultat suivant.

Lemme 2.4. La famille {Aα;α ∈ [0, 1]} définit un nombre flou u ∈ E1 tel que [u]α = Aα .

Démonstration. Soient α, β ∈ [0, 1] tels que α < β.
On a fα1 ≤ fβ1 et fα2 ≥ fβ2 donc Aα ⊇ Aβ.
Comme u0

1(s) ≤ fαn1 (s) ≤ f 1
1 (s), alors on a

| (t− s)q−1fαni (s) |≤ max{bq−1 | f 0
i (s) |, ba−1 | f 1

i (s) |} := gi(s).

Pour αn ∈ [0, 1] et i = 1, 2.
gi est Lebesgue intégrable.donc si αn ↗ α alors d’après le théorème de Convergence dominé
de Lebesgue on a

lim
n→+∞

∫ t

a
(t− s)q−1fαni (s)ds =

∫ t

a
(t− s)q−1fαi (s)ds, i = 1, 2.

D’après la Proposition (1.3) on obtient le résultat.

Définition 2.15. Soit f(t) ∈ AC ([a, b], E1).
L’intégrale fractionnaire flou de Riemann-Liouville d’ordre 0 < q < 1 de la fonction f est
donnée par :

Iqaf(t) := 1
Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1f(s)ds.
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Chapitre 2 – Équations différentielles floues d’ordre fractionnaire

Tel que

[Iqaf(t)]α =
[

1
Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1fα1 (s)ds, 1

Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1fα2 (s)ds

]
.

Propriétés 2.2. Soient f, g ∈ AC ([a, b], E1), (q, q1, q2) ∈]0, 1[3 et c ∈ E1, alors on a

1. Iq(cf)(t) = cIqf(t).

2. Iq(f + g)(t) = Iqf(t) + Iqg(t).

3. Iq1Iq2f(t) = Iq1+q2f(t).

Démonstration. .
Par la linéarité de l’intégrale,il est facile de montrer les propriétés 1) et 2).
Montrons 3) :
Soit h ∈ AC([a, b], E1),pour α ∈ [0, 1] on pose [h(t)]α = [hα1 (t), hα2 (t)] telle que hαi (t) =
Iq2fαi (t),i = 1, 2.
Alors Iq2f(t) = h(t),par suite on a,

Iq1Iq2f(t)]α = Iq1h(t)]α,

[Iq1Iq2f(t)]α =
[

1
Γ(q1)

∫ t

a
(t− s)q1−1h1

α(s)ds, 1
Γ(q1)

∫ t

a
(t− s)q1−1h2

α(s)ds
]
,

[Iq1Iq2f(t)]α = 1
Γ(q1)Γ(q2)

[∫ t

a
(t− s)q1−1

∫ s

a
(s− τ)q2−1f 1

α(τ)dτ,
∫ t

a
(t− s)q1−1

∫ s

a
(s− τ)q2−1f 2

α(τ)dτ
]
,

en utilisant la formule de Direchlet et le changement de variable suivant s = τ + θ(t− τ), on
obtient∫ t

a

∫ t

τ
(t− s)q1−1(s− τ)q2−1f iα(τ)dsdτ =

∫ t

a
(t− τ)q1−1f iα(τ)dτ

∫ 1

0
θq1−1(1− θ)q2−1dθ,

comme
∫ 1

0 (s− τ)q2−1dθ = Γ(q2)Γ(q1)
Γ(q1+q2) , alors on obtient

[Iq1Iq2f(t)]α = 1
Γ(q1 + q2)

[∫ t

a
(t− s)q1+q2−1f 1

α(s)ds,
∫ t

a
(t− s)q1+q2−1f 2

α(s)ds
]
,

par suite
[Iq1Iq2f(t)]α = [Iq1+q2f(t)]α.
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Exemple 2.2. Soit x : [a, b]→ E1 une fonction floue constante telle que x(t) = u ∈ E1

Si [u]α = [u1
α, u

2
α] alors on a

[Iqx(t)]α =
[

1
Γ(q)

∫ t

t0
(t− s)q−1u1

α(s)ds, 1
Γ(q)

∫ t

t0
(t− s)q−1u2

α(s)ds
]
,

[Iqx(t)]α = tq

Γ(q + 1)[u1
α, u

2
α],

[Iqx(t)]α = tq

Γ(q + 1)[u]α.

2.2.2 Dérivée fractionnaire d’une fonction floue

Définition 2.16. [2] Soient f ∈ AC ([a, b], E1) et t ∈ [a, b] .
La dérivée fractionnaire floue au sens de Riemann-Liouville d’ordre q ∈ [0, 1] de la fonction
f est donnée par :

RLDq
af(t) = 1

Γ(q)
d

dt

∫ t

a
(t− s)q−1f(s)ds,

tel que

[RLDq
af(t)]α =

[
1

Γ(q)
d

dt

∫ t

a
(t− s)q−1fα1 (s)ds, 1

Γ(q)
d

dt

∫ t

a
(t− s)q−1fα2 (s)ds

]
.

Exemple 2.3. Soit x : [a, b]→ E1 une fonction floue constante telle que x(t) = u ∈ E1.
Si [u]α = [u1

α, u
2
α], alors

[RLDqx(t)]α = 1
Γ(q)

[
d

dt

∫ t

a
(t− s)q−1u1

αds,
d

dt

∫ t

a
(t− s)q−1u2

αds

]
,

[RLDqx(t)]α = t−q

Γ(1− q) [u]α,

ce qui implique que
RLDqx(t) = t−q

Γ(1− q)u, ∀u ∈ E1.

Définition 2.17. Soient f une fonction floue telle que f ′ ∈ AC ([a, b], E1) et t ∈ [a, b].
La dérivée fractionnaire floue au sens de Caputo d’ordre 0 < q < 1 de la fonction f est
donnée par :

cDq
af(t) = 1

Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1f ′(s)ds,

tel que

[cDq
af(t)]α =

[
1

Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1(fα1 )′(s)ds, 1

Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1(fα2 )′(s)ds

]
.
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Exemple 2.4. Soit x : [a, b]→ E1 une fonction floue constante telle que x(t) = u ∈ E1.
Si [u]α = [u1

α, u
2
α], alors

[cDqx(t)]α =
[

1
Γ(q)

∫ t

t0
(t− s)q−1(u1

α)′ds, 1
Γ(q)

∫ t

t0
(t− s)q−1(u2

α)′ds
]
,

[cDqx(t)]α = {0},

cDqx(t) = 0E1 .

2.3 Résultat d’équivalence entre le problème de Cau-

chy et son équation intégrale

Définition 2.18. Une fonction floue x : J → E1 est une solution du problème (2.1) si
x ∈ C(J,E1), x(t0) = x0 et cDqx(t) = f(t, x(t)).

Lemme 2.5. [31] Soit x(t) une fonction flou d-monotone, alors x(t) est une solution du
problème initial fractionnaire flou (2.1)si et seulement si

– 1) x(t) est continue
– 2) x(t) vérifie l’équation intégrale (2.2).
– 3) La fonction t→ Iqf(t, x(t))est d-croissante sur J .

Remarque 2.4. .
1) Si x(t) ∈ C(J,E1) et pour tout α ∈ [0, 1], la fonction t→ d([x(t)]α) est croissante sur J ,
alors on peut écrire l’équation (2.2)comme suit

x(t) = x0 + 1
Γ(q)

∫ t

t0
(t− s)q−1f(t, x(t))ds.

2) Si x ∈ C(J,E1) et pour tout α ∈ [0, 1], la fonction t→ d([x(t)]α) est décroissante sur J,
alors on peut écrire l’équation (2.2)sous la forme

x0 = x(t) + (−1)
∫ t

t0

1
Γ(q)(t− s)q−1f(t, x(t))ds.

Ou bien sous la forme

x(t) = x0 	H (−1)
∫ t

t0

1
Γ(q)(t− s)q−1f(t, x(t))ds.
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2.3.1 Exemples

Nous utilisons les exemples suivants pour illustrer le résultat d’équivalence entre le
problème de Cauchy (2.1)et l’équation intégrale(2.2).

Exemple 2.5. Nous montrons par cet exemple que la solution du problème initial fraction-
naire flou (2.1)et la solution de l’équation intégrale (2.2) ne sont pas équivalents en général.
On considère le problème initial suivant :


cD

1
2x(t) = (

√
t, 1√

t
, 2√

t
) t ∈ [0, 1],

x(0) = (−2, 0, 1).
(2.3)

En effet, prenons f(t) = (
√
t, 1√

t
, 2√

t
) ∈ E1, alors

I
1
2f(t) = 1

Γ(1
2)

∫ t

0
(t− s)

−1
2 f(s)ds,

I
1
2f(t) = 1

Γ(1
2)

∫ t

0
(t− s)−1

2 (s 1
2 , s

−1
2 , 2s−1

2 )ds,

I
1
2f(t) = (

√
π

2 t,
√
π, 2
√
π), t ∈ [0, 1].

Donc pour tout α ∈ [0, 1] et pour tout t ∈ [0, 1], On a d([I 1
2f(t)]α) = (1− α)

√
π(2− t

2) .
par suite la fonction t→ d([I 1

2f(t)]α) est décroissante sur [0, 1],
par suite la solution de l’équation intégrale x(t) 	gH x0 = I

1
2f(t) n’est pas une solution du

problème (2.3).
Car si on suppose que la solution x(t) est d-croissante sur [0, 1] alors d’après la Remarque
2.4, on a

x(t) = x0 + I
1
2f(t) = (−2, 0, 1) +

(√
π

2 t,
√
π, 2
√
π

)
,

x(t) =
(√

π

2 t− 2,
√
π, 1 + 2

√
π

)
.

Comme d
dt
d[x(t)]α) < 0, alors la solution x(t) est d-décroissante sur [0, 1] ce qui est une

contradiction.

Remarque 2.5. Si x est une solution d-monotone de l’équation intégrale (2.2)tel que x est
continue et la fonction t → Iqf(t, x(t)) est croissante alors x est une solution d-monotone
du problème de Cauchy (2.1).
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Exemple 2.6. Nous allons montrer dans cet exemple que la solution du problème initial
fractionnaire flou (2.1)et la solution de l’équation intégrale (2.2)sont équivalents.

On considère le problème initial fractionnaire flou suivant :
cD

1
2x(t) =

√
π(−t2, 0, 2t− t2), t ∈ [0, 1],

x(0) = (−2, 0, 2).
(2.4)

En effet, posons f(t) =
√
π(−t2, 0, 2t− t2) ∈ E1, alors

I
1
2f(t) = 1

Γ(1
2)

∫ t

0
(t− s)

−1
2 f(s)ds,

I
1
2f(t) =

(−16
15 t

5
2 , 0, 8

3t
3
2 − −16

15 t
5
2

)
; t ∈ [0, 1].

Donc, pour tout α ∈ [0, 1] et t ∈ [0, 1], on a, d([I 1
2f(t)]α) = 4(1− α)

√
t > 0 ce qui implique

que la fonction t→ d([I 1
2f(t)]α) est croissante sur [0, 1].

Par suite la solution de l’équation intégrale

x(t)	gH x0 = I
1
2f(t)

est équivalente au problème initial (2.4).

2.4 Résultat d’existence de la solution

Avant d’établir le théorème d’existence de la solution du problème (2.1) nous rappelons
au début de cette section quelques résultats classiques que nous allons utiliser dans la suite.

Théorème 2.7. (Peano[32])Soient f : R × Rn → Rn une fonction continue et (t0, x0) ∈
R× Rn alors le problème de Cauchy suivant : x′(t) = f(t, x(t)),

x(t0) = x0.

admet une solution sur tout intervalle ouvert contenant t0.

Théorème 2.8. [18, 19, 56] Il existe un espace de Banach X tel que E1 est isomorphe á
un cône convexe C dans X de sommet 0. De plus on a :
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1. L’addition et la multiplication par un nombre réel dans X induisent les opérations
correspondantes dans E1.

2. C − C est dense dans X.

3. C est fermé.

Remarque 2.6. La structure de l’espace normé X peut être décrite comme suit.
On définit sur E1 × E1 la relation d’équivalence suivante :

(u, v)R(u′, v′)⇐⇒ u+ v′ = v + u′.

On note par 〈u, v〉 la classe d’équivalence de (u, v) et donc l’espace X sera l’ensemble des
classe d’équivalence.
On définit la structure de l’espace vectoriel X par :

〈u, v〉+ 〈u′, v′〉 ⇐⇒ u+ v′ = v + u′.

λ〈u, v〉 = 〈λu, λv〉 ifλ ≥ 0.

λ〈u, v〉 = 〈(−λ)v, (−λ)u〉 ifλ < 0.

L’isometrie j : E1 −→ X est définie par

j(u) = 〈u, 0〉.

La norme X est définie par ‖ 〈u, v〉 ‖X= D(u, v).

Théorème 2.9. [32] Soient X un espace de Banach et G : J → E1 une fonction floue telle
que j ◦G est intégrable au sens de Bochner sur J , alors pour q ∈]0, 1[ on a

1) IqG(t) ∈ E1.
2) j(IqG(t)) = Iq(j(G(t)).
3) G est intégrablement borné et il existe un ensemble I de mesure nulle tel que G est

mesurable sur J − I.

Remarque 2.7. .

1. Si j ◦G est intégrable au sens de Bochner ,alors G est intégrable (voir [57]).

2. L’intégrabilité G n’implique pas l’intégrabilité de Bochner de j ◦G.En effet
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Soit F : [0, 1]→ E1 la fonction floue définie par :

F (t)(x) =


1 if x = 0,
t if x ∈]0, 1],
0 elsewhere.

On utilise les α− coupes de F on obtient

Fα(t)(x) =

 {0} if t > α,

[0, 1] if t ≤ α.

Pour tout t > 0 et α ∈ [0, 1] on a ∫
Fα = [0, 1− α].

Comme D(F (t1), F (t2)) = 1 et t1 6= t2 alors j ◦ F n’est pas intégrable au sens de Bochner.

Figure 2.1 – La représentation de F.

Notons par C(J, C̃) l’espace de toutes les fonctions continue de J á valeur dans C̃ et soit
j l’isométrie de C̃ dans un espace Banach X donné par le Théorème (2.9).
Maintenant, nous énonçons dans le théorème suivant le résultat d’existence de la solution
du problème initial fractionnaire flou (2.1).

Théorème 2.10. Soient C̃ un sous ensemble fermé de (E1, D) et f : J × C̃ → C̃ une
fonction floue continue, alors le problème initial fractionnaire flou (2.1)admet une solution
si et seulement si l’ensemble C̃ est localement compact.

Démonstration. D’après les deux Théorèmes (2.8) (2.9), on peut déduire que x(t) est une
solution de (2.1)si et seulement si j(x(t)) est une solution continue de l’équation intégrale
suivante :

j(x(t))	gH j(x0) = 1
Γ(q)

∫ t

t0
(t− s)q−1j(f(s, x(s))ds. (2.5)
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Comme x(t) ∈ C(J, C̃), alors j(f(s, x(s)) est intégrable au sens de Bochner.
et puisque l’équation (2.5) admet une solution si et seulement si l’espace X est de dimension
finie (voir le théorème 2 en [29]) et on sait qu’un espace vectoriel normé est de dimension
finie si et seulement si il est localement compact (voir [39]), de plus on a X = {j(C̃)− j(C̃)},
par suite C̃ est localement compact.

2.4.1 Applications

Nous illustrons le résultat d’existence précédent par les deux exemples suivants.

Exemple 2.7. Soient L :] −∞, 0] → [0, 1] une fonction continue strictement croissante á
support compact telle que lim

t→0−
L(t) = 1 et K : [0,∞[→ [0, 1] une fonction continue stricte-

ment décroissante á support compact tel que lim
t→0+

K(t) = 1.
Le nombre flou u défini par :

u(t) =


L( t−a

b
) si t < a,

1 si t = a,

K( t−a
c

) si t > a.

est dit LK-nombre flou noté par u = (a, b, c) où a ∈ R et b, c ∈ [0,+∞[.
On considère C̃ l’ensemble de tout les LK-nombre flous de (E1, D).
Or la coupe au niveau α de u = (a, b, c) est un intervalle fermé définie par :

[u]α = [lα, kα] = [a+ bL−1(α), a+ cK−1(α)].

alors il est facile de voir que C̃ est fermé.
Soient u1, u2 ∈ C̃, alors on a

D(u1, u2) = sup
α∈[0,1]

d([u1]α, [u2]α) = sup
α∈[0,1]

max(| lα1 − lα2 |, | kα1 − kα2 |).

La suite un = (an, bn, cn) converge vers u = (a, b, c) si et seulement si

lim
n→+∞

an = a, lim
n→+∞

bn = b, lim
n→+∞

cn = c.

Ce qui implique que C̃ est localement compact.
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Exemple 2.8. Soit m une constante réelle positive, alors l’ensemble E1
m défini par :

E1
m = {u ∈ E1 | d(supp(u)) ≤ m}.

est un sous ensemble localement compact de E1.
En effet, pour n = 1, 2, 3, ...., on pose K̃n = Kn ∩ E1

m, tel que

Kn = {u ∈ E1 | supp(u) ⊂ [−n, n]}.

Puisque E1
m est un fermé de E1 alors K̃n est compact pour tout n ∈ N∗.

Soit u ∈ E1
m, alors u appartient á l’intérieur de K̃n pour certains n ∈ N∗.

par suite tout élément de E1
m admet un voisinage compact, ce qui montre que l’ensemble E1

m

est localement compact.
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Équations différentielles floues intuitionistiques
d’ordre fractionnaire

3.1 Intégrale et dérivée d’une fonction floue intuitio-

nistique

Définition 3.1. [47] Soit F : [a, b] −→ IF1 . On dit que F est fortement mesurable si pour
tout α ∈ [0, 1], les deux fonctions Fα : [a, b] −→ Pc(R) et Fα : [a, b] −→ Pc(R) définies
respectivement par Fα(t) = [F (t)]α et Fα(t) = [F (t)]α sont Lebesgue mesurables.

Définition 3.2. [47] Soit F : [a, b] −→ IF1. On dit que F est intégrable sur [a, b], s’il existe
〈u, v〉 ∈ IF1 tel que pour tout α ∈ [0, 1], on a[∫ b

a
F (t)dt

]α
=
{∫ b

a
f(t)dt | f : [a, b] −→ R est une selection measurable de Fα

}
,

[∫ b

a
F (t)dt

]
α

=
{∫ b

a
f(t)dt | f : [a, b] −→ R est une selection measurable de Fα

}
,

[〈u, v〉]α =
[∫ b

a
F (t)dt

]α
,

[〈u, v〉]α =
[∫ b

a
F (t)dt

]
α

,

et on écrit
∫ b

a
F (t)dt = 〈u, v〉.
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Définition 3.3. [47] Soient F : [a, b] → IF1 et t0 ∈ [a, b]. On dit que F est dérivable en t0

s’il existe un élément flou intuitionistique F ′(t0) ∈ IF1 tel que

F ′(t0) = lim
h→0+

F (t0 + h)	gH F (t0)
h

= lim
h→0−

F (t0)	gH F (t0 − h)
h

.

3.2 Intégrale et dérivée fractionnaire d’une fonction

floue intuitionistique

Définition 3.4. [49] Soient F (t) ∈ AC
(
[a, b], IF1

)
et q ∈ [0, 1].

L’intégral fractionnaire flou intuitionistique de la fonction F d’ordre q noté par :

IqF (t) = 1
Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1F (s)ds,

est définie par :
[IqF (t)]α =

[
IqF−l (t;α), IqF−r (t;α)

]
,

[IqF (t)]α =
[
IqF+

l (t;α), IqF+
r (t;α)

]
.

Proposition 3.1. [49] Soient F,G ∈ AC
(
[a, b], IF1

)
, (q, q1, q2) ∈ [0, 1]3 et u ∈ IF1. Alors

on a

1. Iq(uF )(t) = uIqF (t).

2. Iq(F +G)(t) = IqF (t) + IqG(t).

3. Iq1Iq2F (t) = Iq1+q2F (t).

Définition 3.5. [49] Soit F une fonction floue intuitionistique telle que F ′ ∈ AC([a, b], IF1)
et q ∈ [0, 1].
La fonction floue intuitionistique F est dite dérivable au sens de Caputo en t s’il existe an
élément noté cDqF (t) ∈ IF1 tel que

cDqF (t) = 1
Γ(q)

∫ t

a
(t− s)q−1F ′(s)ds.

Tel que Γ(.) est la fonction gamma d’Euler.

Remarque 3.1. Soient F une fonction floue intuitionistique telle que F ′ ∈ AC([a, b], IF1)
et q ∈ [0, 1].
on a

cDqF (t) = I1−qF ′(t).
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Exemple 3.1. On Considère la fonction floue intuitionistique suivante 〈u, v〉(t) = tC.
Tel que C = (a1; a2; a3; a4; a′1; a2; a3; a′4) est un nombre flou intuitionistique .
Pour calculer le dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction 〈u, v〉(t) pour tout
t ∈ [0, T ], on commence par le calcul de sa dérivée ordinaire en utilisant la différence de
Hukuhara généralisée.
On a

〈u, v〉′(t) = lim
h→0

〈u, v〉(t+ h)	gH 〈u, v〉(t)
h

= lim
h→0

(t+ h)C 	gH tC
h

= C,

donc
〈u, v〉′(t) = C,

comme
[C]α = [a2 − α(a2 − a′1), a3 + α(a4 − a3)],

et
[C]α = [a1 + α(a2 − a1), a4 − α(a′4 − a3)],

alors on a
[cDq〈u, v〉(t)]α =

[
I1−q (〈u, v〉′(t))

]α
=
[
I1−qC

]α
,

[cDq〈u, v〉(t)]α =
[
I1−q (〈u, v〉′(t))

]α
=
[
I1−qC

]
α
,

ce qui implique que
[
I1−qC

]α
= 1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1 [a2 − α(a2 − a′1), a3 + α(a4 − a3)] ds,

[
I1−qC

]
α

= 1
Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1 [a1 + α(a2 − a1), a4 − α(a′4 − a3)] ds,

[
I1−qC

]α
= tq

Γ(q)× q [a2 − α(a2 − a′1), a3 + α(a4 − a3)],

[
I1−qC

]
α

= tq

Γ(q)× q [a1 + α(a2 − a1), a4 − α(a′4 − a3)],

[
I1−qC

]α
= tq

Γ(q + 1)[C]α,
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Chapitre 3 – Équations différentielles floues intuitionistiques d’ordre fractionnaire

[
I1−qC

]
α

= tq

Γ(q + 1)[C]α,

cDq〈u, v〉(t) = tq

Γ(q + 1)C,

par suite
cDq〈u, v〉(t) = tq−1

Γ(q + 1)〈u, v〉(t).

3.3 Problème aux limites local et non local fraction-

naire

Les problèmes aux limites pour des équations différentielles ordinaires se posent dans
les sciences physiques et les mathématiques appliquées. Dans certains de ces problèmes, les
conditions filiales sont imposées localement. Dans autres cas, les conditions sont imposées
non locales pour décrire certains phénomènes physiques. Il est parfois préférable d’imposer
des conditions non locales puisque les mesures nécessaires à une condition non locale peut
être plus précis que la mesure donnée par une condition locale voir [15, 16] pour plus de
détails.
Notre objectif de cette section est d’étudier ce type de problèmes aux limites associés à des
équations différentielles floues intuitionistiques d’ordre fractionnaire.

3.3.1 Problème aux limites local d’ordre fractionnaire

On considère le problème aux limites localfractionnaire flou intuitionistique suivant :
cDαX(t) = F (t,X(t)); t ∈ [0, T ],
X(0) = aX(T ).

(3.1)

Tel que cDα est la dérivée fractionnaire de X(t) au sens de Caputo d’ordre α ∈ [0, 1],
F ∈ C([0, T ], IF1) et a ∈ R tel que a 6= 1.

Définition 3.6. Une fonction flou intuitionistique X : [0, T ] → IF1 est une solution du
problème (3.1) si X ∈ C([0, T ], IF1) tel que X(0) = aX(T ) et DαX(t) = F (t,X(t)).
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Définition 3.7. [31] une fonction floue intuitionistique X : [0, T ]→ IF1 est dite d-croissante
,(d-décroissante) sur [0, T ] si pour tout r ∈ [0, 1] la fonction réelle suivante t→ d([X(t)]r ∪
[X(t)]r) est croissante ,(décroissante)respectivement.

Remarque 3.2. Si la fonction X : [0, T ]→ IF1 is d-croissante ou d-décroissante sur [0, T ],
alors on dite que X(t) est d-monotone sur [0, T ].

Pour étudier l’existence d’une solution du problème (3.1)on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1. [31] Soit H : [0, T ] → IF1 une fonction continue telle que ,t → IqH(t) est
d-croissante sur [0, T ]. Une function d-monotone X(t) ∈ C([0, T ], IF1) est dite solution de
l’équation intégrale

X(t)	gH X0 = 1
Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1H(s)ds.

Si et seulement si est une solution du problème suivant
cDqX(t) = H(t); t ∈ [0, T ],
X(0) = X0.

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme précédent .

Lemme 3.2. Soient F : [0, T ]×IF1 → IF1 une fonction continue telle que, t→ IαF (t,X(t))
est d-croissante sur [0, T ], alors X(t) est une solution d-monotone du problème (3.1)Si et
seulement si elle est une solution de l’équation intégrale suivant :

X(t)	gH
a

(1− a)Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1F (s,X(s))ds = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F (s,X(s))ds.

Nous rappelons dans le théorème suivant le principe de contraction de Banach pour
l’utiliser dans cette section.

Théorème 3.1. [65] Soient (E, d) un espace métrique complet et f : E → E une contraction,
alors f admet un point fixe unique.

Nous énonçons maintenant le résultat de l’existence et l’unicité du problème (3.1).

Théorème 3.2. Soit k une constante réelle positive telle que ,

dp(F (t,X), F (t, Y ) < kdp(X, Y ); pour tout X, Y ∈ C([0, T ], IF1) et t ∈ [0, T ].

si
kTα(1 + |a|

|1−a|)
Γ(α + 1) < 1, (3.2)

alors le probleme (3.1)admet une solution unique.
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Démonstration. On transforme le problème (3.1)au problème du point fixe défini sur [0, T ]
par :

P : C([0, T ], IF1) −→ C([0, T ], IF1),

Tel que

PX(t)	gH
a

(1− a)Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1F (s,X(s))ds = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F (s,X(s))ds.

Soient X, Y ∈ C([0, T ], IF1), alors on a

dp(PX(t),PY (t)) ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1dp(F (t,X(t)), F (t, Y (t)))ds,

+ | a |
| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1dp(F (s,X(s)), F (s, Y (s)))ds,

dp(PX(t),PY (t)) ≤ k

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1dp(X(t), Y (t))ds,

+ k | a |
| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1dp(X(s), Y (s))ds,

dp(PX(t),PY (t)) ≤ k

Γ(α) sup
s∈[0,T ]

dp(X(s), Y (s))
∫ t

0
(t− s)α−1ds,

+ k | a |
| 1− a | Γ(α) sup

s∈[0,T ]
dp(X(s), Y (s))

∫ T

0
(T − s)α−1ds,

dp(PX(t),PY (t)) ≤
kTα(1 + |a|

|1−a|)
αΓ(α) sup

s∈[0,T ]
dp(X(s), Y (s)),

dp(PX(t),PY (t)) ≤
kTα(1 + |a|

|1−a|)
Γ(α + 1) sup

s∈[0,T ]
dp(X(s), Y (s)),

D’où

sup
t∈[0,T ]

dp(PX(t),PY (t)) ≤
kTα(1 + |a|

|1−a|)
Γ(α + 1) sup

t∈[0,T ]
dp(X(t), Y (t)).

D’après le théorème de point fixe de Banach on peut déduire que P admet un unique
point fixe X qui est solution du problème (3.1).

Nous pouvons aussi montrer l’existence de la solution du problème (3.1) si on suppose
seulement que la fonction es continue et bornée. Pour démontrer ceci nous aurons besoin du
théorème d’Ascoli et du théorème point fixe de Schaefer .
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Théorème 3.3. (Ascoli)[64] Soient (E, d) et (F, δ) deux espaces métriques complets.
Une partie B de C(E,F ) est relativement compacte si et seulement si :
1)B est équicontinue c’est a dire :
∀x ∈ E,∀ε > 0,∃η > 0 tel que ∀f ∈ B, ∀y ∈ E, alors on a

d(x, y) ≤ η ⇒ δ(f(x), f(y)) < ε.

2)Pour tout x ∈ E l’ensemble Bx = {f(x), f ∈ B}est relativement compact.

Théorème 3.4. (Schaefer [63]) Soient X un espace de Banach et T : X → X un opérateur
complètement continue.
Si l’ensemble {x ∈ X | x = λTx, 0 ≤ λ ≤ 1} est borné, alors T admet au moins un point
fixe.

Théorème 3.5. On suppose que :
H1) La fonction floue intuitionistique F : [0, T ]× IF1 → IF1 est continue.
H2) Il existe une constante positive M telle que,

dp(F (t,X), 0IF1) < M, ∀(t,X) ∈ [0, T ]× C([0, T ], IF1).

Alors le problème (3.1)admet au moins une solution.

Démonstration. Pour montrer que le problème (3.1)admet au moins une solution définie sur
[0, T ], on utilise le théorème de point fixe de Schaefer [63], en montrant que l’opérateur P

défini ci-dessus admet un point fixe. La démonstration de ce théorème sera donné en trois
étapes distinctes.
Étape 1 Montrons que l’opérateur P est continue.
Soient (Xn)n une suite dans C([0, T ], IF1) telle que Xn converges vers X et t ∈ [0, T ], alors
on a

dp(PXn(t),PX(t)) ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1dp(F (t,Xn(t)), F (t,X(t)))ds,

+ | a |
| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1dp(F (s,Xn(s)), F (s,X(s)))ds,

dp(PXn(t),PX(t)) ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 sup

s∈[0,T ]
dp(F (s,Xn(s)), F (s,X(s)))ds,
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+ | a |
| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 sup

s∈[0,T ]
dp(F (s), Xn(s)), F (s,X(s)))ds,

dp(PXn(t),PX(t)) ≤ 1
Γ(α) × sup

s∈[0,T ]
dp(F (s,Xn(s)), F (s,X(s)))

∫ t

0
(t− s)α−1ds,

+ 1
Γ(α)× sup

s∈[0,T ]
dp(F (s,Xn(s)), F (s,X(s))) | a |

| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T−s)α−1ds),

dp(PXn(t),PX(t)) ≤
Tα(1 + |a|

|1−a|)
αΓ(α) sup

s∈[0,T ]
dp(F (s,Xn(s)), F (s,X(s))),

dp(PXn(t),PX(t)) ≤
Tα(1 + |a|

|1−a|)
Γ(α + 1) sup

s∈[0,T ]
dp(F (s,Xn(s)), F (s,X(s))),

D’où

sup
t∈[0,T ]

dp(PXn(t),PX(t)) ≤
Tα(1 + |a|

|1−a|)
Γ(α + 1) sup

t∈[0,T ]
dp(F (t,Xn(t)), F (t,X(t))),

Puisque F est continue, alors on obtient

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

dp(PXn(t),PX(t)) ≤
Tα(1 + |a|

|1−a|)
Γ(α + 1) lim

n→∞
sup
t∈[0,T ]

dp(F (t,Xn(t)), F (t,X(t))) = 0,

Ce qui implique que
lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

dp(PXn(t),PX(t)) = 0.

Finalement l’opérateur P est continu dans C([0, T ], IF1).
Étape 2 :Montrons que PBρ est borné et équicontinue dans C([0, T ], IF1).
Il suffit de montrer que pour ρ > 0 il existe un réel δ > 0, tel que

Pour tout X ∈ Bρ = {X ∈ C([0, T ], IF1) : sup
t∈[0,T ]

dp(X(t), 0IF) ≤ ρ},

On a
sup
t∈[0,T ]

dp(PX(t), 0IF1) < δ

.
Soit t ∈ [0, T ], alors on a
dp(PX(t), 0IF1) ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1dp(F (t,X(t)), 0IF)ds.
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+ | a |
| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1dp(F (s,X(s)), 0IF)ds,

On utilise l’hypothèse (H2), on obtient

dp(PX(t), 0IF1) ≤ M

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds+ M | a |

| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1ds,

dp(PX(t), 0IF1) ≤ MTα

αΓ(α) + MTα | a |
| 1− a | αΓ(α) ,

sup
t∈[0,T ]

dp(PX(t), 0IF1) ≤ MTα

αΓ(α) + MTα | a |
| 1− a | αΓ(α) = δ,

par suite PBρ ⊂ Bδ ce qui implique que PBρ est borné.
Soient X ∈ Bρ et t1, t2 ∈ [0, T ] tels que t1 < t2, alors on a

dp(PX(t1),PX(t2)) ≤ 1
Γ(α)dp(

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s,X(s))ds,

∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s,X(s))ds),

puisque∫ t2

0
(t2 − s)α−1F (s,X(s))ds =

∫ t1

0
(t2 − s)α−1F (s,X(s))ds+

∫ t2

t1
(t2 − s)α−1F (s,X(s))ds,

alors
dp(PX(t1),PX(t2)) ≤ 1

Γ(α)

∫ t1

t0
| (t1 − s)α−1 − (t1 − s)α−1 | dp(F (s,X(s))ds, 0IF1)

+
∫ t2

t1
(t2 − s)α−1dp(F (s,X(s))ds, 0IF1)ds,

on utilise H2 on aura ,

dp((PX(t1),PX(t2)) ≤ M

Γ(α)

∫ t1

t0
| (t1 − s)α−1 − (t1 − s)α−1 | ds+ M

Γ(α)

∫ t2

t1
(t2 − s)α−1ds,

dp(PX(t1),PX(t2)) ≤ M

αΓ(α)((t2 − t1)α + tα1 − tα2 ) + M

αΓ(α)(t2 − t1)α,

donc
dp(PX(t1),PX(t2)) ≤ M

Γ(α + 1)((t2 − t1)α + (tα2 − tα1 )),

par suite,
lim
t1→t2

dp(PX(t1),PX(t2)) = 0.

Ceci montre que PBρ est équicontinue, et d’après le théorème d’Arzela-Ascoli [64] on déduit
que PBρ est relativement compact, ce qui implique que l’opérateur P est complètement
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continu.
Étape 3 Montrons que l’ensemble Eλ définie par :

Eλ = {X ∈ C([0, T ], IF1) | X = λPX, 0 ≤ λ ≤ 1},

est borné.
Soit X ∈ Eλ, alors X = λPX pour tout λ ∈ [0, 1].
Soit t ∈ [0, T ], on a

X(t)	gH
λa

(1− a)Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1F (s,X(s))ds = λ

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F (s,X(s))ds,

On utilise (H2), alors on a
dp(PX(t), 0IF1) ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1dp(F (t,X(t)), 0IF1)ds,

+ | a |
| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1dp(F (s,X(s)), 0IF)ds,

dp(PX(t), 0IF1) ≤ M

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds+ M | a |

| 1− a | Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1ds,

dp(PX(t), 0IF1) ≤ MTα

αΓ(α) + MTα | a |
| 1− a | αΓ(α) ,

sup
t∈[0,T ]

dp(PX(t), 0IF1) ≤ MTα

Γ(α + 1) + | a |MTα

| 1− a | Γ(α + 1) <∞,

Ce qui montre que l’ensemble Eλ est borné.
Finalement d’après le théorème de point fixe de Schaefer on déduit que l’opérateur P admet
un point fixe qui est une solution du problème (3.1).

3.3.2 Problème non local d’ordre fractionnaire

Dans cette section on présente quelques conditions suffisantes pour garantir l’existence
et d’unicité de la solution du problème non local fractionnaire suivant :

cDqX(t) = F (t,X(t)) ; t ∈ [0, T ],
X(0) = G(X).

(3.3)

Où F : [0, T ] × IF1 → IF1 et G : C([0, T ], IF1) → IF1 sont des fonctions floues intuitionis-
tiques.
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La condition non locale a été initialisé par Byszewski [14] quand il a prouvé l’existence et
l’unicité de solution faible pour les problèmes de Cauchy non local classique.
La condition non locale peut être utile dans la physique que la condition initial standard
X(0) = X0 (voir Byszewski [15, 16]) par exemple la fonction G(X) peut être donnée par

G(X) =
N∑
k=1

akG(tk)

Où ak, k = 1, ...., N est une constante réelle et 0 < t1 < t2 < .... < tN .

Théorème 3.6. On suppose que :
1)La fonction floue intuitionistique F : [0, T ]× IF1 → IF1 est continue.
2)Il existe une constante positive k tel que ,

dp(F (t,X), F (t, Y ) < kdp(X, Y ) pour tout X, Y ∈ C([0, T ], IF1) et t ∈ [0, T ].

3)Il existe une constante positive L tel que ,

dp(G(U), G(V ) ≤ Ldp(U, V ) pour tout U, V ∈ C([0, T ], IF1)

et si
L+ kTα

Γ(α + 1) < 1,

alors le problème (3.3)admet une solution unique.

Démonstration. On transforme le problème (3.3)à un problème de point fixe sur [0, T ].
Soit B : C([0, T ], IF1)→ C([0, T ], IF1 l’opérateur défini par :

BX(t)	gH G(X) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F (s,X(s))ds,

Soient X, Y ∈ C([0, T ], IF1), alors on a

dp(BX(t),BY (t)) ≤ dp(G(X(t)), G(Y (t))) + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1dp(F (t,X(t)), F (t, Y (t)))ds,

dp(BX(t),BY (t)) ≤ Ldp(X(t), Y (t)) + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1dp(X(t), Y (t))ds,

dp(BX(t),BY (t)) ≤ Ldp(X(t), Y (t)) + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds sup

s∈[0,T ]
dp(X(s), Y (s))
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sup
t∈[0,T ]

dp(BX(t),BY (t)) ≤ L sup
t∈[0,T ]

dp(X(t), Y (t)) + kTα

αΓ(α)ds sup
t∈[0,T ]

dp(X(t), Y (t)),

D’où
sup
t∈[0,T ]

dp(BX(t),BY (t)) ≤
(
L+ kTα

Γ(α + 1)

)
sup
t∈[0,T ]

dp(X(t), Y (t)),

On utilise le théorème de point fixe de Banach, on déduit que l’opérateur B admet un unique
point fixe X qui la solution du problème (3.3).

Théorème 3.7. On suppose que :
1)La fonction floue intuitionistique F : [0, T ]× IF1 → IF1 est continue.
2)Il existe une constante positive M1 telle que ,

dp(F (t,X), 0IF1) ≤M1 ∀(t,X) ∈ [0, T ]× C([0, T ], IF1).

3)Il existe une constante positive M2 telle que ,

dp(G(X), 0IF1) ≤M2 ∀X ∈ C([0, T ], IF1).

Alors le problème (3.3)admet au moins une solution.

Exemple 3.2. On considère le problème fractionnaire suivant :
cD

2
3X(t) = e−t

9+etX(t) ; t ∈ [0, 1],
X(0) = (−1)X(1).

(3.4)

On pose F (t,X(t)) = e−t

9+etX(t) et t ∈ [0, 1]

dp(F (t,X(t)), F (t, Y (t))) = dp

(
e−t

9 + et
X(t), e−t

9 + et
Y (t)

)
ds.

dp(F (t,X(t)), F (t, Y (t))) ≤ e−t

9 + et
dp(X(t), Y (t))ds.

dp(F (t,X(t)), F (t, Y (t))) ≤ 1
10dp(X(t), Y (t))ds

Donc la première condition du Théorème 3.2 est satisfaite pour 1
10 .

Il reste à vérifie la condition (3.2) de ce théorème, pour ceci on a T = 1, a = −1 et α = 2
3 ,

par suite on a
Γ(α + 1) = Γ(2

3 + 1) = Γ(5
3) = 0.89.

D’où
3
2k

Γ(α + 1) = 0.15
0.89 = 0.1685393 < 1.

Finalement,d’après le Théorème 3.2 on déduit que le problème (3.4) admet une solution
unique sur [0, 1].
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3.4 Problème aux limites fractionnaire flou intuitionis-

tique retardé

Dans cette section nous étudions l’existence et l’unicité de la solution du problème frac-
tionnaire flou intuitionistique à retard suivant, qui est l’objet de notre article [48].

DαX(t) = F (t,Xt, D
βX(t)) t ∈ [0, 1],

X(t) = φ(t) t ∈ [−r, 0],
X(1) = X(ξ).

(3.5)

Tel que Dα, Dβ sont des dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville .
(α− β ≥ 1),(ξ ∈ [0, 1[), F : [0, 1]× C0 × IF1 −→ IF1 est une fonction intuitionistique floue.
φ ∈ C0, φ(0) = 0IF1 et C0 = C

(
[−r, 0], IF1

)
on note par Xt l’élément de C0 définie par

Xt(θ) = X(t+ θ) pour tout θ ∈ [−r, 0].
Soit θ ∈ [0, 1], alors on a

[DαX(t)]θ =
[
F (t,Xt, D

βX(t))
]θ
,

[DαX(t)]θ =
[
F (t,Xt, D

βX(t))
]
θ
,

[X(t)]θ = [φ(t)]θ ,
[X(t)]θ = [φ(t)]θ ,
[X(1)]θ = [X(ξ)]θ ,
[X(1)]θ = [X(ξ)]θ .

Comme
[
F (t,Xt, D

βX(t))
]θ

=
[
F−l (t,Xt, D

βX(t); θ), F−r (t,Xt, D
βX(t); θ)

]
,

[
F (t,Xt, D

βX(t))
]
θ

=
[
F+
l (t,Xt, D

βX(t))θ), F+
r (t,Xt, D

βX(t); θ)
]
,

Et
[DαX(t)]θ =

[
DαX−l (t; θ), DαX−r (t; θ)

]
, 0 < θ < 1,

[DαX(t)]θ =
[
DαX+

l (t; θ), DαX+
r (t; θ)

]
, 0 < θ < 1.
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Alors

[
DαX−l (t; θ), DαX−r (t; θ)

]
=
[
F−l (t,Xt, D

βX(t); θ), F−r (t,Xt, D
βX(t); θ)

]
,[

DαX+
l (t; θ), DαX+

r (t; θ)
]

=
[
F+
l (t,Xt, D

βX(t); θ), F+
r (t,Xt, D

βX(t); θ)
]
,[

X−l (t; θ), X−r (t; θ)
]

=
[
φ−l (t; θ), φ−r (t; θ)

]
,[

X+
l (t; θ), X+

r (t; θ)
]

=
[
φ+
l (t; θ), φ+

r (t; θ)
]
,[

X−l (1; θ), X−r (1; θ)
]

=
[
X−l (ξ; θ), X−r (ξ; θ)

]
,[

X+
l (1; θ), X+

r (1; θ)
]

=
[
X+
l (ξ; θ), X+

r (ξ; θ)
]
,

On obtient quatre problèmes :
DαX−l (t; θ) = F−l (t, (X−l )t, DβX−l (t); θ) , t ∈ [0, 1],
X−l (t; θ) = φ−l (t; θ), t ∈ [−r, 0]
X−l (1; θ) = X−l (ξ; θ)

(3.6)


DαX−r (t; θ) = F−r (t, (X−r )t, DβX−r (t); θ) , t ∈ [0, 1],
X−r (t; θ) = φ−r (t; θ), t ∈ [−r, 0]
X−r (1; θ) = X−r (ξ; θ),

(3.7)


DαX+

l (t; θ) = F+
l (t, (X+

l )t, DβX+
l (t); θ) , t ∈ [0, 1],

X+
l (t; θ) = φ+

l (t; θ), t ∈ [−r, 0]
X+
l (1; θ) = X+

l (ξ; θ),

(3.8)


DαX+

r (t; θ) = F+
r (t, (X+

r )t, DβX+
r (t); θ) , t ∈ [0, 1],

X+
r (t; θ) = φ+

r (t; θ), t ∈ [−r, 0],
X+
r (1; θ) = X+

r (ξ; θ).

(3.9)

Nous commençons par la recherche d’une solution du problème (3.6)
DαX−l (t; θ) = F−l (t, (X−l )t, DβX−l (t); θ) , t ∈ [0, 1],
X−l (t; θ) = φ−l (t; θ), t ∈ [−r, 0],
X−l (1; θ) = X−l (ξ; θ).

On applique Iα sur la première équation de ce problème on obtient
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IαDαX−l (t; θ) = IαF−l (t, (X−l )t, DβX−l (t); θ),

X−l (t; θ) = c1t
α−1 + c2t

α−2 + ..+ cnt
α + IαF−l (t, (X−l )t, DβX−l (t); θ),

Pour ci ∈ R, i = 0, 1, .., n− 1, n = [α] + 1 et X−l (0; θ) = φ−l (0; θ) = 0, alors

X−l (t; θ) = c1t
α−1 + IαF−l (t, (X−l )t, DβX−l (t); θ),

X−l (t; θ) = c1t
α−1 + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F−l

(
s, (X−l )s, DβX−l (s); θ

)
,

Puisque
X−l (1; θ) = c1 + 1

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1F−l

(
s, (X−l )s, DβX−l (s); θ

)
ds,

Et
X−l (ξ; θ) = c1ξ

α−1 + 1
Γ(α)

∫ ξ

0
(ξ − s)α−1F−l

(
s, (X−l )s, DβX−l (s); θ

)
,

Et
X−l (1; θ) = X−l (ξ; θ),

Alors
(1− ξα−1)c1 = 1

Γ(α)

∫ ξ

0
(ξ − s)α−1F−l (s, (X−l )s, DβX−l (s); θ)ds

− 1
Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1F−l (s, (X−l )s, DβX−l (s); θ)ds,

Par suite

c1 = 1
Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ − s)α−1F−l

(
s, (X−l )s, DβX−l (s); θ

)
ds

− 1
Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1− s)α−1F−l

(
s, (X−l )s, DβX−l (s); θ

)
ds,

Finalement, la solution du problème (3.6) est donnée par :

X−l (t; θ) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F−l

(
s, (X−l )s, DβX−l (s); θ

)
+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ − s)α−1F−l

(
s, (X−l )s, DβX−l (s); θ

)
ds
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− tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1− s)α−1F−l

(
s, (X−l )s, DβX−l (s); θ

)
ds,

de la même manière les solutions des problèmes (3.7),(3.8) et (3.9) sont données respective-
ment par :

X−r (t; θ) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F−r

(
s, (X−r )s, DβX−r (s); θ

)

+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ − s)α−1F−r

(
s, (X−r )s, DβX−r (s); θ

)
ds

− tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1− s)α−1F−r

(
s, (X−r )s, DβX−r (s); θ

)
ds,

X+
l (t; θ) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F+

l

(
s, (X+

l )s, DβX+
l (s); θ

)
+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ − s)α−1F+

l

(
s, (X−l )s, DβX+

l (s); θ
)
ds

− tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1− s)α−1F+

l

(
s, (X+

l )s, DβX+
l (s); θ

)
ds,

X+
r (t; θ) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F+

r

(
s, (X+

r )s, DβX+
r (s); θ

)
+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ − s)α−1F+

r

(
s, (X+

r )s, DβX+
r (s); θ

)
ds,

− tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1− s)α−1F+

r

(
s, (X+

r )s, DβX+
r (s); θ

)
ds,

d’après le Lemme (1.1) alors la solution du problème (3.5) est donnée par la formule
suivant :
X(t) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t−s)α−1F

(
s,Xs, D

βX(s)
)
+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ−s)α−1F

(
s,Xs, D

βX(s)
)
ds

	gH
tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1− s)α−1F

(
s,Xs, D

βX(s)
)
ds.

Maintenant, nous étudions l’unicité de la solution du problème (3.5) en utilisant le
théorème du point fixe de Banach.
On pose H = {X/X ∈ C([−r, 1], IF1), DβX ∈ C(J, IF1), X(t) = φ(t),∀t ∈ [−r, 0]}.
Et on définit sur H la métrique suivante

D(u(t), v(t)) = K max
t∈[−r,1]

dp(u(t), v(t)) + L max
t∈[0,1]

dp(Dβu(t), Dβv(t)).

81



Chapitre 3 – Équations différentielles floues intuitionistiques d’ordre fractionnaire

Alors on a le résultat suivant.

Proposition 3.2. L’espace (H,D) est un espace métrique complet.

Démonstration. .
Montrons que D est une métriqe sur H.
On a
1) D(u(t), u(t)) = K max

t∈[−r,1]
dp(u(t), u(t)) + L max

t∈[0,1]
dp(Dβu(t), Dβu(t)) = 0.

2) D(u(t), v(t)) ≤ K max
t∈[−r,1]

{dp(u(t), z(t)) + dp(z(t), v(t))},

+L max
t∈[0,1]

{dp(Dβu(t), Dβz(t)) + dp(Dβz(t), Dβv(t))},

donc D(u(t), v(t)) ≤ K max
t∈[−r,1]

dp(u(t), z(t)) + L max
t∈[0,1]

dp(Dβu(t), Dβz(t))

+K max
t∈[−r,1]

dp(z(t), v(t)) + L max
t∈[0,1]

dp(Dβz(t), Dβv(t)),

d’oú
D(u(t), v(t)) ≤ D(u(t), z(t)) +D(z(t), v(t)).

par suite (H,D) est un espace métrique.
Montrons (H,D) que est complet.
Soit (Xn)n une suite de Cauchy dans H, alors ∀ε > 0,∃N0 ∈ N,∀n,m > N0

D(Xn(t), Xm(t)) ≤ ε,

comme

D(Xn(t), Xm(t)) = K max
t∈[−r,1]

dp(Xn(t), Xm(t)) + L max
t∈[0,1]

dp(DβXn(t), DβXm(t)) < ε,

alors
dp(Xn(t), Xm(t)) < ε,

par suite
dp(DβXn(t), DβXm(t)) < ε

82
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comme (IF1, dp) est un espace métrique complet, alors la suite (Xn(t))n converge vers X(t)
dans IF1.

Pour ε1 = ε
K+L > 0, il existe N1 ∈ N tel que

dp(Xn(t), X(t)) < ε1,

alors
K max

t∈[−r,1]
dp(Xn(t), X(t)) < Kε1,

et
L max
t∈[0,1]

dp(DβXn(t), DβX(t)) < Lε1,

par suite
D(Xn(t), X(t)) < ε.

Finalement, l’espace (H,D) est un espace métrique complet.

Théorème 3.8. Soient F : [0, 1]×C0× IF1 −→ IF1 et K,L deux nombres réels positifs tels
que

dp
(
F
(
t, ut, D

βu(t)
)
, F

(
t, vt, D

βv(t)
))
≤ Kdp(u, v) + Ldp(Dβu(t), Dβv(t))

Si
(

K
Γ(α+1) + L

Γ(α−β+1)

) (
1 + 1+ξα

1−ξα−1

)
< 1, alors le problème (3.5) admet une unique solu-

tion sur [−r, 1].

Démonstration. Soit T : H −→ H l’opérateur défini par :

TX(t) =



φ(t); t ∈ [−r, 0] ,
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1F

(
s,Xs, D

βX(s)
)
ds

+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ − s)α−1F

(
s,Xs, D

βX(s)
)
ds

	gH
tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1− s)α−1F

(
s,Xs, D

βX(s)
)
ds ; t ∈ [0, 1]

Soient u, v ∈ H, donc pour tout t ∈ [−r, 0] on a dp(u(t), v(t)) = 0.
Soit maintenant t ∈ [0, 1], alors on a

dp(Tu(t), T v(t)) ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1dp(F (s, us, Dβu(s)), F (s, vs, Dβv(s)))ds
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+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ−s)α−1dp

(
F
(
s, us, D

βu(s)
)
, F

(
s, vs, D

βv(s)
))
ds

+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1−s)α−1dp

(
F
(
s, us, D

βu(s)
)
, F

(
s, vs, D

βv(s)
))
ds.

dp (Tu(t), T v(t)) ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1

[
Kdp(us(ρ), vs(ρ)) + Ldp(Dβu(s), Dβv(s))

]
ds,

+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ−s)α−1

[
Kdp(us(ρ), vs(ρ)) + Ldp(Dβv(s), Dβv(s))

]
ds,

+ tα−1

Γ(α)(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1−s)α−1

[
Kdp(us(ρ), vs(ρ) + Ldp(Dβu(s), Dβv(s))

]
ds,

dp (Tu(t), T v(t)) ≤ 1
Γ(α + 1) sup

t∈J

(
tα + tα−1ξα

1− ξα−1 + tα−1

1− ξα−1

)
D(u, v),

dp (Tu(t), T v(t)) ≤ 1
Γ(α + 1)

(
1 + 1 + ξα

1− ξα−1

)
D(u, v).

D’autre par

dp
(
DβTu(t), DβTv(t)

)
≤ 1

Γ(α− β)

∫ t

0
(t−s)α−β−1dp

(
F
(
s, us, D

βu(s)
)
, F

(
s, vs, D

βv(s)
))
ds,

+ tα−β−1

(1− ξα−1)

∫ ξ

0
(ξ−s)α−β−1dp

(
F
(
s, us, D

βu(s)
)
, F

(
s, vs, D

βv(s)
))
ds,

+ tα−β−1

(1− ξα−1)

∫ 1

0
(1−s)α−1dp

(
F
(
s, us, D

βu(s)
)
, F

(
s, vs, D

βv(s)
))
ds,

dp
(
DβTu(t), DβTv(t)

)
≤ 1

Γ(α− β + 1) sup
t∈J

(
tα−β + tα−β−1ξα

1− ξα−1 + tα−β−1

1− ξα−1

)
D(u, v),

dp
(
DβTu(t), DβTv(t)

)
≤ 1

Γ(α− β + 1)

(
1 + 1 + ξα

1− ξα−1

)
D(u, v),

par suite pour tout t ∈ J on a :

D (Tu(t), T v(t)) ≤
(

K

Γ(α + 1) + L

Γ(α− β + 1)

)(
1 + 1 + ξα

1− ξα−1

)
D(u, v).

Donc l’opérateur T est une contraction par suite il admet un point fixe unique X(t) sur
l’espace H qui est la solution du problème (3.5) sur [−r, 1].
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Chapitre 4
Équations aux dérivées partielles floues
intuitionistiques d’ordre fractionnaire

Les équations aux dérivées partielles permettent d’aborder d’un point de vue mathématique
des phénomènes observés, par exemple dans les domaines de la physique et de la chimie.
Les situations dépendant du temps se traduisent plus particulièrement par des équations
d’évolution tenant compte d’éventuelles interactions entre objets et événements. On étudie
dans ce chapitre le résultat d’existence et l’unicité du problème fractionnaire flou intuitio-
nistique suivant, et qui est l’objet de notre travail [24].


CDqu(x, y) = f(x, y, u(x, y)); (x, y) ∈ J = [0, a]× [0, b],
u(x, 0) = g1(x), x ∈ [0, a],
u(0, y) = g2(y), y ∈ [0, b].

(4.1)

Tels que q = (q1, q2) ∈ [0, 1]× [0, 1] est l’ordre de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
de f et g1(x) et g2(y) sont deux fonctions floues intuitionistiques.

4.1 Dérivée et intégrale d’une fonction floue intuitio-

nistique à deux variables

Définition 4.1. [24]Soient f : U ⊂ R2 → IF1 et (x0, y0) ∈ U .
1) On dit que f est différentiable au sens de Hukuhara généralisé (gH-différentiable) par
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rapport á x en (x0, y0) s’il existe un élément de IF1 noté ∂f(x0,y0)
∂x

tel que :

∂f(x0, y0)
∂x

= lim
h→0+

f(x0 + h, y)	gH f(x0, y)
h

= lim
h→0−

f(x0, y)	gH f(x0 − h, y)
h

.

2) On dit que f est différentiable au sens de Hukuhara généralisé (gH-différentiable) par
rapport á y en (x0, y0) s’il existe un élément de IF1 noté ∂f(x0,y0)

∂y
tel que :

∂f(x0, y0)
∂y

= lim
h→0+

f(x, y0 + h)	gH f(x, y0)
h

= lim
h→0−

f(x, y0)	gH f(x, y0 − h)
h

.

Définition 4.2. [24] Soit F : U ⊂ R2 −→ IF1 une fonction floue intuitionistique.
1) F est dite fortement mesurable si pour tout α ∈ [0, 1], les deux application :

[F (x, y)]α : U −→ Pc(R),

et
[F (x, y)]α : U −→ Pc(R),

Sont Lebesgue mesurable.
2) F est dite intégrablement bornée s’il existe une fonction intégrable
H : U ⊂ R2 −→ [0,+∞[ telle que ;

dp(F (x, y), 0IF1) < H(x, y),∀(x, y) ∈ U

3) Si F est fortement mesurable et intégrablement bornée alors F est dite intégrable et
son intégrale sur U noté

∫
U F (u)du est définie par :

[∫
U
F (u)du

]α
=
[∫
U
F−l (u;α)du,

∫
U
F−r (u;α)du

]
,∀α ∈ [0, 1],

[∫
U
F (u)du

]
α

=
[∫
U
F+
l (u;α)du,

∫
U
F+
r (u;α)du

]
,∀α ∈ [0, 1].

Remarque 4.1. Soit f ∈ C1,0(U, IF1) telle que [f(x, y)]α =
[
f−l (x, y)(α), f−r (x, y)(α)

]
et

[f(x, y)]α =
[
f+
l (x, y)(α), f+

r (x, y)(α)
]

pour tout α ∈ [0, 1] et (x, y) ∈ U .
Soit (x0, y0) ∈ U .
On dit que f est différentiable en (x0, y0) par rapport à x si[

∂f

∂x
(x0, y0)

]α
=
[
∂f−l
∂x

(x0, y0)(α), ∂f
−
r

∂x
(x0, y0)(α)

]
,
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et [
∂f

∂x
(x0, y0)

]
α

=
[
∂f+

l

∂x
(x0, y0)(α), ∂f

+
r

∂x
(x0, y0)(α)

]
.

On dit que f est différentiable en (x0, y0) par rapport à y si[
∂f

∂y
(x0, y0)

]α
=
[
∂f−l
∂y

(x0, y0)(α), ∂f
−
r

∂y
(x0, y0)(α)

]
,

et [
∂f

∂y
(x0, y0)

]
α

=
[
∂f+

l

∂y
(x0, y0)(α), ∂f

+
r

∂y
(x0, y0)(α)

]
.

Lemme 4.1. [24] Soit f ∈ C(R2, IF1).
Si fest gH-différentiable par rapport à y, alors ∂f(x,y)

∂y
est intégrable sur [b, y] et on a

∫ y

b

∂f(x, s)
∂s

ds = f(x, y)	gH f(x, b).

4.2 Intégrale et dérivée fractionnaire d’une fonction

floue intuitionistique à deux variables

Dans cette section,on développe le concept de l’intégrale et de la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo d’une fonction floue intuitionistique à deux variables .

Définition 4.3. Soient J = [0, a] × [0, b], q = (q1, q2) ∈ [0, 1]2 et f ∈ L1(J,R), alors
l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre q de la fonction f(x, y) est donné
par :

Iq0f(x, y) = 1
Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0
(x− s)q1−1(y − t)q2−1f(x, y)dtds.

Maintenant nous allons établir la définition de l’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville d’une fonction floue intuitionistique à deux variables .
Soit F : J −→ IF1 telle que

[F (x, y)]α =
[
F−l (x, y)(α), F−r (x, y)(α)

]
,

[F (x, y)]α =
[
F+
l (x, y)(α), F+

r (x, y)(α)
]
.
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Puisque la famille suivante :

{[F−l (x, y)(α), F−r (x, y)(α)], [F+
l (x, y)(α), F+

r (x, y)(α)}.

construit un élément flou intuitionistique et l’intégrale conserve la monotonie alors on peut
définir l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction floue intuitionistique F
par la définition suivante.

Définition 4.4. [24]Soit F ∈ L
(
J, IF1

)
et q = (q1, q2) ∈ [0, 1]2.

L’intégrale fractionnaire flou intuitionistique de la fonctionde F d’ordre q noté par

Iq0F (x, y) = 1
Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0
(x− s)q1−1(y − t)q2−1F (s, t)tdsdt,

est défini comme suit

[IqF (x, y)]α =
[
IqF−l (x, y)(α), IqF−r (x, y)(α)

]
,

[IqF (x, y)]α =
[
IqF+

l (x, y)(α), IqF+
r (x, y)(α)

]
.

Lemme 4.2. Soient q = (q1, q2) ∈ [0, 1]×[0, 1] et [IqF (x, y)]α =
[
IqF−l (x, y)(α), IqF−r (x, y)(α)

]
,

[IqF (x, y)]α =
[
IqF+

l (x, y)(α), IqF+
r (x, y)(α)

]
pour tout (x, y) ∈ J et α ∈ [0, 1].

Si F−l , F−r , F+
l , F

+
r ∈ L (J,R), alors pour tout (x, y) ∈ J , la famille des intervalles fermés

suivante :
Gα := Gα(x, y) =

[
IqF−l (x, y)(α), IqF−r (x, y)(α)

]
,

Gα := Gα(x, y) =
[
IqF+

l (x, y)(α), IqF+
r (x, y)(α)

]
.

définit un nombre flou intuitionistique 〈u, v〉 ∈ IF1 tel que pour tout α ∈ [0, 1], on a

[〈u, v〉]α = Gα(x, y),

et
[〈u, v〉]α = Gα(x, y).

Démonstration. Soient q = (q1, q2) ∈ [0, 1]× [0, 1] et (x, y) ∈ J).
on pose

Gα = 1
Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0
(x− s)q1−1(y − t)q2−1

[
F−l (s, t)(α), F−r (s, t)(α)

]
dsdt.

Et
Gα = 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0
(x− s)q1−1(y − t)q2−1

[
F+
l (s, t)(α), F+

r (s, t)(α)
]
dsdt

On utilise le Lemme(1.1) on obtient le résultat.
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Proposition 4.1. [47] Soient F,G ∈ L(J, IF1), a ∈ IF1 et q = (q1, q2), q′ = (q′1, q′) ∈ [0, 1]2,
alors on a

1. Iq(aF )(x, y) = aIqF (x, y).

2. Iq(F +G)(x, y) = IqF (x, y) + IqG(x, y).

3. IqIq′F (x, y) = Iq+q
′
F (x, y).

Définition 4.5. Soient J = [0, a]× [0, b], q = (q1, q2) ∈ [0, 1]2 et u ∈ C2,2(J, IF1).
La dérivée fractionnaire floue intuitionistique d’ordre q de la fonction u en (x, y) est définie
comme suit :

cDqu(x, y) = I1−q
(
∂2u

∂x∂y
(x, y)

)
.

Oú 1− q = (1− q1, 1− q2) ∈ [0, 1]2.

Remarque 4.2. Si q = (1, 1), alors

cDqu(x, y) = ∂2u(x, y)
∂x∂y

.

Exemple 4.1. On Considère la fonction flou intuitionistique u(x, y) = xyC tel que
C = (a1; a2; a3; a4; a′1; a2; a3; a′4) est un nombre flou intuitionistique trapézöıdal.
La dérivée partielle de u(x, y) par rapport á x est donné par :

∂u(x, y)
∂x

= lim
h→0

u(x+ h, y)	gH f(x, y)
h

= lim
h→0

(x+ h)yC 	gH xyC
h

= yC

Ce qui donne
∂u(x, y)
∂x

= yC

de la même manière on obtient
∂2u(x, y)
∂y∂x

= C,

or
[C]α = [a2 − α(a2 − a′1), a3 + α(a4 − a3)],

Et
[C]α = [a1 + α(a2 − a1), a4 − α(a′4 − a3)],

on obtient

[cDqu(x, y)]α =
[
I1−q

(
∂2u

∂x∂y
(x, y)

)]α
=
[
Iq−1C

]α
,
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et
[cDqu(x, y)]α =

[
I1−q

(
∂2u

∂x∂y
(x, y)

)]
α

=
[
Iq−1C

]
α
,

donc
[
I1−qC

]α
= 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0
(x− s)q1−1(y − t)q2−1 [a2 − α(a2 − a′1), a3 + α(a4 − a3)] dsdt,

donc
[
I1−qC

]
α

= 1
Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0
(x− s)q1−1(y − t)q2−1 [a1 + α(a2 − a1), a4 − α(a′4 − a3)] dsdt,

donc
[
I1−qC

]α
= x1−q1y1−q2

Γ(1− q1)Γ(1− q2)× (1− q1)(1− q2) [a2 − α(a2 − a′1), a3 + α(a4 − a3)],

alors
[
I1−qC

]
α

= x1−q1y1−q2

Γ(1− q1)Γ(1− q2)× (1− q1)(1− q2) [a1 + α(a2 − a1), a4 − α(a′4 − a3)],

[
I1−qC

]α
= x1−q1y1−q2

Γ(2− q1)Γ(2− q2) [C]α,

[
I1−qC

]
α

= x1−q1y1−q2

Γ(2− q1)Γ(2− q2) [C]α,

ensuite
[cDqu(x, y)] = x1−q1y1−q2

Γ(2− q1)Γ(2− q2)C,

d’oú
cDqu(x, y) = x−q1y−q2

Γ(2− q1)Γ(2− q2)u(x, y).

4.3 Équation aux dérivées partielles floues intuitionis-

tiques d’ordre fractionnaire

Dans cette section on considère le problème (4, 1) tel que g1 ∈ C([0, a], IF1) et g2 ∈
C([0, b], IF1) et g1(0)	gH g2(y) existe pour tout y ∈ [0, b].
On pose ϕ(x, y) = g2(y) + [g1(x)	gH g1(0)].
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Lemme 4.3. Soit u(., .) ∈ C2,2(J, IF1) une fonction floue intuitionistique satisfait le problème
(4.1) alors u(., .) satisfait l’équation intégrale suivant :

u(x, y) = ϕ(x, y) + Iqf(x, y, u(x, y)), ∀(x, y) ∈ J. (4.2)

Démonstration. Soit u ∈ C2,2(J, IF1) telle que u satisfait le système (4.1).
Alors d’après la Définition (4.5) on a

I1−q
(
∂2u

∂x∂y
(x, y)

)
= f(x, y, u(x, y)),

donc
IqI1−q

(
∂2u

∂x∂y
(x, y)

)
= Iqf(x, y, u(x, y)),

ce qui implique que

I1
(
∂2u

∂x∂y
(x, y)

)
= Iqf(x, y, u(x, y)),

Par suite ∫ x

0

∫ y

0

∂2u(x, y)
∂x∂y

dydx = Iqf(x, y, u(x, y)),

comme ∫ x

0

(∫ y

0

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
dy

)
dx =

∫ x

0

(
∂u

∂x
(x, y)	gH

∂u

∂x
(x, 0)

)
dx,

alors ∫ x

0

(
∂u

∂s
(s, t)	gH

∂u

∂s
(s, 0)

)
ds = Iqf(x, y, u(x, y)),

donc

∫ x

0

∂u

∂s
(s, t)ds =

∫ x

0

∂u

∂s
(s, 0)ds+ Iqf(x, y, u(x, y)),

donc
u(x, y)	gH u(0, y) = u(x, 0)	gH u(0, 0) + Iqf(x, y, u(x, y)),

u(x, y) = u(0, y) + u(x, 0)	gH u(0, 0) + Iqf(x, y, u(x, y)),

ce qui donne
u(x, y) = g2(y) + g1(x)	gH g1(0) + Iqf(x, y, u(x, y)),

finalement on obtient
u(x, y) = ϕ(x, y) + Iqf(x, y, u(x, y)).
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Définition 4.6. Une fonction u ∈ C(J, IF1) est dite une solution faible du problème (4.1)
si elle satisfait l’équation intégrale (4.2)pour tout (x, y) ∈ J .

Remarque 4.3. Il est facile de voir que l’espace flou intuitionistique (C(J, IF1)), D∞) est
un espace métrique complet. Tel que D∞(u, v) = sup

(x,y)∈J
dp(u(x, y), v(x, y)).

Théorème 4.1. [24] Soit f ∈ C(J, IF1) une fonction Lipschitzienne de la constante de
Lipschitz k telle que

dp (f(x, y, u), f(x, y, v)) < kdp (u, v) ; ∀(u, v) ∈ C(J, IF1)× C(J, IF1).

Si kaq1bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1) < 1, alors le problème (4.1)admet une solution faible unique sur J .

Démonstration. La démonstration de ce théorème est basé sur l’application du théorème du
point fixe de Banach.
En effet soit T l’opérateur défini par : T : C(J, IF1) −→ C(J, IF1) par

Tu(x, y) = ϕ(x, y) + Iqf(x, y, u(x, y)).

Nous utilisons les propriétés de la distance dp nous aurons
dp(Tu(x, y), T v(x, y)) ≤ 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0
(x−s)q1−1(y−t)q2−1dp(f(s, t, u), f(s, t, v))dsdt,

≤ 1
Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0
(x− s)q1−1(y − t)q2−1kdp(u, v)dsdt,

≤ k

Γ(q1)Γ(q2)dp(u, v)
∫ x

0

∫ y

0
(x− s)q1−1(y − t)q2−1dsdt,

≤ kaq1bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)D∞(u, v),

on obtient
D∞(Tu, Tv) ≤ kaq1bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)D∞(u, v).

On illustre ce résultat par l’exemple suivant.
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Exemple 4.2. On Considère l’équation différentielle fractionnaire floue intuitionistique sui-
vante : 

D( 1
2 ,

1
2 )u(x, y) = xyu(x, y), (x, y) ∈ J = [0, 1

2 ]× [0, 1
2 ],

u(x, 0) = xC, C ∈ IF1, x ∈ [0, 1
2 ],

u(0, y) = yC, C ∈ IF1, y ∈ [0, 1
2 ].

(4.3)

tel que C = (a1; a2; a3; a4; a′1; a2; a3; a′4) est un nombre flou intuitionistique trapézöıdal.
On a f(x, y, u) = xyu(x, y) et k = 1.

Puisque q = (1
2 ,

1
2), a = b = 1

2 et Γ2(3
2) = 0.79, donc

1× a 1
2 b

1
2

Γ2(3
2) = 1

1.58 < 1.

Par suite le problème (4.3)admet une solution faible unique .
Si u(x, y) = C on peut montrer que ϕ(x, y) = (x+ y)C , et Iqf(x, y, u(x, y)) = 9π

16x
3
2y

3
2C,

D’oú
u(x, y) = (x+ y)C + 9π

16 (xy) 3
2C.

Exemple 4.3. On Considère l’équation aux dérivées partielles d’ordre (q1, q2) ∈ [0, 1]2 sui-
vante : 

cD(q1,q2)u(x, y) = 1
(4ex+y+2)(1 + dp(u(x, y), 0IF1) ; (x, y) ∈ [0, 1]2,

u(x, 0) = x; x ∈ [0, 1],
u(0, y) = y2; y ∈ [0, 1].

(4.4)

On a f(x, y, u) = 1
(4ex+y+2)(1 + dp(u(x, y), 0IF1) .

Soient u, v ∈ IF1 et (x, y) ∈ [0, 1]2, alors on a

dp(f(x, y, u), f(x, y, v) ≤ 1
4e2dp(u, v),

Or dans ce cas, on a k = 1
4e2 et a = b = 1, alors

k × aq1bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1) = 1
4e2Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1) < 1.

Ce qui implique que le problème (4.4) admet une solution faible unique sur [0, 1].
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Chapitre 5
Stabilité des équations différentielles floues
intuitionistiques fractionnaires

Au cours des dernière années, la notion de la stabilité des équations différentielles a attiré
l’attention de beaucoup de mathématiciens. En particulier, la stabilité de Lyaponnov qui a
été abordée par certain nombre de mathématiciens. Cette méthode de Lyapunov est très
répandue dans la littérature de stabilité des systèmes dynamiques, notamment les systèmes
exprimés à l’aide des équations différentielles ordinaires [52]. Cette méthode est basée sur le
choix d’une fonctionnelle candidate de Lyapunov caractérisée par des propriétés de positi-
vité et de dérivabilité, on doit vérifier la négativité de la dérivée de cette fonctionnelle sur
toutes les trajectoires du système ; en réalité les trajectoires pour lesquelles il est absolument
nécessaire de vérifier cette condition sont celles qui ont tendance à diverger. Ce principe,
utilisé pour la première fois par Razumikhin [58] et dont la première démonstration correcte
a été donnée par Krasovskii [37], a été largement employé et permet de donner les conditions
de stabilité en employant les fonctions définies positives. Mais dans le cas des des systèmes
dynamiques fractionnaires, il est difficile de trouver une fonctionnelle candidate de Lyapu-
nov qui vérifie ces conditions. Pour surmonter ce problème nous allons introduire dans ce
chapitre une nouvelle notion de la stabilité pour des équations différentielles fractionnaire
floues intuitionistique en étendant la méthode de Lyaponnov au cas fractionnaire, c’est la
stabilité de Mittag-Lefller.(voir notre article [50]).
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5.1 Résultat d’existence et l’unicité de la solution

Dans cette section, nous démontrons le le résultat d’existence et de l’unicité de l’équation
différentielle floue intuitionnistique d’ordre α ∈ [0, 1] suivante :

CDαx(t) = f(t, x(t)) t ∈ [t0, T ],
x(t0) = x0.

(5.1)

Définition 5.1. Une fonction floue intuitionistique x : [t0, T ] → IF1 est dite une solution
du problème (5.1) si x(t) est continue telle que x(t0) = x0 et Dαx(t) = f(t, x(t)) pour tout
t ∈ [t0, T ].

Définition 5.2. [31] Une fonction floue intuitionistique x : [t0, T ]→ IF1 est dite d-croissante,(d-
décroissante) sur [t0, T ] si pour tout r ∈ [0, 1] la fonction réelle t → d([x(t)]r ∪ [x(t)]r) est
dite croissante,(décroissante)respectivement.

Remarque 5.1. Si x : [t0, T ]→ IF1 est d-croissante,(d-décroissante sur [t0, T ], alors on dit
que x(t) est d-monotone sur [t0, T ].

Lemme 5.1. [31] Soit f : [t0, T ] × IF1 → IF1 telle que f est continue par rapport á la
variable t sur [t0, T ]. Une fonction d-monotone x(t) ∈ C([t0, T ], IF1) est une solution du
problème(5.1) si et seulement si

– 1)x satisfait l’équation intégrale x(t)	gH x0 = 1
Γ(α)

∫ t

t0
(t− s)α−1f(t, x(t))ds,

– 2)La fonction t→ Iαf(t, x(t)) est d-croissante sur [t0, T ].

On aura besoin du théorème de point fixe de Schauder et du lemme suivant dans notre
démonstration du résultat d’existence et l’unicité de la solution du problème(5.1).

Théorème 5.1. (Schauder)[65].
Soient E un espace de Banach, Cun convexe fermé de E et T une application continue de
C dans C telle que T (C) soit relativement compact, alors T admet un point fixe.

Lemme 5.2. [23, 67] Soient C un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Banach X,
(kn)n≥0 un suite telle que

∞∑
n>0

kn est convergente et T : C → Cun opérateur tel que

‖ T nx− T ny ‖≤ kn ‖ x− y ‖ ∀n ∈ N et ∀x, y ∈ C,

alors l’opérateur T admet un unique point fixe x∗, de plus la suite {T nx0}n≥0 converge vers
x∗ pour tout x0 ∈ C.
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Théorème 5.2. [50] Soit f : [t0, T ]× IF1 → IF1 une fonction continue sur [t0, T ] telle que :
H1)Il existe une constante positive M telle que dp(f(t, x), 0IF1) < M pour tout x ∈ IF1 et
t ∈ [t0, T ]
H2)Il existe une fonction continue k : [t0, T ]→ R+ telle que dp(f(t, x), f(t, y) < k(t)dp(x, y)
pour tout x, y ∈ IF1 et t ∈ [t0, T ].
Alors le problème (5.1) admet une solution unique.

Démonstration. La preuve de ce théorème est donnée en deux étapes.
Étape 1(L’existence).
On montre que le problème (5.1) admet au moins une solution en utilisant le théorème du
point fixe de Schauder.
Soit T : C([t0, T ], IF1)→ C([t0, T ], IF1) l’opérateur défini par

(Tx)(t)	gH x0 = 1
Γ(α)

∫ t

t0
(t− s)α−1f(s, x(s))ds

Soit x ∈ C([t0, T ], IF1) on a par définition Tx est continue de plus on a,

dp((Tx)(t), 0IF1) ≤ dp(x0, 0IF1) + 1
Γ(α)

∫ t

t0
(t− s)α−1dp(f(t, x(t)), 0IF1)ds

dp((Tx)(t), 0IF1) ≤ dp(x0, 0IF1) + M(T − t0)α
Γ(α + 1) := η

Ainsi, (Tx) ∈ C([t0, T ], IF1),
donc l’opérateur T transforme la boule Bη(0IF1 , η) = {v ∈ C([t0, T ], IF1) dp(0IF1 , v) < η} sur
elle même.
Montrons que T est continu.
Soit (xn)n ⊂ Bη telle que xn converge vers x dans Bη,et t ∈ [t0, T ], alors on a

dp((Txn)(t), (Tx)(t)) = dp((Txn)(t)	gH x0, (Tx)(t)	gH x0),

≤ 1
Γ(α + 1)

∫ t

t0
(t− s)α−1dp(f(t, xn(s)), f(t, x(s)))ds.

Comme f est continue et satisfait l’hypothèse H2 alors on a

dp((Txn)(t), (Tx)(t)) ≤ 1
Γ(α + 1)

∫ t

t0
(t− s)α−1k(s)dp(xn(s), x(s))ds.

Par passage á la limite et en utilisant le théorème de convergence dominé de Lebesgue on
obtient

lim
n→∞

dp((Txn)(t), (Tx)(t)) = 0.
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Montrons que TBη est bornée et équicontinue.
On a TBη ⊂ Bη donc TBη est bornée.
Soient x ∈ Bη et t1, t2 ∈ [t0, T ] tels que t1 < t2 alors on a

dp((Tx)(t1), (Tx)(t2)) ≤ 1
Γ(α)dp(

∫ t1

t0
(t1 − s)α−1f(s, x(s))ds,

∫ t2

t0
(t2 − s)α−1f(s, x(s))ds),

puisque∫ t2

a
(t2 − s)α−1f(s, x(s))ds =

∫ t1

t0
(t2 − s)α−1f(s, x(s))ds+

∫ t2

t1
(t2 − s)α−1f(s, x(s))ds,

alors
dp((Tx)(t1), (Tx)(t2)) ≤ 1

Γ(α)
∫ t1
t0
| (t1 − s)α−1 − (t1 − s)α−1 | dp(f(s, x(s))ds, 0IF1),

+
∫ t2
t1

(t2 − s)α−1dp(f(s, x(s))ds, 0IF1)ds,

donc

dp((Tx)(t1), (Tx)(t2)) ≤ M

Γ(α + 1)
(
(t2 − t1)α−1 + (tα2 − tα1 )

)
,

par suite
lim
t1→t2

dp((Tx)(t1), (Tx)(t2)) = 0.

Ce qui montre que TBη est equicontinue,en utilisant le théorème d’Arzela-Ascoli on déduit
que TBη est relativement compact,ainsi d’après le théorème de point fixe de Schauder on
déduit que l’opérateur T admet un point fixe x(t) qui est une solution du problème (5.1).
Étape2(L’unicité).
Pour montrer l’unicité de la solution on suppose qu’il existe une autre solution du problème
(5.1) y(t) : [t0, T ]→ C([t0, T ], IF1) alors on a,

dp((Tx)(t), (Ty)(t)) = dp((Tx)(t)	gH x0, (Ty)(t)	gH x0),

≤ 1
Γ(α)

∫ t

t0
(t− s)α−1dp(f(t, x(t)), f(t, y(t)))ds,

≤ 1
Γ(α)

∫ t

t0
(t− s)α−1k(t)dp(x, y)ds,

on pose K = sup
t∈[t0,T ]

k(t) on obtient

dp((Tx)(t), (Ty)(t)) ≤ K

Γ(α)

∫ t

t0
(t− s)α−1dp(x(s), y(s))ds.
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On prend le sup sur les deux cotés de l’inéquation précédente on aura

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tx)(t), (Ty)(t)) ≤ K(T − t0)α
Γ(α + 1) sup

t∈[t0,T ]
dp(x(t), y(t)),

par induction on peut déduire que pour tout n ∈ N∗ et pour tout x, y ∈ C([t0, T ], IF1).

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tnx)(t), (Tny)(t)) ≤ Kn(T − t0)nα
Γ(nα + 1) sup

t∈[t0,T ]
dp(x(t), y(t)),

avec Tn : C([t0, T ], IF1)→ C([t0, T ], IF1) est défini par

(Tnx)(t)	gH x0 = 1
Γ(nα)

∫ t

t0
(t− s)α−1f(t, (Tn−1)x(t))ds.

Montrons par récurrence que pour tout (n ∈ N∗) on a

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tnx)(t), (Tny)(t)) ≤ Kn(T − t0)nα
Γ(nα + 1) sup

t∈[t0,T ]
dp(x(t), y(t)).

-Pour n = 1 on an

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tx)(t), (Ty)(t)) ≤ K(T − t0)α
Γ(α + 1) sup

t∈[t0,T ]
dp(x(t), y(t)).

-On suppose que

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tnx)(t), (Tny)(t)) ≤ Kn(T − t0)nα
Γ(nα + 1) sup

t∈[t0,T ]
dp(x(t), y(t)),

et montrons que

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tn+1x)(t), (Tn+1y)(t)) ≤ Kn+1(T − t0)(n+1)α

Γ((n+ 1)α + 1) sup
t∈[t0,T ]

dp(x(t), y(t)),

On a
dp((Tn+1x)(t), (Tn+1y)(t)) = dp((Tn+1x)(t)	gH x0, (Tn+1y)(t)	gH x0)

dp((Tn+1x)(t), (Tn+1y)(t)) = dp((TTnx)(t)	gH x0, (TTny)(t)	gH x0),

≤ K

Γ(α)

∫ t

t0
(t− s)α−1dp(Tn(x(s),Tny(s))ds,

On prend le sup sur t et s on obtient

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tn+1x)(t), (Tn+1y)(t)) ≤ K

Γ(α)

∫ t

t0
(t− s)α−1 sup

s∈[t0,T ]
dp(Tnx(s),Tny(s))ds,

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tn+1x)(t), (Tn+1y)(t)) ≤ K

Γ(α)

∫ t

t0
(t−s)α−1×K

n(s− t0)nα
Γ(nα + 1) sup

s∈[t0,T ]
dp(x(s), y(s))ds,
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sup
t∈[t0,T ]

dp((Tn+1x)(t), (Tn+1y)(t)) ≤ Kn+1

Γ(α)Γ(nα + 1)

∫ t

t0
(t−s)α−1×(s−t0)nα sup

s∈[t0,T ]
dp(x(s), y(s))ds,

d’après la fonction Beta

B(α, β) =
∫ 1

0
sα−1 × (1− s)β−1 = Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β) ,

On obtient

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tn+1x)(t), (Tn+1y)(t)) ≤ Kn+1

Γ(α)Γ(nα + 1)×(T−t0)(n+1)αΓ(α)Γ(nα + 1)
Γ(α + nα + 1) sup

t∈[t0,T ]
dp(x(t), y(t)),

sup
t∈[t0,T ]

dp((Tn+1x)(t), (Tn+1y)(t)) ≤ Kn+1(T − t0)(n+1)

Γ((1 + n)α + 1) sup
t∈[t0,T ]

dp(x(t), y(t)).

Comme
∞∑
n>0

Kn(T−t0)n
Γ(nα+1) converge vers la fonction de Mitagg-lefler Eα,1(K(T − t0)), alors

d’après le Lemme 5.2 l’opérateur T admet un unique point fixe x qui est la solution du
problème (5.1).

5.2 Stabilité de la solution

Au cours des dernières années, les propriétés de stabilité de toutes sortes d’équations
ont attiré l’attention de beaucoup de mathématiciens, en particulier la stabilité au sens de
Lyaponnov. elle a été abordée par certains nombres de mathématiciens,pour plus d’informa-
tions, voir [41]. Dans le cas des équations différentielles ordinaires, la stabilité est un domaine
de recherche important et bien connu, et elle est généralement étudiée pour des équations
différentielles du premier ordre.
Dans cette section, on présente une nouvelle définition de la stabilité de systèmes différentiels
fractionnaires, et on étudie la stabilité de de la solution du problème fractionnaire (5.1) quand
t ∈ [t0,+∞[ et on suppose que f(t, 0IF1) = 0IF1 ceci signifie que la fonction floue intuitionnis-
tique nulle est une solution du problème initial (5.1). Donc cette section consiste à étudier
la stabilité de la solution triviale du problème (5.1).

Définition 5.3. Un nombre flou intuitionistique xe est un point d’équilibre pour le système
(5.1) si et seulement si f(t, xe) = 0IF1.
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Remarque 5.2. Sans perte de généralité, on donne toutes les définitions et tous les théorèmes
dans le cas ou le point d’équilibre est l’origine xe = 0IF1.
Car on peut ramener a l’origine tout point d’équilibre par une simple translation via le chan-
gement de variable suivant.
Supposons que le point d’équilibre flou intuitionistique pour le système (5.1) est xe 6= 0IF1.
Considérons le changement de variable suivant X = x �gH xe.la dérivée fractionnaire de
X(t) est donnée par

cDαX(t) = cDα(x(t) �gH xe) = f(t,X(t) + xe) = F (t,X(t))

avec F (t, 0IF1) = 0IF1 donc le système a un point d’équilibre á l’origine.

Définition 5.4. [50] La solution trivial de (5.1) est dite :

1) Stable si et seulement si pour tout ε > 0,il existe δ > 0 tel que

dp(x0, 0IF1) < δ ⇒ dp(x(t), 0IF1) < ε ∀t ≥ t0

.
2) Asymptotiquement stable si et seulement si lim

t→+∞
dp(x(t), 0IF1) = 0.

Définition 5.5. [50] La solution du système (5.1) est dite stable au sens de Mittag-Leffler
si

dp(x(t), 0IF1) ≤ {m(x0)Eα(−λtα)}b.

avec α ∈ [0, 1],λ ≥ 0,b > 0,m(0) = 0,m(x) ≥ 0 et m(x) est localement Lipschitzienne en x

avec la constante de Lipschitz m0.

Théorème 5.3. [50] Soit V (t, x(t)) : [0,+∞[×IF1 → R une fonction de classe C1 et loca-
lement Lipschitzienne par rapport á x telle que

c1d
a
p(x(t), 0IF1) ≤ V (t, x(t)) ≤ c2d

ab
p (x(t), 0IF1), (5.2)

cDβ(V (t, x(t)) ≤ −c3d
ab
p (x(t), 0IF1), (5.3)

avec t ≥ 0,β ∈ [0, 1],c1, c2, c3, a et b sont des constantes positives .
Alors la solution triviale du problème (5.1) est stable au sens de Mittag-Leffler.
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Démonstration. D’après l’équation (5.2) et l’équation (5.3) on obtient

cDβ(V (t, x(t)) ≤ −c3

c2
V (t, x(t)),

il existe une fonction positive k(t) telle que

cDβ(V (t, x(t)) + k(t) = −c3

c2
V (t, x(t)),

on utilise la transformée de Laplace on obtient .

SβL{V (t, x(t)); s} − Sβ−1V (0, x(0)) + L{k(t); s} = −c3

c2
L{V (t, x(t)); s},

donc
L{V (t, x(t)); s} = Sβ−1V (0, x(0))− L{k(t); s}

Sβ + c3
c2

,

nous utilisons l’inverse de la transformée de Laplace, on obtient

V (t, x(t)) = Eβ(−c3

c2
tβ)V (0, x(0))− k(t) ∗ (t1−βEβ,β(−c3

c2
tβ),

comme Eβ,β(−c3
c2
tβ) est positive, alors on obtient

V (t, x(t)) ≤ Eβ(−c3

c2
tβ)V (0, x(0)),

dp(x(t), 0IF1) ≤
[
V (0)
c1

Eβ(−c3

c2
tβ)
] 1
a

.

avec V (0) = V (0, x(0)).
on pose m = V (0)

c1
, alors on a

dp(x(t), 0IF1) ≤
[
mEβ(−c3

c2
tβ)
] 1
a

.

m = 0 si et seulement si x(0) = 0IF 1 .
puisque V (t, x) est localement lipschitzienne par rapport á x alors m = V (0,x(0))

c1
Lipschit-

zienne par rapport a x(0) et m(0) = 0 ce qui implique la stabilité au sens de Mittag-Leffler
du problème (5.1).
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Chapitre 5 – Stabilité des équations différentielles floues intuitionistiques fractionnaires

5.2.1 Applications

Nous donnons les exemples suivants pour illustrer notre résultat .

Exemple 5.1. On Considère le problème fractionnaire suivant
cDβx(t) = (−1)x(t),
x(0) = x0

(5.4)

avec 0 < β < 1.
Soit V : [0,+∞[×IF1 → R la fonction Lipschitzienne définie par V (t, x(t)) = dp(x(t), 0IF1),alors
on peut écrire,

dp(x(t), 0IF1) ≤ V (t, x(t)) ≤ dp(x(t), 0IF1)

Donc c1 = c2 = 1.
D’autre part on a

cDβ(V (t, x(t)) =c Dβdp(x(t), 0IF1) = Iβ
d

dt
dp(x(t), 0IF1)

cDβ(V (t, x(t)) ≤ Iβdp(x′(t), 0IF1),

cDβ(V (t, x(t)) ≤ dp(Iβx′(t), 0IF1),

cDβ(V (t, x(t)) ≤ dp(cDβx(t), 0IF1),

cDβ(V (t, x(t)) ≤ dp((−1)x(t), 0IF1),

cDβ(V (t, x(t)) ≤ −dp(x(t), 0IF1),

par suite on applique c1 = c2 = 1 et c3 = −1 dans le Théorème 5.3 on obtient

dp(x(t), 0IF1) ≤ V (0)Eβ(−tβ),

avec V (0) = V (0, x(0)) = dp(x0, 0IF1).
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Exemple 5.2. On Considère le système fractionnaire flou intuitionistique non linéaire sui-
vant. 

cDqx(t) = f(t, x(t)) , t ≥ 0
x(0) = x0 .

(5.5)

avec 0 < q < 1,x = 0IF1 est le point d’équilibre du problème (5.5) et f : [0,+∞[×IF1 → IF1

est une fonction floue intuitionistique Lipschitzienne de constant k > 0.
On Suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov V (t, x(t)), telle que

c1dp(x(t), 0IF1) ≤ V (t, x(t)) ≤ c2dp(x(t), 0IF1). (5.6)

et
V ′(t, x) ≤ −c3dp(x, 0IF1), (5.7)

avec c1,c2,c3 sont des constantes positives et V ′(t, x) = dV (t,x(t))
dt

.
D’après (5.6) et (5.7), on peut écrire

cD1−q(V (t, x(t)) = IqV ′(t, x) ≤ −c3I
qdp(x(t), 0IF1),

comme
dp(f(t, x), 0IF1) ≤ k dp(x(t), 0IF1),

alors
cD1−q(V (t, x(t)) ≤ −c3

k
Iqdp(f(t, x), 0IF1),

cD1−q(V (t, x(t)) ≤ −c3

k
dp(Iqf(t, x), 0IF1),

cD1−q(V (t, x(t)) ≤ −c3

k
dp(x(t), 0IF1),

par suite on applique les constantes c1,c2 et −c3
k

dans le Théorème 5.3, on obtient l’inégalité
suivante :

dp(x(t), 0IF1) ≤ V (0)
c1

E1−q

(
− c3

c2k
t1−q

)
,

tel que V (0) = V (0, x(0)).
Ce qui implique que le problème (5.5) est stable au sens de Mitag Lefller.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse avait l’ambition d’abord d’introduire la notion de l’intégrale fractionnaire et
de la dérivation fractionnaire des fonctions floues et floues intuitionistiques. Ensuite, nous
avons étudié les équations différentielles fractionnaires floues en montrant l’existence et l’uni-
cité de leurs solutions sous certaines conditions sur le second membre. Enfin, la dernière par-
tie de cette thèse est consacrée à prouver l’existence et l’unicité des solutions des équations
différentielles et aux dérivées partielles fractionnaires floues intuitionistiues, et aussi à ana-
lyser leur comportement asymptotique en introduisant la notion de la stabilité au sens de
Mittg-Lefller. En guise de conclusion, nous constatons que les différentes méthodes proposées
dans ce travail pour étudier l’existence , l’unicité et la stabilité des solutions des équations
différentielles et aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire sont très puissantes et efficaces.
Ce domaine de recherche, en l’occurrence les équations différentielles et aux dérivées par-
tielles fractionnaires, est très intéressant.
Par ailleurs, la théorie des équations différentielles et aux dérivées partielles fractionnaires
floues intuitionistique a également ouvert un champ vaste de recherche dans le domaine pu-
rement scientifique et mathématique. Ainsi, nos perspectives pour le future sont :
1- La recherche des méthodes numériques et analytiques pour résoudre les équations différentielles
et aux dérivées partielles floues d’ordre fractionnaire temporelle et/ou spatiale, moins coûteuses
et plus précises que celles proposées dans cette thèse.
2- La recherche des conditions nécessaires et suffisantes qui assurent l’existence, l’unicité et
la stabilité de la solution pour quelques classes des équations différentielles fractionnaires
soumises á des conditions qui peuvent être de type intégrale floue.
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