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Chapitre 1

Introduction générale

1 Historique

Les équations différentielles ou les équations aux dérivées partielles sont des outils habituels

dans la modélisation de phénomènes physiques, chimiques, économiques, ou même encore du

vivant. Cependant, de nombreux événements nécessitent la prise en compte explicite du retard

dans l’apparition ou l’exécution d’un phénomène ou d’un processus. Cela signifie que l’évolu-

tion d’un processus dépend non seulement de son état actuel, mais aussi des états antérieurs.

D’une manière générale, les retards apparaissent à cause du temps nécessaire pour que le sys-

tème réponde à une certaine évolution, ou parce qu’un certain seuil doit être atteint avant

que le système ne soit activé. En effet, le retard peut apparaître comme un retard de trans-

port, comme un décalage de communication, comme une phase de prolifération dans le modèle

cellulaire ou comme une période de grossesse dans des dynamiques de populations. Parmi les

modèles mathématiques qui peuvent décrire au mieux de tels phénomènes, on rencontre des

équations différentielles à retard (ou des équations différentielles fonctionnelles), dont les re-

tards peuvent être de type neutre. Les équations différentielles mixtes avec arguments avancés

et retardés peuvent également apparaître, comme par exemple les équations définissants les

ondes progressives dans les réseaux non linéaires.
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Chapitre 1. Introduction générale

La nature du retard peut être multiple. Discret, lorsque un temps T précédent t s’exprime

sous la forme t − a, indiquant que l’état du système au temps t dépend de son état au temps

t − a (a peut décrire un temps de gestation par exemple, ou le temps nécessaire à une cellule

pour devenir résistante à une drogue, ou encore un temps de rémission, etc.). Continu, ou

distribué, lorsque l’évolution au temps t dépend de tout ce qui s’est déroulé entre le temps t

et un temps plus ancien (éventuellement infini). On parle souvent d’effet mémoire. Ces termes

temporels non locaux faisant intervenir les valeurs de l’état à des instants antérieurs, discrets

ou distribués sont soit d’ordre 0 (équations à retard), soit d’ordre 1 (équations de type neutre).

Le comportement asymptotique des solutions d’équations à retard est souvent très riche,

le retard étant souvent perçu comme un facteur déstabilisant, pouvant par exemple faire ap-

paraître des solutions oscillantes dans des systèmes non-oscillants en l’absence de retard. La

nature du retard (discret, continu, infini, dépendant de l’état,. . . ) et la présence de la dérivée de

l’état au temps passé (type neutre) rendent l’analyse des équations à retard plus complexe. Ceci

nécessite une étude mathématique plus élaborée que pour les équations différentielles ordinaires.

L’importance des systèmes à retard a été mise en évidence par Volterra dans [118] dans

l’étude des matériaux visco-élastiques et dans l’interaction des espèces, par York [128] en épi-

démiologie, par Wang [120] dans la théorie du contrôle et par Hetzer [85] en climatologie. Des

motivations biologiques pour modéliser et étudier théoriquement les systèmes à retard peuvent

être trouvées dans les livres de May [98], de Smith [114] et de Pielou [107]. Des exemples concrets

de modèles à retard en biologie mathématique sont contenus dans les livres de Cushing [55],

MacDonald [97] et Gopalsamy [68]. Nous citons aussi le livre de Hale [73] qui a poussé l’étude

des équations à retard à un niveau très avancé.

Une équation différentielle à retard peut se mettre sous la forme suivante :

{
d
dt
x(t) = f(t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B, (1.1)
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1.1 Historique

où f : IR+ × B → E, B est appelé espace de phase et xt ∈ B. Si le retard est fini, B est

souvent un sous espace des fonctions définies de [−r, 0] dans E. Quand le retard est infini, B

est constitué des fonctions définies de ]−∞, 0] dans E. Dans tous les cas xt est définie par :

xt(θ) = x(t+ θ) pour θ ∈ [−r, 0] ou θ ∈ ]−∞, 0] .

Un exemple simple d’équation à retard est l’équation linéaire scalaire suivante :

d

dt
x(t) = −x(t− τ), τ > 0. (1.2)

Soit ϕ une fonction donnée, définie et continue sur [−τ, 0], alors il existe une fonction unique

x(t) définie sur [−τ,+∞[ , qui coincide avec ϕ sur [−τ, 0] et qui est solution de l’équation (1.2),

pour t > 0. En effet, si x est telle solution, alors elle doit vérifier

x(t) = ϕ(0)−
∫ t

0
x(s− τ)ds, t ≥ 0

et en particulier,

x(t) = ϕ(0)−
∫ t

0
ϕ(s− τ)ds, τ ≥ t ≥ 0,

cette dernière équation définit x sur [−τ, 0] et itérativement on définit x sur [τ, 2τ ]...

Un exemple de modèle régi par une équation différentielle à retard est celui qu’on trouve

dans [61], d’une population biologique composée d’individus adulte et juvénile . Dans ce modèle

N(t) représente la densité des adultes au temps t et µ dénote le taux de mortalité par unité de

temps. On suppose que la durée de la période juvénile est exactement r unités de temps pour

chaque individu, que les adultes produisent des œufs en nombre m et que les nouveaux nés

survivent la période juvénile avec une probabilité p. Alors la dynamique de N peut être décrite

par l’équation différentielle suivante :
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Chapitre 1. Introduction générale

d

dt
N(t) = −µN(t) + λN(t− r),

qui fait intervenir un terme non local, avec λ = mp. Le terme λN(t − r) signifie que les

nouveaux-nés deviennent adultes avec un certain retard. Ainsi la variation instantanée de la

densité de population fait intervenir des valeurs présentes et passées de N .

Les équations aux dérivées partielles de type neutre font intervenir le produit de composition

d’opérateurs de dérivation en temps et espace, et de mesures à support sur la demi-droite

temporelle négative. Ces dernières équations trouvent leur motivation dans l’apparition récente

de modèles de circuits électriques constitués d’une grande quantité d’oscillateurs. C’est un

exemple classique, dans la théorie des équations différentielles, qu’un circuit électrique non

linéaire peut être «réduit» à une équation de type neutre. L’étude de ce problème a été initiée,

ces dernières années, par Wu et ses collaborateurs ([125], [126] et [127]) et Hale ([71] et [72]).

2 Modèles à retard

2.1 Modèle de compétition de Lotka-Volterra

Nous nous plaçons dans la ligne des travaux d’écologie mathématique initiée dans les années

1920 par les travaux de Lotka et Volterra, travaux dans lesquels a été introduite la représen-

tation des interactions entre espèces par des systèmes d’équations différentielles. Les modèles

prédateur-proie élaborés par ces deux scientifiques séparément sont les modèles fondateurs de

l’écologie moderne. L’objectif poursuivi par l’élaboration du modèle de Volterra était d’expli-

quer un phénomène très répandu dans les systèmes prédateur-proie réels, à savoir les oscillations

avec décalage de phase des abondances des proies et des prédateurs. Le modèle suivant a été

proposé en 1928 [119] pour décrire l’interaction entre une population de proies (P1) et une
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1.2 Modèles à retard

population de prédateurs (P2). Les coefficients d1 et d2 représentent, respectivement, les taux

de mortalité de proies et de prédateurs et m1 et m2 sont des paramètres de prédation. La

conversion des proies mangées par les prédateurs s’effectue de façon continue durant un temps

r, à compter de la mort de la proie, ce qui est décrit par le dernier terme de la seconde équation

qui fait apparaître un retard fini continu distribué.


d

dt
P1(t) = (d1 −m1P2(t))P1(t), t ≥ 0,

d

dt
P2(t) =

(
−d2 +m2P1(t) +

∫ 0
−r k(s)P1(s+ t)ds

)
P2(t), t ≥ 0,

P1(θ) = ϕ1(θ) pour − r ≤ θ ≤ 0 et P2(0) = P 0
2 ,

(1.3)

où k est une fonction noyau qui décrit la manière dont le gain du prédateur à chaque instant

t dépend de l’abondance de la population des proies P1 dans un intervalle de temps passé

[t− r, t] , r > 0. Dans [41], Brelot a ensuite introduit le retard infini (r = +∞) dans le modèle

de Volterra pour modéliser un problème biologique héréditaire :


d

dt
P1(t) =

(
d1 −m1P2(t)−

∫+∞
0 k(s)P1(t− s)ds

)
P1(t), t ≥ 0,

d

dt
P2(t) =

(
−d2 +m2P1(t)−

∫+∞
0 k(s)P1(t− s)ds

)
P2(t), t ≥ 0,

P1(θ) = ϕ1(θ) et P2(θ) = ϕ2(θ) pour θ ≤ 0.

(1.4)

La circulation spatiale et la migration des espèces d’un endroit à un autre peuvent compli-

quer les interactions écologiques et influencer le comportement de leur évolution. Par exemple,

si la nourriture est fournie de façon homogène dans l’espace, la diffusion spatiale peut découler

de la tendance des espèces à migrer des régions de plus grande densité de population vers les

régions de faible densité de population. Dans [102] et [51], les auteurs ont construit le modèle

de compétition de réaction-diffusion à retard infini suivant :

∂u

∂t
(t, x) = δ

∂2u

∂x2 (t, x) +
∫ +∞

0
l(s)u(t− s, x)ds−

∫ +∞

0
k(s)u(t− s, x)ds, (1.5)

où l et k sont des fonctions poids pour les effets héréditaires. Dans ce modèle, le premier terme
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Chapitre 1. Introduction générale

intégral représente la croissance et le processus de décroissance de proies et le deuxième la

consommation des prédateurs dans la population de proies. Dans [118], on trouve le modèle

plus général de compétition de réaction-diffusion de Volterra de type n espèces.

2.2 Modèle de la dynamique d’une population distribuée

La dynamique des populations s’intéresse à l’évolution, au cours du temps, de populations

d’êtres vivants (des cellules par exemple) présentant bien souvent des caractéristiques propres.

Parmi les axes de recherche actuels dans ce domaine, nous citons celui lancé par le groupe M3b

d’Adimy, dans le cadre de la modélisation mathématique en médecine et en biologie, qui s’in-

téresse à la dynamique du prion, à savoir comment les bonnes protéines de prion interagissent-

elles avec les mauvaises, conduisant à de graves maladies, ainsi qu’à une réflexion plus générale

concernant la notion d’adaptation dans une population.

Le modèle à retard infini suivant



∂

∂t
P (x, t) = d

∂2

∂x2P (x, t) + cP (x, t)
[
1−

∫ 0
−∞G(θ)P (x, t+ θ)dθ

]
,

0 < x < π, t > 0,
∂

∂x
P (0, t) = ∂

∂x
P (π, t) = 0, t > 0,

P (x, θ) = φ(θ)(x), 0 ≤ x ≤ π, −∞ < θ ≤ 0,

(1.6)

décrit les dynamiques d’une population distribuée d’une seule espèce, où P (x, t) représente

la taille de la population totale à la position x et à l’instant t, les deux constantes d et c

sont positives mesurant respectivement le taux de diffusion et la croissance intrinsèque et G :

]−∞, 0] → IR+ est une fonction intégrable vérifiant
∫ 0
−∞G(θ)dθ = 1. La fonction φ est un

élément d’un espace vectoriel approprié de fonctions allant de ]−∞, 0] à E := L2([0, π]). Le

modèle a été étudié par plusieurs auteurs, à savoir Bonilla et Linan [29], Britton [42] et Ruan

et Wu [110].
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1.2 Modèles à retard

2.3 Modèle de pêcherie : Effets d’un stock de poissons sur la dyna-

mique de la pêche

Un exemple récent de modèle à retard infini en bioéconomie est celui proposé en 2009 par

Auger et Ducrot dans [23]. Il s’agit d’un modèle qui permet d’étudier les effets d’un stock de

poissons sur la dynamique de la pêche. Les pêcheries sont de bons exemples de la problématique

de gestion des ressources renouvelables. La modélisation bioéconomique peut être considérée

comme un outil pour le développement durable des pêcheries. La bioéconomie considère prin-

cipalement la dynamique de ces ressources de point de vue de la théorie du contrôle (Clarck

[48]) mettant l’accent sur l’existence d’un rendement maximal durable. La plupart des modèles

bioéconomiques prennent en compte deux variables d’état : la ressource en masse et le nombre

d’entreprises impliquées dans l’exploitation de la ressource. Le point de départ des auteurs dans

leur modélisation est l’étude des modèles simples de la pêche comme ceux donnés par Barbier

et al. [24], Mchich et al. ([99] et [100]). Ces modèles tiennent compte de deux variables d’état :

la densité de la ressource N(t) et l’effort de pêche E(t), pour t ≥ 0. De tels modèles prennent

la forme suivante : 
dN

dt
= rN(1−N) + ϕ(N,E),

dE

dt
= pϕ(N,E)− cE.

(1.7)

Ici, la ressource N est supposée avoir une croissance logistique. Par souci de simplicité, les

auteurs ont mis la capacité de charge à 1. La fonction ϕ(N,E) désigne la capture par unité de

temps. Elle prend généralement la forme ϕ(N,E) = qNE, tandis que le paramètre p désigne

le prix constant. pϕ(N,E) représente le bénéfice instantané. Le terme −cE désigne le coût

monétaire en termes de salaires, carburant, taxes, etc. c est le coût par unité d’effort de pêche

et unité de temps. Ainsi, la deuxième équation suppose que la variation de l’effort de pêche

augmente quand l’exploitation est rentable et inversement.

Dans ce modèle simple, on suppose que toutes les captures sont immédiatement vendues
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Chapitre 1. Introduction générale

et contribuent à l’effort de pêche E. Toutefois, et plus généralement, on peut supposer qu’une

certaine partie de la capture instantanée est immédiatement vendue tandis que tout le reste

entre en stock pour être fabriqué (congelé ou fumé par exemple). Après un certain temps, le

stock de poissons retourne au marché de poissons pour être vendu. Ce qui a motivé les auteurs

à généraliser le modèle simple (1.7) en introduisant une nouvelle variable de stock notée S. Une

fraction η ∈ [0, 1] de la capture du poisson entrera dans le compartiment de stock alors que

l’autre fraction 1 − η sera immédiatement vendue pour contribuer à l’effort de pêche E. Sous

ces hypothèses, ils ont considéré le nouveau modèle de pêche suivant



dN

dt
= rN(1−N)− ϕ(N,E),

dE

dt
= p [(1− η)ϕ(N,E) + δS]− cE,

dS

dt
= ηϕ(N,E)− δS.

(1.8)

Ici, le paramètre δ > 0 désigne le taux de retour au marché et de contribution avec le prix p à

l’effort de pêche du stock de poissons. Par souci de simplicité, les auteurs ont supposé que le prix

du poisson immédiatement vendu est le même pour celui provenant du stock. Sous certaines

conditions appropriées sur la condition initiale, ils ont pu éliminer la variable S en intégrant

la troisième équation. Par conséquent, ils ont pu réduire le système d’équations différentielles

ordinaires (1.8) ci-dessus et ont abouti au système d’équations différentielles à retard infini

suivant :


dN

dt
(t) = rN(t)(1−N(t))− ϕ(N(t), E(t)),

dE

dt
(t) = (1− η)pϕ(N(t), E(t)) + ηp

∫ 0
−∞ δe

δθϕ(N(t+ θ), E(t+ θ))dθ − cE(t).
(1.9)

En prenant ϕ(N(t), E(t)) = qN(t)E(t) et w(θ) = δeδθ, θ ∈ ]−∞, 0], les auteurs ont étudié le
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1.3 Travaux préalables

système d’équations différentielles à retard infini suivant :


dN

dt
(t) = rN(t)(1−N(t))− qN(t)E,

dE

dt
(t) = (1− η)pqN(t)E + ηpq

∫ 0
−∞w(θ)Nt(θ)Et(θ)dθ − cE.

(1.10)

Ici, les paramètres r, q, p et c sont tous positifs et η ∈ [0, 1]. w représente le noyau retard et

correspond à une pondération du retard. De manière générale, le noyau w est normalisé de sorte

que ∫ 0

−∞
w(θ)dθ = 1.

3 Travaux préalables

Les équations aux dérivées partielles et (intégro)différentielles à retard ont été l’objet de

plusieurs réflexions. Différents aspects quantitatifs ont été étudiés : existence locale et globale,

unicité, dépendance continue par rapport aux données initiales et régularité de solutions, au-

tant que des aspects qualitatifs : stabilité, comportement asymptotique, attractivité, existence

de solutions bornées, périodiques et automorphes. Le passage du retard fini au retard infini

complique la situation du point de vue quantitative et qualitative. Les méthodes et techniques

utilisées ainsi que les résultats obtenus dans le cas du retard infini ne sont pas similaires au

cas retard fini en plusieurs aspects. Le premier desquels est le choix de l’espace de phase. Pour

éviter les répétitions et clarifier l’utilisation des propriétés de l’espace, nous sommes amenés

à travailler sur un espace axiomatique. Les axiomes vérifiés par cet espace ne sont autres que

des propriétés de plusieurs exemples d’espaces concrets. L’espace de fonctions continues de

]−∞, 0] à valeurs dans E n’est pas parmi ces espaces. D’autre part, dans le cas du retard fini,

plusieurs méthodes de démonstrations classiques utilisent certaines estimations qui dépendent

du retard. Ce qui les rend non généralisables au cas retard infini. Ceci apparaît même au niveau
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des résultats obtenus. Par exemple, sous des conditions appropriées, le résultat qui affirme que

pour les équations différentielles fonctionnelles standards, le semi groupe solution est compact

si le temps dépasse le retard fini n’a pas d’équivalent direct dans le cas retard infini. Ce sujet

de recherche contribue à la résolution de ce genre de complications et à la construction d’une

théorie mathématique pour les équations intégro-différentielles à retard infini de type neutre.

3.1 Equations différentielles à retard fini

Une équation différentielle à retard fini peut prendre la forme générale abstraite suivante :


d

dt
x(t) = Ax(t) + F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ C,
(1.11)

où C est l’espace des fonctions continues de [−r, 0] à valeurs dans un espace de Banach E,

muni de la topologie de convergence uniforme, A : D(A) ⊂ E → E est un opérateur linéaire

fermé sur E, pour tout t ≥ 0, la fonction histoire xt ∈ C est définie par xt(θ) = x(t + θ), pour

−r ≤ θ ≤ 0, r > 0 et F : IR+ × C→ E une fonction continue.

Il est bien connu ([117] et [125]) que la méthode des semi-groupes permet d’étudier cette

équation dans le cas où A est générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe sur E, c’est-à-dire

dans le cas où A satisfait les conditions suivantes :

(a) D(A) = E,

(b) Il existe deux constantes M̄ ≥ 0 et ω ∈ lR telles que si λ > ω, alors λ ∈ ρ(A) et

∥∥∥(λ− ω)n(λI − A)−n
∥∥∥ ≤ M̄ pour tout n ∈ IN .

Toutefois, la non densité de D(A) dans E se produit dans de nombreuses situations à

cause des restrictions sur l’espace où les problèmes sont considérés (par exemple, les fonctions
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1.3 Travaux préalables

périodiques continues et les fonctions Hölderiennes continues) ou à cause des conditions aux

limites (par exemple, l’espace des fonctions de classe C1 à valeurs nulles sur la frontière est non

dense dans l’espace des fonctions continues).

L’étude de l’équation (1.11) a fait l’objet de plusieurs travaux. Dans le cas où A est géné-

rateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (T (t))t≥0 dans E et F est autonome et globalement

Lipschitzienne, Travis et Webb ont étudié tous les aspects d’existence, régularité et stabilité

pour l’équation (1.11). Ils ont montré que la solution

x(t, ϕ) =
{
T (t)ϕ(0) +

∫ t
0 T (t− s)F (xs)ds, pour t ≥ 0,

ϕ(t), pour − r ≤ t ≤ 0, (1.12)

définit un semi-groupe non linéaire (U(t))t≥0 sur C. Lorsque le semi-groupe (T (t))t≥0 est com-

pact, ils ont démontré que le semi-groupe solution U(t) est compact pour t > r. Cette dernière

propriété a permis dans le cas linéaire d’étudier la stabilité en terme d’une équation caracté-

ristique qui caractérise le spectre ponctuel du générateur infinitésimal de (U(t))t≥0 . Pour plus

de détails sur ce sujet, nous référons le lecteur au livre de Hale et Lunel [75] et celui de Wu

[125]. Dans [1], [2] et [10], Adimy et Ezzinbi ont repris l’étude de l’équation (1.11) dans le cas

où l’opérateur A est à domaine non dense et vérifie la condition de Hille-Yosida (b).

3.2 Equations différentielles à retard infini

Dans le cas du retard infini, l’équation (1.11) s’écrit sous la forme


d

dt
x(t) = Ax(t) + F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B,
(1.13)

où B est l’espace de phase constitué des fonctions définies de ]−∞, 0] à valeurs dans E vérifiant

certains axiomes introduits par Hale et Kato [74]. Pour tout t ≥ 0, la fonction histoire xt ∈ B
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est définie par :

xt(θ) = x(t+ θ), pour θ ∈ ]−∞, 0] .

L’étude des équations différentielles à retard infini en dimension finie a été initiée par Hale

et Kato dans [74] où les auteurs ont donné une théorie de base pour les espaces de phase asso-

ciés aux équations différentielles à retard.afin de pouvoir étudier les problèmes quantitatifs et

qualitatifs. Cet approche a permis par la suite à plusieurs auteurs de développer considérable-

ment une théorie générale pour les équations différentielles à retard infini en dimension finie et

infinie. Plusieurs résultats ont été obtenus dans le cas où A engendre un C0-semi-groupe dans

E. Nous référons à Arino et al, [18], qui ont étudié l’équation (1.13) avec A = 0, à Henriquez

[78]-[80], qui a traité l’existence et la régularité de solutions, dans le cas où A est générateur

infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu et à Adimy, Bouzahir et Ezzinbi ([3] et [4])

qui ont abordé l’existence et la stabilité dans le cas où A est un opérateur de Hille-Yosida à

domaine non dense.

3.3 Equations différentielles à retard de type neutre

La théorie des équations différentielles de type neutre a été développée récemment par

plusieurs auteurs, nous référons par exemple à Adimy, Ezzinbi et Bouzahir ([7], [5] et [6]), Hale

([71] et [72]), Hernandez et Henriquez ([82] et [83]) et Wu et Xia ([126] et [127]).

En 1994, Hale a considéré dans [71] et [72] un modèle en physique qui s’agit d’un circuit

électrique formé de plusieurs oscillateurs identiques connectés entre eux par une résistence et

formant une boucle fermée. Ce modèle est régi par une équation aux dérivées partielles de type

12
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neutre et à retard fini de forme générale abstraite suivante :


∂

∂t
Dxt = k

∂2

∂ξ2Dxt + F (xt) , t ≥ 0,
x0 = ϕ ∈ C,

(1.14)

avec k > 0, C := C ([−r, 0] ;H1(S1)) est l’espace des fonctions continues sur [−r, 0] à valeurs

dans l’espace de sobolev H1(S1) muni de la topologie de la convergence uniforme, S1 est la

boule unité, F : C → H1(S1) est une fonction assez régulière et

Dφ(s) := φ(θ)(0)−
∫ 0

−r
[dη(θ)]φ(θ)(s) pour s ∈ S1 et φ ∈ C,

où η est à variation bornée et atomique en 0, c’est à dire, il existe une fonction croissante

δ : [0, r]→ [0,+∞[ telle que δ(0) = 0 et

∣∣∣∣∫ 0

−s
[dη(θ)]ψ(θ)

∣∣∣∣ ≤ δ(s) sup
−r≤θ≤0

|ψ(θ)| , pour s ∈ [0, r] et ψ ∈ C.

L’opérateur de Laplace A = k
∂2

∂ξ2 , de domaine D(A) = H2(S1), est générateur infinitésimal

d’un semi-groupe fortement continu sur E = H1(S1). Hale a initié l’étude de l’existence, la

stabilité, l’attractivité et la bifurcation pour les équations de type (1.14).

Une présentation des travaux sur les équations aux dérivées partielles de type neutre et

à retard fini qui ont visé l’étude des phénomènes électriques se trouve dans le livre de Wu

[125]. Wu et Xia ([126] et [127]) ont abouti à un système hyperbolique qui est équivalent à une

équation différentielle de type neutre et à retard fini. Ils ont considéré des équations de la forme

∂

∂t
[w(ξ, t)− qw(ξ, t− r)] = k

∂2

∂ξ2 [w(ξ, t)− qw(ξ, t− r)]
+f (wt(ξ, .)) , ξ ∈ S1, t ≥ 0,

(1.15)

où wt(ξ, θ) = w(ξ, t + θ), −r ≤ θ ≤ 0, t ≥ 0, ξ ∈ S1, k > 0, f est une fonction continue et

13
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0 ≤ q < 1. Le livre de Wu [125] contient aussi une analyse détaillée des résultats obtenus dans

les articles [71], [72], [126] et [127]. Des généralisations des travaux de Hale et ceux de Wu et

Xia ont été faites par Adimy et Ezzinbi ([7], [8], [9], [11]) dans le cas du retard fini, par Adimy

et al. ([5] et [6]) et par Bouzahir ([34], [35], [36], [37] et [38]) dans le cas du retard infini.

Hernandez et Henriquez ([82] et [83]) ont étudié des résultats d’existence et d’unicité de

solutions pour l’équation de type neutre suivante :


d

dt
[x(t)−G(t, xt)] = Ax(t) + F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B.
(1.16)

où A est générateur d’un semi-groupe analytique dans un espace de Banach E. Adimy et Ezzinbi

([7] et [11]) ont repris la même équation lorsque l’opérateur A est à domaine non dense et ils

ont montré des résultats sur l’existence, la régularité et la stabilité. Dans [5], ces même auteurs

et Bouzahir ont considéré le cas du retard infini pour l’équation de type neutre étudiée dans

[9] :


d

dt
[x(t)−G(t, xt)] = A [x(t)−G(t, xt)] + F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B.
(1.17)

L’équation abstraite (1.17) est la vraie généralisation au cas du retard infini de l’équation

(1.15). Toutefois, selon [7], l’équation (1.16) peut s’écrire sous la forme (1.17), si on suppose

que l’image de G est inclue dans D(A) (Im(G) ⊆ D(A)).

3.4 Equations intégro-différentielles à retard

Grimmer [69] a étudié l’existence et la régularité de solutions pour l’équation intégro-

différentielle suivante :

{
d
dt
x(t) = Ax(t) +

∫ t
0 B(t− s)x(s)ds+ g(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ E, (1.18)
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où g : IR+ → E est une fonction continue. L’opérateur résolvent joue un rôle important pour

résoudre l’equation (1.18), il généralise la notion d’un C0-semi-groupe. L’auteur a établi une

théorie de base pour les équations intégro-différentielles sur les espaces de Banach.

Dans [25], les auteurs ont étudié l’équation intégro-différentielle de type neutre à retard

infini suivante :


d

dt
x(t) = A(t)x(t) +

∫ t
0 k(t, s, x(s))ds+ F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B,
(1.19)

où A(t) : D ⊂ E → E, ∀t ∈ [0, T ] , est un opérateur linéaire de l’espace de Banach (D, ‖.‖D)

dans E, x→ k(t, s, x) est définie de (D, ‖.‖D) dans E et F une fonction définie sur [0, T ]×B

à valeurs dans E. Ils ont établi l’existence et l’unicité des solutions strictes sous une condition

locale de Lipschitz sur la partie non linéaire et une condition d’intégrabilité sur le noyau k.

Dans [60], l’existence et le comportement asymptotique de solutions pseudo presque au-

tomorphes ont été étudiés pour l’équation intégro-différentielle de type neutre à retard infini

suivante :

{
d
dt
F(t, xt) = AF(t, xt) +

∫ t
0 B(t− s)F(t, xs)ds+G(t, xt), t ∈ [σ, σ + a[ ,

xσ = ϕ ∈ B,
(1.20)

où les opérateurs A, B(t) : D(A) ⊂ E → E sont linéaires fermés à domaine commun D(A)

dense dans E. La théorie des opérateurs résolvents a été aussi appliquée pour cette équation.

Dans [84], Hernandez et al. ont étudié l’existence et la régularité de solutions faibles pour

la classe d’équations intégro-différentielles de type neutre à retard infini de forme abstraite

suivante :

{
d
dt

(x(t) + f(t, xt)) = Ax(t) +
∫ t

0 B(t− s)x(s)ds+ g(t, xt), t ∈ I = [0, a] ,
x0 = ϕ ∈ B,

(1.21)
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où A : D(A) ⊂ E → E et B(t) : D(B(t)) ⊂ E → E, t ≥ 0, sont des opérateurs linéaires fermés

et f, g : I × B → E sont des fonctions appropriées. En 2011, ces auteurs ont établi dans [62],

des résultats d’existence de solutions faibles, strictes et classiques pour la classe d’équations

intégro-différentielles de type neutre à retard infini suivante :

{
d
dt

(
x(t) +

∫ t
−∞N(t− s)x(s)ds

)
= Ax(t) +

∫ t
−∞B(t− s)x(s)ds+ f(t, xt), t ∈ I = [0, a] ,

x0 = ϕ ∈ B,

(1.22)

où A et B(t), t ≥ 0, sont des opérateurs linéaires fermés à domaine commun D(A) dense dans

E et N(t), t ≥ 0, sont des opérateurs linéaires bornés sur E.

Ezzinbi et al. ([65] et [66]) ont utilisé récemment la notion des opérateurs résolvents pour

étudier une classe d’équations intégro-différentielles dans les deux cas retard fini et infini :

{
d
dt
x(t) = Ax(t) +

∫ t
0 B(t− s)x(s)ds+ f(t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ,
(1.23)

où A : D(A) → E est générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe sur un espace de Banach

E. Les auteurs ont abouti à des résultats sur l’existence et la régularité de solutions.

En 2010, Ezzinbi et al. [64] ont étendu les résultats sur l’équation (1.19) pour étudier

l’existence et la régularité de solutions pour l’équation intégro-différentielle de type neutre

suivante :

{
d
dt
F(t, xt) = AF(t, xt) +

∫ t
0 B(t− s)F(t, xs)ds+G(t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B,
(1.24)

où F : IR+ ×B→ E est définie par

F(t, φ) = φ(0)− F (t, φ), (t, φ) ∈ IR+ ×B,
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1.4 Présentation de la thése

avec G, F : IR+ ×B→ E et (B(t))t≥0 une famille d’opérateurs linéaires fermés sur E ayant le

même domaine D(B) contenant D(A).

4 Présentation de la thése

Les travaux de recherche présentés dans cette thèse ont donné lieu aux trois publications

[30], [31] et [32]. Ils s’articulent autour de deux classes d’équations intégro-différentielles fonc-

tionnelles de type neutre à retard infini en dimension infinie. Nous nous plaçons dans la ligne

des travaux développés par Adimy, Bouzahir et Ezzinbi. Nous présentons principalement des

résultats sur l’aspect quantitatif pour ces équations. Plus exactement, nous étudions l’existence

locale, l’existence globale, l’unicité et la régularité de solutions. Nous utilisons la théorie des

semi-groupes intégrés introduite par Arendt et al. et le théorème du point fixe de Banach.

Nous nous intéressons aux deux classes d’équations intégro-différentielles de type neutre à

retard infini suivantes :


∂

∂t
Dxt = ADxt +

∫ t
0 k(t, s, x(s))ds+ F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B,
(1.25)

et

{
d
dt
G(t, xt) = AG(t, xt) +

∫ t
0 k(t, s, x(s))ds+ F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B, (1.26)

où A : D(A) ⊂ E → E est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach (E, |.|), le noyau

k est une fonction continue définie sur ∆×E à valeurs dansE, avec ∆ = {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t <∞} ,

pour tous x : ]−∞, b] → E, b > 0 et t ∈ [0, b], la fonction d’histoire xt : ]−∞, 0] → E définie

par

xt (θ) = x(t+ θ) pour tout θ ∈ ]−∞, 0] ,
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appartient à un espace de phase abstrait B décrit axiomatiquement, D,D0 : B→ E sont deux

opérateurs linéaires bornés tels que

Dφ = φ(0)−D0φ, ∀ φ ∈ B,

G : IR+ ×B→ E est définie par

G(t, φ) = φ(0)−G(t, φ) pour tout (t, φ) ∈ IR+ ×B,

où G et F sont deux fonctions continues définies sur IR+ × B à valeurs dans E et ϕ ∈ B une

fonction donnée.

Nous supposons que A n’est pas nécessairement à domaine dense dans E (D(A) 6= E) et

que la résolvante de A satisfait la condition de Hille-Yosida introduite dans le chapitre suivant.

Nous supposons aussi que (B, ‖.‖B) est semi-normé et satisfait les axiomes fondamentaux (A),

(A1) et (B) introduits dans le chapitre suivant.

Les équations intégro-différentielles fonctionnelles de type neutre à retard infini émanent,

par exemple, du développement de la théorie par Gurtin et Pipkin [70] et Nunziato [105] pour la

description de la conduction thermique dans les matériaux à mémoire. Dans la théorie classique

de la conduction thermique, on suppose que l’énergie interne et le flux de chaleur dépendent

linéairement de la température u(.) et de son gradient ∇u(.). Dans ces conditions, l’équation

de la chaleur classique décrit assez bien l’évolution de la température dans différents types

de matériaux. Cependant, cette description ne donne pas satisfaction dans les matériaux à

mémoire. Dans la théorie développée dans ([70] et [105]), l’énergie interne et le flux thermique

sont décrits comme des fonctionnelles de u et ux. Le système suivant, voir par exemple ([44],
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[49], [50] et [96]), a été fréquemment utilisé pour décrire ce phénomène :

{
d
dt

(
c0u(t, x) +

∫ t
−∞ k1(t− s)u(s, x)ds

)
= c1∆u(t, x) +

∫ t
−∞ k2(t− s)∆u(s, x)ds, t ≥ 0,

u(t, x) = 0, ...x ∈ ∂Ω.

Dans ce système, Ω ⊂ IRn est un ouvert borné à frontière lisse, (t, x) ∈ [0,+∞[ × Ω,

u(t, x) représente la température au point x à l’instant t, c0, c1 sont des constantes physiques

et ki : R → R, i = 1, 2, sont respectivement l’énergie interne et la relaxation thermique. En

supposant que la solution u(.) est connue sur ]−∞, 0], nous pouvons transformer ce système

en un système abstrait d’équations intégro-différentielles de type neutre à retard infini. Au

mieux de nos connaissances, l’étude de l’existence et des propriétés qualitatives de solutions des

équations intégro-différentielles de type neutre à retard infini décrites par les formes abstraites

(1.25) et (1.26) étaient des sujets non traités dans la littérature et c’était la motivation principale

de notre sujet de recherche.

L’équation (1.25) a été étudiée lorsque k = 0, Bouzahir [37] a obtenu des résultas d’existence

et de régularité de solutions dans le cas où A est un opérateur de Hille-Yosida à domaine non

dense en utilisant la théorie des semi-groupes intégrés. L’équation (1.26) a été beaucoup étudiée

lorsque k = 0 et/ou G = 0. Pour k = 0, l’équation (1.26) prend la forme de l’équation (1.17),

avec la même hypothèse sur A, Adimy et al. [5] ont établi des résultats sur l’existence, la

régularité et la stabilité pour cette dernière équation. Ce travail de thèse peut être considéré

comme la suite des travaux de Bouzahir. Pour notre part, nous généralisons les résultats de [5]

et [37] aux équations intégro-différentielles fonctionnelles de type neutre à retard infini de type

(1.26) et (1.25).

Nous soulignons qu’au niveau de l’équation (1.23), étudiée dans [64] et [67], on peut écrire

∫ t

0
B(t− s)F(t, xs)ds =

∫ t

0
B(t− s)x(s)ds−

∫ t

0
B(t− s)F (t, xs)ds
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et en posant

G̃(t, xt) = −
∫ t

0
B(t− s)F (t, xs)ds+G(t, xt)

et

k̃(t, s, x(s)) = B(t− s)x(s),

on obtient alors l’équation semi-linéaire (k̃ est linéaire) suivante :

{
d
dt
F(t, xt) = AF(t, xt) +

∫ t
0 k̃(t, s, x(s))ds+ G̃(t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B
(1.27)

et ça devient un cas particulier de notre équation plus générale (1.26).

Nous signalons aussi qu’au niveau du terme intégral
∫ t

0 k(t, s, x(s))ds, si on effectue le chan-

gement de variable s en t+ u, on obtient le terme

∫ 0

−t
k(t, t+ u, x(t+ u))du =

∫ 0

−t
k(t, t+ u, xt(u))du,

qui a la forme F0(t, xt), avec F0(t, φ(u)) =
∫ 0
−t k(t, t+ u, φ(u))du, mais si on veut l’inclure dans

le terme F (t, xt), on doit supposer que k est définie sur ∆ × B, ce qui est différent de notre

supposition sur k qui est définie sur ∆ × E et non sur ∆ × B et généralement on peut pas

appliquer les conclusions de [37] et [5] pour notre cas.

Cette thèse est organisée comme suit :

Le Chapitre 2 est consacré à la présentation de quelques notions et résultats fondamentaux

sur la théorie des semi-groupes intégrés et sur la théorie fondamentale des espaces de phase

pour l’étude des équations différentielles à retard infini.

Dans le chapitre 3, nous établissons l’existence locale et l’unicité de solutions pour l’équation

(1.25). Nous obtenons un résultat d’existence locale d’une solution sous une condition locale
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de Lipschitz sur la partie non linéaire et sur le noyau et sous des conditions restrictives sur les

données initiales.

Dans le chapitre 4, nous étudions l’existence globale et la régularité de solutions pour l’équa-

tion (1.26). Une solution est qualifiée de globale s’elle est définie pour tout temps t positif. Au

contraire, si une solution existe seulement sur un intervalle de temps [0;T [ borné, elle est dite

locale. Dans ce dernier cas et quand le temps maximal d’existence est relié à une alternative

d’explosion, on dit aussi que la solution explose en temps fini.
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Chapitre 2

Semi-groupes Intégrés et Espaces de Phase

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions et résultas de base, nécessaires tout au

long de cette thèse, sur la théorie des semi-groupes intégrés et sur la théorie des espaces de

phase pour les équations différentielles fonctionnelles à retard infini.

1 Semi-groupes intégrés et Opérateurs de Hille-Yosida

Nous rappelons que (E, |.|) ou tout simplement E désigne un espace de Banach muni de

la norme |.|. Soit A : D(A) ⊂ E → E un opérateur linéaire de domaine D(A). L’ensemble

résolvant ρ(A) de A est l’ensemble des nombres complexes λ ∈ C tel que λI −A : D(A)→ E

est bijectif et (λI − A)−1 ∈ L(E), où L(E) est l’espace des opérateurs linéaires bornés de E

dans E et I l’opérateur identité de E. Le spectre σ(A) de A est le complémentaire de ρ(A)

dans C. Pour λ ∈ ρ(A), nous écrivons R(λ,A) := (λI − A)−1.

Définition 2.1 Nous appelons semi-groupe fortement continu (ou C0-semi-groupe) toute fa-

mille (T (t))t≥0 d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach E vérifiant les propriétés

suivantes :

(i) T (0) = I;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), ∀ t, s ≥ 0;
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(iii) lim
t→0

T (t)x = x, ∀ x ∈ E.

Définition 2.2 Nous appelons générateur infinitésimal du C0-semi-groupe (T (t))t≥0, l’opéra-

teur A défini sur l’ensemble

D(A) =
{
x ∈ E | lim

t→0

T (t)x− x
t

existe
}

par

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

, ∀ x ∈ D(A).

Il est bien connu que la méthode des semi-groupes permet de traiter une large classe de pro-

blèmes de Cauchy telle que


d

dt
x(t) = Ax(t) + f(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ E,
(2.1)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) ⊆ E (f et x0 sont donnés). Afin que

cette méthode peut être utile, il est nécessaire que A soit le générateur infinitésimal d’un C0-

semi-groupe satisfaisant les deux conditions d’application du théorème de Hille-Yosida :

(a) D(A) = E,

(b) Il existe deux constantes M̄ ≥ 0 et ω ∈ lR telles que si λ > ω, alors λ ∈ ρ(A) et

∥∥∥(λ− ω)n(λI − A)−n
∥∥∥ ≤ M̄ pour tout n ∈ IN .

Toutefois, la non densité de D(A) dans E se produit dans de nombreuses situations à

cause des restrictions sur l’espace où les problèmes sont considérés (par exemple, les fonctions

périodiques continues et les fonctions Hölderiennes continues) ou à cause des conditions aux

limites (par exemple, l’espace C1 des fonctions de classe C1 à valeurs nulles sur la frontière
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est non dense dans l’espace des fonctions continues). Quelques exemples d’opérateurs de Hille-

Yosida à domaine non dense sont donnés à la fin de cette section.

Il est vrai que lorsque l’opérateur f est égale à zéro, le problème de Cauchy (2.1) peut

encore être traité en utilisant la théorie classique des semi-groupes car A génère un semi-

groupe fortement continu dans l’espace D(A). Mais, lorsque f 6= 0, il est nécessaire d’imposer

des restrictions supplémentaires, dont la plus simple est que f prend ses valeurs dans D(A).

C’est la théorie des semi-groupes intégrés qui permet que l’image de l’opérateur f soit un

sous-ensemble de E qui n’est pas nécessairement contenu dans D(A).

Les semi-groupes (une fois) intégrés sont motivés en définissant formellement

S(t) =
∫ t

0
T (s)ds,

avec (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe et en découvrant que

{
S(0) = 0,
S(s)S(t) =

∫ t+s
0 S(τ)dτ −

∫ s
0 S(τ))dτ −

∫ t
0 S(τ))dτ, t, s ≥ 0.

Les définitions suivantes sont dues à Arendt :

Définition 2.3 [17] Nous appelons semi-groupe intégré toute famille (S(t))t≥0 ⊂ L(E) véri-

fiant les propriétés suivantes :

(i) S(0) = 0 ;

(ii) pour tout x ∈ E, S(t)x est une fonction continue en t ≥ 0 à valeurs dans E ;

(iii) pour tous t, s ≥ 0, S(s)S(t) =
∫ s

0 (S(t+ τ)− S(τ))dτ .
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Définition 2.4 [17] Un semi-groupe intégré (S(t))t≥0 est dit exponentiellement borné, s’il

existe deux constantes M̄ ≥ 0 et ω ∈ IR telles que

‖S(t)‖ ≤ M̄eωt pour tout t ≥ 0.

De plus, on dit que (S(t))t≥0 est non-dégénéré si pour tout t ≥ 0, S(t)x = 0 implique x = 0.

Nous avons la définition générale suivante :

Définition 2.5 [17] Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ E → E est appelé générateur d’un

semi-groupe intégré s’il existe ω ∈ IR vérifiant ]ω,+∞[ ⊂ ρ(A) et il existe une famille fortement

continue et exponentiellement bornée (S(t))t≥0 d’opérateurs linéaires bornés telle que


S(0) = 0,

(λI − A)−1 = λ
∫+∞

0 e−λtS(t)dt pour tout λ > ω.

Proposition 2.1 [17] Soit A le générateur d’un semi-groupe intégré (S(t))t≥0, alors pour tous

x ∈ E et t ≥ 0, 
∫ t

0 S(s)xds ∈ D(A),

S(t)x = A
(∫ t

0 S(s)xds
)

+ tx.

De plus, pour tous x ∈ D(A) et t ≥ 0,



S(t)x ∈ D(A),

AS(t)x = S(t)Ax,

S(t)x =
∫ t
0 S(s)Axds+ tx.
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Corollaire 2.1 [17] Soit A le générateur d’un semi-groupe intégré (S(t))t≥0, alors pour tous

x ∈ E et t ≥ 0, S(t)x ∈ D(A).

En outre, soit x ∈ E, alors S(·)x est différentiable à droite en t ≥ 0 si et seulement si

S(t)x ∈ D(A). Dans ce cas,

S ′(t)x = AS(t)x+ x.

Proposition 2.2 [86] Soit A : D(A) ⊂ E → E un opérateur linéaire et (S(t))t≥0 ⊂ L(E) une

famille exponentiellement bornée. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i)
∫ t
0 S(s)xds ∈ D(A) et S(t)x = A

(∫ t
0 S(s)xds

)
+ tx, pour tous t ≥ 0 et x ∈ E,

(ii) (S(t))t≥0 est un semi-groupe intégré sur E généré par A.

Un cas particulier important est lorsque le semi-groupe intégré est localement Lipschitzien (par

rapport au temps).

Définition 2.6 [89] Un semi-groupe intégré (S(t))t≥0 est appelé localement Lipschitzien si pour

tout a > 0, il existe une constante l(a) > 0 telle que

‖S(t)− S(s)‖ ≤ l(a) |t− s| pour tous t, s ∈ [0, a] .

Dans ce cas, nous savons d’après [89] que (S(t))t≥0 est exponentiellement borné.

Définition 2.7 [89] Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ E → E est dit qu’il satisfait la

condition de Hille-Yosida s’il existe deux constantes M̄ ≥ 0 et ω ∈ IR telles que


]ω,+∞[ ⊂ ρ(A),

sup {(λ− ω)n ‖R(λ,A)n‖ ,n ∈ IN , λ > ω} ≤ M̄ .

27



Chapitre 2. Semi-groupes Intégrés et Espaces de Phase

Le théorème suivant montre que la condition de Hille-Yosida caractérise les générateurs des

semi-groupes intégrés localement Lipschitziens.

Théorème 2.1 [89] Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i)A est le générateur d’un semi-groupe intégré localement Lipschitzien non-dégénéré ;

(ii)A satisfait la condition de Hille-Yosida.

En outre, l(a) dans la définition (2.6) peut être prise telle que l(a) ≤ M̄2eωa.

Proposition 2.3 [89] Soit A : D(A) ⊂ E → E le générateur d’un semi-groupe intégré locale-

ment Lipschitzien (S(t))t≥0. Si on détermine pour tout λ ∈ IR,


B : D(A) ⊂ E → E,

Bu = Au− λu,

alors B est le générateur d’un semi-groupe intégré localement Lipschitzien (Sλ(t))t≥0 donné par

Sλ(t) = e−λtS(t) + λ
∫ t

0
e−λsS(s) ds.

De plus, en relation avec le théorème (2.1) ci-dessus et la définition (2.7), B satisfait la condi-

tion de Hille-Yosida, avec ωB = ωA − λ.

Tout au long de ce texte, un opérateur linéaire qui satisfait la condition de Hille-Yosida,

sans être nécessairement à domaine dense, est appelé opérateur de Hille-Yosida.

Théorème 2.2 Soit A un opérateur de Hille-Yosida et (S(t))t≥0 le semi-groupe intégré lo-

calement Lipschitzien généré par A. Il est bien connu d’après [116], que la dérivée (S ′(t))t≥0

sur D (A) est un semi-groupe fortement continu (C0-semi-groupe) généré par la part A0 de
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l’opérateur A dans D(A), définie par


D(A0) =

{
x ∈ D(A0) : Ax ∈ D (A)

}
,

A0x = Ax, pour tout x ∈ D(A0).

Dans la suite, nous donnons quelques résultats concernant l’existence des solutions pour le

problème de Cauchy suivant :


d

dt
x(t) = Ax(t) + f(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ E,
(2.2)

où A est un opérateur linéaire fermé sur E.

Les résultats suivants sont dus à Da Prato et Sinestrari.

Définition 2.8 [57] Une fonction u : [0, a] → E, a > 0, est dite solution stricte de l’équation

(2.2) dans [0, a] si les conditions suivantes sont réalisées :

(i) u ∈ C1([0, a] ;E) ∩ C([0, a] ;D(A));

(ii) u satisfait l’équation (2.2) sur [0, a].

Théorème 2.3 [57] Soient A : D(A) ⊆ E → E un opérateur linéaire, f : [0, a] → E et

x ∈ D(A) tels que

(i) A est un opérateur de Hille-Yosida,

(ii) f(t) = f(0) +
∫ t

0 g(s) ds pour certaine fonction g intégrable au sens de Bochner,

(iii) Ax+ f(0) ∈ D(A),

alors il existe une solution stricte unique u de l’équation (2.2) sur l’intervalle [0, a] vérifiant

pour chaque t ∈ [0, a]

|u(t)| ≤ M̄eωt
(
|x|+

∫ t

0
e−ωs |f(s)| ds

)
. (2.3)
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Dans le cas où x0 n’est pas suffisamment régulière (x0 est dans D(A) seulement), il se peut

qu’il existe une solution stricte x(t) ∈ E, mais, suite aux travaux de Da Prato et Sinestrari [57],

l’équation (2.2) peut encore avoir une solution dite intégrale. C’est le motif pour lequel nous

introduisons la définition suivante :

Définition 2.9 [57] Étant donné f ∈ L1
loc([0,+∞[ ;E) et x ∈ E, nous disons que u : [0,+∞[→

E est une solution intégrale de l’équation (2.2) si les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) u ∈ C([0,+∞[ ;E),

(ii)
∫ t

0 u(s)ds ∈ D(A), pour tout t ≥ 0,

(iii) u(t) = x+ A
(∫ t

0 u(s)ds
)

+
∫ t

0 f(s)ds, pour tout t ≥ 0.

De cette définition, nous en déduisons que pour une solution intégrale x, nous avons x(t) ∈ D(A)

pour tout t > 0, car x(t) = lim
h→0

1
h

∫ t+h
t x(s)ds et

∫ t+h
t x(s)ds ∈ D(A). En particulier, x0 ∈ D(A)

est une condition nécessaire pour l’existence d’une solution intégrale pour l’équation (2.2).

Théorème 2.4 ([43] et [57]) Supposons que A est un opérateur de Hille-Yosida, x ∈ D(A) et

f : [0,+∞[→ E une fonction continue, alors le problème (2.2) a une solution intégrale unique

qui est donnée par la formule de la variation de la constante suivante :

u(t) = S ′(t)x+ d

dt

(∫ t

0
S(t− s)f(s)ds

)
pour tout t ≥ 0, (2.4)

où S(t) est le semi-groupe intégré généré par A.

En outre, la fonction u satisfait l’inégalité (2.3).

Le théorème ci-dessus indique également que t→
∫ t

0 S(t− s)f(s)ds est différentiable.

Le résultat suivant est nécessaire tout au long de cette thèse.
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Proposition 2.4 ([1], [89] et [115]) Soient A : D(A) ⊆ E → E un opérateur de Hille-Yosida,

(S(t))t≥0 le semi-groupe intégré généré par A et G : [0, a]→ E , a > 0, une fonction intégrable

au sens de Bochner. Il en résulte que la fonction B : [0, a]→ E définie par

B(t) =
∫ t

0
S(t− s)G(s) ds

est continuement différentiable sur [0, a] et satisfait pour tout t ∈ [0, a] les propriétés suivantes :

(i) B′(t) = lim
h↘0

1
h

∫ t
0 S
′(t− s)S(h)G(s) ds,

(ii) B(t) ∈ D(A),

(iii) B′(t) = AB(t) +
∫ t
0 G(s) ds,

(iv) R(λ)B′(t) =
∫ t

0 S
′(t− s)R(λ)G(s) ds, pour tout λ > ω,

(v) |B′(t)| ≤ 2l
∫ t

0 |G(s)| ds,

(vi) B′(t) = lim
λ→+∞

∫ t
0 S
′(t− s)BλG(s) ds,

où Bλ := λR(λ) et l = l(a) est la constante de Lipschitz de S(.) sur [0, a].

Nous terminons cette section en introduisant quelques exemples classiques d’opérateurs de

Hille-Yosida à domaine non dense (voir [57] pour plus de détails).

Exemple 2.1 

E = C([0, a] , IR),

D(A) = {u ∈ C1([0, a] , IR); u(0) = 0} ,

Au = −u′.
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Exemple 2.2 

E = {u ∈ Cα([0, a] , IR); u(0) = 0} , 0 < α < 1,

D(A) = {u ∈ C1+α([0, a] , IR); u(0) = u′(0) = 0} ,

Au = −u′,

où

Cα([0, a] , IR) =
{
u : [0, a]→ IR; [u]Cα([0,a],IR) = sup

0≤t≤s≤a

|u(t)− u(s)|
|t− s|α

<∞
}
,

et

Cα+1([0, a] , IR) = {u : [0, a]→ IR; u′ ∈ Cα([0, a] , IR)} ,

avec

‖u‖Cα([0,a],IR) = ‖u‖C([0,a],IR) + [u]Cα([0,a],IR) .

Exemple 2.3 

E = C([0, a] , IR),

D(A) = {u ∈ C2([0, a] , IR); u(0) = u(a) = 0} ,

Au = u′′.

Exemple 2.4



E = C(Ω, IR),

D(A) =
{
u ∈ C(Ω, IR); u = 0 sur Γ et ∆u ∈ C(Ω, IR)

}
,

Au = ∆u,

ici, Ω un ouvert borné de IRn de frontière régulière Γ et ∆ est le Laplacien au sens des distri-

butions sur Ω.
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2 Espaces de phase pour les équations différentielles à

retard infini

Dans la littérature consacrée aux équations différentielles fonctionnelles à retard fini (r ≥

0), l’espace de phase, l’espace des données initiales, est dans la plupart de temps l’espace

des fonctions continues sur [r, 0] et à valeurs dans E, muni de la topologie de la convergence

uniforme. Toutefois, lorsque le retard est infini (r = +∞), la sélection de l’espace de phase B

joue un rôle important dans l’étude des deux théories qualitative et quantitative. Comme une

grande variété d’espaces de phase pourrait être utilisée pour construire une théorie appropriée

pour les équations différentielles fonctionnelles à retard infini dans un espace de phase abstrait, il

est devenu souhaitable d’approcher le problème axiomatiquement. En effet, avant 1966, chaque

auteur choisit un espace qui pensait que cela implique des propriétés intéressantes de l’équation

sous investigation. Mais, beaucoup de répétitions ont été soulignées. Ainsi, de nombreux essais

ont été faits afin d’éviter les répétitions et résumer les résultats. L’objectif était la discussion des

équations différentielles fonctionnelles à retard infini dans un espace de phase abstrait défini par

certains axiomes. Ces axiomes ne sont que quelques propriétés de nombreux espaces concrets

utilisés avant. Effectivement, la première approche axiomatique a été donnée par Coleman et

Mizel dans [53] et [54]]. Après ces papiers, de nombreuses contributions ont été publiées par

de nombreux auteurs jusqu’en 1978, quand Hale et Kato ont organisé l’étude des équations

différentielles fonctionnelles à retard infini dans [74]. Ce qui a conduit à de nombreuses études

sur cette théorie. Nos résultats sont obtenus, autant que possible sur l’espace de phase introduit

par ces derniers. C’est un espace semi-normé satisfaisant des axiomes appropriés considérés par

Kappel et Schappacher [88] et Schumacher [112]. Le livre de Hino et al. [87] contient une

bibliographie exhaustive et une discussion détaillée sur ce sujet. À l’instar de ce livre, nous

supposerons que l’espace de phase B est un espace de fonctions définies sur ]−∞, 0] à valeurs
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dans E muni d’une semi-norme ‖.‖B et vérifiant les axiomes fondamentaux suivants, intoduits

à l’origine dans [74] et largement discutés dans [87].

(A) Il existe une constante positiveH et deux fonctionsK(·) continue etM(·) localement

bornée définies sur [0,+∞[ et à valeurs dans [0,+∞[ telles que pour tous σ ∈ IR et a > 0,

si x : ]−∞, σ + a]→ E, xσ ∈ B et x(·) est continue sur [σ, σ + a], alors pour tout t dans

[σ, σ + a] les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) xt ∈ B,

(ii) |x (t)| ≤ H ‖xt‖B,

(iii) ‖xt‖B ≤ K(t− σ) sup
σ≤s≤t

|x (s)|+M (t− σ) ‖xσ‖B.

(A1) Pour la fonction x(·) dans (A), t 7→ xt est une fonction continue à valeurs dans B

pour tout t dans [σ, σ + a].

(B) L’espace B est complet.

Remarque 2.1 [87] Comme ||.||B est une semi-norme, ||φ−ψ||B = 0 n’implique pas nécessai-

rement que φ(θ) = ψ(θ) pour tout θ ∈ ]−∞, 0], mais d’après (ii) dans (A), si ||φ − ψ||B = 0,

alors φ(0) = ψ(0). En effet, l’axiome (A− ii) est equivalent au suivant :

(A) (ii)′ |φ(0)| ≤ H ||φ||B, pour chaque φ ∈ B.

Remarque 2.2 [87] L’axiome (B) est équivalent à dire que l’espace des classes d’équivalence

B̂ := B / ‖.‖B =
{
φ̂ : φ ∈ B

}
est un espace de Banach.

Nous mettons fin à cette section en donnant quelques exemples concrets d’espaces fonction-

nels vérifiant les axiomes (A), (A1) et (B).

Exemple 2.5 Pour toute fonction continue g : ]−∞, 0]→ ]0,+∞[, soit C0
g l’espace défini par

C0
g := {φ ∈ C(]−∞, 0] ;E) : lim

θ→−∞

|φ(θ)|
g(θ) = 0},
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et muni de la norme

‖φ‖g := sup
−∞<θ≤0

|φ(θ)|
g(θ) .

Il a été prouvé dans les théorèmes 1.3.2 et 1.3.6 de [87] que si g est décroissante alors
(
C0
g , ‖·‖g

)
satisfait les axiomes (A), (A1) et (B).

Exemple 2.6 Considérons l’espace Cr × L1(g) de toutes les fonctions φ : ]−∞, 0] → E telle

que φ est continue sur [−r, 0] , pour un r ≥ 0, mesurable au sens de Lebesgue et g(.) |φ(.)| est

intégrable au sens de Lebesgue sur ]−∞,−r[, où g : ]−∞,−r[ → IR est une fonction positive

mesurable au sens de Lebesgue. Supposons que g satisfait les conditions suivantes :

(i) g est intégrable sur ]−d,−r[ pour tout d ≥ r,

(ii) Il existe une fonction G : ]−∞, 0]→ [0,+∞[ localement bornée telle que

g(ξ + θ) ≤ G(ξ)g(θ), pour tous ξ ≤ 0 et θ ∈ ]−∞,−r[ \Nξ,

où Nξ ⊆ ]−∞,−r[ est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

Ainsi, le théorème 1.3.8 dans [87] affirme que l’espace Cr × L1(g), muni de la semi-norme

‖φ‖r := sup
−r≤θ≤0

|φ(θ)|+
∫ −r
−∞

g(θ) |φ(θ)| dθ,

est un espace de phase qui vérifie les axiomes (A), (A1) et (B).

Plus récemment, Ruess et Summers dans [111] ont considéré un autre axiome pour étudier

l’existence des solutions strictes et la caractérisation du générateur du semi-groupe solution.

(D1) Pour une suite (φn)n≥0 dans B, si ‖φn‖B → 0, alors |φn(s)| → 0 pour tout s ∈ ]−∞, 0].
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Exemple 2.7 A titre d’exemple, on peut vérifier sans difficultés que l’axiome ci-dessus est

satisfait par l’espace C0
g dans le cas particulier où g(θ) = e−γθ, γ > 0 :

C0
γ =

{
φ ∈ C(]−∞, 0] ;E) : lim

θ→−∞
eγθφ(θ) = 0

}
, γ > 0,

muni de la norme ‖φ‖γ = sup
θ≤0

eγθ |φ(θ)| , φ ∈ C0
γ . Il est satisfait, en général, par l’espace

Cγ =
{
φ ∈ C(]−∞, 0] ;E) : lim

θ→−∞
eγθφ(θ) existe dans E

}
, γ > 0.
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Chapitre 3

Existence locale pour une classe d’équations

intégro-différentielles semi-linéaires à retard

infini

1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre à la classe d’équations intégro-différentielles fonc-

tionnelles de type neutre à retard infini de forme générale abstraite suivante :


∂

∂t
Dxt = ADxt +

∫ t
0 k(t, s, x(s))ds+ F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B.
(3.1)

Nous rappelons que (E, |.|) est un espace de Banach, B est l’espace de phase de fonctions

définies sur ]−∞, 0] à valeurs dans E, muni d’une semi-norme ‖.‖B et satisfaisant les axiomes

fondamentaux (A), (A1) et (B) introduits dans le chapitre 2, A : D(A) ⊂ E → E est un

opérateur linéaire fermé pas nécessairement à domaine dense dans E, D : B → E est un

0. Ce chapitre est basé sur un article publié en 2010, en collaboration avec H. Bouzahir et A. Maaden. Voir
[32].
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opérateur linéaire borné défini par

Dφ = φ(0)−D0φ, ∀φ ∈ B,

avec D0 : B → E un opérateur linéaire borné, k : ∆(0, T ) × E → E (T > 0) est une fonction

continue, avec ∆(0, T ) = {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t ≤ T}, F : [0,+∞[ × B → E est une fonction non

linéaire continue, xt : ]−∞, 0]→ E est définie par

xt (θ) = x(t+ θ) pour tout θ ∈ ]−∞, 0] ,

et ϕ ∈ B une fonction donnée.

Dans [11], les auteurs ont montré des résultats d’existence, d’unicité et de régularité des

solutions de l’équation non linéaire suivante :


d

dt
(x(t)− Lxt) = Ax(t) + F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ X,
(3.2)

où L : X → E est un opérateur linéaire continu, A : D(A) ⊂ E → E est un opérateur

différentiel qui satisfait la condition de Hille-Yosida et F une fonction définie de [0, T ] × X,

T > 0 dans E. Dans [9], les mêmes auteurs ont étudié une classe plus générale d’équations

différentielles de type neutre et à retard fini :


d

dt
(Dxt −G(t, xt)) = A(Dxt −G(t, xt)) + F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ,
(3.3)

où D : X → E est un opérateur linéaire continu défini par

Dφ = φ(0)− Pφ, pour tout φ ∈ X
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et F et G sont deux fonctions définies de [0,+∞[ ×X à valeurs dans E. Ils ont supposé qu’il

existe une fonction continue et croissante δ : [0, r]→ [0,+∞[, vérifiant δ(0) = 0 et une famille

d’opérateurs linéaires continus Wε : X → E, ε ∈ [0, r], telles que

‖Pφ− Pεφ‖ ≤ δ(ε) ‖φ‖ , φ ∈ X, ε ∈ [0, r] ,

où Pε : X → E est défini pour ε ∈ [0, r] par

{
Pε = Wε ◦ τε,
τε(φ)(θ) = φ( r−ε

r
θ − ε), pour tout (θ, φ) ∈ [−r, 0]×X.

Sous des conditions de Lipschitz, ils ont obtenu des résultats d’existence, d’unicité et de régu-

larité des solutions de l’équation (3.3).

Dans [37], l’auteur a étudié l’équation (3.1) dans le cas où k = 0, il a obtenu des résultas

d’existence et d’unicité des solutions intégrales en utilisant la théorie des semi-groupes intégrés

et le théorème du point fixe de Banach.

Nous généralisons la théorie de base développée dans [37] pour établir l’existence locale et

l’unicité des solutions intégrales de l’équation (3.1). Dans la section suivante, nous rappelons

quelques résultats préliminaires et nous formulons quelques hypothèses qui seront utilisées tout

au long de ce chapitre.

2 Préliminaires

Puisque dans l’axiome (A) les fonctions K(·) et M(·) sont respectivement continue et loca-

lement bornée, nous utilisons les notations Ka et Ma pour noter respectivement max
0≤s≤a

K(s) et

sup
0≤s≤a

M(s) pour a > 0 fixé.

Nous supposons que l’opérateur A satisfait l’hypothèse suivante :
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(H3.1) A : D(A) ⊂ E → E est un opérateur de Hille-Yosida : il existe deux constantes

M̄ ≥ 0 et ω ∈ IR telles que ]ω,+∞[ ⊂ ρ(A) et

sup
{

(λ− ω)n
∥∥∥(λI − A)−n

∥∥∥ , n ∈ IN, λ > ω
}
≤ M̄ .

Nous savons d’après [89] que sous la condition (H3.1), l’opérateur A est générateur d’un

semi-groupe intégré continu et localement Lipschitzien (S(t))t≥0 sur E. De plus, (S ′(t))t≥0 est

un C0-semi-groupe sur D(A) tel que

|S ′(t)x| ≤ M̄eω̄t |x| , pour tous t ≥ 0 et x ∈ D(A).

Soit A0 la part de l’opérateur A dans D(A), définie par

{
D(A0) =

{
x ∈ D(A) : Ax ∈ D(A)

}
,

A0x = Ax, pour tout x ∈ D(A0).

Il est bien connu que D(A0) = D(A) et que l’opérateur A0 génére un semi-groupe fortement

continu (T0(t))t≥0 sur D(A).

Rappelons que ([106]) si x ∈ D(A) et t ≥ 0, alors
∫ t

0 T0(s)x ∈ D(A0) et

(
A
∫ t

0
T0(s)xds

)
+ x = T0(t)x. (3.4)

Rappelons aussi que (T0(t))t≥0 coincide sur D(A0) avec la dérivée du semi-groupe intégré loca-

lement Lipschitzien (S(t))t≥0 généré par A sur E. Ce semi-groupe intégré est exponentiellement

borné, c’est à dire il existe deux constantes M et ω telles que ‖S(t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Nous avons besoin de rappeler les résultats suivants.
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Considérons le système suivant :


∂

∂t
Dut = ADut si t ≥ 0,

u(θ) = ϕ (θ) si θ ∈ ]−∞, 0] avec ϕ ∈ B.
(3.5)

En utilisant l’égalité (3.4), nous concluons qu’une condition nécessaire pour que u : ]−∞, b[→

E, b > 0, soit une solution de l’équation (3.5) est qu’elle vérifie l’équation intégrale suivante

sur ]−∞, b[. {
Dut = T0(t)Dϕ, t ≥ 0,
u0 = ϕ, (3.6)

où

ϕ ∈ Y :=
{
φ ∈ B : Dφ ∈ D(A)

}
.

Proposition 3.1 [37] Supposons que la condition (H3.1) est satisfaite et que ‖D0‖K(0) < 1,

alors, pour ϕ ∈ Y donnée, il existe une unique fonction u continue sur [0, T [ et solution de

l’équation (3.6) sur ]−∞, T [. En outre, la famille d’opérateurs (T(t))t≥0 définie sur Y par

T(t)ϕ = ut(., ϕ) est un C0-semi-groupe sur Y.

Dans la suite, nous définissons une solution intégrale fondamentale Z(t) associée à l’équation

(3.1).

Considérons l’équation suivante pour un e ∈ E donné :

{
Dzt = S(t)e, pour tout t ≥ 0,
z(t) = 0, pour tout t ∈ ]−∞, 0] . (3.7)

Nous faisons l’hypothèse suivante :

(H3.2) Il existe une fonction continue croissante δ : [0,+∞[→ [0,+∞[, δ(0) = 0 et une famille

d’opérateurs linéaires continus Wε : B→ E, ε ∈ [0,+∞[, telles que

|D0φ−Dεφ| ≤ δ(ε) ‖φ‖B , pour tout φ ∈ B,
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où l’opérateur linéaire Dε : B→ E est défini pour tout ε ∈ [0,+∞[ par

{
Dε = Wε ◦ τε,
τε(φ)(θ) = φ(θ − ε), pour tous φ ∈ B et θ ∈ ]−∞, 0] .

Ici Dε est la version en retard infini de celui introduit dans [8] et [9].

Proposition 3.2 [36] Supposons que les deux hypothèses (H3.1) et (H3.2) sont vérifiées telles

que K(0) ‖D0‖ < 1, alors pour un e ∈ E donné, l’équation (3.7) admet une solution intégrale

unique z := z(.)e : ]−∞,+∞[→ E. De plus, l’opérateur Z(t) : E → B défini par

Z(t)e = zt(.)e

satisfait, pour toute fonction continue f : [0,+∞[→ E, les propriétés suivantes :

(i) Pour tout T > 0, il existe une fonction α(.) ∈ L∞([0, T ] , IR+) et β ∈ IR tels que ‖Z(t)‖ ≤

α(t)etβ pour tout t ∈ [0, T ] ;

(ii) Z(t)(E) ⊆ Y, pour tout t ≥ 0 ;

(iii) pour tout τ > 0 il existe une constante k(τ) > 0 telle que

‖Z(t)e− Z(s)e‖B ≤ k(τ) |t− s| |e| pour tous t, s ∈ [0, τ ] et e ∈ E.

(iv) Pour toute fonction continue f : [0,+∞[→ E, les deux fonctions

t 7→
∫ t

0
Z(t− s)f(s) ds et t 7→

∫ t

0
S(t− s)f(s) ds
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sont continuement différentiables pour tout t ≥ 0 et satisfont

d

dt

(∫ t

0
Z(t− s)f(s) ds

)
= lim

h→0+

1
h

∫ t

0
T(t− s)Z(h)f(s)ds pour tout t ≥ 0,

et

D

(
d

dt

∫ t

0
Z(t− s)f(s) ds

)
= lim

h→0+

1
h

∫ t

0
S ′(t− s)S(h)f(s)ds

= d

dt

∫ t

0
S(t− s)f(s)ds.

Nous rappelons la définition suivante :

Définition 3.1 [30] Soient T > 0 et ϕ ∈ B. Nous disons qu’une fonction

x := x(., ϕ) :]−∞, T [→ E, 0 < T ≤ +∞, est une solution intégrale de l’équation (3.1), si

(i) x est continue sur [0, T [ ;

(ii)
∫ t
0 Dxs ds ∈ D(A) pour tout t ∈ [0, T [ ;

(iii) Dxt = Dϕ+ A
∫ t

0 Dxs ds+
∫ t

0 [
∫ s

0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds+
∫ t

0 F (s, xs) ds pour tout t ∈ [0, T [ ;

(iv) x(t) = ϕ(t), pour tout t ∈ ]−∞, 0].

Nous déduisons de [5] et [116] que les solutions intégrales de l’équation (3.1) sont données pour

ϕ ∈ B vérifiant Dϕ ∈ D(A), par le système suivant :


Dxt = S ′(t)Dϕ+ d

dt

∫ t
0 S(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d

dt

∫ t
0 S(t− s)F (s, xs)ds, t ∈ [0, T [,

x0 = ϕ ∈ B.

(3.8)

Nous supposons également que B est normé et satisfait l’axiome (C1) suivant :
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(C1) Si (φn)n≥0 est une suite de Cauchy dans B et si (φn)n≥0 converge compactement vers

φ sur ]−∞, 0], alors φ est dans B et ‖φn − φ‖B → 0 quand n→∞.

Lemme 3.1 [104] Supposons que B est normé et satisfait l’axiome (C1) et soit f : [0, a]→ B,

a > 0, une fonction continue telle que f(t)(θ) est continue pour (t, θ) ∈ [0, a]× ]−∞, 0], alors

[∫ a

0
f(t)dt

]
(θ) =

∫ a

0
f(t)(θ)dt, pourtoutθ ∈ ]−∞, 0] .

Proposition 3.3 Soit B un espace normé satisfaisant l’axiome (C1). S’il existe une solution

intégrale x := x(., ϕ) :] − ∞, T [→ E, 0 < T ≤ +∞, de l’équation (3.1), alors pour tout

t ∈ [0, T [, la fonction t 7→ xt ∈ B satisfait

xt = T(t)ϕ+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s) [

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds

+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, xs)ds

= T(t)ϕ+ lim
h→0+

1
h

∫ t
0 T(t− s)Z(h) [

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds

+ lim
h→0+

1
h

∫ t
0 T(t− s)Z(h)F (s, xs)ds.

(3.9)

Réciproquement, s’il existe une fonction y ∈ C([0, T [ ,B) telle que

y(t) = T(t)ϕ+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, y(τ)(0))dτds

+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, y(s))ds, t ∈ [0, T [ ,

(3.10)

alors y(t) = xt pour tout t ∈ [0, T [ , où

x(t) =
{
y(t)(0), t ∈ [0, T [ ,
ϕ(t), t ∈ ]−∞, 0] ,

avec x(.) une solution intégrale de l’équation (3.1).
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Preuve. Par la proposition 3.2, il est immédiat que pour toute fonction continue f : [0, T [→ E,

la fonction W définie par

W (t) :=
∫ t

0
Z(t− s)f(s)ds,

est continuement différentiable et vérifie W ′(0) = 0.

Posons

w(t) =
{
W (t)(0) si t ≥ 0,
0 si t ∈ ]−∞, 0] .

Par l’utilisation de l’axiome (A− (ii)′), w(t) est continuement différentiable. Le lemme 3.1

implique que pour tout t ∈ [0, T [

w(t) =
(∫ t

0
Z(t− s)f(s)ds

)
(0)

=
∫ t

0
(Z(t− s)f(s)) (0)ds

=
∫ t

0
z(t− s)f(s)ds.

En général, pour tous t ∈ [0, T [ et θ ∈ ]−∞, 0]

(W (t))(θ) =
(∫ t

0
Z(t− s)f(s)ds

)
(θ)

=
∫ t

0
(Z(t− s)f(s)) (θ)ds

=
∫ t

0
z(t+ θ − s)f(s)ds.

D’ailleurs, puisque z(s) = 0 pour tout s ∈ ]−∞, 0], nous obtenons

∫ t

0
z(t+ θ − s)f(s)ds =

∫ t+θ

0
z(t+ θ − s)f(s)ds (3.11)
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et (W (t)) (θ) = w(t+ θ). Ce qui est équivalent à W (t) = wt. D’autre part, nous avons

(W ′(t))(θ) = w′(t+ θ), pour tous t ∈ [0, T [ et θ ∈ ]−∞, 0] .

Ainsi W ′(t) = (w′)t pour tout t ∈ [0, T [.

Maintenant, supposons que y(., ϕ) est une solution de l’équation (3.10). La fonction T(t)ϕ =

ut avec u : ]−∞, T [→ E est la solution intégrale de Dut = S ′(t)Dϕ telle que u0 = ϕ. Posons

w(t) =
∫ t

0
z(t− s)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτds+

∫ t

0
z(t− s)F (s, y(s))ds. (3.12)

De (3.11) et (3.12), nous avons pour tous t ∈ [0, T [ et θ ∈ ]−∞, 0]

w(t+ θ) =
∫ t+θ

0
z(t+ θ − s)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτds

+
∫ t+θ

0
z(t+ θ − s)F (s, y(s))ds

=
∫ t

0
z(t+ θ − s)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτds

+
∫ t

0
z(t+ θ − s)F (s, y(s))ds

=
∫ t

0
zt−s(θ)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτds

+
∫ t

0
zt−s(θ)F (s, y(s))ds

w(t+ θ) =
∫ t

0

(
Z(t− s)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτ

)
(θ)ds

+
∫ t

0
(Z(t− s)F (s, y(s))) (θ)ds

=
(∫ t

0
Z(t− s)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτds

)
(θ)

+
(∫ t

0
Z(t− s)F (s, y(s))ds

)
(θ).
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Ainsi

w′(t+ θ) = d

dt

(∫ t

0
Z(t− s)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτds

)
(θ)

+ d

dt

(∫ t

0
Z(t− s)F (s, y(s))ds

)
(θ)

=
(
d

dt

∫ t

0
Z(t− s)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτds

)
(θ)

+
(
d

dt

∫ t

0
Z(t− s)F (s, y(s))ds

)
(θ).

Par définition de y(t) dans (3.10), nous obtenons

y(t)(θ) = (T(t)ϕ) (θ) +
(
d

dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, y(τ)(0))dτds

)
(θ)

+
(
d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, y(s))ds

)
(θ)

= ut(θ) + w′(t+ θ).

Donc

y(t) = ut + (w′)t = (u+ w′)t.

Si nous posons x(t) = u(t) + w′(t), nous obtenons y(t) = xt et

xt = T(t)ϕ+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, y(τ)(0))dτds

+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, y(s))ds

= T(t)ϕ+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, xs)ds.

47



Chapitre 3. Existence locale pour une classe d’équations intégro-différentielles
semi-linéaires à retard infini

Comme D(T(t)ϕ) = S ′(t)Dϕ et par la proposition 3.2 nous avons

D

(
d

dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, xs)ds

)
= d

dt

∫ t
0 S(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ + d

dt

∫ t
0 S(t− s)F (s, xs)ds,

donc x(t) est une solution intégrale de l’équation (3.1).

Réciproquement, soit x(., ϕ) une solution intégrale de l’équation (3.1) sur ]−∞, T [, alors

Dxt = S ′(t)Dϕ+ d

dt

∫ t
0 S(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d

dt

∫ t
0 S(t− s)F (s, xs)ds.

Par définition de T(t), nous obtenons

Dxt = D(T(t)ϕ) + D( d
dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, xs)ds)

= D(T(t)ϕ) + d

dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, xs)ds)

= D (ut + (w′)t),

où u : ]−∞, T [ → E est la solution intégrale de l’équation Dut = S ′(t)Dϕ et w(t) est définie

par

w(t) =
∫ t

0
z(t− s)

∫ s

0
k(s, τ, y(τ)(0))dτds+

∫ t

0
z(t− s)F (s, y(s))ds.

Nous en déduisons que D [(x− (u+ w′))t] = 0, ainsi x− (u+ w′) = 0. En conséquence,

xt = ut + (w′)t
= T(t)ϕ+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, xs)ds.

48



3.3 Existence locale

Ce qui termine la preuve de la proposition.

3 Existence locale

Pour établir l’existence locale et l’unicité des solutions intégrales pour l’équation (3.1), nous

imposons les hypothèses suivantes :

(H3.3) F : [0,+∞[×B est Lipschitzienne par rapport au second argument sur toute boule de

B. C’est à dire, pour chaque r0 > 0, il existe une fonction L̃0(., r0) > 0 définie sur [0,+∞[ et

localement bornée telle que si t ≥ 0, φ1, φ2 ∈ B et ‖φ1‖B , ‖φ2‖B ≤ r0, alors

|F (t, φ1)− F (t, φ2)| ≤ L̃0(t, r0) ‖φ1 − φ2‖B .

(H3.4) k : ∆(0, T ) × E → E, avec ∆(0, T ) = {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t ≤ T}, est localement Lip-

schitzienne : pour chaque r1 > 0, il existe L̃1(.,. , r1) > 0 localement bornée sur ∆(0, T ) telle

que

|k(t, s, x1)− k(t, s, x2)| ≤ L̃1(t, s, r1) |x1 − x2 | ,

pour tous (t, s) ∈ ∆(0, T ) et |x1| , |x2| ≤ r1.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat d’existence locale suivant.

Théorème 3.1 Soit B un espace normé satisfaisant l’axiome (C1). Supposons que les hypo-

thèses (H3.1), (H3.2), (H3.3) et (H3.4) sont satisfaites. Pour chaque fonction ϕ ∈ B donnée,

telle que Dϕ ∈ D(A), l’équation (3.1) admet une solution intégrale unique x := x(., ϕ) dans un

intervalle maximal d’existence ]−∞, bϕ[, bϕ > 0. De plus, une des deux conditions suivantes est
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vérifiée : ou bien bϕ = +∞, ou bien

lim sup
t→b−ϕ

|x(t, ϕ)| = +∞.

Preuve. Soit b ∈ ]0, T ]. Notons que (H3.4) implique que pour chaque r1 > 0, il existe une

constante L1(r1) = sup{L̃1(t, s, r1), 0 ≤ s ≤ t ≤ T} > 0 telle que

|k(t, s, x)| ≤ |k(t, s, x)− k(t, s, 0)|+ |k(t, s, 0)|

≤ L1(r1) |x|+ |k(t, s, 0)| ,

≤ r1L1(r1) + sup
0≤s≤t≤b

|k(t, s, 0)| , pour tout x tel que |x| ≤ r1.

De (H3.3) il s’ensuit que, pour chaque r0 > 0, il existe une constante L0(r0) > 0 telle que

|F (t, φ)| ≤ r0L0(r0) + sup
t∈[0,b]

|F (t, 0)| , pour tous t ∈ [0, b] et φ ∈ B, avec ‖φ‖B ≤ r0.

Posons

c0 = r0L0(r0) + sup
t∈[0,b]

|F (t, 0)| , (3.13)

et

c1 = r1L1(r1) + sup
0≤s≤t≤b

|k(t, s, 0)| . (3.14)

Soit ϕ ∈ B telle que Dϕ ∈ D(A), r0 = ‖ϕ‖B + 1 et r1 = H(‖ϕ‖B + 1). Nous définissons le

sous-ensemble fermé non vide Ωϕ de C ([0, b] ,B) par

Ωϕ :=
{
y ∈ C ([0, b] ,B) : sup

0≤s≤b
‖y(s)− ϕ‖B ≤ 1

}
,

où C ([0, b] ,B) est muni de la topologie de la convergence uniforme.
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Considérons l’opérateur

J : Ωϕ → C ([0, b] ,B) ,

défini pour y ∈ Ωϕ et t ∈ [0, b] par

J (y) (t) := T(t)ϕ+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, y(τ)(0))dτds

+ d

dt

∫ t
0 Z(t− s)F (s, y(s))ds,

= T(t)ϕ+ lim
h→0+

1
h

∫ t
0 T(t− s)Z(h)

∫ s
0 k(s, τ, y(τ)(0))dτds

+ lim
h→0+

1
h

∫ t
0 T(t− s)Z(h)F (s, y(s))ds.

Dans la suite nous montrons que

J (Ωϕ) ⊆ Ωϕ.

De la proposition 2.2 dans [89], nous avons

lim sup
h→0+

1
h
‖Z(h)‖ < +∞,

Posons donc

c := lim sup
h→0+

1
h
‖Z(h)‖ . (3.15)

Nous avons pour des constantes convenables M et ω

‖J (y) (t)− ϕ‖B ≤ ‖T(t)ϕ− ϕ‖B
+Meωt

∫ t
0 e
−ωs 1

h
‖Z(h)‖

∫ s
0 |k(s, τ, y(τ)(0))| dτds

+Meωt
∫ t

0 e
−ωs 1

h
‖Z(h)‖ |F (s, y(s))| ds.

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que ω > 0. Ainsi nous obtenons la majoration
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suivante

‖J (y) (t)− ϕ‖B ≤ ‖T(t)ϕ− ϕ‖B +Mceωt
∫ t

0

∫ s

0
|k(s, τ, y(τ)(0))| dτds

+Mceωt
∫ t

0
|F (s, y(s))| ds.

Comme ‖y(s)− ϕ‖B ≤ 1, pour tout s ∈ [0, b] et r0 = ‖ϕ‖B + 1, nous avons

‖y(s)‖B ≤ ‖y(s)− ϕ‖B + ‖ϕ‖B ≤ r0, pour tout s ∈ [0, b] ,

alors

|F (s, y(s))| ≤ L0(r0) ‖y(s)‖B + |F (s, 0)| ≤ c0.

De l’axiome (A− ii), nous avons

|y(τ)(0)| ≤ H ‖y(τ)‖B
≤ H (‖y(s)− ϕ‖B + ‖ϕ‖B)
≤ H (1 + ‖ϕ‖B), pour 0 ≤ τ ≤ s ≤ t ≤ b.

Puisque r1 = H(‖ϕ‖B + 1), alors

|k(s, τ, y(τ)(0))| ≤ L1(r1) |y(τ)(0)|+ sup
0≤τ≤s≤b

|k(s, τ, 0)|

≤ L1(r1)H ‖y(τ)‖B + sup
0≤τ≤s≤b

|k(s, τ, 0)|

≤ L1(r1)H (1 + ‖ϕ‖B) + sup
0≤τ≤s≤b

|k(s, τ, 0)|

≤ c1.

Choisissons b > 0 assez petit tel que

sup
0≤s≤b

{
‖T(s)ϕ− ϕ‖B +Mceωsc1s

2 +Mceωsc0s
}
< 1.
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Notons que lim
s→0
‖T(s)ϕ− ϕ‖B = 0 car B est normé. Alors nous en déduisons que pour tout

t ∈ [0, b]

‖J (v) (t)− ϕ‖B ≤ ‖T(t)ϕ− ϕ‖B +Mceωsc1t
2 +Mceωtc0t < 1.

D’où

J (Ωϕ) ⊆ Ωϕ.

D’autre part, soient u, v ∈ Ωϕ et t ∈ [0, b], alors nous avons

‖J (u) (t)− J (v) (t)‖B ≤Meωt
∫ t
0 e
−ωs 1

h
‖Z(h)‖

∫ s
0 |k(s, τ, u(τ)(0))− k(s, τ, v(τ)(0))| dτds

+Meωt
∫ t

0 e
−ωs 1

h
‖Z(h)‖ |F (s, u(s))− F (s, v(s))| ds.

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que ω > 0. Ainsi nous obtenons la majoration

suivante

‖J (u) (t)− J (v) (t)‖B ≤Mceωt
∫ t

0
∫ s

0 |k(s, τ, u(τ)(0))− k(s, τ, v(τ)(0))| dτds
+Mceωt

∫ t
0 |F (s, u(s))− F (s, v(s))| ds

≤MceωtL1(r1)
∫ t

0
∫ s

0 |u(τ)(0)− v(τ)(0)| dτds
+MceωtL0(r0)

∫ t
0 ‖u(s)− v(s)‖B ds

≤MceωtL1(r1)H
∫ t

0
∫ s

0 ‖u(τ)− v(τ)‖B dτds
+MceωtL0(r0)

∫ t
0 ‖u(s)− v(s)‖B ds

≤ (MceωbL1(r1)Hb2

+MceωbL0(r0)b) ‖u− v‖C([0,b],B).

Comme r0 = ‖ϕ‖B + 1 > 0, par définition de c0 dans (3.13), nous avons L0 (r0) ≤ c0. De même,

puisque c1 = r1L1(r1) + sup
0≤s≤t≤b

|k(t, s, 0)| avec r1 = H(‖ϕ‖B + 1), alors nous avons HL1 (r1)

≤ c1. En conséquence

MceωbL1 (r1) b2H +MceωbL0 (r0) b ≤ sup
0≤s≤b

{‖T(s)ϕ− ϕ‖B +Mceωsc1s
2 +Mceωsc0s}

< 1.

Donc

‖J (u) (t)− J (v) (t)‖B < ‖u− v‖C([0,b],B) .
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Cela signifie que J est strictement contractant sur Ωϕ. Nous concluons alors qu’il existe une

fonction unique y ∈ Ωϕ telle que J(y) = y. Ceci entraîne que l’équation (3.1) admet une et une

seule solution intégrale x : ]−∞, b[→ E définie par

x(t) =
{

y(t)(0), t ∈ [0, b[ ,
ϕ(t), t ∈ ]−∞, 0] .

Soit ]−∞, bϕ[ l’intervalle maximal d’existence de x. Supposons que bϕ < +∞ et que

lim sup
t→b−ϕ

|x(t, ϕ)| < +∞.

Pour tous t > 0 et h > 0 tels que t+ h ∈ [0, bϕ[, nous avons

xt+h = T(t+ h)ϕ + lim
d→0+

1
d

∫ t+h
0 T(t+ h− s)Z(d)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ lim
d→0+

1
d

∫ t+h
0 T(t+ h− s)Z(d)F (s, xs)ds

= T(t+ h)ϕ+ lim
d→0+

1
d

∫ h
0 T(t)T(h− s)Z(d)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ lim
d→0+

1
d

∫ t+h
h T(t+ h− s)Z(d)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ lim
d→0+

1
d

∫ h
0 T(t)T(h− s)Z(d)F (s, xs)ds

+ lim
d→0+

1
d

∫ t+h
h T(t+ h− s)Z(d)F (s, xs)ds,

et

xt = T(t)ϕ + lim
d→0+

1
d

∫ t

0
T(t− s)Z(d)

∫ s

0
k(s, τ, x(τ))dτds

+ lim
d→0+

1
d

∫ t

0
T(t− s)Z(d)F (s, xs)ds.

Comme ∫ t+h

h
T(t+ h− s)Z(d)F (s, xs)ds =

∫ t

0
T(t− s)Z(d)F (s+ h, xs+h)ds,
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et ∫ t+h
h T(t+ h− s)Z(d)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

=
∫ t

0 T(t− s)Z(d)
∫ s+h

0 k(s+ h, τ, x(τ))dτds,

nous avons

xt+h − xt = T(t+ h)ϕ− T(t)ϕ
+ lim
d→0+

1
d
T(t)

∫ h
0 T(h− s)Z(d)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ lim
d→0+

1
d

∫ t
0 T(t− s)Z(d)

∫ s+h
0 k(s+ h, τ, x(τ))dτds

− lim
d→0+

1
d

∫ t
0 T(t− s)Z(d)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ lim
d→0+

1
d
T(t)

∫ h
0 T(h− s)Z(d)F (s, xs)ds

+ lim
d→0+

1
d

∫ t
0 T(t− s)Z(d) (F (s+ h, xs+h)− F (s, xs)) ds.

(3.16)

De (iv) de la proposition 3.2, nous savons que

lim
d→0+

1
d

∫ h

0
T(h− s)Z(d)F (s, xs)ds = d

dh

∫ h

0
Z(h− s)F (s, xs)ds,

et que
lim
d→0+

1
d

∫ h
0 T(h− s)Z(d) [

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds

= d

dh

∫ h
0 Z(h− s) [

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds,

alors (3.16) devient

xt+h − xt = T(t+ h)ϕ− T(t)ϕ
+ lim
d→0+

1
d
T(t)

∫ h
0 T(h− s)Z(d)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ lim
d→0+

1
d

∫ t
0 T(t− s)Z(d)

∫ s+h
0 k(s+ h, τ, x(τ))dτds

− lim
d→0+

1
d

∫ t
0 T(t− s)Z(d)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ lim
d→0+

1
d
T(t)

∫ h
0 T(h− s)Z(d)F (s, xs)ds

+ lim
d→0+

1
d

∫ t
0 T(t− s)Z(d) (F (s+ h, xs+h)− F (s, xs)) ds.

(3.17)
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Dans la suite, nous majorons les quatre limites ci-dessus.

Nous avons ∥∥∥T(t)
∫ h
0 T(h− s)Z(d) [

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds

∥∥∥
B

≤Meω(t+h) ∫ h
0 ‖Z(d)‖

∫ s
0 |k(s, τ, x(τ))| dτds

≤Meω(t+h) ‖Z(d)‖h2
(
r1L1(r1) + sup

0≤τ≤s≤bϕ
|k(s, τ, 0)|

)
.

Notons que sup
0≤τ≤s≤bϕ

|k(s, τ, 0)| < ∞ puisque bϕ < ∞. Nous obtenons alors la majoration

suivante de la première limite

∥∥∥∥ lim
d→0+

1
d
T(t)

∫ h
0 T(h− s)Z(d) [

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds

∥∥∥∥
B

≤Meωheωbϕch2c3,

où

c3 := r1L1(r1) + sup
0≤τ≤s≤bϕ

|k(s, τ, 0)| .

Pour la deuxième limite, nous avons

∫ t
0 T(t− s)Z(d)

[∫ s+h
0 k(s+ h, τ, x(τ))dτ −

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ

]
ds

=
∫ t

0 T(t− s)Z(d)
[∫ h

0 k(s+ h, τ, x(τ))dτ +
∫ s
0 k(s+ h, τ + h, x(τ + h))dτ

]
ds

−
∫ t

0 T(t− s)Z(d)
∫ s

0 k(s, τ, x(τ))dτds
=
∫ t

0 T(t− s)Z(d)
∫ h
0 k(s+ h, τ, x(τ))dτds

+
∫ t

0 T(t− s)Z(d) [
∫ s

0 (k(s+ h, τ + h, x(τ))− k(s, τ, x(τ))) dτ ] ds
+
∫ t

0 T(t− s)Z(d) [
∫ s

0 (k(s+ h, τ + h, x(τ + h))− k(s+ h, τ + h, x(τ))) dτ ] ds
:= I1 + I2 + I3.

(3.18)

La première intégrale I1 est majorée comme suit

‖ I1‖B ≤
∫ t

0 Meω(t−s) ‖Z(d)‖
∫ h

0 |k(s+ h, τ, x(τ))| dτds
≤Meωbϕ ‖Z(d)‖ bϕhc3.

(3.19)

Pour I2, nous avons

‖I2‖B ≤
∫ t

0 Meω(t−s) ‖Z(d)‖
∫ s
0 |k(s+ h, τ + h, x(τ))− k(s, τ, x(τ))| dτds

≤Meωbϕ ‖Z(d)‖
∫ t

0
∫ s

0 |k(s+ h, τ + h, x(τ))− k(s, τ, x(τ))| dτds.
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Posons

g(t, h) :=
∫ t

0

∫ s

0
|k(s+ h, τ + h, x(τ))− k(s, τ, x(τ))| dτds.

Pour I3, de (A− (ii)′), nous avons |xτ+h(0)− xτ (0)| ≤ H ‖xτ+h − xτ‖B, alors

‖I3‖B ≤
∫ t

0 Meω(t−s) ‖Z(d)‖
∫ s

0 |k(s+ h, τ + h, x(τ + h))− k(s+ h, τ + h, x(τ))| dτds
≤Meωbϕ ‖Z(d)‖ bϕL1(r1)

∫ t
0 sup

0≤τ≤s
|x(τ + h)− x(τ)| ds

≤Meωbϕ ‖Z(d)‖ bϕL1(r1)H
∫ t

0 sup
0≤τ≤s

‖xτ+h − xτ‖B ds.

Donc nous obtenons la majoration suivante de la deuxième limite

∥∥∥∥ lim
d→0+

1
d

∫ t
0 T(t− s)Z(d)

[∫ s+h
0 k(s+ h, τ, x(τ))dτ −

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ

]
ds
∥∥∥∥
B

≤Meωbϕc

(
bϕhc3 + g(t, h) + bϕL1(r1)H

∫ t
0 sup

0≤τ≤s
‖xτ+h − xτ‖B ds

)
.

Pour la troisième limite, nous avons

∥∥∥T(t)
∫ h

0 T(h− s)Z(d)F (s, xs)ds
∥∥∥
B

≤Meω(t+h) ∫ h
0 ‖Z(d)‖ |F (s, xs)| ds

≤Meω(t+h) ‖Z(d)‖h
(
r0L0(r0) + sup

s∈[0,bϕ[
|F (s, 0)|

)
.

Donc ∥∥∥∥ lim
d→0+

1
d
T(t)

∫ h
0 T(h− s)Z(d)F (s, xs)ds

∥∥∥∥
B

≤Meωheωbϕchc2,

où

c2 := r0L0(r0) + sup
s∈[0,bϕ[

|F (s, 0)| ,

Pour la quatrième limite dans (3.17), nous avons

∫ t
0 T(t− s)Z(d) (F (s+ h, xs+h)− F (s, xs)) ds

=
∫ t

0 T(t− s)Z(d) (F (s+ h, xs+h)− F (s+ h, xs)) ds
+
∫ t

0 T(t− s)Z(d) (F (s+ h, xs)− F (s, xs)) ds.
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Ici, nous majorons la première intégrale comme suit

∥∥∥∫ t0 T(t− s)Z(d) (F (s+ h, xs+h)− F (s+ h, xs)) ds
∥∥∥
B

≤
∫ t

0 Meω(t−s) ‖Z(d)‖ c0(r) ‖xs+h − xs‖B ds
≤Meωbϕ ‖Z(d)‖L0(r)

∫ t
0 ‖xs+h − xs‖B ds,

et nous majorons la deuxième intégrale comme suit

∥∥∥∫ t0 T(t− s)Z(d) (F (s+ h, xs)− F (s, xs)) ds
∥∥∥

≤
∫ t
0 Meω(t−s) ‖Z(d)‖ |F (s+ h, xs)− F (s, xs)| ds

≤Meωbϕ ‖Z(d)‖
∫ t

0 |F (s+ h, xs)− F (s, xs)| ds.

D’où ∥∥∥∥ lim
d→0+

1
d

∫ t
0 T(t− s)Z(d) (F (s+ h, xs+h)− F (s, xs)) ds

∥∥∥∥
B

≤Meωbϕc
(
L0(r0)

∫ t
0 ‖xs+h − xs‖ ds+ f(t, h)

)
,

où

f(t, h) :=
∫ t

0
|F (s+ h, xs)− F (s, xs)| ds.

Ainsi, nous en déduisons que

‖xt+h − xt‖B ≤ sup
0≤σ≤t

‖xσ+h − xσ‖B
≤Meωbϕ ‖T(h)ϕ− ϕ‖B +Meωheωbϕch2c3 +Meωbϕcf(t, h)
+Meωbϕcbϕhc3 +Meωbϕcg(t, h) +Meωheωbϕchc2
+MeωbϕcbϕL1(r1)H sup

0≤σ≤t

∫ σ
0 sup

0≤τ≤s
‖xτ+h − xτ‖B ds

+MeωbϕcL0(r0) sup
0≤σ≤t

∫ σ
0 ‖xs+h − xs‖B ds.

Nous avons

sup
0≤σ≤t

∫ σ

0
sup

0≤τ≤s
‖xτ+h − xτ‖B ds =

∫ t

0
sup

0≤τ≤s
‖xτ+h − xτ‖B ds,
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et

sup
0≤σ≤t

∫ σ

0
‖xs+h − xs‖B ds =

∫ t

0
‖xs+h − xs‖B ds

≤
∫ t

0
sup

0≤τ≤s
‖xτ+h − xτ‖B ds.

Posons
J1 := Meωbϕ ‖T(h)ϕ− ϕ‖B +Meωheωbϕch2c3 +Meωbϕcf(t, h)

+Meωbϕcbϕhc3 +Meωbϕcg(t, h) +Meωheωbϕchc2,

et

J2 := MeωbϕcbϕL1(r1)H +MeωbϕcL0(r0).

Donc
‖xt+h − xt‖B ≤ sup

0≤σ≤t
‖xσ+h − xσ‖B

≤ J1 + J2
∫ t

0 sup
0≤τ≤s

‖xτ+h − xτ‖B ds.

D’après le lemme de Gronwall, il s’ensuit que

‖xt+h − xt‖B ≤ J1 exp (J2) .

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue implique que

lim
h→0

f(bϕ, h) = 0 et lim
h→0

g(bϕ, h) = 0.

Ainsi

lim
h→0
‖xt+h(., ϕ)− xt(., ϕ)‖B = 0,

uniformément pour tout t ∈ [0, bϕ[. Par conséquent, l’axiome (A− ii) entraîne que

lim
h→0
|x(t+ h, ϕ)− x(t, ϕ)| = 0.
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En utilisant le même raisonnement, nous obtenons le résultat précédent pour h < 0. Nous en

déduisons que x est uniformément continue sur [0, bϕ[ et que lim
t→b−ϕ
|x(t, ϕ)| existe. Cela implique

que la solution x(., ϕ) peut être prolongée en bϕ, ce qui contredit la maximalité de l’intervalle

]−∞, bϕ[.

4 Application

Soit E := C ([0, π] ; IR) l’espace des fonctions continues de [0, π] dans IR muni de la topologie

de la convergence uniforme et définissons l’opérateur A : D(A) ⊂ E → E par

D(A) = {y ∈ C2 ([0, π] , IR) : y(0) = y(π) = 0} ,
Ay = y′′.

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.2 [57]. ]0,+∞[ ⊂ ρ(A),
∥∥∥(λI − A)−1

∥∥∥ ≤ 1
λ
pour tout λ > 0 et

D(A) = {y ∈ E : y(0) = y(π) = 0} 6= E.

Soit γ > 0. Nous choisissons l’espace de phase

B :=
{
φ ∈ C (]−∞, 0] , E) telle que lim

θ→−∞
eγθφ(θ) existe dans E

}
.

Lemme 3.3 ([87] et [111]). L’espace B muni de la norme ‖φ‖B = sup
θ≤0

eγθ |φ(θ)|, pour φ ∈ B,

satisfait les axiomes (A), (A1), (B) et (C1), avec K(0) = 1.
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Considérons l’équation suivante


∂

∂t
Dxt = ADxt +

∫ t
0 k(t, s, x(s))ds+ F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ,
(3.20)

avec {
x(t)(ξ) = w(t, ξ), t ≥ 0, ξ ∈ [0, π] ,
ϕ(θ)(ξ) = w0(θ, ξ), θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π] ,

et pour tous ξ ∈ [0, π] et φ ∈ B

{
k(t, s, x(s))(ξ) = g2 (t− s, x(s)(ξ)) , t ≥ s ≥ 0,
F (t, φ)(ξ) = c

∫ 0
−∞ g1(θ)φ(θ)(ξ)dθ + a(t)h1 (φ(−r))(ξ) + h2(t, ξ), t ≥ 0,

où r et c sont des constantes positives, g1 est une fonction intégrable positive, g2 : [0,+∞[×IR→

IR, a : [0,+∞[→ IR, h1 : IR→ IR , h2 : [0,+∞[× [0, π]→ IR et w0 : ]−∞, 0]× [0, π]→ IR sont

des fonctions continues etD : B→ E est un opérateur linéaire borné défini parDφ = φ(0)−D0φ

pour chaque φ ∈ B, avec D0 un opérateur linéaire de B dans E.

La part A0 de l’opérateur A dans D(A) est définie par

{
D(A0) = {y ∈ C2 ([0, π] , IR) : y(0) = y(π) = y′′(0) = y′′(π) = 0},
A0y = y′′,

avec D(A0) = D(A).

L’équation (3.20) est la forme abstraite du modèle suivant



∂

∂t
[w(t, ξ)− (D0wt) (ξ)] = ∂2

∂ξ2 [w(t, ξ)− (D0wt) (ξ)] + h2(t, ξ)

+c
∫ 0
−∞ g1(θ)w(t+ θ, ξ)dθ +

∫ t
0 g2 (t− s, w(s, ξ)) ds

+a(t)h1 (w(t− r, ξ)) , t ≥ 0, 0 ≤ ξ ≤ π,
w(t, 0)− (D0wt) (0) = w(t, π)− (D0wt) (π) = 0, t ≥ 0,
w(θ, ξ) = w0(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, 0 ≤ ξ ≤ π.

(3.21)

Le lemme (3.2) implique que l’hypothèse (H3.1) est satisfaite. Nous supposons que :
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(i) h1 est continue et localement Lipschitzienne,

(ii) g1(.)e−γ. est intégrable sur ]−∞, 0],

(iii) lim
θ→−∞

(
eγθ sup

0≤ξ≤π
|w0(θ, ξ)|

)
existe.

(iv) a est bornée sur [0,+∞[,

(v) g2 : [0,+∞[ × IR → IR est continue et localement Lipschitzienne par rapport au second

argument.

Nous avons pour tous φ1 et φ2 ∈ B

sup
0≤ξ≤π

∫ 0
−∞ g1(θ) |φ1(θ)(ξ)− φ2(θ)(ξ)| dθ

= sup
0≤ξ≤π

∫ 0
−∞ e

−γθg1(θ)
(
eγθ |φ1(θ)(ξ)− φ2(θ)(ξ)|

)
dθ

≤
(∫ 0
−∞ e

−γθg1(θ)dθ
)

sup
−∞<θ≤0, 0≤ξ≤π

eγθ |φ1(θ)(ξ)− φ2(θ)(ξ)|

≤
(∫ 0
−∞ e

−γθg1(θ)dθ
)
‖φ1 − φ2‖B .

Prenons α0 > 0 et φ1, φ2 ∈ B tels que ‖φ1‖B,‖φ2‖B ≤ α0. Donc,

|φ1(−r)(ξ)| , |φ2(−r)(ξ)| ≤ α0e
γr, pour chaque ξ ∈ [0, π] .

Ainsi d’après l’hypothèse (i), il existe une constante positive b0(α0) qui ne dépend que de α0

telle que
sup
s≥0
|a(s)| sup

0≤ξ≤π
|h1(φ1(−r)(ξ))− h1(φ2(−r)(ξ))|

≤ |a|∞ b0(α0) sup
0≤ξ≤π

|φ1(−r)(ξ)− φ2(−r)(ξ)|

≤ |a|∞ b0(α0)eγr ‖φ1 − φ2‖B .

Nous concluons d’après (i), (ii) et (iv) que F satisfait l’hypothèse (H3.3). En outre, l’hypothèse

(v) entraîne que, pour α1 > 0, il existe une constante positive b1(α1) telle que

|k(t, s, x1)− k(t, s, x2)| = sup
0≤ξ≤π

|g2 (t− s, x1(ξ))− g2 (t− s, x2(ξ))|

≤ sup
0≤ξ≤π

b1(α1) |x1(ξ)− x2(ξ)|

≤ b1(α1) |x1 − x2|,
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pour tous t ≥ 0, t ≥ s ≥ 0 et x1, x2 ∈ E, avec |x1|, |x2| ≤ α1. Il s’ensuit que l’hypo-

thèse (H3.4) est vérifiée. De (iii) nous avons ϕ ∈ B. En définitive, si l’opérateur D satisfait

l’hypothèse (H3.2), avec Dϕ ∈ D(A), alors le théorème 3.1 assure l’existence d’un intervalle

maximal d’existence ]−∞, bw0 [ et d’une solution intégrale unique w(t, ξ) de l’équation (3.20)

sur ]−∞, bw0 [× [0, π].
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Chapitre 4

Existence globale et régularité pour une classe

d’équations intégro-différentielles de type neutre

à retard infini

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une classe d’équations intégro-différentielles fonctionnelles

de type neutre et à retard infini de forme générale abstraite suivante :

{
d
dt
G(t, xt) = AG(t, xt) +

∫ t
0 k(t, τ, x(τ))dτ + F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ B.
(4.1)

Nous rappelons que (E, |.|) est un espace de Banach, B est l’espace de phase des fonctions

définies sur ]−∞, 0] à valeurs dans E, muni d’une semi-norme ‖.‖B et satisfaisant les axiomes

fondamentaux (A), (A1) et (B) introduits dans le chapitre 2, A : D(A) ⊂ E → E est

un opérateur linéaire fermé qui n’est pas nécessairement à domaine dense dans E, k est une

fonction continue définie sur ∆×E à valeurs dans E, avec ∆ = {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t <∞} , pour

0. Ce chapitre est basé sur deux articles publiés en 2009 et 2010, en collaboration avec H. Bouzahir et A.
Maaden. Voir [30] et [31].
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tous x : (−∞, b]→ E, b > 0 et t ∈ [0, b], la fonction xt : ]−∞, 0]→ E définie par

xt (θ) = x(t+ θ) pour tout θ ∈ ]−∞, 0] ,

appartient à l’espace de phase B et l’application G : IR+ ×B→ E est définie par

G(t, φ) = φ(0)−G(t, φ) pour tout (t, φ) ∈ IR+ ×B,

où F et G sont deux fonctions continues définies sur IR+ ×B à valeurs dans E.

Les équations différentielles de type neutre et à retard ont de nombreuses applications

dans les systèmes physiques et biologiques. Pour cette raison ces équations ont reçu beaucoup

d’attention ces dernières années. La littérature relative aux équations différentielles de type (4.1)

est vaste. De nombreux résultats intéressants concernant l’existence, la régularité, la stabilité

et le bornage des solutions ont été obtenus, en particulier dans le cas où k = 0 et/ou G = 0.

Dans [59], Desch et al. ont étudié une équation différentielle fonctionnelle abstraite de type

neutre et à retard infini. Ils ont prouvé que le modèle proposé par Gurtin et Pipkin [70] et Miller

[101] peut être représenté par l’équation différentielle fonctionnelle abstraite de type neutre et

à retard infini suivante :

d

dt

[
x(t)−

∫ t

−∞
K(t− τ)x(τ))dτ

]
= A

[
x(t)−

∫ t

−∞
K(t− τ)x(τ))dτ

]
+ F (t, xt), (4.2)

où l’opérateur A est générateur d’un C0-semi-groupe sur un espace de Banach.

En outre, Hernandez et Henriquez ([83] et [87]) ont établi quelques résultats concernant

l’existence, l’unicité des solutions de l’équation fonctionnelle aux dérivées partielles de forme

générale suivante : {
d
dt

[x(t)−G(t, xt)] = Ax(t) + F (t, xt), t ≥ 0,
x0 = ϕ ∈ B, (4.3)
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4.1 Introduction

où A génère un semi-groupe analytique sur un espace de Banach E.

Dans [3], [4] et [28], les auteurs ont étendu de nombreux résultats similaires en général à

ceux dans [8], [9], [11],[83], [87], [123] et [125] pour étudier l’équation (4.3) dans le cas où G = 0

et ou A est un opérateur de Hille-Yosida qui n’est pas nécessairement dense dans E. Dans [5]

et [6], ces auteurs et Bouzahir dans [36] et [37] ont prouvé que les mêmes résultats concernant

l’existence et la stabilité peuvent être reproduits dans le cas neutre et à retard infini notamment

pour la classe générale d’équations différentielles fonctionnelles de type :

{
d
dt

[x(t)−G(t, xt)] = A [x(t)−G(t, xt)] + F (t, xt), t ≥ 0,
x0 = ϕ ∈ B, (4.4)

où A, G, F, xt et B sont définis comme ci-dessus. Parmi les résultats obtenus dans [5] compte

l’existence et la régularité des solutions intégrales de l’équation (4.4) en utilisant la théorie des

semi-goupes et le théorème du point fixe de Banach.

Comme dans [103], nous considérons l’équation intégro-différentielle non linéaire de type

hyperbolique de Volterra suivante :


∂
∂t
w(t, ξ) = Aw(t, ξ) +

∫ t
0 g(t, τ, w(τ, ξ), ..., Dβ

ξw(τ, ξ))dτ
+f(t, ξ), (t, ξ) ∈ [0,+∞[× Ω,

B0w(t, ξ) = 0, (t, ξ) ∈ [0,+∞[× ∂Ω,
w(0, ξ) = z(ξ), ξ ∈ Ω,

(4.5)

où A et B0 désignent deux opérateurs différentiels linéaires appropriés définis respectivement

sur un sous-ensemble Ω de IRn et sur sa frontière ∂Ω, et le noyau g ne dépend pas des dérivées

Dβ
ξw d’ordre supérieur à l’ordre de A. La version abstraite du problème (4.5) est donnée par :

{
x
′(t) = Ax(t) +

∫ t
0 k(t, θ, x(θ))dθ + f(t), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ D(A). (4.6)

L’existence et l’unicité des solutions ont été prouvées pour cette équation sous quelques hy-
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pothèses appropriées. Certaines propriétés de la solution ont été également étudiées. Plusieurs

auteurs se sont intéressés à l’étude de l’équation (4.6) dans différents aspects, notamment dans

[76], [77], [108] et [122].

La classe suivante d’équations différentielles à retard a été étudiée par de nombreux auteurs

(voir par exemple [3], [4], [74], [87], [109], [112] et [117]) :

{
x
′(t) = Ax(t) + F (t, xt), t ∈ [0, T ],
x0 = ϕ. (4.7)

Dans [46], les auteurs ont étudié l’existence locale des solutions dans E pour l’équation

intégro-différentielle non linéaire de Volterra à retard infini de type :

{
x
′(t) = Ax(t) +

∫ t
0 k(t, θ, x(θ))dθ + F (t, xt), t ∈ [0, T ],

x0 = ϕ ∈ B. (4.8)

où A : D(A) ⊂ E → E est un opérateur de Hille-Yosida, x 7−→ k(t, s, x) est supposée être

définie de (D(A), ‖.‖D(A)) vers E et F une fonction définie sur [0, T ] × B à valeurs dans E.

L’équation (4.8) est une combinaison des équations (4.6) et (4.7). Sur la base des résultats

obtenus pour l’équation (4.7), les auteurs ont généralisé la méthode utilisée dans [103] pour

obtenir l’existence locale et l’unicité de solutions pour l’équation (4.8).

L’équation (4.1) nous permet d’étudier une classe générale d’équations intégro-différentielles

fonctionelles de Volterra de type neutre et à retard infini . Sur la base des résultats obtenus pour

les équations (4.4) et (4.8), nous généralisons la méthode utilisée dans [5] pour obtenir l’existence

globale, l’unicité et la régularité des solutions pour l’équation (4.1). Sous différentes hypothèses

appropriées, nous prouvons premièrement l’existence globale et l’unicité des solutions intégrales,

ensuite, nous montrons sous d’autres conditions plus restrictives que la solution intégrale est

stricte.
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2 Existence et régularité de solutions

Nous gardons l’hypothèse (H3.1) et nous donnons les définitions suivantes.

Définition 4.1 [30]. Soit ϕ ∈ B. Une fonction x : ]−∞, a] → E, a > 0, est dite solution

intégrale de l’équation (4.1) si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) x est continue sur [0, a] ;

(ii) x(t) = ϕ(t), −∞ < t ≤ 0 ;

(iii)
∫ t

0 G(s, xs)ds ∈ D(A) pour t ∈ [0, a] ;

(iv) G(t, xt) = G(0, ϕ) + A
∫ t

0 G(s, xs)ds

+
∫ t

0 [
∫ s

0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds+
∫ t

0 F (s, xs)ds pour 0 ≤ t ≤ a.

Définition 4.2 Soit ϕ ∈ B. Une fonction x : ]−∞, a]→ E est dite solution stricte de l’équation

(4.1) si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) t 7→ G(t, xt) ∈ C1([0, a] ;E) ∩ C([0, a] ;D(A)) ;

(ii) x satisfait l’équation (4.1) sur ]−∞, a].

Nous avons besoin des résultats préliminaires suivants.

Lemme 4.1 [5]. Si x est une solution intégrale de l’équation (4.1) sur ]−∞, a], alors pour

tout t ∈ [0, a], G(t, xt) ∈ D(A). En particulier G(0, ϕ) ∈ D(A).

Lemme 4.2 Si x est une solution intégrale de l’équation (4.1) sur ]−∞, a] telle que t 7→ G(t, xt)

appartient à C1([0, a] ;E) ou à C([0, a] ;D(A)), alors x est une solution stricte.
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Preuve. Soit x une solution intégrale de l’équation (4.1). Par définition, pour tous t ∈ [0, a] et

h > 0 tels que t+ h ≤ a, nous avons l’égalité

A
1
h

∫ t+h
t G(s, xs)ds = 1

h
[G(t+ h, xt+h)− G(t, xt)]

−1
h

∫ t+h
t [

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds− 1

h

∫ t+h
t F (s, xs)ds.

Si s 7→ G(t, xs) est différentiable, de la continuité de k et F , quand h tend vers 0+, le terme à

droite de l’égalité ci-dessus tend vers

d

dt
G(t, xt)−

∫ t

0
k(t, τ, x(τ))dτ − F (t, xt),

et nous avons

lim
h→0+

1
h

∫ t+h

t
G(s, xs)ds = G(t, xt).

De la fermeture de l’opérateur A, nous obtenons G(t, xt) ∈ D(A) et

AG(t, xt) = d

dt
G(t, xt)−

∫ t

0
k(t, τ, x(τ))dτ − F (t, xt) pour t ∈ [0, a] .

Donc x est une solution stricte.

D’autre part, supposons que t 7→ G(t, xt) appartient à C([0, a] ;D(A)). Encore par définition,

pour tous t ∈ [0, a] et h > 0, avec t+ h ≤ a, nous avons

1
h

[G(t+ h, xt+h)− G(t, xt)] = 1
h

∫ t+h
t AG(s, xs)ds

+ 1
h

∫ t+h
t [

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds+ 1

h

∫ t+h
t F (s, xs)ds.

Puisque AG(s, xs), k et F sont continues, quand h tend vers 0+, le terme à droite de l’égalité

ci-dessus tend vers AG(t, xt) +
∫ t

0 k(t, τ, x(τ))dτ + F (t, xt). Ce qui implique que G(t, xt) est
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différentiable à droite en t et satisfait

d+

dt
G(t, xt) = AG(t, xt) +

∫ t

0
k(t, τ, x(τ))dτ + F (t, xt).

Il est bien connu que si la dérivée à droite est continue alors la propriété C1 est satisfaite. Nous

concluons que t 7→ G(t, xt) est continuement différentiable sur [0, a] et satisfait

d

dt
G(t, xt) = AG(t, xt) +

∫ t

0
k(t, τ, x(τ))dτ + F (t, xt).

Ce qui achève la preuve du lemme.

2.1 Existence et unicité de solutions intégrales

Dans cette sous section, nous étudions l’existence globale et l’unicité des solutions intégrales.

Pour cela, nous gardons la condition (H3.1) et nous faisons les hypothèses suivantes :

(H4.1) G : [0,+∞[×B→ E satisfait la condition globale de Lipschitz : il existe une constante

α0 > 0 satisfaisant α0K(0) < 1, telle que

|G(t, φ1)−G(t, φ2)| ≤ α0 ‖φ1 − φ2‖B pour tous φ1, φ2 ∈ B et t ≥ 0.

(H4.2) F : [0,+∞[×B→ E satisfait la condition globale de Lipschitz : il existe une constante

β0 > 0 telle que

|F (t, φ1)− F (t, φ2)| ≤ β0 ‖φ1 − φ2‖B pour tous φ1, φ2 ∈ B et t ≥ 0.

(H4.3) k : ∆×E → E satisfait la condition globale de Lipschitz : il existe une constante γ0 > 0
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telle que

|k(t, s, x)− k(t, s, y)| ≤ γ0 |x− y| pour tous x, y ∈ E et (t, s) ∈ ∆.

Avant d’énoncer notre premier résultat, nous réécrivons d’abord l’équation (4.1) sous une

forme intégrale. Soit ϕ ∈ B telle que G(0, ϕ) ∈ D(A). De la théorie des semi-groupes intégrés, il

est bien connu que la fonction x : (−∞, a]→ E, a > 0 est une solution intégrale de l’équation

(4.1) si et seulement si x est une solution de l’équation


G(t, xt) = S ′(t)G(0, ϕ) + d

dt

∫ t
0 S(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d
dt

∫ t
0 S(t− s)F (s, xs)ds, t ≥ 0,

x0 = ϕ.
(4.9)

Notons que le Corollaire 2.1 implique que S(t)G(0, ϕ) est différentiable par rapport à t. De

plus, la proposition 2.3 montre que
∫ t

0 S(t − s)F (s, xs)ds et
∫ t

0 S(t − s) [
∫ s

0 k(s, τ, x(τ))dτ ] ds

sont aussi différentiables par rapport à t.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un premier résultat principal concernant l’exis-

tence et l’unicité des solutions intégrales.

Théorème 4.1 [30]. Supposons que les hypothèses (H3.1), (H4.1), (H4.2) et (H4.3) sont

satisfaites, alors, pour ϕ ∈ B telle que G(0, ϕ) ∈ D(A), l’équation (4.1) admet une solution

intégrale globale unique x(., ϕ) définie sur ]−∞,+∞[.

Preuve. Soit a > 0 et C([0, a] ;E) l’espace des fonctions continues de [0, a] dans E muni de

la topologie de la convergence uniforme. Soit ϕ ∈ B telle que G(0, ϕ) ∈ D(A). Considérons le

sous-ensemble fermé non vide Za(ϕ) de C([0, a] ;E) défini par

Za(ϕ) := {u ∈ C([0, a] ;E) :u(0) = ϕ(0)} .
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Pour u ∈ Za(ϕ), nous définissons ũ : ]−∞, a]→ E par

ũ(t) =
{
u(t), t ∈ [0, a] ,
ϕ(t), t ≤ 0.

Posons Ka := max
0≤t≤a

K (t) . En vertu de la condition (H4.2) et de l’axiome (A1), s 7→ F (s, ũs)

est continue sur [0, a]. De plus, la proposition 2.3 assure que t 7→
∫ t

0 S(t − s)F (s, ũs) ds est

continuement différentiable sur [0, a].

Considérons l’opérateur J : Za(ϕ) −→ Za(ϕ) defini par

(Ju)(t) := G(t, ũt) + S ′(t)G(0, ϕ) + d
dt

∫ t
0 S(t− s) [

∫ s
0 k(s, τ, ũ(τ))dτ ] ds

+ d
dt

∫ t
0 S(t− s)F (s, ũs)ds.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ω̄ ≥ 0. En utilisant les hypothèses, l’axiome

(A− iii) et la proposition 2.3, nous avons pour tous u, v ∈ Za(ϕ) et t ∈ [0, a] :

|(Ju)(t)− (Jv)(t)| ≤ |G(t, ũt)−G(t, ṽt)|+
∣∣∣ d
dt

∫ t
0 S(t− s) [F (s, ũs)− F (s, ṽs)] ds

∣∣∣
+
∣∣∣ d
dt

∫ t
0 S(t− s)

∫ s
0 [k(s, τ, ũ(τ))− k(s, τ, ṽ(τ))] dτds

∣∣∣
≤ α0 ‖ũt − ṽt‖B + M̄eω̄a

∫ t
0 |F (s, ũs)− F (s, ṽs)| ds

+M̄eω̄a
∫ t
0 |
∫ s

0 [k(s, τ, ũ(τ))− k(s, τ, ṽ(τ))] dτ | ds,

soit
|(Ju)(t)− (Jv)(t)| ≤ α0 ‖ũt − ṽt‖B + M̄eω̄aaβ0 sup

0≤s≤t
‖ũs − ṽs‖B

+M̄eω̄aa
∫ t

0 γ0 |ũ(τ)− ṽ(τ)| dτ
≤ α0 ‖ũt − ṽt‖B + M̄eω̄aaβ0 sup

0≤s≤t
‖ũs − ṽs‖B

+M̄eω̄aa2γ0 sup
0≤τ≤t

|ũ(τ)− ṽ(τ)|

≤ (α0Ka + M̄eω̄aaβ0Ka + M̄eω̄aa2γ0) ‖u− v‖∞.

Comme K est continue et α0K(0) < 1, nous pouvons choisir a > 0 assez petit tel que

(α0Ka + M̄eω̄aaβ0Ka + M̄eω̄aa2γ0) < 1.

En conséquence, l’opérateur J est strictement contractant sur Za(ϕ), et le point fixe de J
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donne une solution intégrale unique x(., ϕ) de l’équation (4.1) sur ]−∞, a].

Un raisonnement similaire peut être utilisé dans [a, 2a],...[na, (n+ 1)a] , n ≥ 2, pour conclure

que la solution intégrale existe uniquement sur ]−∞,+∞[ . Ceci compléte la preuve du théo-

rème.

2.2 Existence de solutions strictes

Le théorème suivant affirme que sous des conditions plus restrictives, nous obtenons une

solution stricte unique pour l’équation (4.1). Afin de calculer l’intégrale dans B à partir de

l’intégrale dans E, nous supposons que B est normé et satisfait l’axiome (C1) introduit dans

le chapitre précédent.

Nous avons le résultat suivant :

Pour établir la régularité des solutions intégrales, nous ajoutons l’hypothèse suivante :

(H4.4) G et F sont continuement différentiables et leurs dérivées partielles sont localement Lip-

schitziennes par rapport au deuxième argument, dans le sens que, pour tout ensemble compact

Q ⊂ [0,+∞[×B, il existe une constante η > 0 telle que


‖D1F (t, φ)−D1F (t, ψ)‖ ≤ η ‖φ− ψ‖B ,
‖D2F (t, φ)−D2F (t, ψ)‖ ≤ η ‖φ− ψ‖B ,
‖D1G(t, φ)−D1G(t, ψ)‖ ≤ η ‖φ− ψ‖B ,
‖D2G(t, φ)−D2G(t, ψ)‖ ≤ η ‖φ− ψ‖B ,

(4.10)

pour tous (t, φ), (t, ψ) ∈ Q et t ≥ 0, où D1F , D2F, D1G et D2G désignent les dérivées partielles

par rapport à t et φ. Pour tout a > 0 et quelles que soient x et y deux fonctions vérifiant les

conditions de l’axiome (A), les ensembles {(s, xs) : s ∈ [0, a]} et {(s, ys) : s ∈ [0, a]} sont dans
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un ensemble compact de [0, a]×B. Il résulte de l’hypothèse (H4.4) que


‖D1F (s, xs)−D1F (s, ys)‖ ≤ η ‖xs − ys‖B ,
‖D2F (s, xs)−D2F (s, ys)‖ ≤ η ‖xs − ys‖B ,
‖D1G(s, xs)−D1G(s, ys)‖ ≤ η ‖xs − ys‖B ,
‖D2G(s, xs)−D2G(s, ys)‖ ≤ η ‖xs − ys‖B .

Nous présentons maintenant un résultat principal concernant l’existence des solutions strictes.

Théorème 4.2 [31]. Supposons que B est normé et satisfait l’axiome (C1) et supposons que les

hypothèses (H3.1), (H4.1), (H4.2), (H4.3) et (H4.4) sont vérifiées et que D1k ∈ C(∆×E;E),

alors, pour toute fonction ϕ ∈ B continuement différentiable telle que

ϕ′ ∈ B, G(0, ϕ) ∈ D(A), D2G(0, ϕ)ϕ′ +D1G(0, ϕ) ∈ D(A),

et

D2G(0, ϕ)ϕ′ +D1G(0, ϕ) = AG(0, ϕ) + F (0, ϕ), (4.11)

la solution intégrale de l’équation (4.1) donnée par le théorème 4.1 est une solution stricte.

Preuve. Soit a > 0. D’après le théorème 4.1, nous savons que l’équation (4.1) admet une

solution intégrale unique x := x(., ϕ) qui est l’unique solution de l’équation

G(t, xt) = S ′(t)G(0, ϕ) + d
dt

∫ t
0 S(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d
dt

∫ t
0 S(t− s)F (s, xs)ds, pour t ∈ [0, a]. (4.12)

D’après le lemme 4.2, il suffit de montrer que x est continuement différentiable sur [0, a]. Par

application du corollaire 2.1, la condition G(0, ϕ) ∈ D(A) implique que

S ′(t)G(0, ϕ) = S(t)AG(0, ϕ) + G(0, ϕ).
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Il s’ensuit que l’équation (4.12) peut être écrite sous la forme

G(t, xt) = G(0, ϕ) + S(t)AG(0, ϕ) + d
dt

∫ t
0 S(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d
dt

∫ t
0 S(t− s)F (s, xs)ds.

(4.13)

Considérons le problème suivant :



d

dt
[D1G(t, xt) +D2G(t, xt)yt] = A [D1G(t, xt) +D2G(t, xt)yt]

+k(t, t, x(t)) +
∫ t

0 D1k(t, τ, x(τ))dτ
+D1F (t, xt) +D2F (t, xt) yt, t ∈ [0, a] ,

y0 = ϕ′.

(4.14)

En utilisant le même raisonnement que dans la preuve du théorème 4.1, nous obtenons que

l’équation (4.14) admet une solution intégrale unique y sur ]−∞, a].

Soit w : ]−∞, a]→ E une fonction définie par

w(t) =
{
ϕ(0) +

∫ t
0 y(s) ds, t ∈ [0, a] ,

ϕ(t), t ∈ ]−∞, 0] .

À l’aide du lemme 3.1 nous avons

wt = ϕ+
∫ t

0
ys ds, t ∈ [0, a] . (4.15)

Dans ce qui suit, nous allons prouver que x = w sur ]−∞, a]. Comme dans la preuve du dernier

théorème, nous procédons par étapes en prenant d’abord a > 0 suffisamment petit tel que

α0Ka < 1, ensuite nous utilisons le même raisonnement pour obtenir des résultats similaires

sur [a, 2a] , ..., [na, (n+ 1)a] pour chaque n ≥ 2.

En utilisant la forme intégrale de l’équation (4.14) et les expressions satisfaites par ϕ, nous
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obtenons pour tout t ∈ [0, a] :

∫ t
0 D2G(s, xs)ys ds = −

∫ t
0 D1G(s, xs) ds+ S (t) (AG(0, ϕ) + F (0, ϕ))

+
∫ t
0 S (t− s) k(s, s, x(s)) ds+

∫ t
0 S (t− s)

∫ s
0 D1k(s, τ, x(τ))dτ ds

+
∫ t
0 S (t− s) (D1F (s, xs) +D2F (s, xs) ys) ds.

(4.16)

D’autre part, l’équation (4.15) entraîne que la fonction t 7→ wt est continuement différentiable.

En conséquence, t→
∫ t

0 S (t− s)F (s, ws) ds est aussi continuement différentiable et la formule

suivante est valable pour chaque t ∈ [0, a].

d

dt

∫ t
0 S (t− s)F (s, ws) ds = S (t)F (0, ϕ)

+
∫ t

0 S (t− s) (D1F (s, ws) +D2F (s, ws) ys) ds.

Ainsi, nous avons

S (t)F (0, ϕ) = d

dt

∫ t
0 S (t− s)F (s, ws) ds

−
∫ t

0 S (t− s) (D1F (s, ws) +D2F (s, ws) ys) ds.
(4.17)

Considérons les fonctions z1 et z2 définies sur [0, a] par

z1(t) = G(t, xt) et z2(t) = G(t, wt).

En utilisant la formule (4.13), nous obtenons

z1(t) = G(0, ϕ) + S(t)AG(0, ϕ) + d
dt

∫ t
0 S(t− s)

∫ s
0 k(s, τ, x(τ))dτds

+ d
dt

∫ t
0 S(t− s)F (s, xs)ds.

(4.18)

Comme t→ G(t, wt) est continuement différentiable sur [0, a], la formule suivante est vérifiée.

z2(t) =
∫ t

0
d

ds
G(s, ws) ds+ G(0, ϕ)

=
∫ t

0 (D1G(s, ws) +D2G(s, ws)ys) ds+ G(0, ϕ).
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D’après l’expression (4.16), nous avons

z2(t) =
∫ t
0 (D1G(s, ws)−D1G(s, xs)) ds

+
∫ t

0 (D2G(s, ws)−D2G(s, xs)) ysds
+G(0, ϕ) + S (t) (AG(0, ϕ) + F (0, ϕ))
+
∫ t

0 S (t− s) k(s, s, x(s))ds+
∫ t

0 S (t− s)
∫ s
0 D1k(s, τ, x(τ))dτds

+
∫ t

0 S (t− s) (D1F (s, xs) +D2F (s, xs) ys) ds.

Donc
z1(t)− z2(t) = d

dt

∫ t
0 S (t− s)F (s, xs) ds− S (t)F (0, ϕ)

−
∫ t

0 (D1G(s, ws)−D1G(s, xs)) ds
−
∫ t

0 (D2G(s, ws)−D2G(s, xs)) ysds
−
∫ t

0 S (t− s) (D1F (s, xs) +D2F (s, xs) ys) ds.

L’expression (4.17) donne

z1(t)− z2(t) = d

dt

∫ t
0 S (t− s) (F (s, xs)− F (s, ws)) ds

−
∫ t

0 (D1G(s, ws)−D1G(s, xs)) ds
−
∫ t

0 (D2G(s, ws)−D2G(s, xs)) ysds
+
∫ t

0 S (t− s) (D1F (s, ws)−D1F (s, xs)) ds
+
∫ t

0 S (t− s) (D2F (s, ws)−D2F (s, xs)) ysds.

Par conséquent, nous en déduisons que

|z1(t)− z2(t)| ≤ σ(a)
∫ t

0
‖xs − ws‖B ds,

où σ(a) = M̄eωaβ0 + η + (H + η) d0 + ηd0 + d2
0 et

d0 = max
{

sup
0≤s≤a

‖S(s)‖ , sup
0≤s≤a

‖ys‖B

}
.

Comme x0 = w0 = ϕ, l’axiome (A− iii) implique que

‖xt − wt‖B ≤ Ka sup
0≤s≤t

|x(s)− w(s)| ,
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et nous avons

|x(t)− w(t)| ≤ α0 ‖xt − wt‖B + σ(a)
∫ t

0 ‖xs − ws‖B ds
≤ α0Ka sup

0≤s≤t
|x(s)− w(s)|+ σ(a)

∫ t
0 ‖xs − ws‖B ds.

En conséquence, nous obtenons

‖xt − wt‖B ≤ Ka sup
0≤s≤t

|x(s)− w(s)|

≤ Ka(1− α0Ka)−1σ(a)
∫ t

0 ‖xs − ws‖B ds.

En utilisant le lemme de Gronwall, nous concluons que

‖xt − wt‖B = 0 pour tout t ∈ [0, a] .

D’où x(t) = w(t) pour tout t ∈ ]−∞, a]. En répétant la même procédure dans [a, 2a],...,

[na, (n+ 1)a], nous déduisons que x(t) = w(t) pour tout t ∈ ]−∞,+∞[ . Donc x est conti-

nuement différentiable sur ]−∞,+∞[. En définitive, x est une solution stricte grâce au lemme

4.2. Ceci complète la preuve du théorème.

3 Application

Pour illuster nos résultats précédents, nous considérons l’équation intégro-différentielle fonc-

tionnelle de type neutre et à retard infini suivante :


∂
∂t

[
w(t, ξ)−

∫ 0
−∞G1 (t, θ, w(t+ θ, ξ)) dθ

]
= ∂2

∂ξ2

[
w(t, ξ)−

∫ 0
−∞G1 (t, θ, w(t+ θ, ξ)) dθ

]
+
∫ t

0 G3 (t, s, w(s, ξ)) ds+
∫ 0
−∞G2 (t, θ, w(t+ θ, ξ)) dθ, t ≥ 0, 0 ≤ ξ ≤ 1,

w(t, 0)−
∫ 0
−∞G1 (t, θ, w(t+ θ, 0)) dθ = w(t, 1)−

∫ 0
−∞G1 (t, θ, w(t+ θ, 1)) dθ = 0, t ≥ 0,

w(θ, ξ) = w0(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, 0 ≤ ξ ≤ 1,
(4.19)
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où G1, G2 : [0,+∞[× ]−∞, 0]× IR→ IR, G3 : ∆× IR→ IR et w0 : ]−∞, 0]× [0, 1]→ IR sont

des fonctions continues.

Nous choisissons E := C ([0, 1] ; IR) muni de la topologie de la convergence uniforme et nous

considérons l’opérateur A : D(A) ⊂ E → E défini par

{
D(A) = {y ∈ C2 ([0, 1] , IR) : y(0) = y(1) = 0} ,
Ay = y′′.

Il est bien connu (voir [57]) que l’opérateur A satisfait la condition (H3.1), avec ]0,+∞[ ⊂ ρ(A),∥∥∥(λI − A)−1
∥∥∥ ≤ 1

λ
pour tout λ > 0 et que

D(A) = {y ∈ E : y(0) = y(1) = 0} 6= E.

Pour le choix d’un espace de phase concret B, nous considérons pour une constante positive γ

l’espace standard suivant :

Cγ :=
{
φ : ]−∞, 0]→ E continue telle que lim

θ→−∞
eγθφ(θ) existe dans E

}
.

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.3 ([87] et [111]) Cγ muni de la norme ‖φ‖γ = sup
θ≤0

eγθ |φ(θ)|, φ ∈ Cγ, satisfait les

axiomes (A), (A1), (B) et (C1), avec K(0) = 1.

Nous réécrivons l’équation (4.19) sous une forme abstraite en posant

{
x(t)(ξ) = w(t, ξ), t ∈ IR, ξ ∈ [0, 1] ,
ϕ(θ)(ξ) = w0(θ, ξ), θ ≤ 0, ξ ∈ [0, 1] ,
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et pour tous t ≥ 0, ξ ∈ [0, 1] et φ ∈ Cγ,


G(t, φ)(ξ) =

∫ 0
−∞G1(t, θ, φ(θ)(ξ))dθ,

k(t, s, x(s))(ξ) = G3(t, s, x(s)(ξ)), 0 ≤ s ≤ t,
F (t, φ)(ξ) =

∫ 0
−∞G2(t, θ, φ(θ)(ξ))dθ.

Ainsi, l’équation (4.19) prend la forme abstraite suivante :

{
d
dt
G(t, xt) = AG(t, xt) +

∫ t
0 k(t, τ, x(τ))dτ + F (t, xt), t ≥ 0,

x0 = ϕ ∈ Cγ,
(4.20)

où G : IR+ × Cγ → E est définie par

G(t, φ) = φ(0)−G(t, φ) pour tout (t, φ) ∈ IR+ × Cγ,

Pour étudier l’existence des solutions pour l’équation (4.20), nous faisons les hypothèses sui-

vantes :

(i) Pour tous t ≥ 0, θ ≤ 0 et ζ1, ζ2 ∈ IR

|G1(t, θ, ζ1)−G1(t, θ, ζ2)| ≤ g1(θ) |ζ1 − ζ2|

et

|G2(t, θ, ζ1)−G2(t, θ, ζ2)| ≤ g2(θ) |ζ1 − ζ2|

où g1, g2 sont deux fonctions mesurables positives sur ]−∞, 0] telles que

∫ 0

−∞
e−γθg1(θ)dθ < 1 et

∫ 0

−∞
e−γθg2(θ)dθ <∞.

(ii) lim
θ→−∞

eγθw0(θ, ξ) existe uniformément pour ξ ∈ [0, 1].

(iii) w0(0, .)−
∫ 0
−∞G1(t, θ, w0(θ, .))dθ ∈ D(A).
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(iv) Il existe une constante γ0 > 0 telle que

|G3(t, s, x)−G3(t, s, y)| ≤ γ0 |x− y| pour tous x, y ∈ IR et (t, s) ∈ ∆.

L’hypothèse (i) implique que pour φ1, φ2 ∈ Cγ, nous avons les inégalités suivantes :

sup
0≤ξ≤1

|G(t, φ1)(ξ)−G(t, φ2)(ξ)| ≤
(∫ 0

−∞
e−γθg1(θ)dθ

)
‖φ1 − φ2‖γ et

sup
0≤ξ≤1

|F (t, φ1)(ξ)− F (t, φ2)(ξ)| ≤
(∫ 0

−∞
e−γθg2(θ)dθ

)
‖φ1 − φ2‖γ .

Par conséquent, (H4.1) et (H4.2) sont satisfaites.

L’hypothèse (iii) est vérifiée, par exemple si w0(., 0) = w0(., 1) = 0 et G1(., ., 0) = 0. De plus,

(ii) et (iii) impliquent respectivement que ϕ ∈ Cγ et G(0, ϕ) ∈ D(A).

Il reste à montrer que k satisfait l’hypothèse (H4.3). Le noyau k est une fonction continue de

∆× E dans E. En outre, par l’hypothèse (iv), nous avons pour tous (t, s) ∈ ∆ et x1, x2 ∈ E

|k(t, s, x1)− k(t, s, x2)| = sup
0≤ξ≤1

|G3(t, s, x1(ξ))−G3(t, s, x2(ξ))|

≤ sup
0≤ξ≤1

γ0 |x1(ξ)− x2(ξ)| = γ0 |x1 − x2|,

d’où, k satisfait l’hypothèse (H4.3). Nous concluons que toutes les conditions énoncées dans

le théorème 4.1 sont satisfaites. Cela implique l’existence d’une solution intégrale unique x de

l’équation (4.20).

Pour affirmer que la solution intégrale x de l’équation (4.20) est stricte, nous ajoutons

l’hypothèse suivante :

(v) Pour i = 1 et i = 2, Gi est deux fois continuement différentiable et pour tous t ≥ 0, θ ≤ 0

et ξ ∈ IR : ∣∣∣∣∣ ∂2

∂ζ2Gi(t, θ, x(θ)(ξ))
∣∣∣∣∣ ≤ η̃i(θ) |ξ| et
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∣∣∣∣∣ ∂2

∂t2
Gi(t, θ, x(θ)(ξ))

∣∣∣∣∣ ≤ η̃i(θ) |ξ| ,

où η̃i est une fonction mesurable positive sur ]−∞, 0] telle que

∫ 0

−∞
e−3γθη̃i(θ)dθ <∞.

Par l’hypothèse (v), les fonctions F et G sont de classe C1 et satisfont les relations suivantes

pour φ, ψ ∈ Cγ et ξ ∈ [0, 1] :



D1G(t, φ)(ξ) =
∫ 0
−∞

∂

∂t
G1(t, θ, φ(θ)(ξ))dθ,

D2G(t, φ)(ψ)(ξ) =
∫ 0
−∞

∂

∂ζ
G1(t, θ, φ(θ)(ξ))(ψ)(θ)(ξ)dθ,

D1F (t, φ)(ξ) =
∫ 0
−∞

∂

∂t
G2(t, θ, φ(θ)(ξ))dθ.

D2F (t, φ)(ψ)(ξ) =
∫ 0
−∞

∂

∂ζ
G2(t, θ, φ(θ)(ξ))(ψ)(θ)(ξ)dθ.

Il s’ensuit que les dérivées partielles de F et G sont localement Lipschitziennes par rapport au

deuxième argument dans IR+ × Cγ. En fait, c’est une conséquence de ce qui suit.

∫ 0
−∞

∣∣∣∣∣ ∂∂ζGi(t, θ, φ1(θ)(ξ))(ψ)(θ)(ξ)dθ − ∂

∂ζ
Gi(t, θ, φ2(θ)(ξ))(ψ)(θ)(ξ)

∣∣∣∣∣ dθ
≤
∫ 0
−∞ e

−2γθη̃i(θ)(eγθ |φ1(θ)(ξ)− φ2(θ)(ξ)|)(eγθ |ψ(θ)(ξ)|)dθ
≤
(∫ 0
−∞ e

−2γθη̃i(θ)dθ
)
‖φ1 − φ2‖γ ‖ψ‖γ,

et ∫ 0
−∞

∣∣∣∣∣ ∂∂tGi(t, θ, φ1(θ)(ξ))dθ − ∂

∂t
Gi(t, θ, φ2(θ)(ξ))

∣∣∣∣∣ dθ
≤
∫ 0
−∞ e

−γθη̃i(θ)(eγθ |φ1(θ)(ξ)− φ2(θ)(ξ)|)dθ
≤
(∫ 0
−∞ e

−γθη̃i(θ)dθ
)
‖φ1 − φ2‖γ.

Ce qui montre que (H4.4) est satisfaite.

Nous supposons de plus que
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(vi)
∂

∂θ
w0 ∈ Cγ,w0(0, .)−

∫ 0

−∞
G1 (0, θ, w0(θ, .)) dθ ∈ D(A) et

∂

∂θ
w0(0, .)−

∫ 0

−∞

∂

∂ζ
G1(0, θ, w0(θ, .)) ∂

∂θ
w0(θ, .)dθ ∈ D(A).

La condition ci-dessus est satisfaite si par exemple w0 ∈ C2(]−∞, 0]×[0, 1] ; IR), lim
θ→−∞

eγθ
∂

∂θ
w0(θ, ξ)

existe uniformément pour ξ ∈ [0, 1] et satisfait


∂

∂θ
w0(0, 0)−

∫ 0
−∞

∂

∂ζ
G1(0, θ, w0(θ, 0)) ∂

∂θ
w0(θ, 0)dθ = 0,

∂

∂θ
w0(0, 1)−

∫ 0
−∞

∂

∂ζ
G1(0, θ, w0(θ, 1)) ∂

∂θ
w0(θ, 1)dθ = 0.

De plus, par le théorème de convergence dominée, la fonction

∂

∂θ
w0(0, .)−

∫ 0

−∞

∂

∂ζ
G1(0, θ, w0(θ, .)) ∂

∂θ
w0(θ, .)dθ

est continue sur [0, 1].

La condition (4.11) dans le théorème 4.2 est donnée pour ξ ∈ [0, 1] par la formule suivante :

∂

∂θ
w0(0, ξ)−

∫ 0
−∞

∂

∂ζ
G1(0, θ, w0(θ, ξ)) ∂

∂θ
w0(θ, ξ)dθ

= ∂2

∂ξ2

[
w0(0, ξ)−

∫ 0
−∞G1(0, θ, w0(θ, ξ))dθ

]
+
∫ 0
−∞G2(0, θ, w0(θ, ξ))dθ.

Si de plus D1G3 ∈ C(∆× IR; IR), alors toutes les hypothèses du théorème 4.2 sont satisfaites.

Enfin, nous obtenons que la solution intégrale x de l’équation (4.20) est stricte. Par conséquent,

la fonction w définie par

w(t, ξ) = x(t)(ξ) pour tous t ≥ 0 et ξ ∈ [0, 1]
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est une solution de l’équation (4.19).
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