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Résumé

Ce travail de thèse s’inscrit dans le cadre de la résolution mathématique et numérique
d’un problème inverse de Cauchy, provenant de la modélisation de l’écoulement d’air dans
les poumons. Il s’agit de développer des méthodes permettant d’identifier la pression et
la vitesse d’air dans les poumons, notamment sur les frontières artificielles de l’arbre
bronchique à partir de mesures effectuées sur la partie proximale. Pour cela, nous avons
proposé deux approches à caractère régularisant permettant de remédier au problème d’in-
stabilité sévère que connait ce genre de problèmes inverses. La première approche, basée
sur la technique de décomposition de domaine, vise à reformuler le problème inverse en
un problème de point fixe en introduisant un opérateur du type Steklov-Poincaré. Nous
avons d’abord établi un résultat d’existence et d’unicité du point fixe à l’aide du degré
topologique de Leray-Schauder pour pallier au problème de manque de cœrcivité de tel
opérateur. Ensuite, nous avons proposé un algorithme de point fixe pour résoudre notre
problème. Cette approche nous offre l’opportunité d’exploiter différents algorithmes issus
des méthodes de décomposition de domaine à savoir "Neumann-Neumann" et "Robin-
Robin". Enfin, en utilisant une approximation par la méthode des éléments finis de type
P1Bulle/P1, nous avons présenté plusieurs tests afin de valider cette approche numéri-
quement en discutant la convergence et la stabilité numériques et comparant aussi les
différents algorithmes mis en œuvre. Quant à la deuxième approche, elle vise dans un
premier temps à réécrire notre problème sous forme d’un problème aux limites avec des
conditions du type Robin complexes, dont la solution admet une partie imaginaire nulle.
Nous avons proposé ainsi une formulation en optimisation de ce problème basée sur la
méthode de régularisation de Tikhonov. Puis nous avons établi un résultat d’existence de
la solution du problème d’optimisation obtenue, laquelle nous l’identifions en fonction de
la solution d’un problème d’état adjoint. Nous avons aussi prouvé la convergence d’une
sous-suite de solutions des problèmes régularisés vers la solution du problème de Cau-
chy, quand le niveau du bruit tend vers zéro. Nous avons montré également l’existence
et la convergence des solutions des problèmes régularisés discrets obtenues via une ap-
proximation par éléments finis P1Bulle/P1. Ensuite, nous avons proposé un algorithme de
résolution directe et rapide permettant de produire des solutions numériques convergentes
et stables. Finalement, dans le but de concrétiser les résultats déjà obtenus, nous nous
sommes intéressés à la simulation numérique d’un problème inverse de Cauchy modéli-

13



14 LISTE DES TABLEAUX

sant l’écoulement d’air dans un domaine 2d simulant l’arbre bronchique. Nous avons ainsi
exploité les différentes approches proposées dans cette thèse pour présenter quelques ré-
sultats numériques d’approximation du champ de vitesse et de pression sur les frontières
artificielles de l’arbre bronchique, tout en discutant leur stabilité.



Chapitre 1

Introduction générale

Au cours des cinquante dernières années, les problèmes inverses ont constitué un do-
maine de recherche très actif en analyse mathématiques et en approximation numérique,
alimentés par des applications ayant un impact économique et social important. Par dé-
finition, un problème inverse est un phénomène dont on cherche à identifier les causes à
partir d’un ensemble d’observations expérimentales de ses effets. Ainsi, ce type de pro-
blèmes est l’inverse de celui appelé direct, consistant à déduire les effets, étant donnée
les causes. En effet, prédire l’état futur d’un système physique, en connaissant son état
actuel, est l’exemple type de problèmes directs. Nous pouvons envisager divers problèmes
inverses : par exemple, reconstituer l’état passé d’un système connaissant son état ac-
tuel (si le système est irréversible), ou déterminer des paramètres d’un système, connais-
sant son évolution "problème d’identification de paramètres", ou encore reconstruire des
données sur une partie du bord d’un domaine à partir de mesures observées sur l’autre
partie du bord "problèmes de complétion des données". Ces problèmes inverses sont lar-
gement étudiés en raison de l’intérêt qui s’attache à leurs domaines d’application [28, 58].
Nous citons à titre d’exemple : la sismologie, plus précisément la localisation de l’origine
d’un tremblement de terre à partir de mesures effectuées par plusieurs stations sismiques
réparties sur la surface du globe terrestre. Nous pouvons citer aussi l’amélioration des
techniques d’imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X, ...) ou les méthodes de
prospection pétrolière, la conception des capteurs à l’échelle moléculaire, la prévision des
régimes météorologiques ou l’identification des perméabilités hydrauliques en hydrogéo-
logie, la détermination des constantes de réaction en chimie, l’identification de la forme
d’un obstacle en acoustique sous-marine et le traitement d’image (restauration d’images
floues).

Ce genre de problèmes est mal posé au sens de Hadamard [54]. La notion de problèmes
bien posés a été introduite par Hadamard en 1923. Il s’agit d’un problème dont : la solution
existe, elle est unique et elle dépend continûment des données (stabilité). Ces notions
doivent être précisées par le choix des espaces (et des topologies) dans lesquels les données
et la solution évoluent. Ces trois conditions semblent naturelles pour les problèmes directs.
Mais les problèmes inverses ne vérifient souvent pas l’une ou l’autre de ces conditions.
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Le manque de stabilité est sans doute le plus problématique, en particulier, lorsqu’il
s’agit d’une résolution numérique du problème. Il est ainsi difficile d’approcher de façon
satisfaisante la solution du problème puisqu’en général les données sont bruitées.

Les problèmes de complétion des données font partie des problèmes inverses qui ont
été largement étudiés (voir par exemple [30, 82, 26]). Ce type de problèmes sont régi par
des équations aux dérivées partielles où la donnée sur une partie accessible du bord est
surdéterminée (satisfait assez de conditions), tandis qu’aucune donnée n’est disponible
sur l’autre partie. Ainsi, le but est de reconstruire la donnée manquante sur cette partie.
Ces problèmes dits encore problèmes inverses de Cauchy sont souvent rencontrés dans la
modélisation des problèmes de transfert de la chaleur [60, 5], électroencéphalographie [46],
électrocardiographie [50, 79], hémodynamique [42, 18], géophysique [71], génie civil [55]
et tomographie par impédance électrique [80, 11, 10, 9, 57, 62]. Cette classe de problèmes
inverses présente spécialement un caractère mal posé qui rend leur résolution mathéma-
tique assez délicate du fait que d’une part, les mesures expérimentales ne suffisent pas
pour identifier fidèlement les données manquantes du modèle et d’autre part, il est sou-
vent nécessaire d’ajouter au problème mathématique qui modélise le phénomène physique
des informations à priori ou des contraintes sur la solution, afin de mieux l’identifier. De
plus, la résolution de ces problèmes souffrent souvent d’une instabilité importante de la
solution. En effet, la solution numérique reste très sensible à de faibles perturbations de
ces mesures. Il est donc nécessaire de proposer des approches de résolution numérique
afin d’identifier de façon stable les solutions de ces problèmes. Notamment dans le cas
de données bruitées. Ce qui présente un défi qui attire l’attention des chercheurs, comme
en témoignent les contributions immenses dans la littérature. Elles consistent à proposer
différentes approches théoriques et numériques pour l’étude de cette classe de problèmes.
Plus précisément, de nombreuses méthodes ont été proposées pour la résolution des pro-
blèmes inverses de Cauchy, régis par des équations elliptiques, utilisant des méthodes
itératives [63, 59, 72, 45], la théorie de Steklov-Poincaré [17, 8], les méthodes de régu-
larisation [36, 8], la méthode de régularisation complexe et couplée [33], la méthode des
équations intégrales de surface [19], la méthode quasi-réversibilité [65, 21, 25], la tech-
nique des solutions fondamentales [70, 81] et la méthode des moindres carrés en contrôle
optimal [6, 29, 61, 17].

Ce travail de thèse est consacré à l’étude d’un problème inverse de Cauchy régi par
l’équation de Stokes, modélisant l’écoulement d’air dans l’arbre bronchique. Il s’agit de
reconstruire la solution du problème de Stokes, le couple vitesse-pression sur une partie
du bord (des frontières artificielles inaccessibles) d’un domaine simplifié simulant l’arbre
bronchique, en se basant sur des mesures de vitesse et de pression sur l’autre partie du
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bord (la partie proximale). Cette classe de problèmes est rencontrée dans la modélisation
de l’écoulement d’air dans les poumons [13] ainsi qu’en hémodynamique [42, 18], où il est
possible d’avoir à la fois des mesures de la vitesse et de la pression (ou leurs substituts)
sur la partie accessible du bord (dans une section coronaire, proximale ou d’entrée), alors
qu’il est plus difficile de récupérer des mesures de flux sortant dans la section distale. Ceci
conduit en général aux problèmes de données dits défectueux tels qu’ils ont été examinés
dans [56, 48, 49, 77, 47] en utilisant des formulations en optimisation. Par ailleurs, dif-
férents types de problèmes inverses régis par le système de Stokes ont été étudiés. Ainsi,
différents résultats y sont obtenus et ont été mis en oeuvre. A titre d’exemple, un problème
inverse gouverné par des équations de Stokes en dimension deux a été considéré dans [84].
Il s’agit de déterminer le champ de la vitesse, ou l’une de ces composantes, sur une par-
tie du bord, en introduisant des mesures de pression intérieure supplémentaires. Ensuite,
plusieurs approches ont été proposées pour la résolution de ce type de problèmes. En
particulier, la méthode alternative [14], la technique des solutions fondamentales suggérée
dans [31], et bien d’autres travaux ( voir par exemple [52, 66, 20, 64]).

La première approche de résolution proposée dans ce travail de thèse consiste à déve-
lopper des algorithmes à caractère régularisant, basés sur des méthodes de décomposition
de domaine et une reformulation du problème inverse en un problème de point fixe. Cette
idée a été initialement introduite pour résoudre un problème de Cauchy elliptique dans
[73]. Nous l’avons développé pour résoudre un problème inverse régi par l’équation de
Stokes modélisant l’écoulement d’air dans les poumons. En effet, la méthode de décom-
position du domaine sans recouvrement vise à résoudre un problème aux limites sur un
domaine partagé en deux sous-domaines avec des conditions aux limites d’interface. Ainsi
en pliant le domaine au niveau de l’interface et en faisant coïncider les deux sous-domaines,
le problème se ramène à la résolution d’un problème aux limites avec données abondantes
sur une partie de la frontière et sans aucune donnée sur l’autre partie du bord. Ceci émet
donc l’idée que les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement peuvent
être utilisées pour la résolution du problème inverse de Cauchy. Nous reformulons ainsi
le problème inverse sous forme d’un problème de point fixe en introduisant un opéra-
teur de type Steklov-Poincaré. Cependant, le manque de la coercivité d’un tel opérateur
complique l’étude de l’existence du point fixe. Pour surmonter cette difficulté, nous op-
tons pour le degré topologique de Leray-Schauder [41] afin de montrer l’existence du
point fixe. Ainsi, pour résoudre numériquement ce problème inverse, nous proposons un
algorithme de point fixe, qui permet de reproduire l’algorithme alternatif introduit par
Kozlov-Mazya-Fomin [63]. L’approche proposée peut être alors considérée comme une gé-
néralisation de cet algorithme et offre l’opportunité d’exploiter d’autres algorithmes issus
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des méthodes classiques de la décomposition de domaine [75] pour résoudre ce problème
inverse. Ensuite nous proposons une approximation du problème, en utilisant les différents
algorithmes suggérés, par la méthode des éléments finis du type P1Bulle/P1 [7]. Nous pré-
sentons également une comparaison entre les différents méthodes mises en œuvre en terme
de précision aussi bien qu’en fonction du nombre d’itérations et du temps d’exécution.
Les résultats numériques ainsi obtenus montrent bien l’efficacité de cette approche.

La seconde approche adoptée dans cette thèse vise à développer une méthode de régula-
risation du problème inverse de Cauchy afin de pallier au problème d’instabilité sévère que
connait ce genre de problèmes. Nous nous inspirons ainsi d’une méthode de régularisation
proposée dans [34] pour la résolution d’un problème d’identification d’un terme source.
Cette approche consiste à réécrire toutes les données sur le bord (connues et inconnues)
sous forme de conditions aux limites de type Robin complexes. Le problème de Cauchy
se réduit alors à identifier les données inconnues de telle sorte que la partie imaginaire de
la solution soit égale à zéro sur tout le domaine. Nous proposons ainsi une formulation
d’optimisation du problème basée sur la méthode de régularisation de Tikhonov. Nous
établissons un résultat d’existence de la solution du problème d’optimisation régularisé.
Nous identifions ensuite cette solution en fonction de la solution d’un problème d’état ad-
joint. Nous prouvons également la convergence d’une sous-suite de solutions optimales des
problèmes régularisés vers la solution du problème de Cauchy quand le niveau de bruit
tend vers zéro. Sur le plan numérique, nous utilisons la méthode des éléments finis de
type P1Bulle/P1 pour la discrétisation du problème régularisé. Nous prouvons l’existence
de la solution optimale du problème régularisé discret sans bruit et nous montrons la
convergence d’une sous-suite de solutions optimales discrètes du problème régularisé vers
la solution du problème continu quand le pas de la discrétisation tend vers zéro. Ensuite,
en utilisant la méthode du gradient adjoint, nous proposons un algorithme pour déter-
miner la solution régularisée. Il s’agit d’une résolution directe d’un système linéaire ne
nécessitant aucune itération et rendant la résolution rapide. Enfin, nous donnons quelques
résultats numériques dans le but de confirmer la fiabilité de cette approche à bien produire
des solutions numériques convergentes et stables.

Dans la suite, nous allons décrire brièvement le contenu de cette thèse. Dans le
deuxième chapitre, nous rappelons quelques outils de base et nous présentons quelques
résultats préliminaires essentiels pour ce travail. Nous donnons ainsi quelques résultats
fondamentaux, sur les espaces de Sobolev, les espaces de Lebesgue à valeurs vectorielles
et des injections et des inégalités sur les espaces de Sobolev. Ensuite, nous rappelons
quelques résultats d’existence pour les formulations mixtes, en l’occurrence le cas du pro-
blème de Stokes, aussi bien que l’approximation par la méthode des éléments finis de type
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P1Bulle/P1, qui est la plus appropriée pour résoudre ce type de problèmes. En effet, cet
élément comporte un nombre de degrés de liberté relativement bas tout en donnant une
bonne approximation de la solution. Nous présentons aussi quelques outils de résolution
des problèmes non linéaires via la méthode de point fixe, notamment le degré topologique
de Leray-Schauder.

Le troisième chapitre est consacré à la modélisation de l’appareil respiratoire, plus pré-
cisément l’arbre bronchique qui constitue notre domaine d’application, puisque nous nous
intéressons à un problème inverse de Cauchy modélisant l’écoulement d’air dans les pou-
mons. Nous donnons un aperçu sur la structure de l’arbre bronchique, et sur le mécanisme
des poumons d’une manière générale. Nous rappelons aussi les tests spirométriques qui
sont un outil important dans le diagnostic des pathologies pulmonaires. Nous présentons
finalement notre problème sur un domaine simplifié simulant l’arbre bronchique.

Le quatrième chapitre est dédié à la résolution du problème inverse de Cauchy par une
approche inspirée de la décomposition de domaine, tout en reformulant notre problème
de telle sorte à résoudre une équation de type Steklov-Poincaré. Nous proposons ainsi une
formulation en point fixe équivalente du problème. Nous prouvons l’existence du point fixe
en utilisant le degré topologique de Leray-Shauder [67]. Ensuite, nous proposons un algo-
rithme de point fixe pour la résolution de notre problème. Nous exploitons aussi d’autres
algorithmes dérivées de la décomposition de domaine à savoir "Neumann-Neumann" et
"Robin-Robin". Nous présentons ainsi une comparaison entre les différents algorithmes
en termes de précision et du temps d’exécution. Enfin, nous présentons plusieurs tests
numériques, tout en discutant la stabilité numérique de ces algorithmes et l’influence des
conditions de compatibilité sur la solution obtenue par ces différents algorithmes.

Dans le cinquième chapitre, nous proposons une approche à caractère régularisant
pour la résolution du problème inverse de Cauchy. Nous commençons par reformuler ce
dernier en un problème aux limites avec des conditions de type Robin complexes, dont
la solution admet une partie imaginaire nulle. Ensuite, nous proposons une formulation
en un problème d’optimisation du problème aux limites obtenu. Puis, nous utilisons la
régularisation de Tikhonov pour le problème d’optimisation tout en faisant intervenir des
niveaux de bruit. Nous prouvons l’existence de la solution du problème d’optimisation
ainsi obtenu. Nous l’identifions ensuite en fonction de la solution d’un problème d’état
adjoint et nous montrons la convergence d’une suite de solutions optimales des problèmes
régularisés vers la solution du problème de Cauchy quand le niveau de bruit tend vers
zéro. Sur le plan numérique, nous étudions le problème régularisé discret sans bruit,
nous proposons ainsi l’approximation de ce problème par la méthode des éléments finis
P1Bulle/P1. Nous montrons l’existence de la solution optimale discrète aussi bien que la
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convergence d’une suite de solutions approchées vers la solution du problème continu
quand le pas de la discrétisation tend vers zéro. Nous présentons ensuite un algorithme de
résolution du problème régularisé via la méthode du gradient adjoint. Enfin, nous donnons
quelques résultats numériques montrant l’efficacité de cette approche.

Le dernier chapitre sera consacré à la simulation numérique d’un problème inverse
de Cauchy concret modélisant l’écoulement d’air dans un domaine 2d simulant l’arbre
bronchique. Nous exploitons ainsi les différents algorithmes proposés dans les chapitres
4 et 5, dans le but de présenter quelques résultats numériques du champ de vitesse et
de pression sur les frontières artificielles de l’arbre bronchique, tout en discutant leur
stabilité.

Enfin, nous terminons cette thèse par une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 2

Rappels et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils de base et présentons quelques résul-
tats préliminaires essentiels pour l’étude du problème inverse de Cauchy régi par l’équation
de Stokes. Afin d’étudier la formulation variationnelle de ce problème, il est donc néces-
saire de donner quelques résultats d’analyse vectorielle et de rappeler quelques inégalités
et propriétés sur les espaces de Sobolev vectoriels, ainsi que la condition inf-sup garantis-
sant l’existence et l’unicité de la solution du problème de Stokes. Nous nous intéressons
également à l’approximation numérique du problème, pour cela nous rappelons la mé-
thode des éléments finis du type P1Bulle/P1. Ensuite, nous présentons quelques outils de
résolution des problèmes non linéaires par la méthode de point fixe, notamment le degré
topologique de Leray Schauder.

Dans toute la suite, nous notons par Ω ⊂ Rd(d = 2 ou 3) un ouvert borné de frontière
Γ lipschitzienne.

2.1 Opérateurs différentiels linéaires et formules vec-
torielles

Dans cette section, nous adoptons quelques notations et définitions que nous utiliserons
par la suite.

Soit v = (v1, ..., vd) un champ vectoriel de fonctions définies de Ω à valeurs dans Rd,
on définit les opérateurs différentiels suivants :

— La divergence de v :

div(v) =
d∑
i=1

∂vi
∂xi

.

— La matrice jacobienne de v :

∇v =


∇v1
...
∇vd

 =


∂v1
∂x1

· · · ∂v1
∂xd

· · ·
∂vd
∂x1

· · · ∂vd
∂xd

 .

21
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— Le laplacien de v :

∆v =


∆v1
...

∆vd

 .
— Le tenseur de déformation D(v) :

D(v) = 1
2(∇v + (∇v)t).

où (∇v)t est le transposé de ∇v.
— Soit w = (w1, w2, ..., wd)t une matrice carrée d’ordre d, avec wi = (wi1, wi2, ..., wid),

pour i = 1, 2, ..., d, on définit la divergence de w comme suit :

div(w) = (div(w1), div(w2), ..., div(wd))t.

— Soient U et V deux matrices carrées d’ordre d, on définit le produit scalaire de U
par V comme suit :

U · V =
d∑
i=1

d∑
j=1

Uij Vij.

— On désigne par U : V la trace de la matrice produit de U par V
Nous rappelons maintenant le théorème de la divergence (ou de Gauss-Ostrogradski)

[51].

Théorème 2.1 Si u est une fonction vectorielle de classe C1 définie de Ω à valeurs dans
Rd, alors : ∫

Ω
div(u) dx =

∫
Γ
u · n ds. (2.1)

où n le vecteur normal unitaire à Γ dirigé vers l’extérieur de Ω.

Il existe de nombreuses formes sous lesquelles le théorème de la divergence peut être
présenté. Nous citons ici quelques unes.

Corollaire 2.1 Si le champ de vecteurs u se présente sous la forme particulière :

u = (0, 0, ..., f, 0, ..., 0),

où f est une fonction de classe C1 qui apparaît à la ième composante de u, alors le résultat
précédent s’énonce comme suit :

∫
Ω

∂f

∂xi
dx =

∫
Γ
f ni ds, (2.2)
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où ni est la ième composante de n.

Corollaire 2.2 Soient h une fonction de classe C1 et u une fonction vectorielle de classe
C1 sur Ω, alors :

∫
Ω
h div(u) dx+

∫
Ω
∇h · u dx =

∫
Γ
hu · n ds. (2.3)

La formule de la divergence s’étend au cas vectoriel qui est très utile pour l’étude du
problème de Stokes, sous la forme

Corollaire 2.3 Soient σ est une matrice symétrique d’ordre d et w est un vecteur de d
composantes, alors on a :

∫
Ω

div(σ) · w dx+
∫

Ω
σ : ∇w dx =

∫
Γ
(σ n) · w ds. (2.4)

2.2 Espaces fonctionnels

Nous rappelons des définitions et des propriétés de quelques espaces fonctionnels. Nous
présentons, en particulier, quelques définitions des espaces de Sobolev. Pour cela, nous
commençons par définir les espaces de Lebesgue. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur par exemple, aux références [2, 38, 68].

Les espaces Lp(Ω)

Soit p ∈ [1,+∞[, on définit l’espace Lp(Ω) comme étant l’espace des fonctions mesu-
rables dont la pieme puissance est intégrable, au sens de Lebesgue. L’espace Lp(Ω) muni
de la norme

‖ϕ‖p,Ω =
(∫

Ω
|ϕ|pdx

) 1
p

, (2.5)

est un espace de Banach.
En particulier, pour p = 2, L2(Ω) est l’espace de Hilbert muni de la norme :

‖ϕ‖0,Ω =
(∫

Ω
|ϕ|2dx

) 1
2
, (2.6)

associée au produit scalaire :

(ϕ, ψ)0,Ω =
∫

Ω
ϕ(x)ψ(x)dx. (2.7)
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L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables ϕ, dont la norme :

‖ϕ‖L∞(Ω) = inf
M⊂Ω
mesM=0

sup
x∈Ω\M

|ϕ(x)| ≡ ess sup
x∈Ω
|ϕ(x)|, (2.8)

est finie, où ess sup désigne le borne supérieure essentielle.
L∞(Ω) muni de la norme (2.8) est un espace de Banach.

Notons également par L2
0(Ω) l’espace

L2
0(Ω) = {ϕ ∈ L2(Ω)/

∫
Ω
ϕdx = 0}. (2.9)

Soit u = (u1, ..., ud) une fonction vectorielle de (L2(Ω))d, on définit la norme dans (L2(Ω))d

par :

‖u‖(L2(Ω))d =

√√√√ d∑
i=1
‖ui‖2

L2(Ω).

Soit maintenant u = (uij)1≤i,j≤d une fonction à valeur matricielle de (L2(Ω))d×d, on définit
la norme de u dans (L2(Ω))d×d par

‖u‖(L2(Ω))d×d =

√√√√√ d∑
i=1

d∑
j=1
‖uij‖2

L2(Ω).

Espaces de Sobolev vectoriels

Soit m un entier naturel, on définit l’espace de Sobolev Hm(Ω) par

Hm(Ω) =
{
ϕ ∈ L2(Ω)/Dαϕ ∈ L2(Ω), pour tout |α| ≤ m

}
, (2.10)

où Dα est la dérivée au sens des distributions d’ordre |α| de ϕ.
L’espace de Hilbert Hm(Ω) est muni de la norme :

‖ϕ‖m,Ω =
 ∑
|α|≤m

‖Dαϕ‖2
0,Ω dx

 1
2

. (2.11)

Pour m=1, l’espace de Sobolev (H1(Ω))d est muni de la norme :

‖u‖(H1(Ω))d =
(

d∑
i=1
‖ui‖2

H1(Ω)

) 1
2

,

où u = (u1, ..., ud).
On définit également l’espace (D(Ω))d comme étant l’espace des fonctions vectorielles
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de classe C∞ à support compact dans Ω. Ainsi l’espace (H1
0 (Ω))d est la fermeture de

(D(Ω))d dans l’espace (H1(Ω))d muni de la norme :

‖u‖(H1
0 (Ω))d = ‖∇u‖(L2(Ω))d . (2.12)

Pour Γ0 une partie de Γ de mesure non nulle, on note par (H1
Γ0(Ω))d l’espace des fonctions

de (H1(Ω))d dont la trace sur la partie du bord Γ0 est nulle. Cet espace est aussi muni de
la norme (2.12).
Enfin, on définit l’espace de Sobolev trace suivant :

Λ = (H
1
2
00(Γ0))d = {v|Γ0 / v ∈ (H1(Ω))d, tel que v|Γ\Γ0 = 0},

muni de la norme :
‖η‖Λ = inf

v∈(H1(Ω))d
v|Γ0=η

‖v‖(H1(Ω))d .

(H−
1
2

00 (Γ0))d désigne l’espace duale de (H
1
2
00(Γ0))d.

2.3 Inégalités sur les espaces de Sobolev

L’inégalité de Poincaré [78] joue un rôle fondamental dans l’étude mathématique de
l’équation de Poisson dans un ouvert borné Ω. Dans cette équation, la solution est une
fonction scalaire. En mécanique des fluides, la vitesse est une fonction à valeur vectorielle,
on aura ainsi affaire à d’autres inégalités.

Lemme 2.1 Pour tout u ∈ H1(Ω)d, on a

‖D(u)‖L2(Ω) ≤ ‖∇u‖L2(Ω), (2.13)

‖ div(u)‖L2(Ω) ≤ d ‖∇u‖L2(Ω). (2.14)

Dans le cas des fonctions de (H1
0 (Ω))d, l’inégalité 2.13 est vérifiée dans l’autre sens à

une constante multiplicative près. En effet, pour toute fonction u ∈ (H1
0 (Ω))d, on a

‖∇u‖L2(Ω) ≤
√

2 ‖D(u)‖L2(Ω). (2.15)

Nous énonçons maintenant l’inégalité de Korn, qui généralise l’inégalité précédente à
des fonctions de (H1(Ω))d. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à la référence
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[22].

Proposition 2.1 (Inégalité de Korn)
Il existe une constante CΩ > 0 (qui dépend de Ω) telle que, pour toute fonction u ∈ (H1(Ω))d,
on a

‖u‖2
(H1(Ω))d ≤ CΩ(‖u‖2

L2(Ω) + ‖D(u)‖2
L2(Ω)) (2.16)

Remarque 2.1 Les inégalités (2.15) et (2.16) sont loin d’être triviales. En effet, le terme
gauche ne fait apparaître que les dérivées partielles de u, tandis que le terme droit fait
intervenir des combinaisons linéaires de ses dérivées partielles.

Nous donnons maintenant deux résultats très utiles pour l’étude de l’existence et l’unicité
du problème de Stokes que nous allons énoncer par la suite. Le premier est une conséquence
de l’inégalité de Korn, donné dans le corollaire suivant.

Corollaire 2.4 Si Ω est un ouvert connexe et Γ0 ⊂ Γ une partie de la frontière de mesure
non nulle, il existe une constante CΩ > 0 telle que, pour toute fonction u ∈ (H1

Γ0(Ω))d,
on a

‖u‖H1(Ω)d ≤ CΩ‖D(u)‖L2(Ω). (2.17)

Quant au deuxième, il permet d’écrire une fonction scalaire de carré intégrable comme
étant la divergence d’un champ de vecteurs.

Lemme 2.2 . Il existe une constante C > 0 telle que pour tout p ∈ L2(Ω), il existe
v ∈ H1(Ω)d tel que

div v = p et ‖v‖H1(Ω)d ≤ C ‖p‖L2(Ω) .

De plus, si p vérifie
∫

Ω
p dx = 0 alors on peut prendre v ∈ H1

0 (Ω)d.

2.4 Problème de Stokes et formulation mixte

Nous rappelons que le problème de Stokes vise à déterminer le couple (vitesse,pression)
noté (u, p) solution d’une équation de continuité du mouvement, une équation d’incom-
pressibilité et satisfait des conditions aux limites. Dans ce cas, nous avons affaire à une
formulation mixte. Le terme "mixte" fait référence à la formulation vitesse/pression. Ainsi,
étant données un ouvert borné Ω de frontière lipshitizienne Γ = Γ0∪Γ1 tel que Γ0∩Γ1 = ∅
et deux fonctions f ∈ (L2(Ω))d et g ∈ (L2(Γ1))d. On cherche à identifier (u, p) solution du
problème 

−2µ div(D(u)) +∇p = f dans Ω,
div(u) = 0 dans Ω,
u = 0 sur Γ0,

σ(u)n = g sur Γ1,

(2.18)
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où D(u) est le tenseur de déformation défini par :

D(u) = 1
2(∇u+ (∇u)t),

σ(u) est le tenseur de Cauchy défini par :

σ(u) = 2µD(u)− p I, I est la matrice identité,

Afin d’écrire la formulation variationnelle mixte de (2.18). On suppose que u ∈
(H2(Ω))d est solution de (2.18), en multipliant la première équation de (2.18) par un
champ vectoriel test v ∈ (H1(Ω))d et en intègrant sur Ω, on obtient

−2µ
∫

Ω
div(D(u)) · v dx+

∫
Ω
∇p · v dx =

∫
Ω
f · v dx.

En utilisant les corollaires 2.2 et 2.3, on aura

2µ
∫

Ω
D(u) : ∇v dx− 2µ

∫
∂Ω
D(u)n · v dx−

∫
Ω
p div(v) dx+

∫
∂Ω
p n · v ds =

∫
Ω
f · v dx.

Ce qui nous permet d’obtenir l’équation variationnelle suivante

2µ
∫

Ω
D(u) : D(v) dx−

∫
Ω
p div(v) dx =

∫
Ω
f · v dx+

∫
∂Ω

(σ(u)n) · v ds.

Si on prend la trace de v nulle sur Γ0, on obtient :

2µ
∫

Ω
D(u) : D(v) dx−

∫
Ω
p div(v) dx =

∫
Ω
f · v dx+

∫
Γ1
g · v ds. (2.19)

Ensuite, en multipliant l’équation d’incompressibilité div(u) = 0 par q ∈ L2(Ω) et en
intégrant sur Ω, on aura la forme intégrale suivante

∫
Ω
q div(u) = 0.

Posons maintenant

V := (H1
Γ0(Ω))d et Q := L2

0(Ω).

définissons les formes bilinéaires a : V × V → R et b : V ×Q→ R par :

a(u, v) := 2µ
∫

Ω
D(u) : D(v) dx,

b(v, q) = −
∫

Ω
q div(v) dx,
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et la forme linéaire F : V → R par :

F (v) :=
∫

Ω
f · v dx+

∫
Γ1
g · v ds.

Ainsi, (u, p) ∈ V ×Q est solution du problème variationnel :


Trouver u ∈ V, p ∈ Q tel que
a(u, v) + b(v, p) = F (v) ∀v ∈ V,
b(u, q) = 0 ∀q ∈ Q.

(2.20)

Remarque 2.2 • Si f et g sont assez régulières et Ω un ouvert de bord régulier, on
peut montrer que la solution (u, p) du problème (2.20) est telle que u ∈ (H2(Ω))d

[39]. On aura ainsi l’équivalence entre les problèmes (2.20) et (2.18). Dans le cas
échéant, (u, p) est une solution au sens faible de (2.18).

• Le problème (2.20) est appelé une formulation mixte faible de l’équation de Stokes,
puisque −µ∆u+∇p ∈ L2(Ω)d n’entraîne pas que u ∈ (H2(Ω))d.

• Il est important de chercher la pression p à moyenne nulle ( p ∈ L2
0(Ω)) afin

d’assurer son unicité. Puisque, si p vérifie la première équation de (2.18) alors il
en est de même pour p+cte.

2.5 Existence et unicité de la solution d’une formu-
lation mixte

Nous rappelons tout d’abord le résultat abstrait d’existence et d’unicité d’une formu-
lation mixte. Cette formulation se présente d’une manière générale comme suit :
Soient X et Y deux espaces de Hilbert et

a : X ×X → R, b : Y × Y → R

deux formes bilinéaires. On note respectivement par ‖·‖X , ‖·‖Y la norme sur X (respec-
tivement sur Y ). Les formes a et b sont supposées continues. Etant donné f ∈ X ′ (où X ′

est le dual de X), trouver (u, p) ∈ X × Y solution de
 a(u, v) + b(v, p) = < f, v >X′ ,X ∀v ∈ X
b(u, q) = 0 ∀q ∈ Y,

(2.21)
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où < ·, · >X′ ,X est un crochet de dualité.
Le résultat d’existence et d’unicité de (2.21) se base sur la condition "inf-sup" qui se
traduit par

inf
q∈Y,q 6=0

sup
v∈X,v 6=0

b(v, q)
‖v‖X ‖q‖Y

≥ β. (2.22)

où β est une constante strictement positive. Ainsi, nous avons le résultat suivant

Lemme 2.3 Si les hypothèses suivantes sont satisfaites :

1. La forme a est coercive sur X :

Il existe α > 0 tel que a(v, v) ≥ α ‖v‖2
X ∀v ∈ X. (2.23)

2. La forme b satisfait la condition (2.22).

Alors, le problème (2.21) admet une unique solution (u, p) ∈ X × Y .

En utilisant ce lemme, nous prouvons le théorème suivant

Théorème 2.2 Le problème (2.20) admet une solution unique.

Démonstration
Dans le but, de vérifier les hypothèses du théorème 2.3, notons d’abord ‖ · ‖1 = ‖ · ‖H1(Ω)

et ‖·‖L2(Ω) = ‖ · ‖0. Nous commençons par montrer que la forme bilinéaire a est continue
sur V × V . En effet, pour tout u, v ∈ V , on a

|a(u, v)| = 2µ
∣∣∣∣∫

Ω
D(u) : D(v) dx

∣∣∣∣
, ≤ 2µ

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

d∑
k=1

Dik(u)Dki(v) dx
∣∣∣∣∣ ,

≤ 2µ
d∑
i=1

d∑
k=1

∫
Ω

1
4

∣∣∣∣∣
(
∂ui
∂xk

+ ∂uk
∂xi

)(
∂vk
∂xi

+ ∂vi
∂xk

)
dx

∣∣∣∣∣ ,
≤ µ

2

d∑
i=1

d∑
k=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∂ui∂xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂vk∂xi

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ∂ui∂xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∂vi∂xk

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∂uk∂xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂vk∂xi

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∂uk∂xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∂vi∂xk

∣∣∣∣∣ dx.
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En utilisant l’inégalité de Hölder et le fait que ‖ ∂ui
∂xj
‖0 ≤ ‖∇ui‖0, pour tous i, j on obtient

|a(u, v)| ≤ µ

2

d∑
i=1

d∑
k=1
‖∇ui‖0‖∇vk‖0 + ‖∇uk‖0‖∇vi‖0 + ‖∇ui‖0‖∇vi‖0 + ‖∇uk‖0‖∇vk‖0,

≤ µd
d∑
i=1
‖∇ui‖0‖∇vi‖0 + µ

d∑
i=1
‖∇ui‖0

d∑
k=1
‖∇vk‖0,

≤ µd
d∑
i=1
‖ui‖1‖vi‖1 + µ

d∑
i=1
‖ui‖1

d∑
k=1
‖vk‖1.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on aura

|a(u, v)| ≤ µd

(
d∑
i=1
‖ui‖2

1

) 1
2
(

d∑
i=1
‖vi‖2

1

) 1
2

+ µd

(
d∑

k=1
‖uk‖2

1

) 1
2
(

d∑
k=1
‖vk‖2

1

) 1
2

≤ 2µd‖u‖(H1(Ω))d‖v‖(H1(Ω))d ,

D’où la continuité de a.
Ensuite, montrons que la forme bilinéaire a est cœrcive sur V. Soit u ∈ V , on a

a(u, u) = 2µ
∫

Ω
D(u) : D(u) dx = 2µ

∫
Ω
D(u) ·D(u) dx.

D’après le corollaire 2.4, il existe une constante CΩ > 0 telle que
∫

Ω
D(u) ·D(u) dx = ‖D(u)‖2

L2(Ω) ≥
1
C2

Ω
‖u‖2

(H1(Ω))d .

Donc
a(u, u) ≥ 2µ

C2
Ω
‖u‖2

(H1(Ω))d .

D’où la cœrcivité de a. Montrons maintenant que la forme bilinéaire b est continue sur
V ×Q. Pour cela prenons u ∈ V et q ∈ Q, d’après l’inégalité de Hölder, on aura

|b(u, q)| =
∣∣∣∣∫

Ω
q div(u) dx

∣∣∣∣ ,
≤

d∑
k=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣∂uk∂xk
q dx

∣∣∣∣∣ ,
≤

d∑
k=1

∥∥∥∥∥∂uk∂xk

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

‖q‖L2(Ω).
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

|b(u, q)| ≤
(

d∑
k=1
‖uk‖2

H1(Ω)

) 1
2 √

d ‖q‖L2(Ω) ,

≤
√
d ‖u‖V ‖q‖Q .

D’où b est continue.
Pour conclure, il suffit d’établir que la forme bilinéaire b satisfait la condition "inf-sup".
Soit q ∈ L2(Ω) tel que q 6= 0, on note par q̃ son prolongement par zéro dans un domaine
Lipschitz Ω′, tel que Ω ⊂ Ω′ et de telle sorte que Γ0 ⊂ ∂Ω′.

On définit
q̃Ω′ := 1

mes(Ω′)

∫
Ω′
q̃ dx,

comme
q̃ − q̃Ω′ ∈ L2

0(Ω′) = {ϕ ∈ L2(Ω) /
∫

Ω′
ϕdx = 0},

d’après le lemme 2.2, il existe v′ ∈ H1
0 (Ω′)d et une constante C > 0 tels que

div v′ = q̃Ω′ − q̃ et ‖v′‖H1(Ω′)d ≤ C ‖q̃ − q̃Ω′‖0,Ω′ .

Comme
−
∫

Ω′
(q̃ − q̃Ω′) div(v′) dx = ‖q̃ − q̃Ω′‖2

0,Ω′ ,

alors
−
∫

Ω′
(q̃ − q̃Ω′) div(v′) dx ≥ β0‖v′‖1,Ω′‖q̃ − q̃Ω′‖0,Ω′ .

où β0 = 1
C
.

Posons v := v′|Ω ∈ H1
Γ0(Ω)d, or comme v′|∂Ω′ = 0 alors

∫
Ω′

div(v′) dx = 0.

Ce qui permet d’avoir

b(v, q) = −
∫

Ω
div(v) q dx

= −
∫

Ω′
div(v′)q̃ dx

= −
∫

Ω′
div(v′)(q̃ − q̃Ω′) dx

≥ β0‖v′‖H1(Ω′)d‖q̃ − q̃Ω′‖0,Ω′

≥ β0‖v‖H1(Ω)d‖q̃ − q̃Ω′‖0,Ω.
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De plus
‖q‖0,Ω ≤ ‖q − q̃Ω′‖0,Ω + ‖q̃Ω′‖0,Ω,

puisque

‖q̃Ω′‖2
0,Ω = mes(Ω)

mes(Ω′)2

(∫
Ω′
q̃ dx

)2

= mes(Ω)
mes(Ω′)2

(∫
Ω
q dx

)2

≤ mes(Ω)2

mes(Ω′)2‖q‖
2
0,Ω,

alors (
1− mes(Ω)

mes(Ω′)

)
‖q‖0,Ω ≤ ‖q − q̃Ω′‖0,Ω,

en prenant

λ =
(

1− mes(Ω)
mes(Ω′)

)
β0,

on aura ainsi montré que

b(v, q) ≥ λ‖v‖H1(Ω)d‖q‖0,Ω ∀v ∈ V ∀q ∈ Q.

Ce qui permet de conclure que le problème (2.20) admet une solution unique (u, p) ∈ V ×Q.

�

2.6 Approximation de la formulation mixte

La discrétisation par éléments finis du problème (2.18) consiste à approcher les espaces
V et Q respectivement par les sous espaces Vh et Qh de dimension finie. Puis à considérer
le problème discret


Trouver uh ∈ Vh, ph ∈ Qh tel que
a(uh, vh) + b(vh, ph) = F (vh) ∀vh ∈ Vh,
b(uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh.

(2.24)

D’après le théorème 2.3, le problème (2.24) est bien posé si et seulement si la condition
"inf-sup" est satisfaite dans le cas discret, c’est-à-dire, il existe une constante βh > 0 telle
que

inf
qh∈Qh,qh 6=0

sup
vh∈Vh,vh 6=0

b(vh, qh)
‖v‖Vh ‖q‖Qh

≥ βh. (2.25)
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Figure 2.1 – Élément fini du type P1Bulle/P1

Les approximations des champs de vitesse et de pression (uh, ph) vérifiant cette condition
sont dites compatibles. Ainsi, le choix des éléments finis est contraint au fait que la
condition "inf-sup" (2.25) doit être satisfaite sur les espaces approchés Vh et Qh. Il existe
plusieurs choix possibles, nous optons ici pour l’élément P1Bulle/P1 compatible, illustré
dans la figure 2.1, dit élément mini (voir [7]). La discrétisation de la pression est linéaire
tandis que la vitesse est linéaire mais enrichie par un nœud au centre de l’élément. Chaque
élément fini contient donc 4 degrés de liberté en vitesse uh par composante et 3 en pression
ph dans le cas bidimensionnel. Ce choix est justifié par son faible nombre de degrés de
liberté par rapport à l’élément de Taylor-Hood P2/P1, qui est encore un choix possible. On
considère alors {Th}h une famille de triangulations régulières de Ω̄ telle que Ω̄ =

⋃
T∈Th

T.

On désigne par λ(T )
i , 1 ≤ i ≤ 3 les coordonnées barycentriques associés aux sommets d’un

triangle T . On définit la fonction "bulle" notée b(T ) associée au triangle T par

b(T ) =
3∏
i=1

λ
(T )
i .

La fonction b(T ) est une fonction polynomiale de degré 3 qui s’annule sur les arrêts de T.
On définit l’espace associé à la fonction bulle par

Bh =
{
vh ∈ C(Ω̄); ∀T ∈ Th vh|T = b(T )

}
.

On définit ensuite les espaces fonctionnels discrets

V h
i =

{
vh ∈ C(Ω̄); vh|T ∈ P1 ∀T ∈ Th

}
⊕ Bh pour i = 1, 2 pour d = 2,

où ⊕ désigne la somme directe.

Qh =
{
qh ∈ C(Ω̄); qh|T ∈ P1 ∀T ∈ Th,

∫
Ω
qhdx = 0

}
.
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On note alors
Vh = V h

1 × V h
2 .

Notons que la condition de compatibilité (2.25) est satisfaite pour ces espaces et que
le problème discret (2.24) admet bien une solution unique. Dans la suite, nous allons
introduire la notion de degré topologique qui est un outil puissant de recherche de point
fixe.

2.7 Théorème de point fixe et degrés topologiques

Soit E un espace de Banach et F : E → E une application. On considère le problème
de recherche de point fixe : trouver x tel que

F (x) = x

Nous avons alors le résultat de point fixe Schauder 1930.

Théorème 2.3 Soit W un convexe fermé non vide de E et F : W → W une application
continue telle que F (W ) est relativement compacte dans E. Alors F admet un point fixe :
il existe x ∈ W tel que F (x) = x.

Degré topologique de Brouwer

Soit x0 ∈ Ω ⊂ Rd. Si f : Ω→ R est différentiable en x0, on note par Jf (x0) = det f ′(x0)
le jacobien de f en x0.

Définition 2.1 Soit f ∈ C1(Ω̄). On désigne par

S := {x ∈ Ω; Jf (x) = 0},

l’ensemble des points singuliers de f et on suppose que p 6∈ f(∂Ω)∪f(S). On définit alors
le degré topologique de Brouwer par :

deg(f,Ω, p) =
∑

x∈f−1(p)
sgnJf (x),

où sgnJf (x) est le signe de Jf (x) ; avec deg(f,Ω, p) = 0 si f−1(p) = ∅.

Nous avons alors le résultat cité dans la référence [74], qui rappelle quelques propriétés
du degré topologique de Brouwer.
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Théorème 2.4 Soit f : Ω̄ → Rd une application continue. Si p 6∈ f(∂Ω), alors il existe
un entier deg(f,Ω, p) satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Normalité : deg(I,Ω, p) = 1 si et seulement si p ∈ Ω, où I est l’application identité ;

2. Solvabilité : Si deg(f,Ω, p) 6= 0, alors f(x) = p admet au moins une solution dans
Ω ;

3. Invariance par homotopie : ∀ t ∈ [0, 1] ft : Ω̄→ Rd est continue et p 6∈ ∪
t∈[0,1]

ft(∂Ω),
alors deg(ft,Ω, p) ne dépend pas de t ∈ [0, 1];

4. Additivité : Supposons que Ω1 et Ω2 sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts
de Ω et p 6∈ f(Ω̄\ Ω1 ∪ Ω2). Alors

deg(f,Ω, p) = deg(f,Ω1, p) + deg(f,Ω2, p);

5. deg(f,Ω, p) est constant sur toute composante connexe de Rd\f(∂Ω).

En 1934, Leray et Schauder (cf. [67]) ont généralisé le degré topologique de Brouwer à
des espaces de Banach de dimension infinie. Ainsi, ils ont défini ce qu’on appelle le degré
topologique de Leray-Schauder. Ce résultat est devenu un outil très efficace pour montrer
des résultats d’existence pour différentes équations aux dérivées partielles non linéaires.

Degré topologique de Leray-Schauder

Pour introduire cette notion du degré de Leray-Schauder, nous avons besoin de quelques
résultats et définitions [74].

Lemme 2.4 Soient E un espace de Banach, Ω ⊂ E un ouvert borné et F : Ω̄ 7→ E une
application continue compacte. Alors, pour tout ε > 0, il existe un espace de dimension
finie Mε et une application continue Fε : Ω̄ 7→Mε telle que

‖Fε(x)− F (x)‖ < ε pour tout x ∈ Ω̄.

Définition 2.2 Soient E un espace de Banach, Ω ⊂ E un ouvert borné et F : Ω̄ 7→ E

une application continue compacte. Supposons maintenant que 0 6∈ (I − F )(∂Ω). Alors,
il existe ε0 > 0 tel que pour ε ∈ (0, ε0), le degré de Brouwer deg(I − Fε,Ω ∩Mε, 0) est
bien défini, où Fε et Mε sont définis comme dans le lemme 2.4. Par conséquent, nous
définissons le degré de Leray-Schauder par

deg(I − F,Ω, 0) = deg(I − Fε,Ω ∩Mε, 0).
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Théorème 2.5 Le degré de Leray-Schauder possède les propriétés suivantes :

1. Normalité : deg(I,Ω, 0) = 1 si et seulement si 0 ∈ Ω ;

2. Solvabilité : Si deg(I − F,Ω, 0) 6= 0 alors F (x) = x admet au moins une solution
dans Ω ;

3. Invariance par homotopie : Soit Ft : [0, 1]× Ω̄ 7→ E continu compact et Ft(x) 6= x

pour tout (t, x) ∈ [0, 1]× ∂Ω. Alors deg(I − Ft,Ω, 0) ne dépend pas de t ∈ [0, 1] ;

4. Additivité : Soit Ω1 et Ω2 deux sous-ensembles disjoints ouverts de Ω et

0 6∈ (I − F )(Ω̄\(Ω1 ∪ Ω2)).

Alors
deg(I − F,Ω, 0) = deg(I − F,Ω1, 0) + deg(I − F,Ω2, 0).



Chapitre 3

Modélisation de l’appareil
respiratoire

La modélisation mathématique et numérique des phénomènes rencontrés en pratique
médicale est de plus en plus sollicitée par les chercheurs intervenant dans le secteur de la
santé. En effet, la modélisation peut aider à une meilleure interprétation de ces phéno-
mènes, et permet par conséquent de prendre les mesures adéquates en milieu hospitalier.
Plus précisément, les modèles proposés peuvent aider à développer de nouvelles méthodes
de diagnostic des maladies et de nouvelles techniques thérapeutiques. En particulier, de
tels modèles peuvent aider à une meilleure compréhension du système pulmonaire ainsi
que de ses diverses pathologies. Par exemple, les tests spirométriques sont d’une impor-
tance remarquable dans le diagnostic et le suivi d’un certain nombre de maladies pul-
monaires, notamment celles impliquant des anomalies liées au fonctionnement mécanique
des poumons. Ces tests consistent à décrire l’écoulement d’air dans les poumons.

Dans ce chapitre, nous commençons par présenter certains mécanismes relatifs au fonc-
tionnement des poumons via une lecture structurale de l’appareil respiratoire, ce qui va
constituer le cadre physique de notre problématique. Ensuite, nous décrivons brièvement
le modèle d’écoulement d’air dans les poumons. Nous terminons ce chapitre par présenter
le problème inverse à étudier dans cette thèse.

3.1 Importance du mécanisme des poumons

La respiration est essentiellement un processus mécanique dans lequel les muscles du
thorax et de l’abdomen produisent les pressions nécessaires pour agrandir le poumon de
manière à ce que l’air y soit aspiré. Ces pressions doivent être suffisantes pour s’accorder
mutuellement à la tendance au recul des tissus pulmonaires et thoraciques, comme si vous
gonfliez un ballon. La pression est également nécessaire pour conduire l’air le long des voies
respiratoires pulmonaires, un système de conduits de branchement qui commence à partir
de la bouche et se termine profondément dans les poumons au point où l’air et le sang sont
suffisamment proches pour permettre l’échange d’oxygène et de dioxyde de carbone [16].

37
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Figure 3.1 – Appareil respiratoire [1]

Les propriétés mécaniques des poumons déterminent ainsi la relation entre les pressions
musculaires, les écoulements dans les voies respiratoires et les volumes pulmonaires. La
mécanique des poumons est concernée ainsi par l’étude de ces propriétés, qui nécessitent
tout d’abord une bonne connaissance de l’architecture de l’appareil respiratoire.

Architecture de l’appareil respiratoire

Le système respiratoire regroupe les organes qui permettent d’inspirer et d’expirer l’air
dans le but de fournir d’oxygène (O2) à l’organisme et d’éliminer le dioxyde de carbone
(CO2). Ce système respiratoire est composé des voies respiratoires, appelées également
voies aériennes, qui sont divisées en voies aériennes supérieures et inférieures et com-
prennent les éléments suivants : (voir Figure 3.1)
• Voies aériennes supérieures : cavités nasales, pharynx et larynx.
• Voies aériennes inférieures : trachée, arbre bronchique qui est en fait un réseau

des bronches (bronches souches, bronches lobaires, bronches segmentaires,..., bron-
chioles) et se termine par des alvéoles (voir Figure 3.2).

Fonctionnellement, on distingue deux parties au sein du système respiratoire :
• La zone de conduction d’air, portée par les cavités nasales, le pharynx, le larynx, la
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Figure 3.2 – Ramifications des voies aériennes [24]

trachée et une grande partie de l’arbre bronchique. Cette zone de conduction est à la fois
extra et intra-pulmonaire.

• La zone des échanges gazeux : retrouvée au sein du poumon, à l’extrémité terminale
de l’arbre bronchique, au niveau de zones spécialisées, les alvéoles pulmonaires.

Après cette lecture structurale de l’appareil respiratoire, nous passons aux tests des
fonctions pulmonaires permettant d’examiner les performances du système respiratoire.

Tests des fonctions pulmonaires

La structure aussi bien que les propriétés fonctionnelles du poumon nous permettent
de bien évaluer les performances du système respiratoire. Un moyen de détecter la présence
d’une restriction consiste à effectuer des tests de la fonction pulmonaire. Ces tests sont
d’une importance capitale dans le diagnostic de certaines pathologies pulmonaires reflétant
toute anomalie du comportement mécanique des poumons [16]. Ils consistent à mesurer
le débit et le volume d’air mobilisés au cours d’un cycle respiratoire, où l’on demande à
une personne, après une inspiration lente et maximale, une expiration forcée et complète
suivie d’une inspiration jusqu’à la capacité pulmonaire totale (CPT). Une courbe volume-
débit, correspondant à la courbe paramétrée t → (volume(t), débit(t)) est ainsi obtenue.
Nous signalons qu’une courbe de profil normal est illustrée dans la figure 3.3. Ainsi, un
diagnostic relativement objectif nécessite une étude quantitative : la courbe volume-débit
est comparée à des profils «normaux» provenant d’un large nombre de patients présentant
les mêmes caractéristiques (age, sexe, taille,...). A part l’analyse quantitative, le médecin
réalise également une analyse qualitative de l’allure de la courbe. En effet, de nombreuses
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Figure 3.3 – Courbe volume-débit normale [44]

maladies pulmonaires impliquant des anomalies mécaniques des poumons sont classifiées
en deux catégories appelées obstructives et restrictives avec des courbes volume-débit
présentant des profils différents (voir Figure 3.4).

Les tests des fonctions pulmonaires sont basés sur le processus de respiration. Nous
nous intéressons par la suite à la modélisation de ce processus. Nous allons ainsi identifier
l’écoulement d’air dans les poumons, plus précisément dans l’arbre bronchique.

3.2 Modèle d’écoulement d’air dans les poumons

Lors du processus respiratoire, l’air s’écoule dans les voies aériennes de l’appareil res-
piratoire jusqu’à atteindre les alvéoles pulmonaires. A ce niveau, le modèle le plus connu
et utilisé depuis longtemps est dit le modèle à un compartiment [16].

Modèle linéaire à un compartiment

Il s’agit d’un modèle mathématique plus simple appelé aussi le modèle mono-compartiment
présenté dans ( la Figure 3.5) modélisant le processus de la respiration. En effet, le ballon
représente les tissus élastiques du poumon, tandis que le tube représente l’arbre bron-
chique qui relie le nez et la bouche à la région alvéolaire du poumon. Lors d’un cycle
respiratoire, le volume du compartiment V est lié à la pression alvéolaire Palv et la pres-
sion P exercée par le diaphragme via l’élastance des tissus (notée E). Cela s’exprime par
une équation traduisant l’équilibre élastique du compartiment :

Palv − P = EV (3.1)
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Figure 3.4 – Courbes volume-débit. Les images proviennent de [44]

Par ailleurs, le flux d’air Φ est proportionnel à la différence entre la pression alvéolaire Palv
et la pression atmosphérique au niveau de la bouche P0, où la constante de proportionnalité
n’est rien que la résistance R des tissus pulmonaires à l’écoulement. Elle dépend des
dimensions du tube (le diamètre D et la longueur L) et de la viscosité d’air, en particulier,
plus le tube est long et fin, plus il est difficile de faire passer l’air dedans (voir Figure 3.6).
On peut exprimer cela par une équation, appelée Loi de Poiseuille du nom du médecin
français qui l’a établie en 1844, qui se traduit par :

P0 − Palv = RΦ = R
d

dt
V (3.2)

Notons que la loi (3.2) s’écrit encore explicitement :

P0 − Palv = 8µL
πD4 Φ (3.3)

où µ est la viscosité d’air. On obtient ainsi la loi mécanique du modèle linéaire à un
compartiment tout en combinant les équations (3.1) et (3.2). On écrit alors :

∆P = P0 − P

= EV +R
d

dt
V (3.4)

Notons que chacun des paramètres du modèle, l’élasticité du tissu pulmonaire, la résis-
tance des voies aériennes, aussi bien que le flux d’air ont une vraie signification physique.
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Figure 3.5 – Le modèle à un compartiment [27].

Figure 3.6 – Loi de Poiseuille et flux d’air à travers un conduit cylindrique [27].
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Figure 3.7 – Arbre bronchique reconstruit numériquement [13]

En effet, toute modification de ces paramètres peut entraîner l’apparition d’un certain
nombre de pathologies, dans les limites du modèle ( à titre d’exemple l’asthme peut être
traduit par une augmentation de la résistance des voies aériennes, l’élastance E des tissus
diminue en cas d’emphysème). D’autre part, de tels paramètres sont liés à la vitesse d’air,
le flux correspondant aussi bien qu’à la pression. En effet, cette vitesse et cette pres-
sion dépendent fortement de ce qui se passe au delà de la dixième bifurcation de l’arbre
bronchique, et en particulier du mouvement du diaphragme et de l’élasticité des tissus
pulmonaires. D’où la motivation de ce travail de thèse qui vise à résoudre le problème
inverse consistant à identifier le champ de vitesse et de pression au niveau des extrémités
de l’arbre bronchique à partir de mesures effectuées au niveau de la bouche. Compte tenu
de la complexité du processus dichotomique de l’arbre bronchique qui présente bien des
difficultés pour effectuer des simulations numériques sur l’arbre tout entier, on peut donc
considérer l’écoulement d’air dans un domaine simplifié correspondant à une coupe de
branchements issus de l’arbre bronchique (voir Figure 3.7).

Modèle considéré

Dans cette thèse, nous allons considérer un domaine Ω ∈ Rd,( d = 2 ou 3) simplifié
correspondant à une coupe de branchement de l’arbre bronchique. On note par u la vitesse
et p la pression d’air dans l’arbre bronchique. La frontière de Ω est donnée par

∂Ω = Γ0 ∪ Γl ∪ (∪i=Ni=1 Γi)



44 CHAPITRE 3. MODÉLISATION DE L’APPAREIL RESPIRATOIRE

Figure 3.8 – Schéma simplifié de la modélisation de l’arbre bronchique [44]

où les Γi correspondent aux frontières artificielles, Γ0 désigne la frontière correspondant à
la trachée, et Γl la partie du bord reliant Γ0 aux frontières artificielles Γi pour i = 1, ..., N
(voir Figure 3.8 avec N = 8). L’utilisation de ces frontières vise de manière classique à sim-
plifier ce mécanisme complexe afin de pouvoir le modéliser. Ceci est rencontré également
dans la modélisation du système cardiovasculaire (voir [76, 83]).

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’écoulement d’air dans l’arbre bronchique. Il
est modélisé par les équations de Stokes incompressibles qui s’écrivent sous forme tenso-
rielle comme suit :

Conservation de la quantité de mouvement :
−2µ div(D(u)) +∇p = f dans Ω
Conservation de la masse (incompressibilité) :

div(u) = 0 dans Ω
Conditions aux limites sur Γ
Dirichlet : u = h sur Γ0

Dirichlet : u = 0 sur Γl
Neumann : σ(u)n = g sur Γ0

(3.5)

La première équation décrit la conservation de la quantité de mouvement, tandis que la
deuxième décrit l’incompressibilité du fluide. Le terme µ est le coefficient de viscosité,
qui est supposé constant ( dans le cas d’un fluide newtonien). Le tenseur de déformation
D(u) s’écrit comme suit :

D(u) = 1
2(∇u+ (∇u)t), (3.6)
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Le terme σ(u) désigne le tenseur de Cauchy donné par

σ(u) = 2µD(u)− p I, I le tenseur identité ,

f , g et h sont des fonctions données, et n désigne le vecteur normal à ∂Ω sortant de Ω.

Sur les parois solides du bord ∂Ω, le fluide y adhère et ainsi la vitesse est nulle, ce qui
se traduit par

u = 0 sur Γl. (3.7)

On suppose que nous pouvons mesurer la vitesse sur la partie du bord Γ0.

u = h sur Γ0 (3.8)

On suppose également qu’on peut mesurer le flux de vitesse sur la même partie de la
frontière Γ0

σ(u)n = g sur Γ0, (3.9)

via les conditions aux limites de type Neumann.

Notons enfin qu’il n’y a pas de condition essentielle sur la pression p. On ne peut ainsi
imposer une pression (ou un gradient de pression) que par le biais de la condition (3.9).
Mais il est aussi possible de combiner les deux types de conditions. Il s’agit des conditions
mixtes.

3.3 Problème inverse de Cauchy issu du modèle pul-
monaire considéré

Nous nous intéressons à la résolution d’un problème inverse de Cauchy modélisant
l’écoulement d’air dans l’arbre bronchique régi par les équations de Stokes incompressibles.
Il s’agit d’un problème de complétion des données qui consiste à reconstituer des données
(la vitesse et la pression) sur les frontières artificielles Γi pour i = 1, ..., N à partir de
mesures observées sur l’autre partie du bord Γ0 et Γl( Figure 3.8). Autrement dit, nous
considérons le système suivant : On cherche alors à identifier le champ de vitesse u|Γi , et
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de pression p|Γi sur les frontières artificielles Γi pour i = 1, ..., N solution de



−2µ div(D(u)) +∇p = f dans Ω
div(u) = 0 dans Ω
u = h sur Γ0

σ(u)n = g sur Γ0

u = 0 sur Γl

(3.10)

Les questions que l’on se pose sont classiques dans le domaine des problèmes inverses :
existence, unicité et stabilité des solutions par rapport aux mesures. Nos contributions
s’inscrivent pleinement dans la résolution mathématique et numérique de ce problème
inverse de Cauchy. Il s’agit de développer des méthodes de résolution mathématique et
de la simulation numérique permettant d’identifier la pression et la vitesse d’air sur les
frontières artificielles en se basant sur des mesures effectuées au niveau de la trachée.



Chapitre 4

Étude du problème de Cauchy basée
sur une approche en décomposition

de domaine

Dans ce chapitre, nous proposons une étude du problème inverse de Cauchy basée sur
une approche inspirée de la technique de la décomposition de domaine sans recouvrement.
Cette technique vise à résoudre un problème aux limites sur un domaine partagé en deux
sous-domaines avec des conditions aux limites d’interface. Ainsi en pliant le domaine
au niveau de l’interface et en faisant coïncider les deux sous-domaines, on se ramène à
la résolution d’un problème aux limites avec données abondantes sur une partie de la
frontière et sans aucune donnée sur l’autre partie du bord. Ceci émet donc l’idée que les
méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement peuvent être utilisées pour
la résolution du problème inverse de Cauchy. Nous développons ainsi une méthode de
résolution permettant d’introduire un opérateur de type Steklov-Poincaré et de reformuler
ce problème en un problème de recherche de point fixe. Nous montrons d’abord l’existence
et l’unicité du point fixe à l’aide du degré topologique de Leray-Schauder. Ensuite, nous
proposons un algorithme de point fixe permettant de reproduire l’alternative de Kozlov-
Mazya-Formin KMF[63]. Cette approche nous offre également l’opportunité d’exploiter
d’autres algorithmes issus de la décomposition de domaine pour résoudre notre problème
inverse de Cauchy. Finalement, nous nous intéressons à l’approximation numérique du
problème par la méthode des éléments finis P1Bulle/P1, tout en utilisant des algorithmes
dérivant de la décomposition de domaine de type "Neumann-Neumann" et "Robin-Robin".

4.1 Position du problème inverse

Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné de bord Lipschitzien. On suppose que ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1,

tel que Γ0 ∩ Γ1 = ∅. Nous cherchons à résoudre le problème qui consiste à trouver (u, p)

47
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solution du problème suivant :



−2µ div(D(u)) +∇p = f dans Ω
div(u) = 0 dans Ω
u = h sur Γ0

σ(u)n = g sur Γ0

(4.1)

où f, g et h sont des fonctions données (le cadre fonctionnel sera précisé par la suite).
Il s’agit d’un problème de complétion de données dont les conditions aux limites sur
la partie du bord Γ1 sont inconnues. Nous cherchons alors à les identifier à partir des
conditions aux limites données sur la partie accessible Γ0. Ainsi, afin de reconstruire la
solution sur la partie Γ1, en se basant sur ces données supplémentaires sur Γ0, nous optons
pour une approche inspirée de la technique de la décomposition de domaine. Elle consiste
à dupliquer la solution (u, p) en deux solutions (u1, p1) et (u2, p2) satisfaisant l’équation
de Stokes sur Ω, dont leurs traces coïncident sur Γ1, mais l’une satisfait la condition de
Dirichlet, tandis que l’autre satisfait la condition de Neumann sur Γ0.

Étant donnée une fonction ϕ, on considère le problème qui vise à trouver (u1, p1) et
(u2, p2) solutions respectives des problèmes suivants :



−2µ div(D(u1)) +∇p1 = f dans Ω
div(u1) = 0 dans Ω
u1 = h sur Γ0

u1 = ϕ sur Γ1

(4.2)



−2µ div(D(u2)) +∇p2 = f dans Ω
div(u2) = 0 dans Ω
σ(u2)n = g sur Γ0

u2 = ϕ sur Γ1.

(4.3)

Ainsi, si la condition de transmission suivante est satisfaite pour u1, u2, p1, p2

σ(u1)n = σ(u2)n sur Γ1. (4.4)

Nous aurons que u = u1 = u2 et p = p1 = p2, tel que (u, p) est solution du problème
inverse (4.1), qui est équivalent alors à trouver ϕ tel que (u1(ϕ), p1(ϕ)) et (u2(ϕ), p2(ϕ))
solutions respectives de (4.2) et (4.3) et vérifiant la condition (4.4). Pour ce faire, on peut
écrire u1 et p1 comme une somme de deux contributions :

u1 = H1ϕ+G1f
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p1 = H1p+G1p

tel que (H1ϕ,H1p) est solution de



−2µ div(D(H1ϕ)) +∇H1p = 0 dans Ω
div(H1ϕ) = 0 dans Ω
H1ϕ = 0 sur Γ0

H1ϕ = ϕ sur Γ1

(4.5)

et (G1f,G1p) solution de



−2µ div(D(G1f)) +∇G1p = f dans Ω
div(G1f) = 0 dans Ω
G1f = h sur Γ0

G1f = 0 sur Γ1

(4.6)

De même, On peut écrire u2 et p2 comme suit

u2 = H2ϕ+G2f

p2 = H2p+G2p

avec (H2ϕ,H2p) solution de



−2µ div(D(H2ϕ)) +∇H2p = 0 dans Ω
div(H2ϕ) = 0 dans Ω
σ(H2ϕ)n = 0 sur Γ0

H2ϕ = ϕ sur Γ1

(4.7)

et (G2f,G2p) solution de



−2µ div(D(G2f)) +∇G2p = f dans Ω
div(G2f) = 0 dans Ω
σ(G2f)n = g sur Γ0

G2f = 0 sur Γ1.

(4.8)

Ainsi, en partant de la condition (4.4), on montre que ϕ est solution d’une équation
d’interface, pour un opérateur de type Steklov-Poincaré.
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En effet, d’après (4.4) on a

σ(H1ϕ)n+ σ(G1f)n = σ(H2ϕ)n+ σ(G2f)n,

ce qui entraîne que

σ(H1ϕ)n− σ(H2ϕ)n = σ(G2f)n− σ(G1f)n.

Si, on note par S l’opérateur du type Steklov-Poincaré défini par

Sϕ := σ(H1ϕ)n− σ(H2ϕ)n, (4.9)

et par χ la fonction définie par

χ := σ(G2f)n− σ(G1f)n.

On aura que ϕ est solution de l’équation

Sϕ = χ, sur Γ1 (4.10)

où Sϕ = S1ϕ− S2ϕ avec

Siϕ := σ(Hiϕ)n pour i = 1, 2 (4.11)

S1 et S2 sont dits les opérateurs de Steklov locaux.
Dans la méthode de décomposition de domaine [75], l’opérateur de Steklov s’écrit S = S1 + S2

et donc il est facile de prouver qu’il est coercif et par suite bijectif. Par contre, l’opéra-
teur S défini par (4.9) n’est pas coercif, nous optons ainsi pour le degré topologique de
Leray-Schauder pour montrer l’existence d’une solution de (4.10).

4.2 Résultat d’existence

Dans le but de prouver l’existence de la solution de l’équation du type Steklov-
Poincaré, nous devons tout d’abord montrer quelques propriétés utiles relatives à l’opéra-
teur local de type Steklov-Poincaré Si pour i = 1, 2. Pour cela, nous aurons besoin des
hypothèses de compatibilité sur les données à savoir

f ∈ (L2(Ω))d, h ∈ (H
1
2
00(Γ0))d et g ∈ (H−

1
2

00 (Γ0))d
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Propriétés de l’opérateur local de Steklov-Poincaré

Nous présentons quelques propriétés des opérateurs locaux de type Steklov-Poincaré
énoncées sous forme de lemmes que nous prouvons dans la suite.

Lemme 4.1 Pour i = 1, 2, les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) Il existe deux constantes c1 et c2 strictement positives telles que

c1 ‖ϕ‖
(H

1
2
00(Γ1))d

≤ ‖Hiϕ‖(H1(Ω))d ≤ c2 ‖ϕ‖
(H

1
2
00(Γ1))d

, ∀ϕ ∈ (H
1
2
00(Γ1))d. (4.12)

(ii) L’opérateur Si défini de (H
1
2
00(Γ1))d dans (H−

1
2

00 (Γ1))d est symétrique, continu et
coercif.

Démonstration
On se restreint à montrer le lemme pour i = 1, et en utilisant les mêmes arguments, on ob-
tient le résultat pour i = 2. Pour montrer l’inégalité droite de (4.12), soit ϕ ∈ (H

1
2
00(Γ1))d

alors il existe φ ∈ (H1(Ω))d tel que φ|Γ1 = ϕ et φ|Γ0 = 0, on peut donc écrire

H1ϕ = φ+ u0

où u0 ∈ (H1
0 (Ω))d est solution de la formulation faible de (4.5) :

2µ
∫

Ω
D(u0) : D(v)dx =

∫
Ω
H1p div(v)dx− 2µ

∫
Ω
D(φ) : D(v)dx ∀v ∈ (H1

0 (Ω))d.

Ainsi, en prenant v = u0, il existera une constante cΩ > 0, telle que

2µ
cΩ
‖u0‖2

(H1(Ω))d ≤ 2µd‖φ‖(H1(Ω))d‖u0‖(H1(Ω))d

2µ
cΩ
‖u0‖(H1(Ω))d ≤ 2µd‖φ‖(H1(Ω))d

‖u0‖(H1(Ω))d ≤ c′Ω‖φ‖(H1(Ω))d ,

où c′Ω = cΩ d. Par suite

‖H1ϕ‖(H1(Ω))d = ‖φ+ u0‖(H1(Ω))d

≤ ‖φ‖(H1(Ω))d + ‖u0‖(H1(Ω))d

≤ (1 + cΩ
′)‖φ‖(H1(Ω))d ,

Comme cette inégalité est satisfaite pour tout φ ∈ (H1(Ω))d tel que φ|Γ1 = ϕ et φ|Γ0 = 0,
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alors
‖H1ϕ‖(H1(Ω))d ≤ (1 + cΩ

′) inf
φ∈(H1

Γ0
(Ω))d,φ|Γ1=ϕ

‖φ‖(H1(Ω))d .

Donc
‖H1ϕ‖(H1(Ω))d ≤ c2‖ϕ‖

(H
1
2
00(Γ1))d

,

avec c2 = (1 + cΩ
′).

D’autre part, l’inégalité gauche de (4.12) découle de la définition de la norme dans
(H

1
2
00(Γ1))d, en effet, on a

‖ϕ‖
(H

1
2
00(Γ1))d

= inf
φ∈(H1

Γ0
(Ω))d,φ|Γ1=ϕ

‖φ‖(H1(Ω))d

≤ ‖H1ϕ‖(H1(Ω))d .

Montrons maintenant l’assertion (ii). Puisque l’opérateur Si agit de l’espace Λ = (H
1
2
00(Γ1))d

dans son dual (H−
1
2

00 (Γ1))d, en utilisant le théorème de la divergence [51] et le fait que
(Hiη,Hip), pour i = 1, 2, sont solutions respectives des équations (4.5) et (4.7), on aura
pour tout η, ξ ∈ (H

1
2
00(Γ1))d :

< Siη, ξ > =
∫

Γ1
σ(Hiη)n ξ ds

=
∫

Γ1
2µ div(D(Hiη)) · n ξ −Hip · n ξ ds

si on note par Ri : (H
1
2
00(Γ1))d → (H1

Γ0(Ω))d l’opérateur d’extension qui satisfait Riξ|Γ1 = ξ,
on écrit

< Siη, ξ > =
∫
∂Ω

2µD(Hiη) · nRi ξ ds−
∫
∂Ω
Hip · nRi ξ ds

= 2µ
∫

Ω
D(Hiη) : ∇Ri ξ dx+ 2µ

∫
Ω

div(D(Hiη))Ri ξ dx−
∫

Ω
∇HipRi ξ dx

−
∫

Ω
Hip div(Riξ) dx

= 2µ
∫

Ω
D(Hiη) : D(Riξ) dx

:= a(Hiη,Riξ),

en prenant Riξ = Hiξ, on obtient

< Siη, ξ >= a(Hiη,Hiξ). (4.13)
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Donc, la symétrie de Si découle de la symétrie de la forme bilinéaire a, et on a

< Siϕ, η >≤ ‖Hiϕ‖(H1(Ω))d‖Hiη‖(H1(Ω))d .

D’après l’assertion (i), on aura

< Siϕ, η >≤ c2‖ϕ‖
(H

1
2
00(Γ1))d

‖η‖
(H

1
2
00(Γ1))d

.

Donc
‖Siϕ‖

(H
− 1

2
00 (Γ1))d

≤ c2‖ϕ‖
(H

1
2
00(Γ1))d

.

Donc Si est continu. D’autre part, on a

< Siη, η >≥ α‖Hiη‖2
(H1(Ω))d

où α > 0 est la constante de coercivité de la forme bilinéaire a. En utilisant l’assertion
(i), on obtient

< Siη, η >≥ α c1‖η‖2
(H

1
2
00(Γ1))d

.

Ce qui achève la preuve du lemme.

�

Nous allons par la suite reformuler l’équation (4.10) en un problème de point fixe.

Formulation point fixe du problème 4.10

Notons que l’étude de l’existence de la solution de (4.10) présente des difficultés prove-
nant du fait que l’opérateur S n’est pas coercif (contrairement à ce qui est connu dans le
cadre de la décomposition de domaine). Pour surmonter cette difficulté, nous proposons
une autre formulation point fixe de (4.10). Ainsi, en utilisant le fait que l’opérateur S1 est
coercif, symétrique et continu, alors l’opérateur inverse S−1

1 existe en tant qu’opérateur
continu, ainsi l’équation (4.10) est équivalente à

S−1
1 Sϕ = S−1

1 χ. (4.14)

Donc
S−1

1 (S1 − S2)ϕ = S−1
1 χ. (4.15)

Par suite
ϕ = S−1

1 S2ϕ+ S−1
1 χ, (4.16)
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On note ainsi par F : (H
1
2
00(Γ1))d → (H

1
2
00(Γ1))d l’opérateur défini par

F (ϕ) = S−1
1 S2ϕ+ S−1

1 χ.

Donc, on se ramène à un problème de point fixe qui consiste à trouver ϕ dans (H
1
2
00(Γ1))d

solution de l’équation
F (ϕ) = ϕ. (4.17)

Existence et unicité du point fixe

Pour montrer l’existence du point fixe de (4.17), nous aurons besoin des résultats des
lemmes suivants.

Lemme 4.2 Pour tout ψ ∈ (H−
1
2

00 (Γ1))d, l’opérateur S−1
1 est défini par S−1

1 ψ = ω|Γ1 , où
(ω, q) est la solution de



−2µ div(D(ω)) +∇q = 0 dans Ω,
div(ω) = 0 dans Ω,
ω = 0 sur Γ0,

σ(ω)n = ψ sur Γ1.

(4.18)

De plus, S−1
1 est compact.

Démonstration
Soit ψ ∈ (H−

1
2

00 (Γ1))d, on a

S1ψ = σ(u)n|Γ1 ,

où (u, pu) est la solution de



−2µ div(D(u)) +∇pu = 0 dans Ω,
div(u) = 0 dans Ω,
u = 0 sur Γ0,

u = ψ sur Γ1.

(4.19)

On doit alors prouver que pour tout ψ ∈ (H
1
2
00(Γ1))d

S−1
1 S1ψ = ψ.
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En effet, on a
S−1

1 S1ψ = S−1
1 σ(u)n|Γ1 .

Soit (v, pv) la solution de



−2µ div(D(v)) +∇pv = 0 dans Ω,
div(v) = 0 dans Ω,
v = 0 sur Γ0,

σ(v)n = σ(u)n sur Γ1.

(4.20)

Donc, ω = u− v et pω = pu − pv sont tels que (ω, pω) est solution de



−2µ div(D(ω)) +∇pω = 0 dans Ω,
div(ω) = 0 dans Ω,
ω = 0 sur Γ0,

σ(ω)n = 0 sur Γ1.

(4.21)

Donc
ω = 0 p.p. dans Ω et pω = 0 p.p. dans Ω.

Par conséquent

u = v p.p. dans Ω et pu = pv p.p. dans Ω.

Ce qui implique que
v|Γ1 = u|Γ1 = ψ,

Donc S−1
1 est bien défini en tant que trace de la solution de (4.5) sur Γ1.

Afin de montrer la compacité de S−1
1 , soit (ϕk)k∈N une suite bornée dans (H−

1
2

00 (Γ1))d.
Pour tout élément de (H−

1
2

00 (Γ1))d, on considère (ωk, pk) la solution du problème suivant



−2µ div(D(ωk)) +∇pk = 0 dans Ω,
div(ωk) = 0 dans Ω,
ωk = 0 sur Γ0,

σ(ωk)n = ϕk sur Γ1,

(4.22)
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dont la formulation faible s’écrit

2µ
∫

Ω
D(ωk) : D(v)dx−

∫
Ω
pk div(v)dx =

∫
Γ1
σ(ωk)n vds

=
∫

Γ1
ϕk vds

=< ϕk, v >
(H
− 1

2
00 (Γ1))d,(H

1
2
00(Γ1))d

.

En prenant v = ωk et en utilisant la coercivité de la forme bilinéaire a et la continuité de
l’application trace, il existera une constante c0, telle que

α‖ωk‖2
(H1(Ω))d ≤ c0‖ϕk‖

(H
− 1

2
00 (Γ1))d

‖ωk‖(H1(Ω))d .

Par suite, il existe une constante C > 0, telle que

‖ωk‖(H1(Ω))d ≤ C‖ϕk‖
(H
− 1

2
00 (Γ1))d

. (4.23)

Donc, (ωk)k∈N est uniformément bornée dans (H1(Ω))d, on peut alors extraire une sous-
suite notée encore (ωk)k∈N, telle que

ωk ⇀
k→+∞

ω∗ dans (H1(Ω))d. (4.24)

D’après l’injection compacte de (H1(Ω))d dans (L2(Ω))d, on peut extraire une sous-suite
notée encore (ωk)k∈N, telle que

ωk −→
k→+∞

ω∗ dans (L2(Ω))d.

On peut aussi montrer que (pk)k∈N est une suite bornée dans L2(Ω), en utilisant la for-
mulation faible de (4.22) aussi bien que la condition inf-sup (2.22). En effet, on a

−2µ
∫

Ω
D(ωk) : D(ωk)dx+ < ϕk, ωk >

(H
− 1

2
00 (Γ1))d,(H

1
2
00(Γ1))d

=
∫

Ω
pk div(ωk)dx. (4.25)

Donc

2µ‖ωk‖2
(H1(Ω))d + c0‖ϕk‖

(H
− 1

2
00 (Γ1))d

‖ωk‖(H1(Ω))d ≥ β‖pk‖L2(Ω)‖ωk‖(H1(Ω))d . (4.26)

D’où
‖pk‖L2(Ω) ≤

2µ
β
‖ωk‖(H1(Ω))d + c0

β
‖ϕk‖

(H
− 1

2
00 (Γ1))d

. (4.27)

Ce qui permet d’extraire une sous-suite de (pk)k notée encore (pk)k qui converge faiblement
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dans L2(Ω)
pk ⇀

n→+∞
p∗. (4.28)

Par suite

−2µ div(D(ωk)) +∇pk −→
k→+∞

−2µ div(D(ω∗) +∇p∗ dans (D′(Ω))d,

ceci, puisque pour tout φ ∈ (D(Ω))d, on a

< −2µ div(D(ωk)) +∇pk, φ >= 2µ
∫

Ω
D(ωk) : D(φ)dx−

∫
Ω
pk div φ dx, (4.29)

ainsi, d’après les convergences (4.24) et (4.28), le deuxième terme de l’égalité (4.29)
converge vers

2µ
∫

Ω
D(ω∗) : D(φ)dx−

∫
Ω
p∗ div(φ)dx =< −2µ div(D(ω∗))+∇p∗, φ > ∀φ ∈ (D(Ω))d.

Or
−2µ div(D(ωk)) +∇pk = 0 dans (D′(Ω))d, pour tout k,

Alors, on a
−2µ div(D(ω∗)) +∇p∗ = 0 dans (D′(Ω))d.

Donc
−2µ div(D(ω∗)) +∇p∗ = 0 p.p. dans Ω.

D’autre part, pour tout v ∈ (H1
Γ0(Ω))d, on a

2µ
∫

Ω
D(ωk) : D(v)dx−

∫
Ω
pk div(v)dx = −2µ

∫
Ω

div(D(ωk))vdx+
∫

Ω
∇pkvdx

+ < σ(ωk)n, v >
(H
− 1

2
00 (Γ1))d,(H

1
2
00(Γ1))d

=< ϕk, v >
(H
− 1

2
00 (Γ1))d,(H

1
2
00(Γ1))d

, (4.30)

qui converge vers

2µ
∫

Ω
D(ω∗) : D(v)dx−

∫
Ω
p∗ div(v)dx = −2µ

∫
Ω

div(D(ω∗))vdx+
∫

Ω
∇p∗vdx

+ < σ(ω∗)n, v >
(H
− 1

2
00 (Γ1))d,(H

1
2
00(Γ1))d

=< σ(ω∗)n, v >
(H
− 1

2
00 (Γ1))d,(H

1
2
00(Γ1))d

.
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Alors
ϕk −→

k→+∞
σ(ω∗)n dans (H−

1
2

00 (Γ1))d.

C’est-à-dire que (ϕk)k∈N est une suite convergente dans (H−
1
2

00 (Γ1))d. Donc elle est de
Cauchy dans (H−

1
2

00 (Γ1))d. Pour conclure, il reste à prouver que (ωk|Γ1)k∈N est une suite de
Cauchy dans (H

1
2
00(Γ1))d. Soient j, k ∈ N et (ωj, pj), (ωk, pk) sont respectivement les solu-

tions de (4.22) associées à ϕj et ϕk, en utilisant les mêmes techniques que pour l’inégalité
(4.23), on obtient

‖ωj − ωk‖
(H

1
2
00(Γ1))d

≤ C‖ϕj − ϕk‖
H
− 1

2
00 (Γ1)d

.

Comme (ϕk)k∈N est une suite de Cauchy dans (H−
1
2

00 (Γ1))d, alors (ωk|Γ1)k∈N est une suite
de Cauchy dans (H

1
2
00(Γ1))d qui est un espace complet. Alors, la suite (ωk|Γ1) converge

dans (H
1
2
00(Γ1))d. D’où le résultat.

�

Dans la suite, nous allons montrer l’existence du point fixe de (4.17), pour cela, nous
aurons besoin d’énoncer un résultat d’estimation sur la solution de (4.10) (qui est la
solution de (4.17)) lorsqu’elle existe. Nous avons besoin de montrer que si la solution de
(4.10) existe, elle sera bornée dans (H

1
2
00(Γ1))d. D’abord, nous commençons par rappeler

quelques définitions et propriétés concernant les problèmes mal posés.

Définition 4.1 • Pour tout χ ∈ H−
1
2

00 (Γ1)d, on définit la taille d’incompatibilité µS

associée au problème (4.10) par

µS(χ) = inf
ϕ∈(H

1
2
00(Γ1))d

‖Sϕ− χ‖
(H
− 1

2
00 (Γ1))d

.

• Le problème (4.10) est dit χ-compatible si

µS(χ) = 0.

Nous avons alors le résultat de bornitude de la solution dû à Badeva et Morozov [12].

Lemme 4.3 Le problème (4.10) est χ-compatible, alors sa solution ϕ est bornée dans
(H

1
2
00(Γ1))d.

En se basant sur ce lemme, nous prouvons le résultat d’existence suivant.

Théorème 4.1 Le problème (4.17) admet un point fixe unique dans (H
1
2
00(Γ1))d.
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Démonstration
Notons tout d’abord que si ϕ appartient à une boule, on ne peut pas réussir à montrer que
F (ϕ) appartient à la même boule, alors nous ne pouvons pas utiliser le résultat classique
de Leray-Schauder pour montrer l’existence du point fixe. Pour ce faire, nous optons ici
pour le degré topologique de Leray-Schauder [41]. En effet, pour tout t ∈ [0, 1] on définit
l’opérateur Ft comme suit

Ft : (H
1
2
00(Γ1))d −→ (H

1
2
00(Γ1))d

ϕ̄ 7−→ Ft(ϕ̄) = tS−1
1 S2ϕ̄+ S−1

1 χ.

D’après le lemme 4.1, on a l’opérateur Ft est continu et d’après le lemme 4.2, il est
compact. Aussi, d’après le lemme 4.3, il existe une constante C > 0, telle que

‖ϕ‖
(H

1
2
00(Γ1))d

≤ C.

Pour prouver que Ft admet un point fixe, on considère la boule B définie par

B = {ϕ ∈ (H
1
2
00(Γ1))d / ‖ϕ‖

(H
1
2
00(Γ1))d

≤ R},

avec R = C + 1. Il est clair que l’opérateur n’a pas de point fixe sur ∂B, le bord de B. En
utilisant la notion du degré topologique de Leray-Schauder [41], on a deg[I −Ft, B, 0] est
défini et indépendant de t, où la fonction deg est bien connue comme étant le dégré de
Leray-Schauder et I est l’application identité sur (H

1
2
00(Γ1))d. Puisque F0 admet la solution

triviale
ϕ = S−1

1 χ.

Alors deg[I − F0, B, 0] = 1. Par conséquent deg[I − F1, B, 0] = 1 et il existe alors
ϕ ∈ (H

1
2
00(Γ1))d, tel que F1(ϕ) = ϕ. C’est-à-dire l’opérateur F1 admet un point fixe

à l’intérieur de B. D’où, le problème (4.17) admet un point fixe.

Pour montrer l’unicité du point fixe, si on suppose qu’il existe ϕ1 et ϕ2 dans (H
1
2
00(Γ1))d

distincts tels que
ϕ1 = S−1

1 S2ϕ1 + S−1
1 χ, (4.31)

et
ϕ2 = S−1

1 S2ϕ2 + S−1
1 χ, (4.32)

En soustrayant (4.32) de (4.31), on aura

S2 (ϕ1 − ϕ2) = S1 (ϕ1 − ϕ2)
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C’est-à-dire
σ(H2(ϕ1 − ϕ2))n = σ((H1(ϕ1 − ϕ2))n sur Γ1

où (H1(ϕ1−ϕ2), H1p) et (H2(ϕ1−ϕ2), H2p) sont solutions respectives des problèmes (4.5)
et (4.7) associées à ϕ1−ϕ2. Par suite (H1(ϕ1−ϕ2)−H2(ϕ1−ϕ2), H1p−H2p) est solution
de 

−2µ div(D(u)) +∇p = 0 dans Ω
div(u) = 0 dans Ω
σ(u)n = 0 sur Γ1

u = 0 sur Γ1

(4.33)

alors en utilisant le théorème d’Holmgren [40], on aura

H1(ϕ1 − ϕ2) = H2(ϕ1 − ϕ2) p. p dans Ω (4.34)

H1p = H2p p. p dans Ω (4.35)

Par unicité de la solution des problèmes (4.5) et (4.7), on a (H1(ϕ1−ϕ2), H1p) est solution
de 

−2µ div(D(u)) +∇p = 0 dans Ω
div(u) = 0 dans Ω
σ(u)n = 0 sur Γ0

u = 0 sur Γ0

(4.36)

En appliquant le théorème d’Holmgren encore une fois, on aura

H1(ϕ1 − ϕ2) = 0 p. p dans Ω

par suite
ϕ1 − ϕ2 = 0 sur Γ1

D’où le résultat.

�

Dans la suite, nous entamons la question d’approximation numérique du problème
inverse de Cauchy (4.1), en utilisant un algorithme du point fixe, ainsi que d’autres algo-
rithmes issus de la décomposition de domaine pour l’approximation de ce problème.
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4.3 Approximation numérique de notre problème

Dans cette section, nous allons proposer d’abord un algorithme de point fixe pour
résoudre le problème inverse de Cauchy. Cet algorithme peut être considéré comme une
forme équivalente de l’alternatif KMF [63]. Ensuite, nous exploitons deux types d’algo-
rithmes issus de la décomposition de domaine pour résoudre notre problème (4.1). Ces
approches itératives vont nécessiter la résolution d’une suite de problèmes directs, dont
les solutions seront approchées par la méthode des éléments finis de type P1Bulle/P1.

Algorithme de point fixe

L’algorithme de point fixe consiste tout d’abord à choisir une donnée initiale sur Γ1

ϕ0 ∈ (H
1
2
00(Γ1))d qui satisfait la condition de compatibilité [53] avec la donnée sur Γ̄0∩Γ̄1,

telle que : ∫ µ

0

|ϕ0(A− tτ0(t))− h(A+ tτ1(t))|2
t

dt <∞, (4.37)

où A ∈ Γ̄0 ∩ Γ̄1, 0 < µ < min{meas(Γ0),meas(Γ1)}, τ0(t) et τ1(t) sont respectivement les
vecteurs tangents dans la même direction à Γ0 et Γ1. Puis, à résoudre alternativement les
problèmes bien posés (4.2) et (4.3) de manière itérative, jusqu’à ce que le test d’arrêt soit
satisfait. L’algorithme se résume comme suit

Algorithme 1 1. Étant donné une précision 0 < ε << 1.

2. Pour k = 0, on choisit une donnée initiale ϕ0 ∈ (H
1
2
00(Γ1))2 qui satisfait la condition

de compatibilité (4.37).

3. On calcule χ = σ(G2f)n|Γ1 −σ(G1f)n|Γ1 , où (G1f,G1p) et (G2f,G2p) sont respec-
tivement solutions approchées de (4.6) et (4.8) à calculer.

4. On calcule S−1
1 χ = ω|Γ1 , où (ω, pω) est la solution approchée de



−2µ div(D(v)) +∇pv = 0 dans Ω,
div(v) = 0 dans Ω,
v = 0 sur Γ0,

σ(v)n = χ sur Γ1.

(4.38)
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5. On calcule ψk = S2ϕk = σ(H2ϕk)n, où (H2ϕk, H2pk) est la solution approchée de



−2µ div(D(v)) +∇pv = 0 dans Ω,
div(v) = 0 dans Ω,
σ(v)n = 0 sur Γ0,

v = ϕk sur Γ1.

(4.39)

6. On calcule S−1
1 ψk = uk|Γ1 , où (uk, puk) est la solution approchée de



−2µ div(D(v)) +∇pv = 0 dans Ω,
div(v) = 0 dans Ω,
v = 0 sur Γ0,

σ(v)n = ψk sur Γ1.

(4.40)

7. On calcule F (ϕk) = uk|Γ1 + ω|Γ1 .

8. à l’étape k, si ‖F (ϕk)‖
(H

1
2
00(Γ1))d

≤ ε, aller à 10.

9. On actualise ϕk+1 ← F (ϕk), aller à 5.

10. Fin.

Remarque 4.1 Le résultat d’existence du point fixe peut être vu comme un résultat de
convergence de l’algorithme ci-dessus qui est une forme équivalente de l’algorithme KMF
[63]. Donc, ce résultat de point fixe peut être aussi vu comme un résultat de convergence
de l’algorithme KMF.
L’approche proposée nous donne la possibilité d’exploiter d’autres algorithmes de la dé-
composition de domaine [75] pour résoudre ce problème inverse.

Algorithmes issus de la décomposition de domaine

En se basant sur les algorithmes classiques de la méthode de décomposition de do-
maine [75], nous proposons des algorithmes dérivés de celui de "Neumann-Neumann" et de
"Robin-Robin" pour résoudre ce problème inverse de Cauchy. A ce stade, nous notons que
les algorithmes "Neumann-Neumann" et "Robin-Robin" sont proposés dans des premiers
travaux [4, 3, 69] et ils ont été utilisés dans plusieurs applications [43, 32].

Ces algorithmes nécessitent la résolution des problèmes bien posés suivants : pour une
donnée initiale v(0) de u sur Γ1, qui satisfait la condition de compatibilité (4.37), on
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considère le problème bien posé : trouver (u(2k), p(2k)) solution de

(P (2k))



−2µ div(D(w)) +∇pw = f dans Ω,
div(w) = 0 dans Ω,
σ(w)n = g sur Γ0,

w = v(k) sur Γ1,

(4.41)

et pour v(k+1) = u(k), on considère le problème suivant : trouver (u(2k+1), p(2k+1)) solution
de

(P (2k+1))



−2µ div(D(w)) +∇pw = f dans Ω,
div(w) = 0 dans Ω,
w = h sur Γ0,

σ(w)n = σ(v(k+1))n sur Γ1.

(4.42)

Ainsi, l’algorithme de "Neumann-Neumann", pour résoudre notre problème inverse (4.1),
est résumé comme suit :

Algorithme 2 1. Pour k = 0, on se donne deux coefficients positifs s1, s2, une pré-
cision ε > 0, un paramètre d’accélération θ > 0 et une approximation initiale v(0)

de u sur Γ1 satisfaisant la condition de compatibilité (4.37).

2. Résoudre le problème (P (2k)).

3. Résoudre le problème (P (2k+1)), avec la condition suivante sur Γ1

u(2k+1) = v(k).

4. Résoudre le problème (P (2k)) pour Ψ(2k) satisfaisant la condition suivante sur Γ1

Ψ(2k) = s1σ(u(2k))n− s2σ(u(2k+1))n.

5. Résoudre le problème (P (2k+1)) pour Ψ(2k+1) satisfaisant la condition suivante sur
Γ1.

Ψ(2k+1) = s1σ(u(2k))n− s2σ(u(2k+1))n.

6. Calculer v(k+1) ← v(k) − θ(s1Ψ(2k)
|Γ1
− s2Ψ(2k+1)

|Γ1
), pour k ≥ 1.

7. Si ‖u(2k) − u(2k+1)‖(L2(Γ1))d ≤ ε on arrête. Sinon k ← k + 1 aller à l’étape 2.

Tandis que l’algorithme de Robin-Robin se résume comme suit :

Algorithme 3 1. Choisir deux paramètres d’accélérations positifs γ1 et γ2, tels que
γ1 + γ2 > 0 et se donner une précision ε > 0.
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2. Pour k = 0, choisir une donnée initiale v(0) de u sur Γ1 satisfaisant la condition
de compatibilité (4.37).

3. Résoudre le problème (P (2k)) avec la condition de Robin :

σ(u(2k))n+ γ1u
(2k) = σ(u(2k+1))n+ γ1u

(2k+1) sur Γ1

au lieu de la condition de Dirichlet :

u(2k) = v(k) sur Γ1

4. Résoudre le problème (P (2k+1)) avec la condition de Robin :

σ(u(2k+1))n− γ2u
(2k+1) = σ(u(2k))n− γ2u

(2k) sur Γ1

au lieu de la condition de Neumann :

σ(u(2k+1))n = σ(v(k+1))n sur Γ1

5. Si ‖u(2k) − u(2k+1)‖(L2(Γ1))d ≤ ε, on arrête. Sinon k ← k + 1, aller à l’étape 3.

Dans la suite, nous allons donner quelques résultats numériques montrant l’efficacité de
cette approche proposée, en discutant la qualité d’approximation de la solution, la conver-
gence numérique, aussi bien que la stabilité des différents algorithmes proposés.

4.4 Résultats numériques et discussion

Dans le but de prouver l’efficacité de notre approche, nous présentons quelques résul-
tats numériques obtenus en utilisant l’algorithme du point fixe, qui peut être considéré
comme une forme équivalente de l’alternatif KMF, et les algorithmes dérivés des méthodes
de la décomposition du domaine "Neumann-Neumann" et "Robin-Robin", pour résoudre
ce problème inverse. Notre objectif est de montrer que les algorithmes dérivant de la dé-
composition du domaine nous offrent des alternatifs robustes et efficaces pour la résolution
du problème inverse de Cauchy. Par ailleurs ces algorithmes font intervenir un nombre
de paramètres qui sont à savoir γ1 et γ2 pour l’algorithme "Robin-Robin" et θ, s1 et s2

pour l’algorithme "Neumann-Neumann", dont le choix nécessite une attention particulière.
Ainsi, une analyse de sensibilité d’évolution de l’erreur en fonction de ces paramètres sera
faite dans le but de choisir les meilleurs paramètres.



4.4. RÉSULTATS NUMÉRIQUES ET DISCUSSION 65

Exemples numériques

Exemple 1

Nous supposons que le domaine est rectangulaire Ω =]0, 1[×]0, 1[, dont le bord est
∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, avec Γ0 = Γ01 ∪ Γ02 ∪ Γ03 (Figure 4.1). Dans cet exemple, on cherche à

Figure 4.1 – Domaine Ω.

approcher la solution du problème inverse de Cauchy (4.1) associée aux données suivantes :

• La donnée de Dirichlet sur Γ01, notée par h|Γ01 = (h(1)
01 , h

(2)
01 ), est donnée par :

 h
(1)
01 (x, y) = cosh(x) sinh(0),
h

(2)
01 (x, y) = − cosh(0) sinh(x).

(4.43)

• Les données de Dirichlet et Neumann sur Γ02, notées respectivement par h|Γ02 = (h(1)
02 , h

(2)
02 )

et g|Γ02 = (g(1)
02 , g

(2)
02 ), sont données par :

 h
(1)
02 (x, y) = cosh(1) sinh(y),
h

(2)
02 (x, y) = − cosh(y) sinh(1),

(4.44)


g

(1)
02 (x, y) = µ sinh(x) sinh(y)−

(
y cosh(x)− sinh(1)

2

)
,

g
(2)
02 (x, y) = −µ cosh(x) cosh(y).

(4.45)

• La donnée de Neumann sur Γ03, notée par g|Γ03 = (g(1)
03 , g

(2)
03 ), est donnée par :


g

(1)
03 (x, y) = µ cosh(y) cosh(x),

g
(2)
03 (x, y) = −µ sinh(y) sinh(x)−

(
y cosh(x)− sinh(1)

2

)
.

(4.46)
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• Le terme source sur Ω noté par f = (f1, f2), est donné par :
 f1(x, y) = −2µ cosh(x) sinh(y) + y sinh(x),
f2(x, y) = 2µ cosh(y) sinh(x) + cosh(x),

(4.47)

où µ = 0.1,

Nous visons ainsi à reconstruire le champ de vitesse et de pression sur la partie du
bord Γ1, en utilisant les données ci-dessus qui sont associées à la solution exacte suivante :


ue1(x, y) = cosh(x) sinh(y),
ue2(x, y) = − cosh(y) sinh(x),
pe(x, y) = y cosh(x)− sinh(1)

2 .

(4.48)

Alors, en se basant sur les données (4.43), (4.44), (4.45), (4.46) et (4.47) et en choisissant
une donnée initiale adéquate satisfaisant la condition de compatibilité (4.37), nous pré-
sentons quelques résultats numériques prouvant l’efficacité de l’approche proposée. Dans
les figures 4.2, 4.3 et 4.4, nous présentons les solutions exacte et approchée des deux com-
posantes du champ de vitesse et de la pression. Ces résultats numériques obtenus, par les
algorithmes du point fixe, de "Neumann-Neumann" et de "Robin-Robin" montrent que ces
méthodes donnent de bonnes approximations de la solution. La comparaison entre les

Figure 4.2 – Les solutions exacte et approchée de la première composante de la vitesse
u1.

algorithmes du point fixe, "Neumann-Neumann" et "Robin-Robin" en fonction du nombre
d’itérations et du temps d’exécution est illustrée dans la table 4.1, pour θ = 1.8, s1 = 0.1
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Figure 4.3 – Les solutions exacte et approchée de la deuxième composante de la vitesse
u2.

Figure 4.4 – Les solutions exacte et approchée de la pression p.

et s2 = 1 dans le cas d’algorithme de "Neumann-Neumann" et pour γ1 = 0.3 et γ2 = 0.1
dans le cas d’algorithme de "Robin-Robin". Ce choix optimal de ces paramètres a été ap-
prouvé par une étude de la variation de l’erreur de la vitesse et de la pression en fonction
de ces paramètres. On peut bien constater, en outre de la bonne approximation de la
solution, que ces algorithmes dérivant de la décomposition du domaine offrent une ap-
proche alternative efficace et rapide pour résoudre numériquement le problème inverse de
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Cauchy.

Erreur sur Γ1 Nombre d’itérations Temps d’exécution (s)
Algorithme du point fixe 0.034 64 70.92

Algorithme du Neumann-Neumann 0.035 55 60.11
Algorithme du Robin-Robin 0.031 37 19.5

Table 4.1 – Comparaison entre les algorithmes du point fixe, "Neumann-Neumann" et
"Robin-Robin" h = 1

32 , γ1 = 0.3, γ2 = 0.1

Dans le but de choisir les paramètres adéquats θ, s1, s2, γ1 et γ2 intervenant dans les
algorithmes "Neumann-Neumann" et "Robin-Robin," nous étudions la variation de l’erreur
commise pour la vitesse et la pression. Nous présentons ainsi dans les figures 4.5 et 4.6
l’évolution de l’erreur de la vitesse et de la pression par rapport à s1 et s2 en fixant θ. On

Figure 4.5 – Evolution d’erreur de la vitesse en fonction de s1 et s2 pour θ = 1

constate ainsi que pour une valeur fixée θ = 1, l’algorithme "Neumann-Neumann" converge
pour (s1, s2) appartiennent à l’intervalle [0, 0.2] × [0.6, 1] et diverge ailleurs. A partir de
ces figures, la valeur optimale de (s1, s2) correspondant à l’erreur optimale associée aux
champs de vitesse et de pression est (0.1; 1). Maintenant, en fixant (s1, s2) à sa valeur
optimale, nous faisons varier θ. Nous présentons ainsi dans la figure 4.7 la variation de
l’erreur en fonction de θ, nous pouvons déduire que la valeur optimale est θ = 1.8.

Nous présentons dans les figures 4.8 et 4.9 l’évolution de l’erreur de la vitesse et de la
pression par rapport à γ1 et γ2. Comme nous pouvons le remarquer, l’algorithme "Robin-
Robin" converge pour (γ1, γ2) appartenant à l’intervalle [0.3, 0.6]× [0, 1] et diverge ailleurs.
A partir de ces figures, nous constatons que la valeur optimale de (γ1, γ2) correspondant
à l’erreur optimale associée aux champs de vitesse et de pression est (0.3, 0.1).
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Figure 4.6 – Evolution d’erreur de la pression en fonction de s1 et s2 pour θ = 1

Figure 4.7 – Evolution d’erreur en fonction de θ pour (s1, s2) = (0.1, 1)

Dans la suite, nous allons nous intéresser à la convergence numérique des différents
algorithmes présentés ci-dessus.

Convergence numérique

Dans cette section, nous cherchons à étudier la convergence des solutions en fonction du
pas de la discrétisation. Pour cela, nous résolvons le problème de Cauchy (4.1) en utilisant
les différents algorithmes mentionnés ci-dessus, pour les données (4.43), (4.44), (4.45), (4.46)
et (4.47). Ainsi, en prenant le pas de discrétisation h ∈ {1/16, 1/32, 1/64, 1/128}, on re-
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Figure 4.8 – Evolution d’erreur de vitesse en fonction de γ1 et γ2.

Figure 4.9 – Evolution d’erreur de pression en fonction de γ1 et γ2.

marque que les trois algorithmes sont convergents. Ceci est illustré dans les figures 4.10,
4.11 et 4.12, dans lesquelles nous présentons l’évolution de la solution numérique obtenue
par l’algorithme 1 en fonction du pas de la discrétisation h. Dans les figures 4.13, 4.14 et
4.15, nous présentons également la convergence de la solution obtenue en utilisant l’algo-
rithme 2, et dans les figures 4.16, 4.17 et 4.18, nous illustrons la variation de la solution
numérique obtenue par l’algorithme 3 en fonction du pas de la discrétisation h.



4.4. RÉSULTATS NUMÉRIQUES ET DISCUSSION 71

Des résultats de comparaison des erreurs entre les solutions exacte et approchée pour
les différentes valeurs de h sont illustrés, respectivement pour les trois algorithmes dans
les tables 4.2, 4.3 et 4.4. Nous constatons ainsi que l’erreur décroît en fonction du pas de
la discrétisation.

Figure 4.10 – La solution exacte (composante de la vitesse u1) et la solution approchée
obtenue par la méthode du point fixe pour les différentes valeurs de h.

Figure 4.11 – La solution exacte (composante de la vitesse u2) et la solution approchée
obtenue par la méthode du point fixe pour les différentes valeurs de h.
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Figure 4.12 – La pression exacte et approchée obtenue par la méthode du point fixe pour
les différentes valeurs de h.

Figure 4.13 – La solution exacte (composante de la vitesse u1) et la solution approchée
obtenue par l’algorithme "Neumann-Neumann" pour les différentes valeurs de h.

Nous nous intéressons maintenant à la comparaison entre les différents algorithmes
point fixe, "Neumann-Neumann" et "Robin-Robin" en terme d’évolution de l’erreur des
deux grandeurs vitesse et pression en fonction du nombre d’itérations. Ainsi, nous pré-
sentons dans la figure 4.19 la variation de l’erreur de la composante de la vitesse u1 sur la
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Figure 4.14 – La solution exacte (composante de la vitesse u2) et la solution approchée
obtenue par l’algorithme "Neumann-Neumann" pour les différentes valeurs de h.

Figure 4.15 – La pression exacte et approchée obtenue par l’algorithme "Neumann-
Neumann" pour les différentes valeurs de h.

partie du bord inaccessible Γ1 en fonction du nombre d’itérations, la variation de l’erreur
sur la pression est illustrée dans la figure 4.20.

Cette comparaison nous permet donc de constater que l’algorithme "Robin-Robin" est
le meilleur de point de vue qualité de la solution aussi bien qu’au niveau de la vitesse
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Figure 4.16 – La solution exacte (composante de la vitesse u1) et la solution approchée
obtenue par l’algorithme Robin-Robin pour les différentes valeurs de h.

Figure 4.17 – La solution exacte (composante de la vitesse u2) et la solution approchée
obtenue par l’algorithme Robin-Robin pour les différentes valeurs de h.

d’exécution.

Nous allons par la suite, étudier la question de la stabilité numérique des solutions
obtenues en utilisant les différents algorithmes.
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Figure 4.18 – La pression exacte et approchée obtenue par l’algorithme Robin-Robin
pour les différentes valeurs de h.

h 1/16 1/32 1/64 1/128
Erreur sur la composante de vitesse u1|Γ1 1.84 10−2 8.80 10−3 5.18 10−3 3.50 10−3

Erreur sur la composante de vitesse u2|Γ1 1.51 10−2 1.38 10−2 9.24 10−3 7.91 10−3

Erreur sur la pression p|Γ1 1.89 10−2 1.63 10−2 6.91 10−3 3.75 10−3

Table 4.2 – Les erreurs entre la solution exacte et approchée obtenue par la méthode du
point fixe pour les différentes valeurs du pas de la discrétisation h.

h 1/16 1/32 1/64 1/128
Erreur sur u1|Γ1 4.78 10−2 4.18 10−2 3.30 10−2 3.11 10−2

Erreur sur u2|Γ1 6.63 10−2 3.99 10−2 3.96 10−2 3.07 10−2

Erreur sur p|Γ1 2.07 10−2 1.80 10−2 1.78 10−2 1.65 10−2

Table 4.3 – Les erreurs entre la solution exacte et approchée obtenue par la méthode
Neumann-Neumann pour les différentes valeurs du pas de la discrétisation h.

h 1/16 1/32 1/64 1/128
Erreur sur u1|Γ1 3.55 10−1 3.55 10−2 1.28 10−2 6.07 10−3

Erreur sur u2|Γ1 1.41 10−1 7.12 10−2 2.69 10−2 1.13 10−2

Erreur sur p|Γ1 3.37 10−1 1.08 10−2 8.51 10−3 4.96 10−3

Table 4.4 – Les erreurs entre la solution exacte et approchée obtenue par la méthode de
Robin-Robin pour les différentes valeurs du pas de discrétisation h.

Stabilité numérique

Il est bien connu que les problèmes inverses de Cauchy sont mal posés au sens de
Hadamard [54]. Il est ainsi indispensable d’examiner la stabilité numérique des solutions
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Figure 4.19 – la variation d’erreur de la composante de la vitesse u1 sur Γ1 en fonction
du nombre d’itérations pour les différents algorithmes.

Figure 4.20 – la variation d’erreur de pression p sur Γ1 en fonction du nombre d’itérations
pour les différents algorithmes.

obtenues par les différents algorithmes proposés. Plus précisément, nous allons étudier le
comportement de ces algorithmes en présence de petites perturbations sur les données.
En effet, les données de type Dirichlet et Neumann sur Γ0 sont perturbées pour simuler
des erreurs de mesure telles que
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gδ02 = g02 + δg02 sur Γ02 et h02 = h02 + δh02 sur Γ02,

où δ est le niveau de bruit, δg02 = g02 ∗δ ∗ (2∗rand−1) et δh02 = h02 ∗δ ∗ (2∗rand−1)
sont des bruits gaussiens de moyenne nulle. Ils sont générés par une fonction appropriée
”rand” qui retourne une valeur pseudo-aléatoire choisie par une distribution uniforme sur
[0, 1]. Notons par la suite par (uδ, pδ) la solution du problème inverse perturbé. Afin de
montrer que les approches proposées sont numériquement stables, nous introduisons un
bruit uniformément distribué pour différentes valeurs du niveau δ = 0.025, δ = 0.05 et
δ = 0.1 sur les données correspondant au même exemple présenté dans la section 4.4.
Ensuite, nous allons comparer la solution exacte et la solution approchée associée aux
différents niveaux de bruit δ pour les algorithmes du point fixe, "Neumann-Neumann" et
"Robin-Robin".

Dans les figures 4.21, 4.22 et 4.23, nous présentons la solution exacte, approchée et
perturbée des deux composantes de la vitesse (u1, u2) aussi bien la pression p.

Figure 4.21 – Solution exacte (composante de la vitesse u1), approchée et perturbée
obtenues par l’algorithme du point fixe.

Nous constatons des petites variations de la solution en fonction du niveau de bruit,
mais l’erreur satisfait tout de même l’estimation de stabilité suivante

‖uexacte − uδapprochée‖0,Γ1,d ≤ δ.

Ainsi en utilisant l’algorithme "Neumann-Neumann", pour les valeurs optimales s1 = 0.1,
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Figure 4.22 – Solution exacte (composante de vitesse u2), approchée et perturbée obte-
nues par l’algorithme du point fixe.

Figure 4.23 – Pression exacte, approchée et perturbée obtenues par l’algorithme du point
fixe.

s2 = 0.2 et θ = 1.8, nous présentons dans les figures 4.24, 4.25 et 4.26 les solutions exacte,
approchée et perturbée pour différentes valeurs du niveau de bruit 2.5%, 5%,10%. Ces
figures montrent que l’algorithme "Neumann-Neumann" est stable.

Maintenant, en utilisant l’algorithme "Robin-Robin", pour les valeurs optimales γ1 = 0.3
et γ2 = 0.1, nous présentons dans les figures 4.27, 4.28 et 4.29 les solutions exacte, ap-
prochée et perturbée pour les différentes valeurs des niveaux de bruit 2.5%, 5%,10%. Ces
figures illustrent bien la stabilité de la solution obtenue via l’algorithme Robin-Robin.
Nous constatons à partir de cette analyse que les approches proposées ont les mêmes
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Figure 4.24 – Solution exacte (composante de la vitesse u1), approchée et perturbée
obtenues par l’algorithme "Neumann-Neumann".

Figure 4.25 – Solution exacte (composante de la vitesse u2), approchée et perturbée
obtenues par l’algorithme "Neuamnn-Neumann".

avantages connus de l’algorithme KMF, en l’occurrence le caractère régularisant.
Nous allons maintenant considérer d’autres exemples afin de valider l’efficacité des dif-

férents algorithmes proposés.
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Figure 4.26 – Pression exacte, approchée et perturbée obtenues par l’algorithme
"Neuamnn-Neumann".

Figure 4.27 – Solutions exacte (composante de la vitesse u1), approchée et perturbée
obtenues par l’algorithme "Robin-Robin".

Exemple 2

Dans cette exemple, nous allons considérer encore le domaine rectangulaire (Figure
4.1), et nous cherchons à approcher une solution trigonométrique du problème inverse de
Cauchy (4.1) associée aux données suivantes :
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Figure 4.28 – Solution exacte (composante de la vitesse u2), approchée et perturbée
obtenues par l’algorithme "Robin-Robin".

Figure 4.29 – Pression exacte, approchée et perturbée obtenues par l’algorithme "Robin-
Robin".

• La donnée de Dirichlet sur Γ01, est donnée par :

 h
(1)
01 (x, y) = 0,
h

(2)
01 (x, y) = sin(x).

(4.49)
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• Les données de Dirichlet et Neumann sur Γ02, sont données par : h
(1)
02 (x, y) = − cos(1) sin(y),
h

(2)
02 (x, y) = sin(1) cos(y),

(4.50)

 g
(1)
02 (x, y) = µ(sin(x) sin(y))− 2π(cos(2πy)− cos(2πx)),
g

(2)
02 (x, y) = µ(cos(x) cos(y)).

(4.51)

• La donnée de Neumann sur Γ03, est donnée par :
 g

(1)
03 (x, y) = −µ cos(x) cos(y),
g

(2)
03 (x, y) = −µ sin(x) sin(y)− 2π(cos(2πy)− cos(2πx)).

(4.52)

• Le terme source sur Ω est donné par :
 f1(x, y) = −2µ cos(x) sin(y) + 4π2 sin(2πx),
f2(x, y) = 2µ sin(x) cos(y)− 4π2 sin(2πy),

(4.53)

où µ = 0.1,

De même, nous visons à reconstruire le champ de vitesse et de pression sur la partie du
bord Γ1, en utilisant les données ci-dessus qui sont associées à la solution exacte suivante :


ue1(x, y) = − cos(x) sin(y),
ue2(x, y) = sin(x) cos(y),
pe(x, y) = 2π(cos(2πy)− cos(2πx)).

(4.54)

Alors, en se basant sur les données (4.49), (4.50), (4.51), (4.52) et (4.53) et en choisissant
une donnée initiale adéquate satisfaisant la condition de compatibilité (4.37), nous présen-
tons quelques résultats numériques prouvant également l’efficacité de l’approche proposée.
Dans les figures 4.30, 4.31 et 4.32, nous présentons les solutions exacte et approchée des
deux composantes du champ de vitesse et de la pression sur Γ1. Ces résultats numériques
obtenus, par les algorithmes du point fixe, de "Neumann-Neumann" et de "Robin-Robin"
montrent encore que ces méthodes donnent de bonnes approximations de la solution.

Exemple 3

Dans cette exemple, nous allons considérer cette fois-ci un domaine Ω sous la forme
d’une couronne (Figure 4.33), dont le bord est ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, avec Γ0 = Γ01 ∪ Γ02 ∪ Γ03,

tel que
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Figure 4.30 – Les solutions exacte et approchée de la première composante de la vitesse
u1 sur Γ1.

Figure 4.31 – Les solutions exacte et approchée de la deuxième composante de la vitesse
u2 sur Γ1.

Γ01 = {(x, y) ∈ R2/x = t cos(π4 ); y = t sin(π4 ) ; t ∈ [r2, r1]}

Γ02 = {(x, y) ∈ R2/x = r1 cos(θ); y = r1 sin(θ) ; θ ∈ [π4 ,
3π
4 ]}
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Figure 4.32 – Les solutions exacte et approchée de la pression p sur Γ1.

Γ03 = {(x, y) ∈ R2/x = t cos(3π
4 ); y = t sin(3π

4 ) ; t ∈ [r2, r1]}

Γ1 = {(x, y) ∈ R2/x = r2 cos(θ); y = r2 sin(θ) ; θ ∈ [π4 ,
3π
4 ]}

où r1 = 0.4 et r2 = 0.8

Figure 4.33 – Domaine Ω.

Dans cet exemple, nous cherchons à approcher une solution polynomiale du problème
inverse de Cauchy (4.1) associée aux données suivantes :

• La donnée de Dirichlet sur Γ01, est donnée par :

 h
(1)
01 (x, y) = 4y3 − x2,

h
(2)
01 (x, y) = 4x3 + 2xy − 1.

(4.55)
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• Les données de Dirichlet et Neumann sur Γ02, sont données par : h
(1)
02 (x, y) = 4y3 − x2,

h
(2)
02 (x, y) = 4x3 + 2xy − 1,

(4.56)

 g
(1)
02 (x, y) = µ((−2x) ∗N.x+ (12y2) ∗N.y)− (24xy − 12x) ∗N.x,
g

(2)
02 (x, y) = µ ∗ ((12x2 + 2y) ∗N.x+ (2x) ∗N.y)− (24xy − 12x) ∗N.y.

(4.57)

• La donnée de Neumann sur Γ03, est donnée par :
 g

(1)
03 (x, y) = µ((−2x) ∗N.x+ (12y2) ∗N.y)− (24xy − 12x) ∗N.x,
g

(2)
03 (x, y) = µ((12x2 + 2y) ∗N.x+ (2x) ∗N.y)− (24xy − 12x) ∗N.y.

(4.58)

• Le terme source sur Ω est donné par :
 f1(x, y) = −µ(24y − 2) + 24y − 12,
f2(x, y) = −24µx+ 24x,

(4.59)

où µ = 0.01,

Nous visons également à reconstruire le champ de vitesse et de la pression sur la
partie du bord Γ1, en utilisant les données ci-dessus qui sont associées à la solution exacte
suivante : 

ue1(x, y) = 4y3 − x2,

ue2(x, y) = 4x3 + 2xy − 1,
pe(x, y) = 24xy − 12x.

(4.60)

Ainsi, en se basant sur les données (4.55), (4.56), (4.57), (4.58) et (4.59) et en choisissant
une donnée initiale adéquate satisfaisant la condition de compatibilité (4.37), nous pré-
sentons quelques résultats numériques montrant encore l’efficacité de l’approche proposée.
Dans les figures 4.34, 4.35 et 4.36, nous présentons les solutions exacte et approchée des
deux composantes du champ de vitesse et la pression sur Γ1. Ces résultats numériques
obtenus, par les algorithmes du point fixe, de "Neumann-Neumann" et de "Robin-Robin"
montrent que ces méthodes donnent de bonnes approximations de la solution.

Nous constatons pour ces différents exemples que nous obtenons une meilleure ap-
proximation de la solution pour les algorithmes de point fixe et "Robin-Robin".
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Figure 4.34 – Les solutions exacte et approchée de la première composante de la vitesse
u1 sur Γ1.

Figure 4.35 – Les solutions exacte et approchée de la deuxième composante de la vitesse
u2 sur Γ1.

Influence des conditions de compatibilité

Dans cette section, nous nous intéressons à la question d’influence de la condition de
compatibilité (4.37) sur la convergence des algorithmes dans la résolution du problème
inverse de Cauchy. Nous nous limitons à étudier cette influence pour les algorithmes 1 et
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Figure 4.36 – Les solutions exacte et approchée de la pression p sur Γ1.

3 ( puisque ces deux algorithmes donnent la meilleure précision sur la solution ). Pour
cela, nous allons traiter un exemple numérique pour lequel la donnée initiale satisfait la
condition de compatibilité. Ensuite, nous traitons ce même exemple, mais cette fois-ci,
pour une donnée initiale qui ne satisfait pas la condition de compatibilité.

Exemple 4.1 Nous considérons une solution polynomiale de ce problème inverse de Cau-
chy (4.1) associée aux données suivantes :

• La donnée de type Dirichlet sur Γ01 est donnée par :
 h

(1)
01 (x, y) = x2 + 2x,
h

(2)
01 (x, y) = 0.

(4.61)

• Les données de Dirichlet et Neumann sur Γ02 sont respectivement données par :
 h

(1)
02 (x, y) = 3 + y,

h
(2)
02 (x, y) = −4 + y,

(4.62)

 g
(1)
02 (x, y) = 2µx+ 2µ− x− y + 1; ,
g

(2)
02 (x, y) = −2µ y.

(4.63)

• La donnée de Neumann sur Γ03 est donnée par :
 g

(1)
03 (x, y) = µ,

g
(2)
03 (x, y) = −2µx− 2µ− x− y + 1.

(4.64)
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• Le second membre est donné par :
 f1(x, y) = −2µ+ 1,
f2(x, y) = 1,

(4.65)

où µ = 0.1.

La solution exacte associée s’écrit
ue1(x, y) = x2 + 2x+ y,

ue2(x, y) = −2x y − 2 y,
pe(x, y) = x+ y − 1.

(4.66)

Maintenant, en prenant une donnée initiale u0 = (0, 0) pour laquelle la condition de
compatibilité est satisfaite, nous cherchons à reconstruire le champ de vitesse et de pression
sur la partie du bord Γ1, en utilisant les données ci-dessus. Dans les figures 4.37, 4.38 et
4.39, nous présentons les solutions exacte et approchée des composantes de la vitesse
u1|Γ1 , u2|Γ1 et de la pression p|Γ1 obtenues par les algorithmes du point fixe et "Robin-
Robin". Nous constatons que les deux méthodes convergent vers la solution pour cette

Figure 4.37 – Les solutions exacte et approchée u1|Γ1

donnée initiale qui satisfait la condition de compatibilité. Ceci est illustré dans la table 4.5,
où nous présentons les valeurs de l’erreur pour les deux composantes de vitesse u1|Γ1 , u2|Γ1

aussi bien que la pression p|Γ1 , obtenues en utilisant ces algorithmes. Nous considérons
maintenant le même exemple polynomiale avec une donnée initiale u0 = (y2, 1) pour
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Figure 4.38 – Les solutions exacte et approchée u2|Γ1

Figure 4.39 – Les solutions exacte et approchée p|Γ1

laquelle la condition de compatibilité (4.37) n’est plus satisfaite. Les erreurs obtenues pour
les composantes de la vitesse u1|Γ1 , u2|Γ1 et de la pression p|Γ1 , en utilisant les algorithmes
du point fixe et de "Robin-Robin" sont présentés dans la table 4.6.

Nous pouvons conclure à travers les précisions obtenues que les deux algorithmes ne
convergent pas vers la solution. Ces résultats numériques confirment le résultat théo-
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Méthode du point fixe Méthode Robin-Robin
Erreur de la composante de vitesse u1|Γ1 2.28 10−2 4.05 10−2

Erreur de la composante de vitesse u2|Γ1 1.03 10−2 3.06 10−2

Erreur de pression 3.99 10−2 1.84 10−2

Table 4.5 – Les erreurs entre les solutions exacte et approchée pour les deux méthodes
pour h = 1/32.

Méthode du point fixe Méthode "Robin-Robin"
Erreur de la composante de vitesse u1|Γ1 0.96 1.24
Erreur de la composante de vitesse u2|Γ1 1.30 1.04

Erreur de pression 0.92 1.41

Table 4.6 – Les erreurs entre les solutions exacte et approchée pour les deux méthodes
pour h = 1/32.

rique d’existence qui est basée sur la condition de compatibilité, spécifiée comme étant le
minimum de régularité requis pour avoir l’existence de la solution.



Chapitre 5

Approche à caractère régularisant
pour la résolution du problème

inverse de Cauchy

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la résolution du problème inverse de Cau-
chy en utilisant une approche à caractère régularisant. Elle consiste à réécrire toutes les
données sur le bord (connues et inconnues) sous forme de conditions aux limites de type
Robin complexes. Le problème de Cauchy se réduit alors à identifier les données inconnues
de telle sorte que la partie imaginaire de la solution soit égale à zéro sur tout le domaine.
Nous proposons ainsi une formulation d’optimisation du problème basée sur la méthode
de régularisation de Tikhonov. Nous établissons un résultat d’existence de la solution du
problème d’optimisation régularisé. Nous identifions ensuite cette solution en fonction de
la solution d’un problème d’état adjoint. Nous prouvons également la convergence d’une
sous-suite de solutions optimales des problèmes régularisés vers la solution du problème de
Cauchy, quand le niveau de bruit tend vers zéro. Sur le plan numérique, nous utilisons la
méthode des éléments finis de type P1Bulle/P1 pour la discrétisation du problème régula-
risé. Nous prouvons l’existence de la solution optimale du problème régularisé discret sans
bruit et nous montrons la convergence d’une sous-suite de solutions optimales discrètes du
problème régularisé vers la solution du problème continu, quand le pas de la discrétisation
tend vers zéro. Ensuite, en utilisant la méthode du gradient adjoint, nous proposons un
algorithme pour déterminer la solution régularisée. Il s’agit de la résolution directe d’un
système linéaire ne nécessitant aucune itération et rendant la résolution rapide. Enfin,
nous donnons quelques résultats numériques dans le but de confirmer la fiabilité de cette
approche.

5.1 Position et formulation du problème

Soit Ω ⊂ Rd (d = 2 ou 3) un ouvert borné de bord lipschitzien Γ := ∂Ω = Γ1 ∪ Γ0,

où Γ1 ∩ Γ0 = ∅. Notons toujours par n la normale à Γ sortante de Ω. Étant données les

91
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fonctions µ et f définis sur Ω et ψ et κ les données de Cauchy définis sur Γ0, on cherche
à déterminer le couple vitesse et flux sur Γ1 notée par (ϕ, ζ), tel que (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ))
solution de 

−2µ div(D(u)) +∇p = f dans Ω
div(u) = 0 dans Ω
σ(u)n = ψ, u = κ sur Γ0

σ(u)n = ϕ, u = ζ sur Γ1

(5.1)

On note que u est sur-déterminée sur le partie du bord Γ0, en effet deux conditions de
type Dirichlet et Neumann sont imposées sur cette partie, tandis que Γ1 est la partie du
bord inaccessible, sur laquelle on cherche à reconstruire la solution. Pour ce faire, on aura
besoin de quelques notations et hypothèses. On note par

Θ := L2(Ω)d,

Θ0 = {v ∈ L2(Ω) /
∫

Ω
v(x) dx = 0},

ΘΓ0 := (L2(Γ0))d

et
ΘΓ1 := (L2(Γ1))d.

Pour m ∈ N, on désigne par (Hm(Ω))d, l’espace de Sobolev complexe équipé du produit
scalaire ((·, ·))m,Ω,d et de la norme ||| · |||m,Ω,d définis respectivement comme suit :

∀u, v ∈ (Hm(Ω))d ((u, v))m,Ω,d =
d∑
j=1

(uj, v̄j)m,Ω

où v̄j est le conjugué de vj pour j = 1, ..., d.

|||v|||m,Ω,d =
√

((v, v))m,Ω,d.

Notons en particulier par V = (H1(Ω))d, On utilise également les hypothèses suivantes

f ∈ Θ, ψ ∈ ΘΓ0 et κ ∈ ΘΓ0 .

Dans ce qui suit, nous notons par C une constante générique strictement positive, qui
peut avoir différentes valeurs dans différents endroits.

Nous allons proposer une méthode de régularisation qui permet d’obtenir une solution
approchée stable du problème inverse de Stokes (5.1). Elle est basée sur une méthode
qui vise à reformuler le problème inverse en un problème avec des conditions aux limites
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complexes de type Robin.

Formulation complexe du problème de Cauchy

La formulation proposée consiste à combiner les deux conditions au bord Γ0, afin
d’obtenir des conditions aux limites complexes de type Robin. On peut ainsi considérer
le problème aux limites complexe : trouver (ϕ, ζ) défini sur Γ1 tel que (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ))
solution de 

−2µ div(D(u)) +∇p = f dans Ω
div(u) = 0 dans Ω
σ(u)n+ iu = ψ + iκ sur Γ0

σ(u)n+ iu = ϕ+ iζ sur Γ1,

(5.2)

où i est l’unité imaginaire.

Il est clair que si (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ)) est solution de (5.1) telle que (ϕ, ζ) est défini sur Γ1,

alors elle est solution de (5.2). Inversement, soit (u, p) := (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ)) une solution
de (5.2), alors on peut écrire

u = u1 + iu2, (5.3)

p = p1 + ip2, (5.4)

où (u1, p1) et (u2, p2) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de (u, p), qui
sont respectivement solutions de



−2µ div(D(u1)) +∇p1 = f dans Ω
div(u1) = 0 dans Ω
σ(u1)n− u2 = ψ sur Γ0

σ(u1)n− u2 = ϕ sur Γ1

(5.5)



−2µ div(D(u2)) +∇p2 = 0 dans Ω
div(u2) = 0 dans Ω
σ(u2)n+ u1 = κ sur Γ0

σ(u2)n+ u1 = ζ sur Γ1.

(5.6)

Ainsi, si u2 = 0 et p2 = 0 dans Ω alors σ(u2)n = 0 sur Γ, alors d’après les problèmes aux
limites (5.5)-(5.6), on obtient que (ϕ, ζ) est solution de (5.1) associée à (u1, p1). On peut
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alors reformuler le problème de Cauchy (5.1) comme suit :


trouver (ϕ, ζ) défini sur Γ1 tel que la solution (u, p) du problème (5.2) satisfait
u2 = 0, p2 = 0 dans Ω
où (u2, p2) est la partie imaginaire de (u, p).

(5.7)

Formulation en optimisation du problème

Afin de résoudre le problème (5.7), nous optons pour sa reformulation en un problème
d’optimisation comme suit :


trouver (ϕ, ζ) ∈ ΘΓ1 ×ΘΓ1

J(ϕ, ζ) = inf
(η,s)∈ΘΓ1×ΘΓ1

J(η, s), (5.8)

avec J(η, s) = 1
2 |||u2(η, s)|||20,Ω,d + 1

2 |||p2(η, s)|||20,Ω, où u2 et p2 sont respectivement les
parties imaginaires de u et p tel que (u, p) solution de (5.2).

Dans la suite, nous allons proposer une approche régularisante de (5.8) basée sur la
méthode de régularisation de Tikhonov. Pour ce faire, nous allons tout d’abord montrer
que le problème (5.8) est bien posé c’est-à-dire que pour tout (η, s) ∈ ΘΓ1 × ΘΓ1 , nous
allons montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème (5.2). Pour cela, nous
considérons sa formulation faible donnée par


trouver (u, p) ∈ V ×Θ0

a(u, v) + b(v, p) = F (ϕ, ζ, v) ∀v ∈ V
b(u, q) = 0 ∀q ∈ Θ0

(5.9)

dont, les formes bilinéaires a, b et la forme linéaire F sont respectivement définies par

a(u, v) = 2µ
∫

Ω
D(u) : D(v̄)dx+ i

∫
Ω
uv̄ds ∀u, v ∈ V,

b(u, q) = −
∫

Ω
q div(u)dx ∀(u, q) ∈ V ×Θ0,

et
F (ϕ, ζ, v) =

∫
Ω
fv̄dx+

∫
Γ0

(ψ + iκ)v̄ds+
∫

Γ1
(ϕ+ iζ)v̄ds ∀v ∈ V.

Le résultat d’existence de la solution du problème (5.2) s’énonce comme suit

Proposition 5.1 Etant donné f ∈ Θ, (ψ, κ) ∈ ΘΓ0 × ΘΓ0 et (ϕ, ζ) ∈ ΘΓ1 × ΘΓ1, le
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problème (5.9) admet une solution unique (u, p) ∈ V × Θ0 qui dépend continument des
données. Il existe deux constantes c1 > 0 et c2 > 0, telles que

|||u|||1,Ω,d ≤ c1(|||f |||0,Ω,d + |||ψ|||0,Γ0 + |||κ|||0,Γ0 + |||ϕ|||0,Γ1 + |||ζ|||0,Γ0) (5.10)

et
||p||0,Ω ≤ c2(|||f |||0,Ω + |||ψ|||0,Γ0 + |||κ|||0,Γ0 + |||ϕ|||0,Γ1 + |||ζ|||0,Γ0) (5.11)

Démonstration
D’après le lemme 2.3, la preuve d’existence et d’unicité de la solution de (5.9) découle de
la continuité de a sur V × V , sa coercivité sur V , la continuité de F sur V et la condition
inf-sup satisfaite par b. En effet, pour tout u, v ∈ V, en utilisant l’inégalité de Hölder et
la continuité de l’opérateur trace de V dans ΘΓ0 et ΘΓ1 , on obtient la continuité de a(·, ·)
et de F (ϕ, ζ, ·) :

|a(u, v)| ≤ C|||u|||1,Ω|||v|||1,Ω (5.12)

|F (ϕ, ζ, v)| ≤ C(|||f |||0,Ω + |||ψ|||0,Γ0 + |||κ|||0,Γ0 + |||ϕ|||0,Γ1 + |||ζ|||0,Γ1)|||v|||1,Ω (5.13)

De plus, la coercivité de a est obtenue grâce à l’inégalité de Korn, donc il existe une
constante α > 0, telle que :

Re(a(u, u)) = 2µ|||D(u)|||20,Ω,d ≥ α|||u|||21,Ω,d, ∀u ∈ V (5.14)

Pour conclure, en utilisant les mêmes techniques que celles dans le théorème 2.2, nous
signalons que la condition inf-sup est satisfaite par b, ce qui veut dire qu’il existe une
constante β > 0 telle que

inf
q∈Θ,q 6=0

sup
v∈V,v 6=0

b(v, q)
|||v|||1,Ω‖q‖L2(Ω)

≥ β (5.15)

Alors, le problème (5.9) admet une solution unique (u, p) ∈ V ×Θ0.

De plus, les estimations (5.10) et (5.11) découlent directement des inégalités (5.13),(5.14)
et (5.15).

�

Nous allons maintenant proposer une méthode de régularisation de Tikhonov du problème
d’optimisation (5.8).
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5.2 Approche régularisante du problème

Dans cette section, nous présentons une approche de minimisation basée sur la régu-
larisation de Tikhonov pour résoudre le problème (5.8). Nous montrons l’existence de la
solution optimale du problème régularisé, puis nous prouvons la convergence d’une sous-
suite de solutions optimales de la formulation de Tikhonov vers la solution du problème
de Cauchy (5.1).

Régularisation de Tikhonov du problème

Nous considérons le problème de Cauchy (5.1) avec donnée bruitée, nous supposons
ainsi la donnée de Cauchy (ψ, κ) bruitée selon un niveau de bruit connu δ, et sera notée
par (ψδ, κδ), telle que

|||ψδ − ψ|||0,Γ0 ≤ δ, (5.16)

|||κδ − κ|||0,Γ0 ≤ δ (5.17)

Etant donnée (ϕ, ζ) ∈ ΘΓ1 × ΘΓ1 , considérons maintenant le problème d’état, trouver
(uδ, pδ) solution de



−2µ div(D(uδ)) +∇pδ = f dans Ω
div(uδ) = 0 dans Ω
σ(uδ)n+ iuδ = ψδ + iκδ sur Γ0

σ(uδ)n+ iuδ = ϕ+ iζ sur Γ1

(5.18)

dont, la formulation variationnelle s’écrit :


Trouver(uδ, pδ) ∈ V ×Θ0

a(uδ, v) + b(v, pδ) = F δ(ϕ, ζ, v) ∀v ∈ V
b(uδ, q) = 0 ∀q ∈ Θ0

(5.19)

où

F δ(ϕ, ζ, v) =
∫

Ω
fv̄dx+

∫
Γ0

(ψδ + iκδ)v̄ds+
∫

Γ1
(ϕ+ iζ)v̄ds ∀v ∈ V (5.20)

Notons que si (ψδ, κδ) ∈ ΘΓ0 ×ΘΓ0 , grâce à la proposition 5.1, le problème (5.19) admet
une solution unique qui est continue en fonction des données, et satisfait

|||uδ|||1,Ω,d ≤ c1(|||f |||0,Ω,d + |||ψδ|||0,Γ0,d + |||κδ|||0,Γ0,d + |||ϕ|||0,Γ1,d + |||ζ|||0,Γ1,d) (5.21)
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||pδ||0,Ω ≤ c2(|||f |||0,Ω,d + |||ψδ|||0,Γ0,d + |||κδ|||0,Γ0,d + |||ϕ|||0,Γ1,d + |||ζ|||0,Γ1,d) (5.22)

Nous avons alors le résultat d’estimation d’erreur entre les solutions de (5.9) et (5.19) en
fonction de δ.

Lemme 5.1 Soient (u, p) et (uδ, pδ) les solutions respectives de (5.9) et (5.19), alors on a

|||uδ − u|||1,Ω,d ≤ Cδ (5.23)

et
‖pδ − p‖0,Ω ≤ Cδ (5.24)

Démonstration
En soustrayant la formulation (5.9) de (5.19), et en prenant v = uδ − u, puis en utilisant
la coercivité de la forme bilinéaire a, la condition inf-sup et la continuité de F, on obtient

α|||uδ−u|||21,Ω,d+β|||uδ−u|||1,Ω,d‖pδ−p‖0,Ω ≤ (|||ψδ−ψ|||0,Γ0,d+|||κδ−κ|||0,Γ0,d)|||uδ−u|||1,Ω,d,
(5.25)

Les estimations (5.23) et (5.24) découlent alors de (5.16), (5.17) et (5.25).

�

Notons maintenant que la solution (uδ(ϕ, ζ), pδ(ϕ, ζ)) ∈ V × Θ0 de (5.19), peut s’écrire
comme suit

uδ(ϕ, ζ) = uδ1(ϕ, ζ) + i uδ2(ϕ, ζ),

pδ(ϕ, ζ) = pδ1(ϕ, ζ) + i pδ2(ϕ, ζ),

pour tout (ϕ, ζ) ∈ ΘΓ1 ×ΘΓ1 . Ainsi, pour tout ε > 0, considérons la fonctionnelle coût

Jδε (ϕ, ζ) = 1
2 |||u

δ
2(ϕ, ζ)|||20,Ω,d + 1

2‖p
δ
2(ϕ, ζ)‖2

0,Ω + ε

2 |||ϕ|||
2
0,Γ1,d + ε

2 |||ζ|||
2
0,Γ1,d (5.26)

Introduisons ensuite une approche régularisante du problème (5.8) par la méthode de
Tikhonov comme suit 

Trouver (ϕδε, ζδε ) ∈ ΘΓ1 ×ΘΓ1 tel que
Jδε (ϕδε, ζδε ) = inf

(η,s)∈ΘΓ1×ΘΓ1

Jδε (η, s) (5.27)

Dans la suite, nous allons présenter quelques résultats d’existence et de convergence du
problème (5.27).
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Résultats d’existence et de la convergence du problème réguila-
risé

Dans cette section, nous montrons d’abord l’existence de la solution optimale de (5.27)
que nous identifions par la suite en fonction de la solution d’un problème d’état adjoint.
Ensuite, nous montrons la convergence d’une sous-suite de solutions optimales de la for-
mulation de régularisation de Tikhonov (5.27) vers la solution du problème de Cauchy
(5.1) quand le niveau de bruit tend vers zéro. Pour cela, nous commençons par montrer
le résultat d’existence suivant :

Lemme 5.2 Le problème (5.27) admet une solution unique.

Démonstration
Soit ((ϕn, ζn))n une suite minimisante de Jδε dans ΘΓ1 ×ΘΓ1 , i.e,

lim
n→+∞

Jδε (ϕn, ζn) = inf
(η,s)∈ΘΓ1×ΘΓ1

Jδε (η, s). (5.28)

Or, comme on a
lim

|||(ϕ,ζ)|||ΘΓ1×ΘΓ1
→+∞

Jδε (ϕ, ζ) = +∞,

alors ((ϕn, ζn))n est bornée dans ΘΓ1×ΘΓ1 . Ainsi, on peut extraire une sous-suite notée en-
core ((ϕn, ζn))n qui converge faiblement dans ΘΓ1×ΘΓ1 vers un élément (ϕ̃, ζ̃) ∈ ΘΓ1×ΘΓ1 .

(ϕn, ζn) ⇀
n→+∞

(ϕ̃, ζ̃) dans ΘΓ1 ×ΘΓ1 (5.29)

D’après la proposition 5.1, la solution de la formulation variationnelle (5.9) associée à
(ϕn, ζn) notée (un, pn) satisfait

|||un|||1,Ω ≤ c1(|||f |||0,Ω + |||ψ|||0,Γ0 + |||κ|||0,Γ0 + |||ϕn|||0,Γ1 + |||ζn|||0,Γ0) (5.30)

et

‖pn‖0,Ω ≤ c2(|||f |||0,Ω + |||ψ|||0,Γ0 + |||κ|||0,Γ0 + |||ϕn|||0,Γ1 + |||ζn|||0,Γ0). (5.31)

Ce qui implique que la suite (un)n (respectivement (pn)n) est bornée dans V (respective-
ment dans Θ). On peut donc extraire une sous-suite notée encore, respectivement (un)n
et (pn)n qui converge faiblement, respectivement dans V et dans Θ. Alors, on a

un ⇀
n→+∞

ũ dans V (5.32)
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et
pn ⇀

n→+∞
p̃ dans Θ (5.33)

Il reste alors à vérifier que (ũ, p̃) =
(
u(ϕ̃, ζ̃), p(ϕ̃, ζ̃)

)
est la solution de (5.9) associée à

(ϕ̃, ζ̃). En effet, comme (un, pn) ∈ V ×Θ0 est solution de
 a(un, v) + b(v, pn) = F (ϕn, ζn, v) ∀v ∈ V
b(un, q) = 0 ∀q ∈ Θ0,

(5.34)

en passant à la limite dans cette équation quand n tend vers∞ et en utilisant les conver-
gences (5.29), (5.32) et (5.33), on obtient que (ũ, p̃) est l’unique solution de

 a(ũ, v) + b(v, p̃) = F (ϕ̃, ζ̃, v) ∀v ∈ V
b(ũ, q) = 0 ∀q ∈ Θ0

(5.35)

De plus, on a les convergences suivantes

un2 = u2(ϕn, ζn) ⇀
n→+∞

ũ2(ϕ̃, ζ̃) dans Θ (5.36)

pn2 = p2(ϕn, ζn) ⇀
n→+∞

p̃2(ϕ̃, ζ̃) dans Θ (5.37)

Donc, d’après la semi-continuité inférieure des normes dans L2, on obtient

inf
(η,s)∈ΘΓ1×ΘΓ1

Jδε (η, s) = lim inf
n→+∞

Jδε (ϕn, ζn) ≥ Jδε (ϕ̃, ζ̃). (5.38)

Donc, le problème (5.27) admet au moins une solution. Pour conclure, l’unicité de la
solution de (5.27) est obtenue grâce à la stricte convexité de Jδε qui découle de la linéarité
de (u, p) par rapport à (ϕ, ζ) et la stricte convexité du carré de la norme dans L2.

�

Afin de pouvoir identifier la solution de ce problème, nous calculons le gradient de Jδε .

Lemme 5.3 Soit (ϕ, ζ) ∈ ΘΓ1 × ΘΓ1, alors pour tout (η, s) ∈ ΘΓ1 × ΘΓ1 , le gradient de
Jδε est donné par

∇Jδε (ϕ, ζ)(η, s) =(uδ2(ϕ, ζ), uδ2(η, s)− uδ2(0, 0))0,Ω + (pδ2(ϕ, ζ), pδ2(η, s)− pδ2(0, 0))0,Ω

+ ε(ϕ, η)0,Γ1 + ε(ζ, s)0,Γ1 (5.39)

Démonstration
Soient (ϕ, ζ) et (η, s) des éléments de ΘΓ1 ×ΘΓ1 , et τ > 0 un réel destiné à tendre vers 0.
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On considère
(
uδ2(ϕ+ τη, ζ + τs), pδ2(ϕ+ τη, ζ + τs)

)
la solution de



−2µ div(D(uδ2)) +∇pδ2 = 0 dans Ω
div(uδ2) = 0 dans Ω
σ(uδ2)n+ uδ1 = κδ sur Γ0

σ(uδ2)n+ uδ1 = ζ + τs sur Γ1

(5.40)

où
(
uδ1(ϕ+ τη, ζ + τs), pδ1(ϕ+ τη, ζ + τs)

)
est la solution de



−2µ div(D(uδ1)) +∇pδ1 = f dans Ω
div(uδ1) = 0 dans Ω
σ(uδ1)n− uδ2 = ψδ sur Γ0

σ(uδ1)n− uδ2 = ϕ+ τη sur Γ1

(5.41)

On peut alors écrire

uδ2(ϕ+ τη, ζ + τs) = uδ2(ϕ, ζ) + τ
(
uδ2(η, s)− uδ2(0, 0)

)
(5.42)

et
pδ2(ϕ+ τη, ζ + τs) = pδ2(ϕ, ζ) + τ

(
pδ2(η, s)− pδ2(0, 0)

)
, (5.43)

en utilisant ces relations, on obtient

(
uδ2(ϕ+ τη, ζ + τs), uδ2(ϕ+ τη, ζ + τs)

)
0,Ω
−
(
uδ2(ϕ, ζ), uδ2(ϕ, ζ)

)
0,Ω

= 2τ(uδ2(ϕ, ζ), uδ2(η, s)− uδ2(0, 0))0,Ω + τ 2(uδ2(η, s)− uδ2(0, 0), uδ2(η, s)− uδ2(0, 0))0,Ω(5.44)

et

(
pδ2(ϕ+ τη, ζ + τs), pδ2(ϕ+ τη, ζ + τs)

)
0,Ω
−
(
pδ2(ϕ, ζ), pδ2(ϕ, ζ)

)
0,Ω

= 2τ(pδ2(ϕ, ζ), pδ2(η, s)− pδ2(0, 0))0,Ω + τ 2(pδ2(η, s)− pδ2(0, 0), pδ2(η, s)− pδ2(0, 0))0,Ω,(5.45)

De plus, on a

(ϕ+ τη, ϕ+ τη)0,Γ1 − (ϕ, ϕ)0,Γ1 = 2τ(ϕ, η)0,Γ1 + τ 2(η, η)0,Γ1 , (5.46)

et

(ζ + τs, ζ + τs)0,Γ1 − (ζ, ζ)0,Γ1 = 2τ(ζ, s)0,Γ1 + τ 2(s, s)0,Γ1 (5.47)
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Donc, la formule du gradient de Jδε découle des équations (5.44), (5.45), (5.46) et (5.47)
en tendant τ vers zéro.
A partir de ce résultat, nous pouvons identifier la solution de (5.27) via la solution d’un
problème d’état adjoint comme suit

Proposition 5.2 Pour tout ε > 0, la solution unique du problème (5.27) notée par
(ϕδε, ζδε ) ∈ ΘΓ1 × ΘΓ1 est donnée par

ϕδε = −1
ε
wδ2|Γ1 , ζδε = −1

ε
wδ1|Γ1 , (5.48)

où wδ1 = wδ1(ϕδε, ζδε ) et wδ2 = wδ2(ϕδε, ζδε ) sont les parties réelle et imaginaire de wδ, tel que
(wδ, p̃δ) la solution du problème d’état adjoint suivant :


−2µ div(D(wδ)) +∇p̃δ = uδ2 dans Ω
div(wδ) = −pδ2 dans Ω
σ(wδ)n+ iwδ = 0 sur Γ

(5.49)

où uδ2 = uδ2(ϕδε, ζδε ) et pδ2 = pδ2(ϕδε, ζδε ) sont les parties imaginaires de la solution (uδ, pδ) du
problème (5.19), associée à (ϕδε, ζδε ).

Démonstration
Pour tout ε > 0, la solution (ϕδε, ζδε ) de (5.27) satisfait

∇Jδε (ϕδε, ζδε )(η, s) = 0 (5.50)

Par ailleurs, posons ũ = uδ(η, s) − uδ(0, 0) et q = pδ(η, s) − pδ(0, 0), on a bien que (ũ, q)
est solution du problème



−2µ div(D(ũ)) +∇q = 0 dans Ω
div(ũ) = 0 dans Ω
σ(ũ)n = 0, ũ = 0 sur Γ0

σ(ũ)n = η, ũ = s sur Γ1

(5.51)

qu’on peut réécrire avec des conditions aux limites de type Robin sous la forme


−2µ div(D(ũ)) +∇q = 0 dans Ω
div(ũ) = 0 dans Ω
σ(ũ)n+ iũ = 0 sur Γ0

σ(ũ)n+ iũ = η + is sur Γ1

(5.52)
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En multipliant la formulation faible de l’équation (5.49) par (ũ, q) et en intégrant sur Ω,
on obtient

−2µ
∫

Ω
div(D(wδ))ũdx+

∫
Ω
∇p̃δũdx =

∫
Ω
uδ2ũdx∫

Ω
divwδqdx = −

∫
Ω
pδ2qdx.

En utilisant la formule de Green, on aura

2µ
∫

Ω
D(wδ) : D(ũ)dx− 2µ

∫
Γ
D(wδ)nũds+

∫
Γ
p̃nũds−

∫
Ω
p̃δ div(ũ)dx =

∫
Ω
uδ2ũdx

−
∫

Ω
∇qwδ dx+

∫
Γ
wδ q n ds = −

∫
Ω
pδ2qdx.

Donc, par la formule de Green encore une fois, on aura

−2µ
∫

Ω
div(D(ũ))wδdx+ 2µ

∫
Ω
D(ũ)nwδdx− 2µ

∫
Γ
D(wδ)nũds+

∫
Γ
p̃δnũds

−
∫

Ω
p̃δ div(ũ)dx =

∫
Ω
uδ2ũdx (5.53)

et
−
∫

Ω
∇qwδ dx+

∫
Γ
wδ q n ds = −

∫
Ω
pδ2qdx (5.54)

en soustrayant (5.54) de (5.53), on obtient

−2µ
∫

Ω
div(D(ũ))wδdx+

∫
Ω
∇qwδdx+

∫
Γ
σ(ũ)nwδds−

∫
Γ
σ(wδ)nũds

−
∫

Ω
p̃δ div(ũ)dx =

∫
Ω
uδ2ũdx+

∫
Ω
pδ2q dx. (5.55)

D’où ∫
Γ
σ(ũ)nwδds−

∫
Γ
σ(wδ)nũds =

∫
Ω
uδ2ũdx+

∫
Ω
pδ2q dx.

Par suite ∫
Γ1

(η + is)wδ ds =
∫

Ω
uδ2ũdx+

∫
Ω
pδ2q dx.

Par conséquent

(η, ωδ1)0,Γ1 − (s, ωδ2)0,Γ1 + i((η, ωδ2)0,Γ1 + (s, ωδ1)0,Γ1) =
∫

Ω
uδ2ũdx+

∫
Ω
pδ2q dx.

Donc

(η, ωδ1)0,Γ1 − (s, ωδ2)0,Γ1 = (uδ2(ϕ, ζ), uδ1(η, s)− uδ1(0, 0))0,Ω + (pδ2(ϕ, ζ), pδ1(η, s)− pδ1(0, 0))0,Ω

(5.56)
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et

(η, ωδ2)0,Γ1 + (s, ωδ1)0,Γ1 = (uδ2(ϕ, ζ), uδ2(η, s)− uδ2(0, 0))0,Ω + (pδ2(ϕ, ζ), pδ2(η, s)− pδ2(0, 0))0,Ω.

(5.57)
En remplaçant la dernière expression de (5.57) dans la formule du gradient, on obtient

(η, ωδ2)0,Γ1 + (s, ωδ1)0,Γ1 + ε(ϕ, η)0,Γ1 + ε(ζ, s)0,Γ1 = 0.

Donc
(η, wδ2 + εϕ)0,Γ1 + (s, wδ1 + εζ)0,Γ1 = 0,

en prenant en particulier η = wδ2 + εϕ et s = wδ1 + εζ, on aboutit à la formule (5.48).

Nous allons maintenant étudier le comportement de (ϕδε, ζδε ) quand δ → 0 et ε → 0.
Pour ce faire, si on suppose que la donnée de Cauchy (ψ, κ) satisfait les conditions de
compatibilité. Alors, d’après [58], le problème (5.1) admet une solution unique (ϕ∗, ζ∗)
appartient à H− 1

2 (Γ1)d × H
1
2 (Γ1)d.

Si on suppose de plus que (ϕ∗, ζ∗) appartient à ΘΓ1 × ΘΓ1 , alors pour une suite de
niveaux de bruits {δn}n≥1 qui tend vers 0 quand n → ∞, on considère εn = ε(δn)
une suite choisie de telle sorte que εn → 0 et δ2

n

εn
→ 0, quand n → ∞. On note par

(ϕδnεn , ζδnεn ) ∈ ΘΓ1 × ΘΓ1 la solution de (5.27) associée à (ψδn , κδn) et pour ε = εn. On a
donc le résultat suivant :

Proposition 5.3 Il existe une sous-suite de solutions de (5.27) notée encore par {(ϕδnεn , ζδnεn )}n
qui converge vers (ϕ∗, ζ∗) solution de (5.2) dans ΘΓ1 ×ΘΓ1 quand n→∞.

Démonstration
Pour simplifier l’écriture, notons ψn := ψδn , κn := κδn , ϕn := ϕδnεn , ζn := ζδnεn et
un = un1 + i un2 = uδn(ϕn, ζn) ∈ V la solution de (5.19) associée à (ϕn, ζn). Il est
clair que (ϕ∗, ζ∗) la solution unique de (5.1), est aussi l’unique solution de (5.2), grâce à
l’équivalence entre les deux problèmes, alors

u2(ϕ∗, ζ∗) = 0 dans Ω, p2(ϕ∗, ζ∗) = 0 dans Ω,

où (u2(ϕ∗, ζ∗), p2(ϕ∗, ζ∗)) est la partie imaginaire de la solution du problème (5.9) associée
à (ϕ∗, ζ∗). Donc, en utilisant le fait que (ϕn, ζn) est solution de (5.27) aussi bien que les
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inégalités (5.23) et (5.24), on aura

Jδnεn (ϕn, ζn) ≤ Jδnεn (ϕ∗, ζ∗) = 1
2 |||u

δn
2 (ϕ∗, ζ∗)|||20,Ω + 1

2‖p
δn
2 (ϕ∗, ζ∗)‖2

0,Ω + εn
2 |||ϕ

∗|||20,Γ1

+εn2 |||ζ
∗|||20,Γ1

= 1
2 |||u

δn
2 (ϕ∗, ζ∗)− u2(ϕ∗, ζ∗)|||20,Ω + 1

2‖p
δn
2 (ϕ∗, ζ∗)− p2(ϕ∗, ζ∗)|||20,Ω

+εn2 |||ϕ
∗|||20,Γ1 + εn

2 |||ζ
∗|||20,Γ1

≤ cδ2
n + εn

2 |||ϕ
∗|||20,Γ1 + εn

2 |||ζ
∗|||20,Γ1 .

(5.58)
Donc

|||ϕn|||20,Γ1 + |||ζn|||20,Γ1 ≤ c
δ2
n

εn
+ |||ϕ∗|||20,Γ1 + |||ζ∗|||20,Γ1 . (5.59)

De plus, d’après (5.21) et (5.22), on a

|||un|||1,Ω ≤ c1 (|||f |||0,Ω + |||ψn|||0,Γ0 + |||κn|||0,Γ0 + |||ϕn|||0,Γ1 + |||ζn|||0,Γ1)
≤ c1 (|||f |||0,Ω + 2δn + |||ψ|||0,Γ0 + |||κ|||0,Γ0 + |||ϕn|||0,Γ1 + |||ζn|||0,Γ1)

(5.60)
et

‖pn‖0,Ω ≤ c2 (|||f |||0,Ω + 2δn + |||ψ|||0,Γ0 + |||κ|||0,Γ0 + |||ϕn|||0,Γ1 + |||ζn|||0,Γ1) . (5.61)

Donc, en combinant (5.59), (5.60) et (5.61), pour n assez grand, la suite {(ϕn, ζn, un, pn)}n
est uniformément bornée dans ΘΓ1×ΘΓ1×V ×Θ. On peut alors extraire une sous-suite no-
tée encore par {(ϕn, ζn, un, pn)}n qui converge faiblement vers

(
ϕ̃, ζ̃, ũ, p̃

)
∈ ΘΓ1 ×ΘΓ1 × V ×Θ,

en effet, on a
{(ϕn, ζn)}n ⇀

(
ϕ̃, ζ̃

)
dans ΘΓ1 ×ΘΓ1 (5.62)

un ⇀ ũ dans V
pn ⇀ p̃ dans Θ.

(5.63)

Or puisque Ω est assez régulier, en utilisant l’injection compacte de V dans Θ et la
compacité de l’application trace de V dans ΘΓ, on peut extraire une sous-suite de (un)n
notée encore (un)n telle que

un → ũ dans Θ
un → ũ dans ΘΓ,

(5.64)

en utilisant les mêmes techniques que dans la démonstration du lemme 5.2, on peut donc
aisément vérifier que (ũ, p̃) =

(
u(ϕ̃, ζ̃), p(ϕ̃, ζ̃)

)
est la solution de (5.9) associée à (ϕ̃, ζ̃).
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D’autre part, d’après la semi-continuité inférieure de la norme dans L2, on aura

lim inf
n→∞

Jδnεn (ϕn, ζn) = lim inf
n→∞

1
2 |||u

n
2 |||20,Ω + 1

2‖p
n
2‖2

0,Ω + εn
2 |||ϕ

∗|||20,Γ1 + εn
2 |||ζ

∗|||20,Γ1

≥1
2 |||ũ2|||20,Ω + 1

2‖p̃2‖2
0,Ω, (5.65)

or d’après (5.58), on a

0 ≤ Jδnεn (ϕn, ζn) ≤ Jδnεn (ϕ∗, ζ∗) ≤ cδ2
n + εn

2 |||ϕ
∗|||20,Γ1 + εn

2 |||ζ
∗|||20,Γ1 (5.66)

Ce qui implique que
lim
n→∞

Jδnεn (ϕn, ζn) = 0. (5.67)

Donc, d’après (5.65), on aura

ũ2 = 0 p̃2 = 0 p.p dans Ω,

ce qui montre que (ϕ̃, ζ̃) ∈ ΘΓ1 × ΘΓ1 est une solution du problème (5.27). Or comme
(ϕ∗, ζ∗) est l’unique solution du problème (5.27), on conclut que (ϕ̃, ζ̃) = (ϕ∗, ζ∗). De plus,
la suite {(ϕn, ζn)}n converge vers (ϕ∗, ζ∗) dans ΘΓ1 × ΘΓ1 quand n → ∞. En effet, en
utilisant (5.59), on a

|||ϕn − ϕ∗|||20,Γ1 + |||ζn − ζ∗|||20,Γ1 = |||ϕn|||20,Γ1 + |||ζn|||20,Γ1 + |||ϕ∗|||20,Γ1 + |||ζ∗|||20,Γ1

−2(ϕn, ϕ∗)0,Γ1 − 2(ζn, ζ∗)0,Γ1

≤ c
δ2
n

εn
+ 2|||ϕ∗|||20,Γ1 + 2|||ζ∗|||20,Γ1 − 2(ϕn, ϕ∗)0,Γ1 − 2(ζn, ζ∗)0,Γ1 .

Ainsi, d’après la convergence (5.62), on obtient

lim
n→∞

(
|||ϕn − ϕ∗|||20,Γ1 + |||ζn − ζ∗|||20,Γ1

)
= 0. (5.68)

ce qui achève la preuve de la proposition.

�

Dans la suite, nous allons étudier l’approximation du problème régularisé dans le cas
de la dimension d = 2. Plus précisément, nous allons nous pencher sur la convergence
d’une suite de solutions discrètes obtenues par approximation en éléments finis vers la
solution du problème continu. Pour cela, sans faire aucune restriction à notre étude, nous
considérons la situation où le niveau de bruit est nul (δ = 0).
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5.3 Étude numérique du problème régularisé

Dans cette section, nous utilisons la méthode des éléments finis de type P1Bulle/P1

pour l’approximation du problème d’optimisation régularisé sans bruit (δ = 0) :



inf
(ϕ,ζ)∈K1×K2

J(ϕ, ζ, u, p) ,

où J(ϕ, ζ, u, p) = 1
2 |||u2(ϕ, ζ)|||20,Ω + 1

2‖p2(ϕ, ζ)‖2
0,Ω + ε

2 |||ϕ|||
2
0,Γ1 + ε

2 |||ζ|||
2
0,Γ1 ,

et (u2, p2) la partie imaginaire de la solution (u,p) du problème d’état :

−2µ div(D(u)) +∇p = f dans Ω
div(u) = 0 dans Ω
σ(u)n+ iu = ψ + iκ sur Γ0

σ(u)n+ iu = ϕ+ iζ sur Γ1,

(5.69)
où K1 = K2 = ΘΓ1 . Nous montrons ensuite l’existence de la solution du problème discret
régularisé, nous prouvons également la convergence d’une suite de solutions du problème
régularisé discret vers la solution du problème continu dans des espaces appropriés. Pour
cela, on réduit notre étude au cas où le bord Γ1 est supposé être défini comme suit

Γ1 = {(r, x) / 0 ≤ x ≤ b} (5.70)

où r > 0 et b > 0 sont des constantes données.

Remarque 5.1 Notons que notre étude restera valable pour tout domaine Ω, de bord
suffisamment régulier Γ1 qui peut être défini via une transformation régulière sous la
forme (5.70). En particulier, il restera valable dans le cas où Γ1 est côté d’un rectangle
où un arc de cercle, qui sont les plus fréquemment rencontrés dans les tests numériques
utilisés dans la littérature.

Nous avons également besoin d’hypothèses de régularité supplémentaires sur K1 et K2,
on les définit alors comme suit :

K1 = { ϕ ∈ C(Γ1)2/ ϕj(r, ·)|[0,b] ∈ P1, |ϕj(r, x)− ϕj(r, x′)| < c1|x− x′| ∀x, x′ ∈ [0, b]
et ‖ϕj‖L∞(Γ1) < c2 i = 1, · · · , N − 1, j = 1, 2 }

(5.71)

K2 = { ζ ∈ C(Γ1)2/ ζj(r, ·)|[0,b] ∈ P1, |ζj(r, x)− ζj(r, x′)| < c3|x− x′| ∀x, x′ ∈ [0, b]
et ‖ζj‖L∞(Γ1) < c4 i = 1, · · · , N − 1, j = 1, 2 }

(5.72)
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avec c1, c2, c3, c4 sont des constantes strictement positives données.

On les munit de la convergence suivante : si (ϕn, ζn)n une suite de K1 × K2 et
(ϕ, ζ) ∈ K1 × K2 alors

(ϕn, ζn)→ (ϕ, ζ)⇐⇒
 ϕjn(r, ·)→ ϕj(r, ·) uniformément dans [0, b] pour j = 1, 2
ζjn(r, ·)→ ζj(r, ·) uniformément dans [0, b] pour j = 1, 2

(5.73)
On définit l’espace

X = {(u, p) ∈ V×Θ/ (u, p) est la solution faible du problème (5.2) associée à (ϕ, ζ) ∈ K1×K2},
(5.74)

Donc, le problème de minimisation (5.69) peut s’écrire :

Minimiser J(ϕ, ζ, u, p) pour tout (u, p) ∈ X. (5.75)

Remarque 5.2 On note que le résultat d’existence prouvé dans le lemme 5.2 reste valable
pour K1×K2 avec K1 et K2 définis dans (5.71) et (5.72) munis de la convergence (5.73).
En effet, Il suffit tout simplement d’utiliser la compacité de K1 × K2, qui découle du
théorème d’Ascoli-Arzela, et du fait que K1 × K2 est fermé pour la convergence (5.73).
Ainsi de toute suite (ϕn, ζn)n de K1 × K2, on peut extraire une sous-suite qui converge
vers (ϕ̃, ζ̃) ∈ K1 × K2 pour la convergence (5.73), il suffit ensuite de suivre les mêmes
démarches que la preuve du lemme 5.2.

Discrétisation du problème

On considère une partition uniforme (xi)N−1
i=0 de l’intervalle [0, b], telle que

0 = x0 < x1 < · · · < xN−1 = b, xi − xi−1 = h pour i = 1, · · · , N − 1

on définit les ensembles discrets associés respectivement à K1 et K2 par

Kh
1 ={ϕh ∈ C(Γ1)2/ ϕjh(r, ·)|[xi−1,xi] ∈ P1, |ϕ

j
h(r, xi)− ϕ

j
h(r, xi−1)

xi − xi−1
| < c1 et

‖ϕjh‖L∞(Γ1) <
c1h

2 + c2 pour i = 1, · · · , N − 1, j = 1, 2 }
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Kh
2 ={ζh ∈ C(Γ1)2/ ζjh(r, ·)|[xi−1,xi] ∈ P1, |ζ

j
h(r, xi)− ζ

j
h(r, xi−1)

xi − xi−1
| < c3 et

‖ζjh‖L∞(Γ1) <
c3h

2 + c4 pour i = 1, · · · , N − 1, j = 1, 2 }

avec c1, c2, c3, c4 sont les mêmes constantes données dans la définition de K1 et K2.

On considère {Th}h une triangulation régulière de Ω̄. On désigne par λ(T )
i , 1 ≤ i ≤ 3

les coordonnées barycentriques associées aux sommets d’un triangle T . La fonction "Bulle"
notée b(T ) associée au triangle T est définie par

b(T ) =
3∏
i=1

λ
(T )
i

La fonction b(T ) est une fonction polynomiale de degré 3 qui s’annule sur les arrêts de T.
On définit l’espace associé à la fonction bulle par

Bh =
{
vh ∈ C(Ω̄); ∀T ∈ Th vh|T = b(T )(x)

}
.

On définit ensuite les espaces fonctionnels

V h
i =

{
vh ∈ C(Ω̄); vh|T ∈ P1 ∀T ∈ Th

}
⊕ Bh pour i = 1, 2

Θh
0 =

{
qh ∈ C(Ω̄); qh|T ∈ P1 ∀T ∈ Th,

∫
Ω
qhdx = 0

}
On note également par

V h = V h
1 × V h

2 .

Pour (ϕh, ζh) ∈ Kh
1 ×Kh

2 , on considère le problème d’état discret associé au problème
(5.2) : 

Trouver (uh(ϕh, ζh), ph(ϕh, ζh)) ∈ V h ×Θh

a(uh, φh) + b(φ, ph) = F h(ϕh, ζh, φh) ∀φh ∈ V h

b(uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Θh
0 ,

(5.76)

où

F h(ϕh, ζh, φh) =
∫

Ω
fhφhdx+

∫
Γ0

(ψh + iκh)φhds+
∫

Γ1
(ϕh + iζh)φhds ∀φh ∈ V h (5.77)

avec fh, ψh et κh sont respectivement des fonctions approchées de f , ψ et κ qui sont
uniformément bornées en fonction de h et convergent presque partout respectivement
vers f , ψ et κ, quand h tend vers 0.
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L’espace des solutions admissibles discret s’écrit

Xh = {(uh(ϕh, ζh), ph(ϕh, ζh)) solution de (5.76)/(ϕh, ζh) ∈ Kh
1 ×Kh

2 }

ainsi, on peut écrire le problème d’optimisation discret comme suit

Minimiser J(ϕh, ζh, uh, ph) pour tout (uh, ph) ∈ Xh. (5.78)

On note également que Kh
1 ×Kh

2 peut être identifier à un sous-ensemble de R2N × R2N

notée K1 ×K2, tel que

K1 ={ϕ ∈ R2N / − c1h ≤ ϕji − ϕ
j
i−1 ≤ c1h, i = 1, · · · , N − 1

et |ϕji | ≤
c1

2 h+ c2, i = 0, · · · , N − 1, j = 1, 2 }

K2 ={ζ ∈ R2N / − c3h ≤ ζji − ζ
j
i−1 ≤ c3h, i = 1, · · · , N − 1

et |ζji | ≤
c3

2 h+ c4, i = 0, · · · , N − 1, j = 1, 2}

On note respectivement par M1
Ω(h) et M2

Ω(h) les ensembles d’indices de noeuds appar-
tenant à Ω̄, associés respectivement à l’approximation éléments finis de type P1Bulle et
P1. On note aussi par MΓ1(h) et MΓ0(h) respectivement l’ensemble des indices de noeuds
appartenant à Γ1 et Γ0. Notons par NVh et NΘh respectivement le cardinal des ensembles
M1

Ω(h), M2
Ω(h), et par M et N respectivement le cardinal de MΓ0(h) et MΓ1(h). On dé-

signe par {Φi}
NVh
i=1 une base de V h

j , j = 1, 2, et par {Ψi}
NΘh
i=1 une base de Θh. Ainsi tout

uh ∈ V h et ph ∈ Θh
0 s’écrivent

ukh(x) =
NVh∑
j=1

ukjΦj(x) pour k = 1, 2,

ph(x) =
NΘh∑
j=1

pjΨj(x).

Donc, le problème (5.76) s’écrit


Trouver (U, P ) ∈ R2NVh × RNΘh tel queA BT

B 0

U
P

 =
f + C(ψ, κ) +G(ϕ, ζ)

0

 (5.79)
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où les matrices A ∈M2NVh×2NVh et B ∈MNΘh×2NVh sont données par

A = (akj)k,j∈M1
Ω(h)∪MΓ0 (h)∪MΓ1(h)

avec ak,j = 2µh
∫

Ω
D(Φk) : D(Φj)dx+ i

∫
Γ0∪Γ1

ΦkΦjdσ

(5.80)

B = (bkj)k∈M2
Ω(h),j∈M1

Ω(h) avec bk,j = −
∫

Ω
Φk div Φjdx (5.81)

et les vecteurs C(ψ, κ) ∈ R2NVh , G(ϕ, ζ) ∈ R2NVh et f ∈ R2NVh sont définis comme suit

C(ψ, κ) = (Cm
k (ψ, κ))k∈M1

Ω(h)∪MΓ0 (h), m = 1, 2 avec Cm
k (ψ, κ) =

∑
j∈MΓ0 (h)

(ψmj +iκmj )
∫

Γ0
ΦkΦjdσ

(5.82)

G(ϕ, ζ) = (Gm
k (ϕ, ζ))k∈M1

Ω(h)∪MΓ1 (h), m = 1, 2 avec Gm
k (ϕ, ζ) =

∑
j∈MΓ1 (h)

(ϕmj +iζmj )
∫

Γ1
ΦkΦjdσ

(5.83)

f = (fmj )j∈M1
Ω(h), m = 1, 2 avec fmj =

∑
k∈M1

Ω(h)

∫
Ω
fmk ΦkΦjdx (5.84)

Par ailleurs, l’ensemble Xh peut être identifié à un sous-ensemble X de R2NVh × RNΘh

défini par

X = {(U, P ) ∈ R2NVh × RNΘh/ où (U = U1 + iU2, P = P1 + iP2) solution de (5.79)

associée à (ϕ, ζ) ∈ K1 ×K2} (5.85)

Donc, pour tout (ϕh, ζh) ∈ K1 ×K2, la fonctionnelle coût discrète s’écrit

J(ϕh, ζh, U, P ) = 1
2 < RU2, U2 >2NVh +1

2 < SP2, P2 >NΘh
+ε

2 < Lϕh, ϕh >2N +ε

2 < Lζh, ζh >2N

(5.86)
où < ·, · >s désigne le produit scalaire dans Rs et les matrices R = (rk,j)k,j∈M1

Ω(h),

S = (sk,j)k,j∈M2
Ω(h) et L = (lk,j)k,j∈MΓ1 (h) sont définies par

rk,j =


∫

Ω
ΦkΦjdx k, j ∈M1

Ω(h)

0 sinon
(5.87)

sk,j =


∫

Ω
ΨkΨjdx k, j ∈M2

Ω(h)

0 sinon
(5.88)
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lk,j =


∫

Γ1
ΦkΦjdx k, j ∈MΓ1(h)

0 sinon
(5.89)

Donc, la forme matricielle du problème d’optimisation s’écrit

Minimiser J(ϕh, ζh, U, P ) pour tout (U, P ) ∈ X . (5.90)

Existence de la solution optimale discrète

Dans cette section, nous montrons l’existence de la solution optimale du problème
régularisé (5.90) pour tout pas h > 0, ce qui fait l’objet du résultat suivant.

Théorème 5.1 Le problème (5.90) admet une solution dans X , pour tout h > 0.

Démonstration
Il suffit de montrer que X est compact dans R2NVh × RNΘh et que J est continue sur X .
En effet, soit (Un, Pn)n une suite de X telle que (Un, Pn) ≡ (U(ϕn, ζn), P (ϕn, ζn)) est la
solution de (5.79) associée à (ϕn, ζn) ∈ K1 ×K2, pour tout n.

En utilisant le fait que K1 et K2 sont bornés et fermés (compacts) dans R2N , on peut
extraire de la suite (ϕn, ζn)n une sous-suite notée encore par (ϕn, ζn)n qui converge dans
R2N vers (ϕ∗, ζ∗) ∈ K1 ×K2.

Notons par (U∗, P ∗) la solution de (5.79) associée à (ϕ∗, ζ∗). Afin de montrer que X
est compact dans R2NVh ×RNΘh , il suffit de prouver que la suite ((Un, Pn))n converge vers
(U∗, P ∗) dans R2NVh × RNΘh . En effet, en utilisant le fait que (Un, Pn) et (U∗, P ∗) sont
respectivement solutions du problème (5.90) associées à (ϕn, ζn) et (ϕ∗, ζ∗), on obtient
ainsi

< AUn, Un − U∗ >2NVh + < BPn, Pn − P ∗ >NΘh
=< G(ϕn, ζn), Un − U∗ >2N , (5.91)

< AU∗, Un − U∗ >2NVh + < BP ∗, Pn − P ∗ >NΘh
=< G(ϕ∗, ζ∗), Un − U∗ >2N . (5.92)

En soustrayant (5.92) de (5.91), on aura

< A(Un−U∗), Un−U∗ >2NVh + < B(Pn−P ∗), Pn−P ∗ >NΘh
=< G(ϕn, ζn)−G(ϕ∗, ζ∗), Un−U∗ >2N .

(5.93)
En utilisant la condition Inf-sup dans le cas discrèt et le fait que les matrices A et B sont
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symétriques et définies positives, il existe deux constantes positives α, β tel que

α‖Un − U∗‖2
2NVh

≤ ‖G(ϕn, ζn)−G(ϕ∗, ζ∗)‖2N ‖Un − U∗‖2N (5.94)

β‖Pn − P ∗‖NΘh
≤ 2µ‖Un − U∗‖2N + ‖G(ϕn, ζn)−G(ϕ∗, ζ∗)‖2N . (5.95)

De la convergence (ϕn, ζn)n vers (ϕ, ζ) dans R2N × R2N , on peut facilement voir que
G(ϕn, ζn) converge vers G(ϕ∗, ζ∗) dans R2N , quand n tend vers ∞. Ainsi, la compacité
de X découle du passage à la limite dans les inégalités (5.94) et (5.95). Il nous reste à
montrer que J(ϕn, ζn, Un, Pn) converge vers J(ϕ∗, ζ∗, U∗, P ∗), on a

J(ϕn, ζn, Un, Pn)− J(ϕ∗, ζ∗, U∗, P ∗) = 1
2 < RU2,n, U2,n >2NVh −

1
2 < RU∗2 , U

∗
2 >2NVh

+ 1
2 < SP2,n, P2,n >NΘh

−1
2 < SP ∗2 , P

∗
2 >NΘh

+ ε

2 < Lϕn, ϕn >2N −
ε

2 < Lϕ∗, ϕ∗ >2N

+ ε

2 < Lζn, ζn >2N −
ε

2 < Lζ∗, ζ∗ >2N

= 1
2 < R(U2,n − U∗2 ), U2,n >2NVh +1

2 < RU∗2 , (U2,n − U∗2 ) >2NVh

+ 1
2 < S(P2,n − P ∗2 ), P2,n >NΘh

+1
2 < S P ∗2 , (P2,n − P ∗2 ) >NΘh

+ ε

2 < L(ϕn − ϕ∗), ϕn >2N +ε

2 < Lϕ∗, (ϕn − ϕ∗) >2N

+ ε

2 < L(ζn − ζ∗), ζn >2N +ε

2 < Lζ∗, (ζn − ζ∗) >2N .

En utilisant les convergences des parties imaginaires (U2,n, P2,n) vers (U∗2 , P ∗2 ), dans R2NVh × RNΘh ,

la continuité découle du passage à la limite dans l’équation précédente.

�

Résultat de convergence

Dans cette section, nous prouvons qu’il existe une sous-suite des solutions discrètes du
problème régularisé (5.78), qui converge vers la solution du problème continu. Pour cela,
nous introduisons les définitions suivantes.
Soit ((ϕh, ζh))h une suite telle que (ϕh, ζh) ∈ Kh

1×Kh
2 pour tout h, on définit la convergence

de (ϕh, ζh)h vers (ϕ, ζ) ∈ K1 ×K2 quand h→ 0, comme suit

(ϕh, ζh)→ (ϕ, ζ)⇐⇒ (ϕjh(r, .), ζ
j
h(r, .))→ (ϕj(r, .), ζj(r, .)) uniformément dans [0, b] pour j = 1, 2.
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La convergence de la suite ((uh, ph))h ⊂ Xh vers (u, p) ∈ V ×Θ0, quand h→ 0, est définie
par

(uh, ph)→ (u, p)⇐⇒
 uh ⇀ u dans V
ph ⇀ p dans Θ

Ainsi, le résultat de convergence est basé sur le lemme suivant.

Lemme 5.4 Les assertions suivantes sont satisfaites.

i) Soit (u, p) ∈ X tel que (u, p) ≡ (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ)) est la solution faible de (5.2)
associée à (ϕ, ζ) ∈ K1 ×K2, alors il existe une suite (uh, ph)h tel que
(uh, ph) = (uh(ϕh, ζh), ph(ϕh, ζh)) ∈ Xh tel que (ϕh, ζh) ∈ Kh

1 ×Kh
2 et

(uh, ph)→ (u, p) quand h→ 0. (5.96)

ii) Soit ((uh, ph))h une suite telle que (uh, ph) = (uh(ϕh, ζh), ph(ϕh, ζh)) ∈ Xh avec
(ϕh, ζh) ∈ Kh

1 ×Kh
2 . Alors, il existe une sous-suite notée encore ((uh, ph))h et un

élément (u, p) ∈ X tels que

(uh, ph) −→ (u, p) quand h→ 0. (5.97)

iii) Soient ((uh, ph))h une suite telle que (uh, ph) ≡ (uh(ϕh, ζh), ph(ϕh, ζh) ∈ Xh et
(u, p) ≡ (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ)) un élément de X tels que

(uh, ph) −→ (u, p) quand h→ 0,

alors
J(ϕh, ζh, uh, ph) −→ J(ϕ, ζ, u, p) quand h→ 0.

Démonstration
Pour montrer i), soit (u, p) = (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ)) un élément de X tel que (ϕ, ζ) ∈ K1×K2.

Pour h > 0, on construit la suite (ϕh)h comme suit :

ϕh ∈ C(Γ1)2 such that ϕjh(r, .)|[xi−1,xi] ∈ P1 pour i = 1, · · · , N − 1, j = 1, 2

ϕjh(r, xi) = 1
h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h

ϕj(r, τ)dτ pour i = 1, · · · , N − 1, j = 1, 2

ϕjh(r, 0) = 2
h

∫ h
2

0
ϕj(r, τ)dτ pour ϕjh(r, b) = 2

h

∫ b

b−h2
ϕj(r, τ)dτ pour j = 1, 2,

on a
|ϕjh(r, xi)− ϕ

j
h(r, xi−1)| = |1

h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h

ϕj(r, τ)dτ − 1
h

∫ (i− 1
2 )h

(i− 3
2 )h

ϕj(r, τ)dτ |
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En utilisant un changement de variable, on aura

|ϕjh(r, xi)− ϕ
j
h(r, xi−1)| = 1

h
|
∫ (i+ 1

2 )h

(i− 1
2 )h

ϕj(r, τ)− ϕj(r, τ − h)dτ |

≤ 1
h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h
|ϕj(r, τ)− ϕj(r, τ − h)|dτ

≤ c1

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h

dτ pour i = 1, · · · , N, j = 1, 2,

Ainsi, on obtient

|ϕjh(r, xi)− ϕ
j
h(r, xi−1)| ≤ c1 h pour i = 1, · · · , N, j = 1, 2, (5.98)

D’autre part, on a

|ϕjh(r, xi)− ϕj(r, xi)| = |
1
h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h

ϕj(r, τ)dτ − ϕj(r, xi)|

= |1
h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h

ϕj(r, τ)− 1
h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h

ϕj(r, xi)dτ |

≤ 1
h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h
|ϕj(r, τ)− ϕj(r, xi)|dτ

≤ 1
h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h

c1|τ − xi|dτ

≤ 1
h

∫ (i+ 1
2 )h

(i− 1
2 )h

c1
h

2dτ pour i = 1, · · · , N, j = 1, 2,

ce qui entraîne l’estimation suivante :

‖ϕjh − ϕj‖L∞(Γ1) ≤
c1

2 h pour j = 1, 2

On en déduit ainsi
‖ϕjh‖L∞(Γ1) ≤

c1

2 h+ c2 pour j = 1, 2. (5.99)

De la même manière, on construit ζh une approximation de ζ, telle que

|ζjh(r, xi)− ζ
j
h(r, xi−1)| ≤ c3 h pour i = 1, · · · , N, j = 1, 2, (5.100)

‖ζjh − ζj‖L∞(Γ1) ≤
c3

2 h pour j = 1, 2,
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et
‖ζjh‖L∞(Γ1) ≤

c3

2 h+ c4 pour j = 1, 2. (5.101)

Donc, on a (ϕh, ζh) ∈ Kh
1 × Kh

2 pour tout h et ((ϕh, ζh))h converge vers (ϕ, ζ), quand h
tend vers 0. Maintenant, soit (uh, ph) ≡ (uh(ϕh, ζh), ph(ϕh, ζh)) un élément de Xh, c’est-
à-dire que (uh, ph) ∈ V h ×Θh

0 est la solution de
 a(uh, φh) + b(φh, ph) = F (ϕh, ζh, φh) ∀φh ∈ V h

b(uh, q̃h) = 0 ∀q̃h ∈ Θh
0 .

(5.102)

En utilisant la proposition 5.1 et l’estimation (5.99) et (5.101), on peut montrer que
((uh, ph))h est uniformément bornée dans V × Θ. On peut extraire ainsi une sous-suite
notée encore par ((uh, ph))h qui est faiblement convergente vers (u, p) dans V ×Θ. Il suffit
de montrer que (u, p) est la solution de l’équation suivante

 a(u, φ) + b(φ, p) = F (ϕ, ζ, φ) ∀φ ∈ V
b(u, q̃) = 0 ∀q̃ ∈ Θ0.

(5.103)

Soit (φ, q̃) ∈ V ×Θ0 et notons que Φh = Πhφ ∈ V h et Q̃h = Phq̃ ∈ Θh
0 où Πh est l’opéra-

teur d’interpolation linéaire par morceaux agissant sur φ (voir [35]) et Ph l’opérateur de
projection de Clément agissant sur q̃ (voir [37]). Donc, on a

 a(uh,Φh) + b(Φh, ph) = F (ϕh, ζh,Φh) ∀Φh ∈ V h

b(uh, Q̃h) = 0 ∀Q̃h ∈ Θh
0 .

(5.104)

Par passage à la limite dans l’équation (5.104) quand h → 0, on obtient alors (u, p) est
solution de (5.103). En effet, on peut utiliser les décompositions suivantes

a(uh,Φh) + b(Φh, ph)− a(u, φ)− b(φ, p) = Ih1 + Ih2 (5.105)

où Ih1 et Ih2 sont donnés par

Ih1 = a(uh, φ)− a(u, φ) + b(φ, ph)− b(φ, p)

Ih2 = a(uh,Φh)− a(uh, φ) + b(Φh, ph)− b(φ, ph)

et
b(uh, Q̃h)− b(u, q̃) = Eh

1 + Eh
2 (5.106)
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où Eh
1 et Eh

2 sont donnés par

Eh
1 = b(uh, Q̃h)− b(uh, q̃), Eh

2 = b(uh, q̃)− b(u, q̃).

D’après la convergence (uh, ph)→ (u, p) et la continuité de l’application trace de H1(Ω)2

dans Θ2
Γ, on aura Ih1 → 0 quand h → 0. D’après, le résultat de convergence Φh → φ

dans H1(Ω)2 quand h → 0 (voir [35]), on aura ‖ div Φh − div φ‖L2(Ω) tend vers 0 quand
h→ 0, alors, en utilisant le fait que (uh, ph) est uniformément bornée dans H1(Ω)2 × Θ,
et la continuité de l’application trace de H1(Ω)2 dans ΘΓ, on obtient que Ih2 tend vers 0,
quand h → 0. Maintenant, en utilisant la convergence faible de uh vers u dans H1(Ω)2,

on aura que Eh
2 converge vers 0 quand h → 0 et d’après le résultat de convergence

Q̃h → q̃ dans L2(Ω) quand h → 0 (voir [37]), on aura que Eh
1 converge vers 0. Il reste à

montrer que F h(ϕh, ζh,Φh) converge vers F (ϕ, ζ, φ) quand h→ 0. En effet

F (ϕ, ζ, φ)− F (ϕh, ζh,Φh) =F (ϕh, ζh, φ)− F (ϕ, ζ, φ) + F (ϕh, ζh,Φh)− F (ϕh, ζh, φ)

=
∫

Ω
(fh − f)φ dx+

∫
Γ0

((ψh − ψ) + i(κh − κ))φ ds

+
∫

Γ1
((ϕh − ϕ) + i(ζh − ζ))φ ds+

∫
Ω
fh(Φh − φ) dx

+
∫

Γ0
(ψh + iκh)(Φh − φ) ds+

∫
Γ1

(ϕh + iζh)(Φh − φ) ds

=Lh1 + Lh2 + Lh3 + Lh4 + Lh5 + Lh6

où
Lh1 =

∫
Ω

(fh − f)φ dx, Lh2 =
∫

Γ0
((ψh − ψ) + i(κh − κ))φ ds

Lh3 =
∫

Γ1
((ϕh − ϕ) + i(ζh − ζ))φ ds, Lh4 =

∫
Ω
fh(Φh − φ) dx

et
Lh5 =

∫
Γ0

(ψh + iκh)(Φh − φ) ds, Lh6 =
∫

Γ1
(ϕh + iζh)(Φh − φ) ds

Puisque les suites (fh)h, (ψh)h et (κh)h sont uniformément bornées et convergent respecti-
vement presque partout vers f , ψ et κ, en utilisant le théorème de la convergence dominée
de Lebesgue [23], on aura que Lh1 → 0 et Lh2 → 0 quand h→ 0. En utilisant la convergence
uniforme de ϕh vers ϕ et ζh vers ζ, on obtient Lh3 → 0 quand h→ 0. D’autre part, comme
Φh converge faiblement vers φ dans V et en utilisant le fait que (fh)h, (ψh)h et (κh)h sont
uniformément bornées, on aura que Lh4 → 0, Lh5 → 0 et Lh6 → 0 quand h → 0. Ce qui
achève la preuve de l’assertion (i).
Pour montrer (ii), prenons ((uh, ph))h une suite telle que (uh, ph) ≡ (uh(ϕh, ζh), ph(ϕh, ζh))
un élément de Xh. Comme (ϕh, ζh) ∈ Kh

1 ×Kh
2 , on a pour tout h, ϕh ∈ T1 et ζh ∈ T2 où
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T1, T2 sont les espaces définis par

T1 =
 ψ ∈ C(Γ1)2 / |ψj(r, x)− ψj(r, x′)| ≤ c1|x− x′| ∀x, x′ ∈ [0, b]

et ‖ψj‖L∞(Γ1) ≤ c1
2 + c2 pour j = 1, 2



T2 =
 ψ ∈ C(Γ1)2 / |ψj(r, x)− ψj(r, x′)| ≤ c3|x− x′| ∀x, x′ ∈ [0, b]

et ‖ψj‖L∞(Γ1) ≤ c3
2 + c4 pour j = 1, 2


D’après le théorème d’Ascoli-Arzela[23], on peut extraire une sous-suite notée encore par
(ϕh, ζh)h qui converge dans T1 × T2 vers (ϕ, ζ) ∈ T1 × T2. Ensuite, par passage à la limite
dans les inégalités (5.99) et (5.101), on aura alors (ϕ, ζ) ∈ K1 × K2. En utilisant les
mêmes techniques que dans la preuve de (i), on montre que (uh, ph) converge faiblement
dans H1(Ω)2 ×Θ vers (u, p) ≡ (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ)) ∈ X.

Pour montrer l’assertion (iii), on utilise la convergence des parties imaginaires u2h → u2

et p2h → p2 dans L2(Ω) qui découle de la convergence (uh, ph)→ (u, p) quand h→ 0. En
utilisant, également la convergence (ϕh, ζh) → (ϕ, ζ) quand h → 0 et la continuité de J,
on obtient alors

J(ϕh, ζh, uh, ph)→ J(ϕ, ζ, u, p) quand h→ 0

D’où le résultat.
Nous pouvons maintenant prouver le résultat de convergence suivant.

Théorème 5.2 Soit ((u∗h, p∗h))h une suite telle que (u∗h, p∗h) est solution de (5.78), où
(u∗h, p∗h) ≡ (u∗h(ϕ∗h, ζ∗h), p∗h(ϕh, ζ∗h)) ∈ Xh. Alors, il existe une sous-suite notée encore
(u∗h, p∗h)h et un élément (u∗, p∗) ∈ X tels que

(u∗h, p∗h)→ (u∗, p∗) quand h→ 0

de plus (u∗, p∗) est la solution de (5.75).

Démonstration
Soit (u(ϕ, ζ), p(ϕ, ζ)) un élement de X, où (ϕ, ζ) ∈ K1 × K2. D’après l’assertion (i) du
lemme 5.4, il existe une suite ((ϕh, ζh))h ∈ Kh

1×Kh
2 telle que (uh, ph) ≡ (uh(ϕh, ζh), ph(ϕh, ζh))

un élément de Xh et
(uh, ph)→ (u, p) quand h→ 0, (5.107)

d’après l’assertion (iii), on a

J(ϕh, ζh, uh, ph) −→ J(ϕ, ζ, u, p) quand h→ 0.

Soit maintenant ((u∗h, p∗h))h une suite de solutions de (5.78), telle que
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(u∗h, p∗h) ≡ (uh(ϕ∗h, ζ∗h), p∗h(ϕ∗h, ζ∗h)) ∈ Xh. D’après l’assertion (ii) du lemme 5.4, il existe
une sous-suite notée encore(u∗h, p∗h) et un élément (u∗, p∗) ∈ X tels que

(u∗h, p∗h)→ (u∗, p∗) quand h→ 0.

D’après l’assertion (iii), on aura

J(ϕh, ζh, uh, ph)→ J(ϕ∗, ζ∗, u∗, p∗) quand h→ 0

Or, on a
J(ϕ∗h, ζ∗h, u∗h, p∗h) ≤ Jh(ϕh, ζh, uh, ph) pour tout h (5.108)

Le résultat est alors obtenu par passage à la limite dans l’équation (5.108) quand h→ 0.

Dans la suite, nous nous intéressons à la résolution numérique du problème (5.27).

5.4 Simulation numérique du problème régularisé

Dans cette section, nous allons proposer une méthode d’approximation du problème
d’optimisation (5.27), en utilisant un algorithme du type gradient, basé sur le processus
d’identification de la solution suggéré dans la proposition (5.2).

Ainsi, en substituant d’abord (5.48) dans (5.19), on obtient
 a(uδ, v) + b(v, pδ) + 1

ε
(wδ2, v̄)0,Γ1 + i1

ε
(wδ1, v̄)0,Γ1 = (f, v̄) + (ψδ + iκδ, v̄)0,Γ0 ∀v ∈ V

b(uδ, q) = 0 ∀q ∈ Θ0,

(5.109)
où (wδ, p̃) est solution du problème d’état adjoint


a(wδ, v) + b(v, p̃δ) = (uδ2, v̄)0,Ω ∀v ∈ V
b(wδ, q) = −

∫
Ω
pδ2 q dx ∀q ∈ Θ0.

(5.110)

Par suite, en combinant les formules (5.48), (5.109) et (5.110), on se ramène à résoudre
les problèmes suivants


2µ
∫

Ω
D(u1) : D(v)dx+

∫
Ω
p1 div v dx− (u2, v)0,Γ + 1

ε
(w2, v)0,Γ1 = (f, v)0,Ω + (ψδ, v)0,Γ0 ∀v ∈ V∫

Ω
q div u1 dx = 0 ∀q ∈ Θ0

(5.111)
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2µ
∫

Ω
D(u2) : D(v)dx+

∫
Ω
p2 div v dx+ (u1, v)0,Γ + 1

ε
(w1, v)0,Γ1 = (κδ, v)0,Γ0 ∀v ∈ V∫

Ω
q div u2 dx = 0 ∀q ∈ Θ0

(5.112)


2µ
∫

Ω
D(w1) : D(v)dx+

∫
Ω
p̃1 div v dx− (u2, v)0,Ω − (w2, v)0,Γ = 0 ∀v ∈ V∫

Ω
q divw1 dx = −

∫
Ω
pδ2 q dx ∀q ∈ Θ0

(5.113)


2µ
∫

Ω
D(w2) : D(v)dx−

∫
Ω
p̃2 div v dx+ (w1, v)0,Γ = 0 ∀v ∈ V∫

Ω
q divw2 dx = 0 ∀q ∈ Θ0

(5.114)

On calcule ainsi la solution (ϕδε, ζδε ), en utilisant les relations

ϕδε = −1
ε
w2/Γ1 , ζδε = −1

ε
w1/Γ1 (5.115)

Dans la suite, afin de calculer numériquement la solution approchée, nous allons opter
pour une approximation des problèmes (5.111)-(5.114) par la méthode des éléments finis
P1Bulle/P1.

5.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous nous intéressons à la simulation numérique de la solution en
se basant sur l’approche de régularisation présentée dans l’algorithme ci-dessus. Ensuite,
afin de tester la fiabilité de cet algorithme, nous présentons quelques tests numériques.

Test numérique 1

Nous considérons les données suivantes :

• Soit Ω ⊂ R2 un anneau défini par

{(x, y) ∈ R2/r2 < x2 + y2 < R2}

où r = 0.6 est le rayon intérieur et R = 1 est le rayon extérieur (Figure 5.1).
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Figure 5.1 – Domaine Ω

• On suppose que le bord de Ω est défini par ∂Ω := Γ0 ∪ Γ1, où

Γ1 = {(x, y) ∈ R2/x2 + y2 = r2}

est le bord intérieur supposé inaccessible et

Γ0 = {(x, y) ∈ R2, /x2 + y2 = R2}

est le bord extérieur.

• La donnée de Dirichlet κ pour le champ de la vitesse sur Γ0 :

 κ1 = ch(x) sh(y)
κ2 = −ch(y) sh(x)

(5.116)

• Le flux ψ sur Γ0 ψ1 = µ (sh(x) sh(y) ∗N.x+ ch(x) ch(y) ∗N.y)−
(
y ch(x)− sh(1)

2

)
∗N.x

ψ2 = µ (ch(x) ch(y) ∗N.x+ sh(y) sh(x) ∗N.y)−
(
y ch(x)− sh(1)

2

)
∗N.y

(5.117)
où N = (N.x,N.y) est la normale sortante de Ω.

• Le second membre  f1 = −2µ ch(x)sh(y) + ysh(x)
f2 = 2µ ch(y)sh(x) + ch(x).

(5.118)

• Nous allons maintenant reconstruire (ϕhε , ζhε ) une approximation du champ de vi-
tesse ϕ∗, du flux ζ∗ et une approximation de la pression sur Γ1, en considérant la
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solution exacte du problème (5.1) associée aux données ci-dessus


ue1 = ch(x)sh(y)
ue2 = −ch(y)sh(x)

pe = ych(x)-sh(1)2

(5.119)

Le couple vitesse et flux (ϕ, ζ)Γ1 construit sur la partie du bord inaccessible Γ1 est illus-
tré dans la figure 5.2. Nous constatons que la solution approchée ainsi obtenue est de
bonne qualité à partir des mesures de (ψ, κ)|Γ0 . Nous étudions également l’impact du pa-

Figure 5.2 – La solution (ϕ, ζ) exacte et approchée

ramètre de régularisation ε sur la solution approchée (ϕhε , ζhε ). Dans les figures 5.3 et 5.4,
nous présentons le comportement des solutions (ϕhε , ζhε ) en fonction de quelques valeurs
de ε. Nous pouvons bien constater que pour des valeurs de ε qui variant entre 10−4 et
10−6, nous obtenons de bonnes approximations. Ainsi, pour ε = 10−6, les problèmes
approchées (5.111), (5.112), (5.113) et (5.114) sont résolus pour construire des solutions
approchées (ϕhε , ζhε ) de (ϕ∗, ζ∗) à partir des données de Cauchy (ψ, κ). Dans la figure 5.5,
nous présentons une comparaison entre la solution exacte et la solution approchée sur le
bord inaccessible Γ1. Comme nous pouvons le remarquer, les résultats numériques obtenus
sont assez satisfaisants et les solutions approchées présentent de bonnes approximations
de la solution. Afin de bien évaluer la précision de la solution, on considère les erreurs
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Figure 5.3 – La solution ζhε pour les différentes valeurs de ε

Figure 5.4 – La solution ϕhε pour les différentes valeurs de ε

relatives en norme L2 correspondant aux solutions ϕhε , ζhε , et (uh1 , ph1) :

Errϕ = |||ϕ
h
ε − ϕ∗|||0,Γ1

ϕ∗
Errζ = |||ζ

h
ε − ζ∗|||0,Γ1

ζ∗

Erru = |||u
h
1 − u∗|||0,Γ1

u∗
Errp = ‖p

h
1 − p∗‖0,Γ1

u∗

où (u∗, p∗), est la solution exacte de (5.1) associée à (ϕ∗, ζ∗). Dans la table 5.1, on examine
la convergence numérique de la solution approchée (ϕhε , ζhε ) vers la solution exacte (ϕε, ζε)
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Figure 5.5 – La vitesse et la pression exactes et approchées sur Γ1

pour des valeurs décroissantes de h (pour ε = 10−6). Nous concluons à partir cette table
que l’approche proposée nous permet d’avoir une bonne convergence vers la solution (ϕ, ζ)
quand h tend vers 0.

h 0.5 0.1 0.05 0.01
Errt 0.058 0.035 0.019 0.018
Erru 0.059 0.034 0.018 0.017
Errp 0.017 0.0058 0.053 0.0015
Errϕ 0.06 0.019 0.009 0.0023

Table 5.1 – La variation des erreurs en fonction de h

Finalement, afin de vérifier la stabilité de l’approche considérée, nous introduisons un
bruit uniformément distribué avec des nivaux de l’ordre δ = 2.5%, δ = 5%, et δ = 10%
sur la donnée (ψ, κ) qui sera notée par (ψδ, κδ) :

ψδ1 = [1 + δ · (2 rand(x)− 1)]ψ1

ψδ2 = [1 + δ · (2 rand(x)− 1)]ψ2

κδ1 = [1 + δ · (2 rand(x)− 1)]κ1

κδ2 = [1 + δ · (2 rand(x)− 1)]κ2,
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où rand(x) retourne une valeur pseudo-aléatoire tirée d’une distribution uniforme de
[0, 1]. Le processus est répété sur le même maillage de pas de discrétisation h = 0.03 pour
ε = 10−6. Dans les figures 5.6 et 5.7, nous présentons respectivement le comportement

Figure 5.6 – La solution ζ1 pour différents niveaux du bruit δ

Figure 5.7 – La solution ζ2 pour différents niveaux du bruit δ.

de la solution ζ1 et ζ2 en présence du bruit. Dans la figure 5.8 et 5.9), nous présentons
également respectivement le comportement de la solution ϕ1 et ϕ2. On remarque à partir
de ces figures que, malgré l’instabilité sévère du problème, l’approche proposée produit



5.5. RÉSULTATS NUMÉRIQUES 125

Figure 5.8 – La solution ϕ1 pour différents niveaux du bruit δ

Figure 5.9 – La solution ϕ2 pour différents niveaux du bruit δ

des solutions numériques convergentes et stables par rapport aux petits bruits introduits
sur les données de Cauchy.

Test numérique 2

Nous considérons le même domaine Ω ( voir figure 5.1) et les données suivantes :
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• La donnée de Dirichlet κ pour le champ de vitesse sur Γ0 :
 κ1 = 4y3− x2

κ2 = 4x3 + 2xy − 1
(5.120)

• Le flux ψ sur Γ0 ψ1 = µ((−2x) ∗N.x+ (12y2) ∗N.y)− (24xy − 12x) ∗N.x
ψ2 = µ((12x2 + 2y) ∗N.x+ (2x) ∗N.y)− (24xy − 12x) ∗N.y

(5.121)

• Le second membre  f1 = −µ(24y − 2) + 24y − 12
f2 = −24µx+ 24x.

(5.122)

• Nous allons reconstruire (ϕhε , ζhε ) une approximation du champ de vitesse ϕ∗, et
du flux ζ∗ et une approximation de la pression sur Γ1, en considérant la solution
exacte du problème (5.1) associée aux données ci-dessus


ue1 = 4y3− x2

ue2 = 4x3 + 2xy − 1
pe = 24xy − 12x

(5.123)

Dans les figures 5.10, 5.11 et 5.12, nous présentons une comparaison entre les solutions
exacte et approchée des composantes de la vitesse et la pression sur le bord inaccessible
Γ1. Tandis que les deux composantes du flux sont présentées dans les figures 5.13 et 5.14.
Ces résultats montrent pour cet exemple aussi la bonne qualité d’approximation de la
solution.

Notons que cette approche est basée sur un solveur utilisant la technique du gradient
adjoint ne nécessitant aucune itération, ainsi la résolution numérique est rapide. Cepen-
dant, nous remarquons que malgré le caractère régularisant de cette approche, elle reste
très sensible aux petites perturbations sur les données de Cauchy.
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Figure 5.10 – La solution ζ1 sur Γ1

Figure 5.11 – La solution ζ2 sur Γ1
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Figure 5.12 – La pression p sur Γ1

Figure 5.13 – La composante du flux ϕ1 sur Γ1
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Figure 5.14 – La composante du flux ϕ2 sur Γ1



Chapitre 6

Simulation numérique du problème
inverse modélisant l’écoulement d’air

dans les poumons

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’approximation numérique d’un problème
inverse de Cauchy modélisant l’écoulement d’air dans l’arbre bronchique. Cette approche
a été réalisée sur un domaine 2D simulant la structure anatomique de l’arbre bronchique
correspondant au système respiratoire humain (voir le chapitre 3). Dans ce cadre, nous
exploitons les différents algorithmes, proposés dans les chapitres précédents, pour pré-
senter quelques résultats numériques d’approximation du champ de la vitesse et de la
pression sur les frontières artificielles de cet arbre, tout en utilisant une discrétisation par
la méthode des éléments finis de type P1Bulle/P1. La résolution numérique se fait dans un
premier lieu en utilisant l’approche basée sur la technique de décomposition de domaine.
Ainsi, dans le but de reconstruire la solution de l’équation de Stokes sur la partie du
bord inaccessible, nous optons pour l’algorithme "Robin-Robin" dont nous avons montré
la performance, par rapport aux autres algorithmes issus de la décomposition de domaine.
Nous proposons ensuite la simulation numérique de ce problème inverse en utilisant l’ap-
proche basée sur la régularisation de Tikhonov. Nous exploitons ainsi l’algorithme suggéré
dans le chapitre 5, qui consiste à résoudre de manière directe un système d’équations cou-
plées, pour reconstruire le champ de vitesse et de pression sur les frontières artificielles de
l’arbre bronchique. Enfin, nous étudions la stabilité numérique pour les deux approches
proposées.

6.1 Position du problème inverse sur l’arbre bron-
chique simulée

Nous commençons d’abord par rappeler le problème inverse de Cauchy modélisant
l’écoulement d’air dans l’arbre bronchique, tout en simulant de manière approximative la

130
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structure anatomique de l’arbre bronchique, décrit par le domaine géométrique suivant
(voir figure 6.1). Le problème inverse consiste à déterminer le couple vitesse-pression (u, p)

Figure 6.1 – Schéma simulant l’arbre bronchique étudiée

sur les parties inaccessibles du bord Γi, pour i = 1, ..., N (ici N = 8), solution de



−µ div(D(u)) +∇p = f dans Ω,
div(u) = 0 dans Ω,
u = h sur Γ0,

σ(u)n = g sur Γ0,

u = 0 sur Γl,

(6.1)

où f , g et h sont des fonctions données, et µ est la viscosité d’air un réel positif assez
petit [15]. Dans le problème (6.1), nous remarquons qu’il y a deux conditions de type
Dirichlet et Neumann sur la partie du bord accessible Γ0 (la partie proximale), nous
supposons que la vitesse d’air est nulle sur la partie du bord Γ`, mais la solution est
complètement inconnue sur les frontières artificielles Γi pour i = 1, ..., 8. Ainsi dans le but
de reconstruire des solutions approchées de ce problème, nous optons dans un premier lieu
pour l’algorithme dérivant de la méthode de décomposition de domaine de type "Robin-
Robin" présenté dans le chapitre 4. Ensuite, nous exploitons la seconde approche proposée
dans le chapitre 5, tout en utilisant l’algorithme non itératif y suggéré. Ces algorithmes
exigent la résolution des problèmes directs (problèmes de Stokes) dont l’approximation se
fait à l’aide de la méthode des éléments finis de type P1Bulle/P1. Il est ainsi nécessaire de
considérer un maillage régulier de l’arbre bronchique ( voir la figure 6.2) Dans la suite,
pour tous les tests numériques que nous considérons, nous allons chercher à reconstruire
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Figure 6.2 – Maillage de l’arbre bronchique 2d

la solution approchée du problème (6.1) dont la solution exacte correspond à celle de
l’exemple 4.1. Les fonctions f = (f1, f2), g = (g1, g2) et h = (h1, h2) sont données par

 f1(x, y) = −2µ+ 1,
f2(x, y) = 1,

 g1(x, y) = (1− 2µ)x+ y − 2µ− 1,
g2(x, y) = 2µx,

et  h1(x, y) = y,

h2(x, y) = −2y,
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6.2 Résolution du problème inverse par l’algorithme
de Robin-Robin

Nous rappelons que l’algorithme de "Robin-Robin" pour la résolution du problème
inverse 6.1 est résumé, dans ce cas, comme suit

Algorithme 4 :

1. Choisir deux paramètres d’accélérations positifs γ1 et γ2, tels que γ1 + γ2 > 0 et se
donner une précision ε > 0.

2. Pour k = 0, choisir une donnée initiale v(0) de u sur Γ1.

3. Résoudre le problème suivant :



−2µ div(D(u(k+1))) +∇p(k+1) = f dans Ω,
div(u(k+1)) = 0 dans Ω,
σ(u(k+1))n = g sur Γ0,

u(k+1) = 0 sur Γl,
σ(u(k+1))n+ γ1u

(k+1) = σ(u(k))n+ γ1u
(k) sur Γi, pour i = 1, ..8

(6.2)

4. Résoudre le problème suivant :



−2µ div(D(u(k))) +∇p(k) = f dans Ω,
div(u(k)) = 0 dans Ω,
u(k) = h sur Γ0,

u(k) = 0 sur Γl,
σ(u(k))n− γ2u

(k) = σ(u(k+1))n− γ2u
(k+1) sur Γi pour i = 1, ..8

(6.3)

5. Si ‖u(k) − u(k+1)‖(L2(Γi))d ≤ ε, on arrête. Sinon k = k + 1, aller à l’étape 3.

Dans la suite, nous présentons quelques résultats numériques en utilisant l’algorithme 4
pour une donnée initiale v(0) = (0, 0) et une précision ε = 10−2.

Résultats numériques

Dans la figure 6.3, nous présentons l’erreur entre les solutions exacte et approchée pour
les deux composantes du champ de la vitesse et la pression (u1, u2, p) au cours des pre-
mières itérations. Nous remarquons ainsi qu’au début l’erreur est grande au voisinage des



134 CHAPITRE 6. SIMULAT. NUM. PROB. D’ÉCOUL. L’AIR DS LES POUMONS

(a) 1ère composante de la vitesse u1

(b) 2ème composante de la vitesse u2

(c) La pression p

Figure 6.3 – L’erreur entre les deux composantes de vitesse et la pression (u1, u2, p)
exactes et leur approximations obtenues au cours des premières itérations à l’aide de
l’algorithme 4

.
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frontières artificielles inaccessibles Γi, pour i = 1, ..., 8. Ensuite, nous présentons respec-
tivement dans les figures 6.4, 6.5 et 6.6 les erreurs entre les solutions exacte et approchée
de u1, u2 et p, sur l’arbre bronchique, obtenues à la convergence de l’algorithme 4. Les
solutions exacte et approchée associées à la première composante de la vitesse u1 sont
ainsi illustrées dans la figure 6.7, tandis que la deuxième composante de la vitesse u2 est
présentée dans la figure 6.8. Nous présentons également les pressions exacte et appro-
chée dans la figure 6.9. Nous constatons que les résultats obtenus sont satisfaisants.

Figure 6.4 – L’erreur entre la composante de la vitesse u1 exacte et son approximation
obtenue à la convergence de l’algorithme Robin-Robin

Afin de donner encore une idée plus précise sur la qualité de l’approximation de la solu-
tion (u1, u2, p) obtenue sur les frontières artificielles Γi pour i = 1, ..., 8. Nous présentons
d’abord la composante de la vitesse u1 sur les frontières Γi pour i = 1, 2, 3, 4 dans la
figure 6.10, et sur les frontières Γi pour i = 5, 6, 7, 8, dans la figure 6.11. Nous présentons
également la deuxième composante u2 sur les frontières Γi pour i = 1, 2, 3, 4 dans la figure
6.12, et sur le reste des frontières artificielles dans la figure 6.13. La pression est illustrée
sur les frontières Γi pour i = 1, 2, 3, 4 dans la figure 6.14, et sur le reste des frontières
inaccessibles dans la figure 6.15. Nous pouvons ainsi constater que les résultats obtenus
concernant le champ de vitesse sont très satisfaisants, et montrent bien la bonne qualité
d’approximation de la solution. Tandis que les résultats d’approximation de la pression
présentent des erreurs considérables sur quelques parties des frontières artificielles. Ceci
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Figure 6.5 – L’erreur entre la composante de la vitesse u2 exacte et son approximation
obtenue à la convergence de l’algorithme Robin-Robin

Figure 6.6 – L’erreur entre la pression p exacte et son approximation obtenue à la
convergence de l’algorithme Robin-Robin

est dû à la complexité de la configuration considérée et au manque de conditions aux
limites sur la pression qui influence considérablement la qualité d’approximation de la
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(a) 1ère composante de la vitesse u1 exacte (b) 1ère composante de la vitesse u1 approchée

Figure 6.7 – Les composantes de la vitesse u1 exacte et approchée par l’algorithme 4

(a) 2ème composante de la vitesse u2 exacte (b) 2ème composante de la vitesse u2 approchée

Figure 6.8 – Les composantes de la vitesse u2 exacte et approchée par l’algorithme 4

(a) Pression p exacte (b) Pression p approchée

Figure 6.9 – Les pressions p exacte et approchée par l’algorithme 4
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solution pour cette configuration.

Figure 6.10 – La composante de la vitesse u1 sur les frontières artificielles Γi, pour
i = 1, 2, 3, 4.

Dans la suite, nous nous intéressons à la stabilité numérique de la solution obtenue en
utilisant ce même algorithme.

Stabilité numérique

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques prouvant la sta-
bilité numérique de l’algorithme 4. Nous nous intéressons plus précisément au compor-
tement de la solution obtenue en présence de petites perturbations sur les données de
Cauchy. En effet, les données de type Dirichlet h et Neumann g sur Γ0 sont perturbés par
un bruit Gaussien de moyenne nulle uniformément distribuée avec des nivaux de bruit
δ = 0.1%, δ = 1%, δ = 5%, et δ = 10%, pour simuler des erreurs de mesure sur les
données, telles que

hδ = [1 + δ · (2 rand(x)− 1)]h

gδ = [1 + δ · (2 rand(x)− 1)]g
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Figure 6.11 – La composante de la vitesse u1 sur les frontières artificielles Γi pour
i = 5, 6, 7, 8.

Figure 6.12 – La composante de la vitesse la u2 sur les frontières artificielles Γi, pour
i = 1, 2, 3, 4.
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Figure 6.13 – La composante de la vitesse u2 sur les frontières artificielles Γi pour
i = 5, 6, 7, 8.

Figure 6.14 – La pression p sur les frontières artificielles Γi, pour i = 1, 2, 3, 4.
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Figure 6.15 – La pression p sur les frontières artificielles Γi pour i = 5, 6, 7, 8.

où rand est une fonction qui retourne une valeur pseudo-aléatoire choisie à partir d’une dis-
tribution uniforme sur [0, 1]. Notons par (uδ, pδ) la solution du problème inverse perturbé.
Afin de montrer que cet algorithme est numériquement stable, nous introduisons alors
des bruits uniformément distribués pour différentes valeurs du niveau δ ∈ [10−3, 10−1] sur
les données de Cauchy, et nous allons comparer les solutions exacte et approchée associée
aux différents niveaux de bruit δ.

Nous présentons dans les figures 6.16, 6.17 et 6.18 l’erreur entre les solutions exacte et
approchée, associées aux composantes de la vitesse et la pression, pour un niveau de bruit
δ = 0.1%. Dans les figures 6.19, 6.20 et 6.21, nous illustrons l’erreur entre les solutions
exactes et perturbées cette fois-ci pour un niveau de bruit δ = 10%. Les résultats ainsi
obtenus montrent que les petites perturbations n’ont pas d’effet considérable sur l’erreur
comparé au cas de données non bruitées. Pour examiner la stabilité de la solution du pro-
blème sur les frontières artificielles, nous présentons dans la figure 6.22 les solutions exacte,
approchée et perturbée, pour la première composante de la vitesse u1 sur les frontières
artificielles Γi, pour i = 5, ..., 8, associée aux niveaux de bruit de l’ordre 0.1%, 1%, 5%
et 10%. Ensuite, nous présentons dans la figure 6.23 les solutions exacte, approchée et
perturbée pour la deuxième composante de la vitesse u2, associée aux mêmes niveaux de
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bruit sur les frontières Γi pour i = 1, ...4. Finalement, les pressions exacte, approchée et
perturbée associée aux niveaux de bruit 1%, 5% et 10% sur les frontières Γ1 et Γ2 sont
illustrées dans la figure 6.24, sur Γ3 et Γ4 dans la figure 6.25, et sur Γi, pour i = 5, 6, 7, 8
dans la figure 6.26.

Figure 6.16 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée perturbée pour un niveau
de bruit δ = 0.1% associées à la composante de la vitesse u1.

Figure 6.17 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée perturbée pour un niveau
de bruit δ = 0.1% associées à la composante de la vitesse u2.
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Figure 6.18 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée perturbée pour un niveau
de bruit δ = 0.1% associées à la pression p.

Figure 6.19 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée perturbée pour un niveau
de bruit δ = 10% associées à la composante de la vitesse u1.

Ces résultats montrent bien la stabilité de la solution, et que les estimations suivantes
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Figure 6.20 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée perturbée pour un niveau
de bruit δ = 10% associées à la composante de la vitesse u2.

Figure 6.21 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée perturbée pour un niveau
de bruit δ = 10% associées à la pression p.

sont bien vérifiées.

‖uexacte − uapprochée‖(L2(Γi))d ≤ δ pour i = 1, ..., 8
‖pexacte − papprochée‖(L2(Γi))d ≤ δ pour i = 1, ..., 8

(6.4)
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Figure 6.22 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit d’ordre 0.1%, 1%, 5% et 10% pour la première composante de la vitesse u1 sur Γ5
(a), sur Γ6 (b) sur Γ7 (c) et sur Γ8 (d)

Figure 6.23 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit d’ordre 0.1%, 1%, 5% et 10% pour la première composante de la vitesse u2 sur Γi
pour i = 1, 2, 3, 4.
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Figure 6.24 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit d’ordre 1%, 5% et 10% pour la pression p sur Γ1 (a) sur Γ2 (b).

Figure 6.25 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit d’ordre 1%, 5% et 10% pour la pression p sur Γ3 (a) sur Γ4 (b)
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Figure 6.26 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit d’ordre 1%, 5% et 10% pour la pression p sur Γ5 (a), sur Γ6 (b), sur Γ7 (c) et sur Γ8
(d)
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6.3 Résolution du problème inverse par la seconde
approche

Dans cette section, nous proposons une approximation de la solution de ce problème
inverse en se basant sur l’algorithme de résolution suggéré dans le chapitre 4 utilisant la
régularisation de Tikhonov et qui vise à résoudre un système d’équations couplées pour
reconstruire la solution de Stokes sur les frontières artificielles Γi pour i = 1, ..., 8.

Résultats numériques

Nous présentons ainsi l’erreur entre les solutions exacte et approchée, sur l’arbre
bronchique, associées à la première composante de la vitesse u1 dans la figure 6.27, à
la deuxième composante de la vitesse u2 dans la figure 6.28 et à la pression dans la figure
6.29. A partir de ces résultats, nous pouvons constater l’efficacité de cette approche en
terme de la qualité de la solution approchée ainsi obtenue. Nous nous intéressons ensuite

Figure 6.27 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée sur l’arbre bronchique
simulée pour la première composante de la vitesse u1

à la solution approchée sur les frontières artificielles inaccessibles, nous présentons ainsi
la première composante de la vitesse u1 sur Γ1 et Γ2 dans la figure 6.30, sur Γ3 et Γ4 dans
la figure 6.31 et sur Γi, pour i = 5, 6, 7, 8 dans la figure 6.32.
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Figure 6.28 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée sur l’arbre bronchique
simulée pour la deuxième composante de la vitesse u2

Figure 6.29 – L’erreur entre les solutions exacte et approchée sur l’arbre bronchique
simulée pour la pression p

Nous illustrons également la deuxième composante de la vitesse u2 sur les frontières
Γ1 et Γ2 dans la figure 6.33, sur Γ3 et Γ4 dans la figure 6.34 et sur le reste des frontières
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Figure 6.30 – Les solutions exacte et approchée pour la première composante de la vitesse
u1 sur Γ1 et Γ2

Figure 6.31 – Les solutions exacte et approchée pour la première composante de la vitesse
u1 sur Γ3 et Γ4

artificielles dans la figure 6.35.

Finalement, nous présentons la pression p sur les frontières Γ1 et Γ2 dans la figure
6.36, sur Γ3 et Γ4 dans la figure 6.37 et sur le reste des frontières artificielles Γi pour
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Figure 6.32 – la pression exacte et approchée sur Γ5,Γ6, Γ7 et sur Γ8

Figure 6.33 – Les solutions exacte et approchée pour la deuxième composante de la
vitesse u2 sur Γ1 et Γ2

i = 5, 6, 7, 8 dans la figure 6.38.

L’approche proposée nous permet également de reconstruire le flux sur les frontières
inaccessibles. Pour cela, nous présentons la première composante du flux φ1 sur les fron-
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Figure 6.34 – Les solutions exacte et approchée pour la deuxième composante de la
vitesse u2 sur Γ3 et Γ4

Figure 6.35 – Les solutions exacte et approchée pour la deuxième composante de la
vitesse u2 sur Γ5,Γ6, Γ7 et sur Γ8

tières Γ1 et Γ2 dans la figure 6.39, sur Γ3 et Γ4 dans la figure 6.40, puis nous présentons
également la deuxième composante du flux φ2 sur les frontières Γ5 et Γ6 dans la figure
6.41, et sur Γ7 et Γ8 dans la figure 6.42.
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Figure 6.36 – La pression exacte et approchée sur Γ1 et Γ2

Figure 6.37 – La pression exacte et approchée sur Γ3 et Γ4

Les résultats ainsi obtenus sont satisfaisants en terme de précision et montrent égale-
ment la bonne qualité d’approximation de la solution.
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Figure 6.38 – La pression exacte et approchée p sur Γ5,Γ6, Γ7 et sur Γ8

Figure 6.39 – Les solutions exacte et approchée pour la première composante du flux φ1
sur Γ1 et Γ2

Stabilité numérique

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques prouvant la sta-
bilité numérique de l’algorithme présenté dans le chapitre 4. Nous nous intéressons au
comportement de la solution obtenue à l’aide de cet algorithme en présence de petites
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Figure 6.40 – Les solutions exacte et approchée pour la première composante du flux φ1
sur Γ3 et Γ4

Figure 6.41 – Les solutions exacte et approchée pour la deuxième composante du flux
φ2 sur Γ5 et Γ6

perturbations au niveau des données de Cauchy. En effet, les données de type Dirichlet h
et Neumann g sur Γ0 sont perturbés avec un bruit Gaussien de moyenne nulle uniformé-
ment distribué avec des nivaux de bruit δ = 1%, δ = 2.5% et δ = 5%, pour simuler des
erreurs de mesure, telles que
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Figure 6.42 – Les solutions exacte et approchée pour la deuxième composante du flux
φ2 sur Γ7 et Γ8

hδ = [1 + δ · (2 rand(x)− 1)]h

gδ = [1 + δ · (2 rand(x)− 1)]g

Nous présentons ainsi les solutions exacte, approchée et perturbée, pour la première
composante de la vitesse u1 associée aux différents niveaux de bruit δ sur les frontières
artificielles Γ1 et Γ2, dans la figure 6.43 et sur Γ3 et Γ4, dans la figure 6.44, Nous présentons
également les solutions exacte, approchée et perturbée pour la deuxième composante de
la vitesse u2 associée aux mêmes niveaux de bruit δ sur les frontières artificielles Γ5 et Γ6,

dans la figure 6.45 et sur Γ7 et Γ8, dans la figure 6.46. Finalement, nous présentons la
pression exacte, approchée et perturbée associée aux différents niveaux de bruit δ sur les
frontières inaccessibles Γ1 et Γ2, dans la figure 6.47 et sur Γ7 et Γ8, dans la figure 6.48.

Malgré l’instabilité sévère connue pour ce genre de problèmes, nous avons réussi grâce
à cette approche de reconstruire des solutions stables sur les frontières artificielles Γi pour
i = 1, ..., 8, ceci est confirmé par les résultats ainsi obtenus.
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Figure 6.43 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit de l’ordre δ = 1%, δ = 2.5% et δ = 5% pour la première composante de la vitesse
u1 sur Γ1 et Γ2

Figure 6.44 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit de l’ordre δ = 1%, δ = 2.5% et δ = 5% pour la première composante de la vitesse
u1 sur Γ3 et Γ4
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Figure 6.45 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit d’ordre de l’ordre δ = 1%, δ = 2.5% et δ = 5% pour la première composante de la
vitesse u2 sur Γ5 et Γ6

Figure 6.46 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit de l’ordre δ = 1%, δ = 2.5% et δ = 5% pour la première composante de la vitesse
u2 sur Γ7 et Γ8
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Figure 6.47 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit de l’ordre δ = 1%, δ = 2.5% et δ = 5% pour la pression p sur Γ1 et Γ2

Figure 6.48 – Les solutions exacte, approchée et perturbée par les différents niveaux de
bruit de l’ordre δ = 1%, δ = 2.5% et δ = 5% pour la pression p sur Γ7 et Γ8



Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude théorique et l’approximation
numérique d’un problème inverse de Cauchy régi par l’équation de Stokes modélisant
l’écoulement d’air dans les poumons. Nous avons ainsi proposé deux approches à carac-
tère régularisant pour la résolution de ce problème, permettant de remédier à l’instabilité
sévère que connait cette classe de problèmes. En effet, la première approche consiste à
reformuler ce problème inverse en un problème de point fixe en s’inspirant de la méthode
de la décomposition de domaine. Nous avons suggéré un algorithme de résolution qui
permet de reproduire l’algorithme classique Kozlov-Mazya-Formin et offre l’opportunité
d’exploiter d’autres algorithmes issus des méthodes classiques de la décomposition de do-
maine. Les résultats numériques obtenus en utilisant ces différents algorithmes permettent
de reconstruire des solutions stables et convergentes.

La deuxième approche se base sur une reformulation du problème de Cauchy en un
problème d’optimisation régularisé par la méthode de régularisation de Tikhonov, sous
contrainte un problème aux limites avec des conditions de type Robin complexes. Nous
avons proposé une étude numérique de ce problème tout en établissant des résultats d’exis-
tence et de convergence de ce problème. Ensuite, nous avons suggéré un algorithme rapide
de résolution directe de ce problème permettant également de reproduire des solutions
stables et convergentes.

Ainsi, dans le but de concrétiser les résultats obtenus, nous les avons exploité dans
la simulation numérique d’un modèle d’écoulement d’air dans un domaine 2D simulant
l’arbre bronchique. Pour cela, nous avons mis en œuvre quelques algorithmes déjà pro-
posés dans cette thèse pour présenter quelques résultats numériques d’approximation du
champ de vitesse et de pression sur les frontières artificielles de l’arbre bronchique, tout
en discutant leur stabilité.

En perspective, nous souhaitons étendre ces résultats pour d’autres équations aux
dérivées partielles à titre d’exemple le cas des équations de Navier-Stokes, et nous comp-
tons éventuellement développer de nouvelles approches à caractère régularisant pour la
résolution de ces problèmes.
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