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Résumé

Au cours de ces dernières années, l’étude des équations différentielles fractionnaires a

fait l’objet de divers travaux de recherches. Ces équations concourent dans la modélisation

de certains phénomènes physiques présentant des termes mémoires dans leurs structures.

Le but de cette thèse est de contribuer au développement de cette théorie émergente, et

en s’intéressant au problème de l’existence de solutions de quelques équations intégro-

différentielles fractionnaires hybrides et équations intégro-différentielles fractionnaires

impulsives . Les résultats obtenus dans ce travail sont basés sur les théorèmes du point

fixe de Banach, leary-Schaudr, Darbo-Sadovskii, Dhage et Mönch.

Tout d’abord, nous présentons les éléments de base de la théorie du calcul fractionnaire,

tels que : la dérivation fractionnaire, l’intégration fractionnaire, définitions relatives aux

opérateurs d’ordre fractionnaire, l’exponentielle de Mittag-Leffler, sur lesquels s’appuient

nos travaux décrits dans cette thèse.

Ensuite, nous nous intéressons à l’étude d’existence de solutions de quelques problèmes

aux limites concernant une équation intégro-différentielle hybride et une autre équation

intégro-différentielle fractionnaire impulsive, nous établissons quelques résultats d’exis-

tence de solution de ces équations.
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Introduction

Le calcul fractionnaire connait à l’heure actuelle une grande popularité parmi les cher-

cheurs en sciences fondamentales et appliquées. En fait, il étend les opérations dérivation

et d’intégration aux ordres non entiers. Au début, c’était presque un jeu d’esprit pour cer-

tains mathématiciens de renommée, qui voulaient généraliser la notion de différentiation

d’ordres entiers à des ordres fractionnaires, permettant le calcul de la dérivée d’ordre α

réel ou complexe d’une fonction différentiable f(t) soit :

(Dαf)(t) =
dαf(t)

dtα

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ses origines

remontaient à la fin du 17ième siècle, partant de la réponse de G.W. Leibniz concernant

la question de l’Hôpital, posée sur la signification de dαf(t)
dtα

si n = 1
2

.

Son intérêt n’est reconnu que durant les deux dernières décennies du 20ième siècle

où de nombreuses applications ont été développées utilisant ce concept. Un exposé his-

torique détaillé est donné en introduction de [10] ; De plus, cet ouvrage est sans doute

l’un des premiers à rassembler des résultats épars.

Le calcul fractionnaire a été intensivement développé depuis la première conférence sur ce

domaine en 1974 [23]. Depuis, il a gagné une popularité et une considération importante

dues principalement aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences ap-

pliquées et de l’ingénierie où il a été remarqué que le comportement d’un grand nombre
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de systèmes physiques peut être décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire qui

fournit un excellent instrument pour la description de plusieurs propriétés de matériaux

et processus [14], [19], [48], [56], [29], [51], [60], [27]. Donc, il est très important d’établir

une théorie claire et nette pour l’étude et l’analyse des opérateurs et systèmes d’ordres

fractionnaires.

Tout d’abord, plusieurs mathématiciens ont apporté des contributions importantes jus-

qu’à la moitié du dernier siècle : P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel

(1823− 1826), H. Holmgren (1865− 67), A.K. Grünwald (1867− 1872), A.V. Letnikov

(1868−1872), H.Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), J. Hadamard (1892), O. Heavi-

side (1892−1912), S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood (1917−1928), H.

Weyl (1917), P. Lévy (1923), A.Marchaud (1927), H.T. Davis (1924−1936), A. Zygmund

(1935−1945), E.R. Love (1938−1996), A. Erdélyi (1939−1965), H. Kober (1940), D.V.

Widder (1941), M. Riesz (1949).

Ces développements mathématiques obtenus, était très différents de ceux utilisés dans le

calcul ordinaire. A cette époque, Il n’y avait presque pas d’applications du calcul frac-

tionnaire. Depuis longtemps, il a été considéré par certains, comme un domaine abstrait

ne contenant que des manipulations mathématiques avec peu ou pas d’utilité. Il y a

presque 30 ans, ce paradigme a commencé à se passer des mathématiques pures aux ap-

plications dans différents domaines. Les opérateurs et les systèmes d’ordres fractionnaires

ont été appliqués dans presque tous les domaines de la science. Les divers domaines où le

calcul fractionnaire a fait un impact profond, comprend la viscoélasticité et la rhéologie,

le génie électrique, l’électrochimie, la biologie, la biophysique et le génie biologique, le

traitement du signal et d’image, la mécanique, la mécatronique, la physique, et la théorie

de la commande.

Bien que certaines questions mathématiques restent non résolues, beaucoup de difficultés

ont été surmontées, et la plupart des problèmes mathématiques clés documentés dans le

domaine était résolus à un point où plusieurs outils mathématiques sont les mêmes pour

les deux calculs, régulier et fractionnaire. Les ouvrages déjà cités précédemment ont été

très utiles dans l’introduction du calcul fractionnaire aux chercheurs des différentes com-

munautés scientifiques. En plus, on peut compter plusieurs travaux fondamentaux [42],

[36], [22], [37], [55], [31], [40], qui fournissent une bonne compréhension des opérateurs

et des systèmes d’ordres fractionnaires.

D’autre part, les équations différentielles impulsives apparaissaient comme une descrip-

tion naturelle de nombreux phénomènes d’évolution dans le monde réel. La majorité des

processus dans les sciences appliquées sont représentés par des équations différentielles.

Cependant, la situation est différente dans certains phénomènes physiques subissant

des changements brusques au cours de leur évolution comme les systèmes mécaniques

avec impact, les systèmes biologiques ( flux du sang,...), la dynamique des populations,

les désastres naturels, etc. Ces changements sont souvent de très courtes durées et

sont donc produits instantanément sous forme d’impulsions. La modélisation de tels

phénomènes nécessite l’utilisation des formes qui font intervenir explicitement et simul-

tanément l’évolution continue du phénomène ainsi que les changements instantanés.
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De tels modèles sont dits ”impulsifs” ; ils sont évolutifs de processus continus régis par

des équations différentielles combinées avec des équations aux différences représentant

l’effet impulsif subi.

Présentation de la thèse

Dans cette thèse nous nous intéressons à l’étude de deux classes d’équations différentielles

d’ordres fractionnaires, elle est organisée en six chapitres :

Au première chapitre nous citons quelques principales étapes historiques de l’élaboration

du calcul fractionnaire.

Dans le deuxième chapitre nous présentons des notions préliminaires nécessaires pour

la bonne compréhension de ce manuscrit. Ce chapitre est partagé en trois sections. La

première section présente une base théorique du calcul fractionnaire nécessaire pour le

développement des chapitres qui suivent. Les concepts de base et les principales pro-

priétés des opérateurs d’ordres fractionnaires y sont répertoriés. Enfin nous rappelons

les différents théorèmes de point fixe utilisés dans ce travail.

L’objet du troisième chapitre est l’étude de l’existence de la solution du problème intégro-

différentiel fractionnaire hybride suivant :
Dα

(
x(t)−Iβh(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

f(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

)
= g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t)), t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2

x(0)

f(0,x(0),0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)
= x0,

x(T )
f(T,x(T ),Iα1x(T ),...,Iαnx(T )) = xT ,

(1)

où α1, . . . , αn > 0 , β1, . . . , βn > 0, x ∈ R, Dα désigne la dérivée fractionnaire de

Caputo d’ordre α. Iβ est l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre β > 0 .

f : J × Rn −→ R \ {0} , h : J × Rn −→ R sont continues et h(0, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) = 0, et

g ∈ C(J × Rk,R) est une fonction a certaines propriétés.

Nous commençons d’abord par établir une équivalence entre ce problème et une certaine

équation intégrale. Ensuite, nous présentons dans la deuxième section notre premier

résultat d’existence en utilisant le théorème du point fixe de Dhage. La validité de ce

résultat sera illustrée par un exemple.

Un deuxième résultat d’existence sera présenté dans la dernière section de ce chapitre.

Il s’agit d’un résultat d’existence de la solution du problème intégro-différentiel fraction-

naire séquentiel hybride suivant :D
α
(
Dωx(t)−Iβh(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

f(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

)
= g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t)), t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1

x(0) = x0, Dωx(0) = 0,
(2)

où 0 < α, ω ≤ 1, 1 < α+ω ≤ 2, les fonctions f ∈ C(J×Rn,R\{0}), h ∈ C(J×Rn,R) et

h(0, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) = 0 et g ∈ C(J ×Rk,R). Iβ est l’intégral fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ ordre β. Dα, Dω sont les opérateurs de dérivée fractionnaire d’ordre α, β

respectivement.

Au quatrième chapitre de ce travail et vu que la condition non locale joue aussi un rôle im-

portant dans la modélisation de plusieurs phénomènes physiques, nous nous intéressons à
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l’étude de l’existence de la solution du système couple d’équations différentielles d’ordre

fractionnaires hybrides impulsives et à condition non locale suivante :

Dα
(

u(t)
f1(t,u(t),v(t))

)
= g1(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, 1], t 6= ti i = 1, 2, . . . , n, 0 < α < 1

u(t+i ) = u(t−i ) + Ii(u(t−i )), ti ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . . , n

Dβ
(

v(t)
f2(t,u(t),v(t))

)
= g2(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, 1], t 6= tj, j = 1, 2, . . . ,m, 0 < β < 1

v(t+j ) = v(t−j ) + Ij(v(t−j )), tj ∈ (0, 1), j = 1, 2, . . . ,m

u(0)
f1(0,u(0),v(0))

= φ(u), v(0)
f2(0,u(0),v(0))

= ψ(v),

(3)

Dα, Dβ représente la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α, β, respectivement.

Au cinquième chapitre, nous traitons l’existence de solutions intégrales du problème de

Cauchy suivant :

dαx(t)

dtα
= Ax(t) + f(t, x(t)), x(0) = x0 + g(x), t ∈ [0, τ ], (4)

où dα(.)
dtα

représente la dérivée fractionnaire conforme.

La partie linéaireA est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu

(T (t))t≥0 sur un espace de Banach X, f et g des fonctions données. Le résultat principal

est prouvé en utilisant le théorème du point fixe de Darbo-Sadovskii sans supposer la

compacité de la famille (T (t))t≥0 et la condition de Lipschitz sur la partie non locale g.

Dans le sixième chapitre nous étudions l’existence de solutions du problème des équations

intégro-différentielles fractionnaires impulsives suivantes :
Dαu(t) = Au(t) + f(t, u(t),

∫ t
0
ρ(t, s)h(t, s, u(s))ds) +B(t)c(t), t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, . . . , n, c ∈ Uad

u(t) = Ii(u(ti)) + gi(t, u(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, . . . , n

u(0) = u0 + k(u)

(5)

où CDα est la dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre α ∈ (0, 1). A est le générateur

infinitésimal d’un semi-groupe analytique d’opérateurs linéaires (T (t))t≥0 sur un espace

de Banach (X, ‖.‖). u0 ∈ X, 0 = t0 = s0 < t1 ≤ s1 ≤ t2 <, . . . , < tn ≤ sn ≤ tn+1 = b, les

fonctions k : X −→ X, gi ∈ C((ti, si]×X,X) et Ii : X −→ X pour tout i = 1, 2, . . . , n,

f : [0, b]×X ×X −→ X et h ∈ C(D,R+), où D = {(t, s)|t, s ∈ [0, b], t ≥ s}.
En utilisant la théorie des opérateurs de semi-groupes, fonctions densité de probabilité,

le théorème du point fixe de Mönch, nous établissons quelques résultats d’existence de

solution pour ces types de problèmes, en se basant sur la mesure de non-compacité de

Hausdorff.

Nous terminons notre travail par une conclusion générale récapitulant nos principaux

résultats et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Aperçu historique

1.1 Introduction

Notre but dans cette partie n’est pas de dresser un état de l’art complet sur le calcul

fractionnaire et ce pour deux raisons :

1. Les domaines de recherche sont actuellement si variés qu’il semble difficile d’avoir un

aperçu complet, même si plusieurs ouvrages tels que [37], [55] offrent une vision trés large

sur ce domaine.

2. Des historiques très détaillés sont donnés dans les ouvrages de références tels que

[9],[23].

Nous présentons ici les principales étapes historiques de l’élaboration du calcul fraction-

naire, jusqu’à son essor dans le développement d’applications dans les années 1970. Nous

nous appuyons sur les ouvrages [9]-[57] pour couvrir la période de 1695 à 1974.

1695

L’origine du calcul fractionnaire semble remonter à Leibniz. Dans une lettre au Marquis

de l’Hospital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée n ième d’un pro-

duit de deux fonctions à n � 0 et introduit la notation d
1
2h. Il écrit notamment que

”d
1
2x = x

√
dx : x”.

Dans une autre lettre à Bernoulli, il mentionne des dérivées ”d’ordres généraux”.

1730

Euler est le second grand mathématicien à aborder la question. Dans son article [1] où

il introduit sa célèbre fonction Gamma Γ qui généralise la factorielle (Γ(n + 1) = n!), il

conclut en proposant une définition pour la dérivée d’ordre α > 0 de xβ, avec β > 0. Son

cheminement est le suivant : pour m,n ∈ N avec m ≥ n, on a tout d’abord

dn

dxn
xm =

m!

(m− n)!
xm−n
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Grâce à sa fonction Gamma cette formule s’étend directement à une puissance m � 0 :

dn

dxn
xm =

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n (1.1)

Le terme de droite de (1.1) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m + 1),

on peut donc le considérer comme une définition pour la dérivée d’ordre réel α > 0 de

la puissance réelle β > 0 :

dα

dxα
xβ =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
xβ−α (1.2)

Notons ici qu’Euler ne considère en fait que des nombres rationnels (appelès aussi frac-

tionnaires) et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée ”fractionnaire”

pour exprimer en fait une dérivée d’ordre réel pourrait donc trouver son origine histo-

rique dans ce travail.

1822

Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, grâce à sa célèbre transformée, obtient

une autre définition de la dérivée d’ordre réel. En composant la transformée de Fourier

(réelle) d’une fonction f avec sa transformée inverse, Fourier retrouve l’identité :

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(α) cos(p(x− α))dαdp (1.3)

Il remarque ensuite que la dérivée nième (n ∈ N) du terme en cos peut s’écrire comme :

dn

dxn
cos(p(x− α)) = pn cos[p(x− α) +

nπ

2
] (1.4)

Le membre de droite garde un sens si on remplace n par u > 0, ce qui permet de définir

la dérivée d’ordre u de cos(p(x − α)). En utilisant cette définition dans (1.3), Fourier

obtient ainsi la dérivée d’ordre u > 0 de f :

du

dxu
f(x) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(α)pu cos[p(x− α) +

uπ

2
]dαdp (1.5)

1823

Abel utilise le calcul fractionnaire pour résoudre le problème du tautochrone généralisé.

1832-37

Liouville est le premier à étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent l’at-

tester les huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837 . Partant de la relation

dn

dxn
eax = aneax (1.6)

pour n ∈ N , il propose de l’étendre pour α � 0, définissant ainsi la dérivée d’ordre α de

eax.
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Par conséquent toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme :

f(x) =
∞∑
k=0

cke
akx (1.7)

admet une dérivée d’ordre α � 0 donnée par

dα

dxα
f(x) =

∞∑
k=0

cka
n
ke
akx (1.8)

Afin d’étendre cette définition à d’autres types de fonctions que (1.7), Liouville remarque

que :

∀β � 0,∀x � 0, x−β =
1

Γ(β)

∫ ∞
0

u−βe−xudu

À l’aide de (1.6), il trouve :

dα

dxα
x−β =

(−1)α

Γ(β)
uα+β−1e−xudu

soit

dα

dxα
x−β =

(−1)αΓ(α + β)

Γ(β)
x−α−β (1.9)

Même si (1.2) et (1.9) concernent des exposants β différents, la limite β = 0 est

problématique. Par exemple, pour α = 1
2
,

- avec la définition d’Euler
d

1
2

dx
1
2

x0 =
1√
πx

Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les définitions modernes des dérivées fraction-

naires.

On peut vérifier que la définition d’Euler correspond à la dérivée de Riemann-Liouville

et celle de Liouville à sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 < α < 1 et β > 0( dα
dxα

)
Euler

xβ =
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

0

(x− y)−αyβdy

( dα
dxα

)
Liouville

x−β =
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

−∞
(x− y)−αy−βdy

Comme il est signalé dans [57], ces définitions diffèrent en fait par les bornes de leurs

intégrales.

Remarque L’expression
d

dx

∫ x

−∞
(x− y)−αy−βdy

est définie ici comme

lim
s−→−∞

d

dx

∫ x

s

(x− y)−αy−βdy
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1847

À partir d’une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une définition

d’intégrale fractionnaire :

d−α

dx−α
f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− y)−αf(y)dy + ψ(x)

où ψ(x) est une fonction complémentaire qui le gênera en fait dans ses travaux ultérieurs.

Elle sera finalement abandonnée pour donner la définition moderne de l’intégrale frac-

tionnaire.

1867-68

Grünwald puis Letnikov proposent de définir une dérivée fractionnaire comme limite de

différences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la différence

finie (opposée à infinitésimale) entre f(x+ h) etf(x) divisée par h.

1869

L’expression définitive de ce qui est maintenant appelé intégrale fractionnaire de Rie-

mann apparait pour la première fois dans le travail de Sonin. Pour une fonction complexe,

en dérivant n fois la formule de Cauchy (n ∈ N), on obtient :

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(y)

(y − z)n+1
dz

Sonin, en choisissant un chemin approprié d’intégration, généralise cette formule à n < 0.

Il obtient finalement une définition de l’intégrale d’ordre α > 0, que l’on notera par la

suite aIαx :

aIαx f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− y)α−1f(y)dy

1892

Heaviside fournit cette année-là la première application concrète du calcul fractionnaire

(le tautochrone d’Abel relevant davantage du cas d’école) pour la résolution de l’équation

de la chaleur unidimensionnelle :

∂

∂t
T (x, t) = a2 ∂

2

∂x2
T (x, t) (1.10)

La démarche d’Heaviside est loin d’être rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en 1919),

mais fournit toutefois la bonne solution, il trouve que

T (x, t) = T0exp(−axp
1
2 )

Il suppose ensuite que p
1
2T0 = T0√

πt
. . . ce qui correspond en fait à la dérivée d’ordre 1

2
de

T0! En développant la solution en série entière, il obtient finalement la solution exacte

de (1.10).
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1917

Weyl définit une intégrale fractionnaire adaptée aux fonctions périodiques.

1927

Marchaud introduit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

Dα
+f(x) = c

∫ ∞
0

4l
tf(x)

t1+α
dt,

où α > 0, l ∈ N avec l > α et c est une constante de renormalisation. L’opérateur ∆l
t

est une différence finie d’ordre l (par exemple, ∆l
tf(x) = f(x) − f(x − t)). L’avantage

d’une telle définition par rapport aux autres est qu’elle est moins restrictive quant à la

régularité def .

1928

Hardy et Littlewood étudient comment agit l’intégrale fractionnaire aIαx sur certaines

classes de fonctions. En particulier, leur théorème majeur stipule que pour 0 < α < 1 et

1 < p < 1
α

, aIαx est un opérateur borné de Lp dans Lq, où 1
q

= 1
p−α .

1937

Riesz cherche à donner un sens à l’intégrale fractionnaire pour des fonctions à plusieurs

variables. Il donne la définition suivante :

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)

‖x− y‖n−α
dy

Cet opérateur vérifie notamment Iα ◦ Iβ = Iα+β et ∆Iα+2 = −Iα, où ∆ est l’opérateur

Laplacien.

1970

Dans [7] Oldham et Spanier traitent le problème du flux de chaleur à la surface d’un

conducteur thermique. Ils montrent que lors d’un phénomène de diffusion, le flux de dif-

fusion est proportionnel à la dérivée 1
2

du paramètre physique (température, concentra-

tion d’espèces chimique, potentiel électrique, etc). D’après l’historique de Ross reproduit

dans [9], ce problème semble être à l’origine de l’extension du calcul fractionnaire hors

du champ des mathématiques.

1974

Cette année-là se tient à l’Université de New Haven (Connecticut) la première conférence

sur le calcul fractionnaire organisée par Ross.
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1.2 Exemples d’application des systèmes fraction-

naires

Les systèmes fractionnaires apparaissent de plus en plus fréquemment dans les différents

champs de recherches. Toutefois, l’intérêt progressif que l’on porte à ces systèmes et les

applications en sciences de l’ingénieur restent encore peu développés. On peut noter que

pour la majeure partie des domaines présentés ci dessous, les opérateurs fractionnaires

sont utilisés pour prendre en compte des effets de mémoire. Mentionnons les ouvrages

[37],[55] qui regroupent diverses applications du calcul fractionnaire.

1.2.1 Électricité

Grâce à des données expérimentales, Shmidt et Drumheller [8] montrent que le cou-

rant qui traverse un condensateur est proportionnel à la dérivée non entière de la tension.

En effet, en utilisant un composé (LiN2H5SO4) et en procédant à des mesures sur une

large gamme de températures et de fréquences, ils constatent que les parties réelles et

imaginaires de la susceptibilité ou encore, de la fonction diélectrique ε = ε′ + jε′′ sont

très grandes (ε′ ≈ ε′′ ≈ 1O6) et varient en fonction de la fréquence suivant un ordre de

puissance 1
2

(avec ε′ ∈ R et ε′′ ∈ R).

Dans [8]-[43], nous trouvons la relation suivante, valable pour un composé (LiN2H5SO4) :

ε = ε′w−
1
2 (1− j) = ε′

√
2(jw)−

1
2 , avec j =

√
−1. (1.11)

En utilisant la relation entre la fonction diélectrique et l’impédance, on obtient la relation

suivante :

Z =
1

jwCeε
, (1.12)

où Ce est une constante. En substituant la relation (1.11) dans (1.12), on a

Z =
1

jwCeε′
√

2(jw)−
1
2

, (1.13)

qu’on peut éventuellement mettre sous la forme

Z =
K

(jw)
1
2

où K =
1√

2Ceε′
(1.14)

ou encore, en fonction de la variable de Laplace s :

Z =
K

s
1
2

(1.15)
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L’équation (1.15) montre en effet que l’on peut bien définir une impédance fractionnaire

de capacité, qui peut être fabriquée à partir de composition de matériaux spécifiques et

par conséquent définir le terme ”Fractor”, par analogie au terme anglais ”Capacitor”,

pour mettre l’accent sur le caractère fractionnaire de l’impédance. K désigne alors la

constante du ”Fractor” (capacité fractionnaire). La réalisation d’une impédance fraction-

naire peut se faire par juxtaposition en série de cellules Résistance-Capacité (d’impédance

traditionnelle)

1.2.2 Thermique : Diffusion et équation de la chaleur

L’exemple le plus simple de système fractionnaire est l’équation de la chaleur à une

dimension spatiale, commandée aux bords. En opérant un bon choix de la variable de

sortie, nous obtenons une dérivation d’ordre 1
2

. A partir de ce transfert, il n’est pas

compliqué de construire un système physique idéalisé qui représente un transfert frac-

tionnaire propre, à savoir un transfert d’ordre deux avec une dérivation d’ordre 3
2
. Cet

exemple a été traité dans [16] et repris dans [43], [32], [34]. On rappelle que l’équation

de la chaleur est donnée par l’équation aux dérivées partielles :

∂v

∂t
(t, x) = c

∂2v

∂x2
(t, x), t > 0, −∞ < x < 0, (1.16)

où t est une variable scalaire libre symbolisant le temps, x une variable libre scalaire ou

vectorielle, représentant l’espace et c une constante positive. Nous nous intéressons ici

à l’équation de la chaleur à une dimension spatiale ; où la variable libre x est scalaire.

Nous considérons les conditions initiales et aux limites suivantes :

v(0, x) = 0, x < 0

v(t, 0) = u(t), x = 0

lim
t−→∞

v(t, x) = 0, t > 0

Nous supposons que u est une fonction de type exponentiel avec variation bornée presque

partout (ceci garanti l’existence de la transformée de Laplace de v et la validité de la

formule intégrale de la transformée inverse). Ainsi, le problème peut être résolu par

passage dans le plan opérationnel. En utilisant la transformée de Laplace nous obtenons :

∂2v

∂x2
(s, x) =

s

c
v(s, x), pour x > 0

v(s, 0) = u(s). (1.17)

La solution formelle de (1.17) est

v(s, x) = c1(s) exp
(
− x
√
s

c

)
+ c2(s) exp

(
x

√
s

c

)
(1.18)
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Pour x > 0,

exp
(
x

√
s

c

)
= L

{ x

2
√
πc
t−

2
3 exp

( x2

4ct

)}
(1.19)

soit

v(t, x) =
x

2
√
πc

∫ t

0

τ−
2
3 exp

( x2

4ct
u(t− τ)dτ

)
(1.20)

D’une part, on vérifie que (1.20) est bien une solution de l’équation (1.16), d’autre part,

à partir de (1.18), on déduit que :

∂v

∂x
(s, x) =

1√
c
s

1
2v(s, x)

et en particulier,

∂v

∂x
(s, 0) =

1√
c
s

1
2u(s)

Si nous définissons comme variable de sortie

y(t) ,
√
c
∂v

∂x
(t, 0) (1.21)

nous obtenons le transfert suivant :

y(s) = s
1
2u(s) (1.22)

Ce qui permet d’établir le constat suivant : l’équation de transfert de la chaleur avec

l’entrée u et la sortie y est donc une dérivation d’ordre 1
2
.

1.2.3 Acoustique

Pour certains instruments de musique à vent les pertes visco-thermique peuvent être

modélisées efficacement à l’aide de dérivées fractionnaires temporelles [53].

1.2.4 Mécanique des milieux continus

La déformation des milieux continus (solides ou liquides) est souvent décrite à l’aide

de deux tenseurs, celui des déformations noté εij et celui des contraintes σij. Certains

matériaux, comme les polymères (gommes, caoutchouc,...), présentent un comportement

intermédiaire entre caractères visqueux et élastiques, qualifié de visco-élastique. De tels

systèmes peuvent être modélisés à l’aide de la relation suivante entre les deux tenseurs :

σij = Eεij + η
dα

Tα
εij(t), 0 < α < 1.
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Cette loi est justifiée par Bagley et Torvik dans [14], [1] (pour α = 1
2
). Dans [44], l’in-

troduction de dérivée fractionnaire dans le cas de polymères est motivée par l’analyse

suivante : à cause de la longueur des fibres, les déformations appliquées prennent du

temps à être communiquées de proche en proche (la longueur des fibres, enroulées, étant

bien supérieure à la distance géométrique). Elles sont progressivement amorties et in-

duisent des effets de mémoire (l’état à l’instant t va dépendre des états antérieurs).

Si la contrainte décrôıt comme t−(1+α), elle pourra induire une dérivée fractionnaire

d’ordre α. Cet opérateur permet ainsi de donner une description macroscopique simple

(ne nécessitant que peu de paramètres) de phénomènes microscopiques complexes. Une

présentation de la visco-élasticité via la dérivation fractionnaire est donnée dans [61].
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Chapitre 2

Éléments de Calcul Fractionnaire

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives

au calcul fractionnaire telles que : la dérivation fractionnaire, l’intégration fractionnaire,

définitions relatives aux opérateurs d’ordre fractionnaire, l’exponentielle de Mittag-Leffler

et d’autre notions dont on aura besoin dans la suite de notre travail. Nous commence-

rons par donner un aperçu historique sur le développement de la théorie de dérivation

fractionnaire.

2.1 Bases mathématiques du calcul fractionnaire

2.1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma, Bêta et Mittag-Leffler, qui

seront utilisées dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent un rôle très important

dans la théorie du calcul fractionnaire.

La Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma et qui généralise

la notion du factoriel en la prolongeant aux valeurs réelles et complexes [5].

Définition 2.1.1. La fonction Gamma est définie par l’intégrale :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt, Re(z) > 0. (2.1)

avec Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞, Γ(z) est une fonction monotone et strictement décroissante

pour 0 < z ≤ 1. Une propriété importante de la fonction Gamma Γ(z) est la relation de

récurrence suivante :

Théorème 2.1.1. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
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1. La fonction Γ s’étend (en une fonction holomorphe) à C\Z− tout entier.

2. Pour tout z ∈ C\Z−, on a

Γ(z + 1) = zΓ(z),

qu’on peut démontrer par une intégration par parties.

En particulier pour n ∈ N∗, on a

Γ(n+ 1) = n!,

et

Γ(z +m) = z(z + 1)...(z +m− 1)Γ(z). (2.2)

En effet : En utilisant une intégration par partie

Γ(z + 1) =
∫ +∞

0
exp(−t)tzdt

= [−exp(−t)tz]t=∞t=0 + z
∫ +∞

0
exp(−t)tz−1dt

= zΓ(z)

On a Γ(1) = 1 donc si on utilise cette formule pour z = 1, 2, 3, ... il est facile de voir que

Γ(n+ 1) = n!

Les pôles de la fonction Γ sont z = −n, n = 0, 1, 2, .... Pour plus d’informations sur la

fonction Γ, voir [5].

La Fonction Bêta

Définition 2.1.2. La fonction Bêta est définie par :

β(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, (2.3)

avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0 .
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Pour établir la relation entre les deux fonctions Gamma et Bêta, on utilise la trans-

formée de Laplace .

On pose hz,w(t) =
∫ t

0
sz−1(1− s)w−1ds. C’est la convolution de tz−1 et tw−1, or hz,w(1) =

β(z, w) avec la transformée inverse, on obtient

β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)

et on a donc β(z, w) = β(w, z).

La Fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle ex, joue un rôle très important dans la théorie des équations

différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul

paramètre a été introduite par G.M. Mittag-Leffler [3] et désignée par la fonction suivante

[6] :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, α > 0.

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres joue également un rôle très important

dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette dernière a été introduite par Agarwa, et

elle est définie par le développement en série entière suivant :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0.

• Pour β = 1, on retrouve la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre.

• Pour α = β = 1, on retrouve la fonction exponentielle :

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

k!
= ez.

• Pour α = 1 et β = 2, on retrouve la fonction : E1,2(z) = exp(z)−1
z

D’une façon générale E1,m(z) = 1
zm−1

(
exp(z)−

m−1∑
k=0

zk

k!

)
On a aussi les fonctions cos et sin hyperboliques sont des cas particuliers de la fonction

de Mittag-Leffler :

E2,1(z2) =
+∞∑
k=0

z2k

2k!
= cosh(z) car Γ(2k + 1) = 2k!

et E2,2(z2) = 1
z

+∞∑
k=0

z2k+1

(2k+1)!
= sinh(z)

z
.

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler joue

un rôle important . La figure Fig.1.4 montre le comportement de la fonction Mittag-

Leffler à deux paramètres pour différentes valeurs de α et β exponentielle.
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2.1.2 Intégrale fractionnaire

Dans cette partie, on va introduire quelques propriétés et définitions qu’on va utiliser

dans ce travail .

Nous commençons par donner les définitions d’intégrales fractionnaires les plus courantes.

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre

l’approche de Riemann pour proposer une première définition de l’intégrale fractionnaire.

Intégrale de Riemann-Liouville :

Soit f : [a, b]→ RN , on note par aI
1
t la primitive de f qui s’annule en a est donnée par :

∀t ∈ [a, b], (aI
1
t f)(t) =

∫ t

a

f(s)ds.

Par itération, on obtient la seconde primitive de f :

(aI
2
t f)(t) = (aI

1
t ◦a I1

t f)(t)

=

∫ t

a

(∫ s

a

f(τ)dτ
)
ds,

et par le théorème de Fubini on a :

(aI
2
t f)(t) =

∫ t

a

(∫ t

τ

ds
)
f(τ)dτ

=

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ.

Soit n ∈ N , par récurrence on montre que la nième itération de aI
1
t est donnée par :

(aI
n
t f)(t) =

1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1f(s)ds. (2.4)

Et on a les remarques suivantes :
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– La fonction aI
n
t f est l’unique fonction qui vérifie : (aI

n
t f)(k)(a) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1

(aI
n
t f)(n) = f.

– La nième itération de l’intégrale aI
1
t est appelée aussi intégrale à gauche d’ordre n

de f, la dénomination ”gauche” provient du fait que l’intégrale est évaluée à partir

des valeurs à gauche (s ≤ t) de f .

– Il est possible d’étendre la relation (2.4) à n ∈ R∗+ grâce à la fonction Gamma

d’Euler comme suit :

Définition 2.1.3. Soit α ∈ R∗+, l’opérateur aI
α
t défini sur L1[a, b] par :

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds, t ∈ [a, b]. (2.5)

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre

α.

On peut écrire aI
α
t sous la forme suivante :

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t−a

0

sα−1f(t− s)ds, t ∈ [a, b].

En écrivons l’intégrale
∫ t
a
(t− s)α−1f(s)ds sous la forme :∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds =

∫ +∞

−∞
φ1(t− s)φ2(s)ds,

où

φ1(s) =

 sα−1, 0 < s < b− a
0, sinon

et

φ2(s) =

 f(s), a < s < b

0, sinon

On obtient

aI
α
t f ∈ L1[a, b],

en effet, φ1 et φ2 sont deux éléments de L1(R).

Théorème 2.1.2. Soit f ∈ L1[a, b] et α > 0, l’intégrale aI
α
t f(t) existe pour tout t ∈ [a, b]

et la fonction aI
α
t f est un élément de L1[a, b].
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Remarque 2.1.1.

Le tableau suivant montre pour quelles classes de fonctions cette définition a un sens et

plus précisément quelles sont les images de ces ensembles par cet opérateur :

f aI
α
t f conditions

1. Lp([a, b]) Lq([a, b]) 0 < α < 1, 1 < p < 1
α
, 1 ≤ q ≤ p

1−αp

2. L1([a, b]) Lp([a, b]) 0 < α < 1, 1 ≤ q ≤ p
1−α

3. L
1
α ([a, b]) Lq([a, b]) 0 < α < 1, q ≥ 1

4. Lp([a, b]) Hα− 1
p ([a, b]) p > 1

α
, α− 1

p
∈ N∗

5. L∞([a, b]) H∞([a, b])

6. Lp([a, b]) Hp([a, b]) p ≥ 1

7. C0([a, b]) C0
+([a, b])

8. AC([a, b]) AC([a, b])

Exemple 2.1.1. Soit f la fonction définie sur R par :

f(t) = 1,

on a :

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1ds

=
1

Γ(α)

[−(t− s)α

α

]t
a

=
(t− a)α

Γ(α + 1)
.

Ainsi,

aI
α
t

(
1
)

=
(t− a)α

Γ(α + 1)
.

Exemple 2.1.2. Soit f la fonction définie sur R par :

f(t) = (t− a)p,

on a :

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(s− a)pds.

En posant s = a+ (t− a)u, on obtient

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)
(t− a)α+p

∫ 1

0

(1− u)α−1updu

=
1

Γ(α)
(t− a)α+pB(p+ 1, α)

=
Γ(p+ 1)

Γ(α + p+ 1)
(t− a)α+p.
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• Composition des intégrales fractionnaires

Si f est une fonction intégrable et bornée et si α et β sont deux réels strictement positifs,

alors on a :

aI
α
t

(
aI

β
t f(t)

)
= aI

α+β
t f(t) = aI

β
t

(
aI

α
t f(t)

)
. (2.6)

En effet,

on a :

aI
α
t

(
aI

β
t f(t)

)
=

1

Γ(α)

∫ t−a

0

sα−1
aI

β
t f(t− s)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t−a

0

sα−1

∫ t−s

0

(t− s− u)β−1f(u)duds.

Comme

 0 ≤ s ≤ t− a
0 ≤ u ≤ t− s

, alors

 a ≤ u ≤ t

0 ≤ s ≤ t− u
Par suite, on obtient

aI
α
t

(
a
Iβt f(t)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(u)du

∫ t−u

0

sα−1(t− u− s)β−1ds.

En posant s = τ(t− u) on trouve

aI
α
t

(
a
Iβt f(t)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(u)du

∫ 1

0

(τ(t− u))α−1(t− u− τ(t− u))β−1(t− u)dτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− u)α+β−1f(u)du

∫ 1

0

τα−1(1− τ)β−1dτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− u)α+β−1f(u)duB(α, β)

=
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− u)α+β−1f(u)du

= aI
α+β
t f(t).

• Intégrale fractionnaire à droite

On peut remarquer que l’integrale

(bI
1
t f)(t) =

∫ t

b

f(s)ds = −
∫ b

t

f(s)ds,

est aussi une primitive de f, qui s’annule en b et fait intervenir les valeurs à droite de f .

A partir de la relation∫ t

b

(t− s)n−1f(s)ds = (−1)n
∫ b

t

(s− t)n−1f(s)ds,
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on pourrait définir de la même manière que précédemment l’intégrale à droite d’ordre n

de f par :

(bI
n
t f)(t) =

(−1)n

(n− 1)!

∫ b

t

(s− t)n−1f(s)ds.

Et de même que l’intégrale fractionnaire à gauche, La fonction bI
n
t f est l’unique fonction

qui vérifie :  (bI
n
t f)(k)(b) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1

(bI
n
t f)(n) = f.

Définition 2.1.4. Soit α ∈ R∗+, l’opérateur bI
α
t défini sur L1[a, b] par :

bI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ b

t

(s− t)α−1f(s)ds, t ∈ [a, b], (2.7)

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α.

On signale içi que la plupart des travaux sur cette théorie utilisent souvent les

définitions ”à gauche”, et que les définitions ”à droite” sont rarement utilisées car elles

sont anti-causales (vue qu’ elles dépendent du futur des fonctions car le s dépasse t).

2.1.3 Dérivée fractionnaire

L’idée principale de différentiation et d’intégration d’ordre arbitraire est la généralisation

d’intégration et de différentiation itérées. Dans toutes ces approches le but général est le

même : ”remplacer” la valeur entière du paramètre n d’une opération notée, par exemple,

par le symbole dn

dtn
par un paramètre n non-entier. Les autres détails varient : classes de

fonctions, méthodes de ”remplacement” de n par p, quelques propriétés des valeurs non-

entières de p, mais il est évident que tous les efforts sont faits pour le remplacement d’un

entier n par un non-entier p.

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire. Nous allons évoquer les

approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

2.1.3.1 Dérivée fractionnaire séquentielle

Ce type de dérivée fractionnaire est moins bien connu, mais qui peut être de grande

importance pour plusieurs applications. Cette approche est basée sur l’observation que,

en fait, une différentiation du n- iéme ordre est tout simplement une série de différentiations

de premier ordre :

dnf(t)

dtn
=

d

dt

d

dt
...
d

dt︸ ︷︷ ︸
n

f(t) (2.8)
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S’il y a une méthode convenable pour ”le remplacement” de la dérivée du premier ordre

d
dt

par la dérivée Dα d’ordre non-entier, où 0 ≤ α ≤ 1, alors il serait possible de considérer

l’analogue de (2.8) suivant :

Dnαf(t) = DαDα...Dα︸ ︷︷ ︸
n

f(t) (2.9)

K.S. Miller et B. Ross ont appelé la différentiation généralisée définie par (2.9), où

Dα est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, différentiation séquentielle et ont

considéré des équations différentielles avec dérivées fractionnaires séquentielles du type

(2.9) dans leur livre . Autres mutations des dérivées fractionnaires séquentielles peuvent

être obtenues en interprétant Dα comme la dérivée de Grünwald-Letnikov, la dérivée de

Caputo ou tout autre type de dérivée fractionnaire qui ne sont pas considérées ici. Au lieu

de (2.9), il est possible de remplacer chaque dérivée de premier ordre dans (2.9) par des

dérivées fractionnaires d’ordres qui ne sont pas nécessairement égaux, et de considérer

l’expression la plus générale :

Dαf(t) = Dα1Dα2 ...Dαnf(t), (2.10)

où α = α1 + α2 + ...+ αn

qu’on appellera aussi la dérivée fractionnaire séquentielle. Dépendant du problème, le

symbole Dα dans (2.10) peut signer l’opérateur de différentiation généralisé de Riemann-

Liouville, de Caputo ou tout autre mutation. De plus, de ce point de vue, la dérivée frac-

tionnaire de Riemann-Liouville et celle de Caputo ne sont aussi que des cas particuliers

de la dérivée séquentielle (2.10).

En effet, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville peut s’écrire comme

Dp
t f(t) =

d

dt

d

dt
...
d

dt︸ ︷︷ ︸
n

D
−(n−p)
t f(t), (n− 1 ≤ p < n), (2.11)

quant à l’opérateur différentiel de Caputo il peut s’écrire comme

Dp
t f(t) = D

−(n−p)
t

d

dt

d

dt
...
d

dt︸ ︷︷ ︸
n

, (n− 1 ≤ p < n), (2.12)

Les propriétés des dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo du même ordre cumulatif

p sont différentes, dûe à la différente suite d’opérateurs différentiels d
dt

et D
−(n−p)
t .

Dans le cas de l’approche de Grünwald-Letnikov et dans celle de Riemmann-Liouville on

sait que, pour les intégrales fractionnaires, il est toujours vrai que

Dp
t f(t)Dq

t = Dp
tD

q
t f(t) = Dp+q

t f(t) (p < 0, q < 0). (2.13)

30



A cause de ça, on ne voit pas la raison de considérer des opérateurs séquentiels d’intégrale.

Toutefois, dans le cas général, la propriété (2.13) n’est pas vraie pour p > 0 et/ou q > 0

(ceci explique la différence entre la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et celle

de Caputo). Et donc, seulement la considération des opérateurs de dérivée fractionnaire

séquentielle pourrait avoir d’intérêt et peut donner de nouveaux résultats. D’autre part,

les dérivées fractionnaires séquentielles peuvent apparâıtre d’une manière naturelle dans

la formulation de plusieurs problèmes appliqués en physique et en science appliquée.

En effet, des équations différentielles modélisant des processus ou des objets se présentent

souvent comme un résultat de substitution d’une relation faisant apparâıtre des dérivées

en une autre relation. Si les dérivées dans les deux relations sont des dérivées frac-

tionnaires, alors l’expression résultante (équation) contiendra, dans le cas général, des

dérivées fractionnaires séquentielles. Il est important de mentionner que les opérateurs

intégro-différentiels fractionnaires de la forme (2.10), avec α1 > 0, α2 > 0,..., αn > 0

ont été d’abord considérés, dans différents contextes, par M. M. Dzhrbashyan Intégrales

et dérivées fractionnaires et A. B. Nersesyan au moins depuis 1958. Les dérivées frac-

tionnaires séquentielles sont appelées aussi dérivées fractionnaires de Miller-Ross parce

qu’elles mettent en évidence la différence entre la différentiation de Riemann-Liouville

et la différantiation fractionnaire séquentielle.

2.1.3.2 Approche de Grünwald-Letnikov :

Cette définition se base sur l’obtention de dérivées par des différences finies.

Soit f : R→ RN . Notons Th l’opérateur de translation à gauche défini comme suit :

Thf(t) = f(t− h).

On a donc

f ′(t) = lim
h→0

1

h
(id− Th)f(t).

Ainsi T 2
hf(t) = f(t− 2h) , (en notant T 2

h = Th ◦ Th )

par suite,

f ′′(t) = lim
h→0

(1

h
(id− Th)

)2

f(t)

= lim
h→0

1

h2
(id− 2Th + T 2

h )f(t)

= lim
h→0

1

h2
(f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)).
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Et par la formule de Newton, on obtient la dérivée nième de f

f (n)(t) = lim
h→0

1

hn
(id− Th)nf(t)

= lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(n
k

)
idn−k(−Th)kf(t)

= lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k
(n
k

)
f(t− kh),

où (n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!
.

Une généralisation naturelle de cette formule consiste à définir la dérivée d’ordre α non

entier, (avec 0 ≤ n− 1 < α < n, n ∈ N∗) par

Dαf(t) = lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

(−1)kα(α− 1)...(α− k + 1)

k!
f(t− kh).

Comme

(−1)kα(α− 1)...(α− k + 1) = (−α)(1− α)...(k − α− 1),

et que pour α > 0 non entier Γ(−α) est bien défini et

Γ(−α + k)

Γ(−α)
= (−α)(1− α)...(k − α− 1).

On obtient ainsi, la formule de Grünwald-Letnikov pour α > 0 non entier.

Définition 2.1.5. Soit α > 0. La dérivée de Grünwald-letnikov d’ordre α est définie

par :

Dα
GLf(t) = lim

h→0

1

hα

+∞∑
k=0

Γ(−α + k)

Γ(k + 1)Γ(−α)
f(t− kh), (2.14)

et

D−αGLf(t) = lim
h→0

hα
+∞∑
k=0

Γ(α + k)

Γ(k + 1)Γ(α)
f(t− kh). (2.15)

Il est à noter que la relation (2.14), due à Liouville (1832), puis Grünwald (1863) et

Letnikov (1868), est très utilisée pour calculer numériquement une dérivée fractionnaire,

et que dans cette relation les nombres Γ(−α + k) ne sont pas nuls et que la dérivée

fractionnaire d’ordre α pour 0 < α < 1 dépend de tout le passé, contrairement à la

dérivée usuelle (d’ordre α = 1) qui ne dépend que de ce qui se passe au voisinage

immédiat du point de calcul.
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Remarque 2.1.2.

Si f est de classe Cn, alors en utilisant l’intégration par parties on obtient :

aD
α
GLf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds, (2.16)

aD
−α
GLf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)α+k

Γ(α + k + 1)
+

1

Γ(n+ α)

∫ t

a

(t− s)n+α−1f (n)(s)ds. (2.17)

Exemple 2.1.3. 1. Soit α non entier avec 0 ≤ n − 1 < α < n et f(t) = C une

fonction constante, on a

aD
α
GLf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds

=
C(t− a)−α

Γ(1− α)
+

n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds.

Ce qui implique que

aD
α
GLC =

(t− a)−α

Γ(1− α)
C

En général, la dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov n’est

nulle ni constante.

2. Calculons maintenant la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov, de la

fonction g(t) = (t− a)p .

Soit α non entier et 0 ≤ n − 1 < α < n avec n ∈ N∗. Pour la convergence de

l’intégrale (2.16) on a besoin à ce que p > n− 1.

On a g(k)(a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1 et g(n)(t) = Γ(p+1)
Γ(p−n+1)

(t− a)p−n , d’où

aD
α
GL(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1(s− a)p−nds.

En posant s = a+ τ(t− a), on obtient

aD
α
GL(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)Γ(n− α)
(t− a)p−α

∫ 1

0

(1− τ)n−α−1τ p−nds

=
Γ(p+ 1)B(n− α, p− n+ 1)

Γ(p− n+ 1)Γ(n− α)
(t− a)p−α

=
Γ(p+ 1)Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)

Γ(p− n+ 1)Γ(n− α)Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α.

D’où
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aD
α
GL(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α. (2.18)

En particulier

aD
α
GL(t− a)α = Γ(α + 1).

• Composition avec les dérivées d’ordre entier

Soit m ∈ N et α non entier, on a :

?
dm

dtm

(
aD

α
GLf(t)

)
= aD

m+α
GL f(t).

? aD
α
GL

( dm
dtm

f(t)
)

= aD
m+α
GL f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k−m

Γ(−α + k −m+ 1)
.

En effet,

pour m ∈ N et α non entier avec n− 1 < α < n, n ∈ N∗, on a :

dm

dtm

(
aD

α
GLf(t)

)
=

n+m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−(α+m)+k

Γ(−(α +m) + k + 1)
+

+
1

Γ(n+m− (α +m))

∫ t

a

(t− s)n+m−(α+m)−1f (n+m)(s)ds

= aD
m+α
GL f(t).

Pour l’autre inégalité, on a

aD
α
GL

( dm
dtm

f(t)
)

=
n−1∑
k=0

f (m+k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (m+n)(s)ds

=
n+m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)(−α+m)+k

Γ((−α +m) + k + 1)
+

+
1

Γ(n+m− (α +m))

∫ t

a

(t− s)n+m−(α+m)−1f (m+n)(s)ds

−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α−m+k

Γ(−α−m+ k + 1)

= aD
α+m
GL f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α−m+k

Γ(−α−m+ k + 1)
.

Cas particulier : Si fk(a) = 0 pour k = 0, 1, ...,m− 1, on a

aD
α
GL

( dm
dtm

f(t)
)

=
dm

dtm

(
aD

α
GLf(t)

)
.

C’est à dire que la dérivation fractionnaire et la dérivation usuelle commute dans ce cas.
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B Dans le but de calculer aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
, on sépare les deux cas : q < 0 et q > 0

Dans le cas où q < 0 et p < 0, on applique l’intégration d’ordre −p > 0 à l’intégration

d’ordre −q > 0, et dans le cas où q < 0 et p > 0, c’est la dérivation fractionnaire d’ordre

p > 0 qu’on applique à l’intégration d’ordre −q > 0 et de même pour les deux autres

cas.

• Composition avec les dérivées d’ordres fractionnaires

. Si q < 0 et p ∈ R, alors

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=a D

p+q
GL f(t)

. Si 0 ≤ m− 1 < q < m et p < 0, alors

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=a D

p+q
GL f(t).

si et seulement si fk(a) = 0 pour k = 0, 1, ...,m− 2.

. Si 0 ≤ m− 1 < q < m et 0 ≤ n− 1 < p < n, alors

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=a D

q
GL

(
aD

p
GLf(t)

)
=a D

p+q
GL f(t).

si et seulement si fk(a) = 0 pour k = 0, 1, ..., r − 2 avec r = max(m,n) .

En effet,

. cas où p < 0 et q < 0 :

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=

1

Γ(−p)

∫ t

a

(t− s)−p−1( aD
q
GLf(s))ds

=
1

Γ(−p)
1

Γ(−q)

∫ t

a

(t− s)−p−1

∫ s

a

(s− τ)−q−1f(τ)dτds

=
1

Γ(−p)
1

Γ(−q)

∫ t

a

f(τ)dτ

∫ s

a

(s− τ)−q−1(t− s)−p−1ds

=
1

Γ(−(p+ q))

∫ t

a

(t− τ)−p−q−1f(τ)dτ

= aD
p+q
GL f(t).

. cas où q < 0 et 0 ≤ n− 1 < p < n on a p = n+ (p− n) avec p− n < 0 :

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=

dn

dtn

(
a
Dp−n
GL (aD

q
GLf(t))

)
=

dn

dtn

(
a
Dq+p−n
GL f(t))

)
= aD

p+q
GL f(t).

. cas où 0 ≤ m− 1 < q < m et p < 0 :

aD
q
GLf(t) =

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−q+k

Γ(−q + k + 1)
+

1

Γ(m− q)

∫ t

a

(t− s)m−q−1f (m)(s)ds,
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et (t− a)k−q ont des singularités non intégrables donc aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
n’existe que si

f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, ...,m− 2 et dans ce cas on a :

aD
q
GLf(t) =

f (m−1)(a)(t− a)m−q−1

Γ(m− q)
+ aD

q−m
GL f (m)(t),

Alors d’aprés la relation (2.18) et le premier point de cette proposition (puisque p < 0

et aussi q −m < 0), on a

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=

f (m−1)(a)Γ(m− q)(t− a)m−q−1−p

Γ(m− q)Γ(m− q − p)
+ aD

p+q−m
GL f (m)(t)

=
f (m−1)(a)(t− a)m−q−1−p

Γ(m− q − p)
+ aD

p+q−m
GL f (m)(t).

D’après la remarque 1.2.2, ona

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=

f (m−1)(a)(t− a)−(q+p)+m−1

Γ(−(q + p) +m)
+

1

Γ(−(q + p) +m)

∫ t

a

(t− s)−(q+p)+m−1f (m)(s)ds

= aD
p+q
GL f(t).

. cas où 0 ≤ m− 1 < q < m et 0 ≤ n− 1 < p < n :

D’après ce qui précède on a :

aD
p
GLf(t) =

dn

dtn

(
aD

p−n
GL f(t)

)
.

Par suite,

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=

dn

dtn

(
aD

p−n
GL

(
aD

q
GLf(t)

))
.

D’autre part, si fk(a) = 0 pour k = 0; 1; ...;m− 2, par le cas précédent, on a :

aD
p−n
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
= aD

p+q−n
GL f(t),

Par suite :

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=

dn

dtn

(
aD

p+q−n
GL f(t)

)
= aD

p+q
GL f(t)

2.1.3.3 Approche de Riemann-Liouville :

Définition 2.1.6. Soit f une fonction intégrable sur [a, t] alors la dérivée fractionnaire

d’ordre p (avec n− 1 ≤ p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

R
aD

p
t f(t) =

1

Γ(n− p)
dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−p−1f(s)ds, ,

=
dn

dtn
(In−pf(t))
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Remarque 2.1.3. Si f est de classe Cn alors en faisant des intégrations par parties et

des différentiations répétées on obtient :

R
aD

p
t f(t) =

n−1∑
0

f (k)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− s)n−p−1f(s)ds

= G
aD

p
t f(t)

Dans ce cas l’approche de Grünwald-Letnikov et l’approche de Riemann-Liouville sont

équivalentes.

Exemple 2.1.4. La dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville d’une constante,

est non nulle. Si f(t) = C et 0 < α < 1, alors

R
aD

α
t f(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

(t− τ)−αf(τ)dτ

=
C

Γ(1− p)
d

dt

∫ t

a

(t− τ)−αdτ

=
C

Γ(1− p)
d

dt

(t)1−α

1− α

=
C

Γ(1− p)
1

tα
6= 0

ii) Calculons la dérivée fractionnaire R
aD

p
t (t− a)ν :

Soit 0 ≤ m < p < m+ 1 et ν > m on a la fonction t −→ (t− a)ν est de classe Cm,

donc,

R
aD

p
t (t− a)ν =G

a D
p
t (t− a)ν =

Γ(ν + 1)

Γ(−p+ 1 + ν)
(t− a)ν−p

Composition avec les dérivées d’ordre entier :

Proposition 2.1.1. Pour m entier positif et p non entier on a :

dn

dtn
(RaD

p
t f(t)) = R

aD
n+p
t f(t)

R
aD

p
t (
dn

dtn
f(t)) = R

aD
n+p
t f(t)−

n−1∑
0

f (k)(a)(t− a)k−p−n

Γ(k − p− n+ 1)

On déduit alors que la différentiation fractionnaire et la différentiation conventionnelle

ne commutent que si : f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

Composition avec les dérivées fractionnaires

Proposition 2.1.2. Soit n− 1 ≤ p < n et m− 1 ≤ q < m alors :

R
aD

p
t (
R
aD

q
t f(t)) =R

a D
p+q
t f(t)−

m∑
k=1

[RaD
q−k
t f(t)]t=a

(t− a)−p−k

Γ(−p− k + 1)
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et

R
aD

q
t (
RL
a Dp

t f(t)) =RL
a Dp+q

t f(t)−
m∑
k=1

[RaD
p−k
t f(t)]t=a

(t− a)−q−k

Γ(−q − k + 1)

Par suite deux opérateurs de dérivations fractionnaires R
aD

p
t et R

aD
q
t ne commutent

que si p = q et [RaD
p−k
t f(t)]t=a = 0 pour tout k = 1, 2, ..., n et [RaD

q−k
t f(t)]t=a = 0 pour

tout k = 1, 2, ...,m.

2.1.3.4 Approche de Caputo

Dans la modélisation mathématique l’utilisation des dérivées fractionnaires au sens

de Riemann-Liouville mène à des conditions initiales contenant les valeurs limites des

dérivées fractionnaires en la borne inférieure t = a. Une certaine solution de ce problème

a été proposée par M.Caputo.

Définition 2.1.7. Soit p ≥ 0 (avec n − 1 ≤ p < n et n ∈ N∗) f est une fonction telle

que dn

dtn
f ∈ L1[a, b]. La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie

par :

C
aD

p
t f(t) =

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− s)n−p−1fn(s)ds,

= In−p
( dn
dtn

f(t)
)

Relation avec la dérivée de Riemann Liouville :

Soit p ≥ 0 (avec n− 1 ≤ p < n et n ∈ N∗) supposons que f est une fonction telle que

R
aD

p
t et C

aD
p
t existent alors :

C
aD

p
t f(t) =RL

a Dp
t f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p−n

Γ(k − p− n+ 1)

On déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, ..., n− 1, on aura

C
aD

p
t f(t) =R

a D
p
t f(t)

Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire :

Si f est continue on a :

C
aD

p
t (I

pf(t) = f(t) et Ip(CaD
p
t f(t)) = f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k

k!

Alors l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’intégration

fractionnaire mais il n’est pas un inverse droite.
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Exemple 2.1.5. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

C
aD

p
tC = 0

2.1.3.5 Propriétés des dérivées fractionnaires :

On rappelle des propriétés utiles dans les applications

La linéarité :.

Similaire au dérivation ordinaire, les dérivées fractionnaires sont des opérateurs linéaires :

Dp(λf(t) + µg(t)) = λDpf(t) + µDpg(t)

où Dp dénote toute mutation de dérivation fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov

et au sens de Riemann Liouville.

La régle de Leibniz pour la dérivation fractionnaire :

Considérons deux fonctions f(t) et g(t), donc la dérivée du produit f(t)g(t) pour n un

nombre entier vaut :
dn

dtn
(f(t)g(t)) =

n∑
k=0

(nk)f (k)(t)g(n−k)(t)

la généralisation de cette formule nous donne :

Dp(f(t)g(t)) =
n∑
k=0

(pk)f
(k)(t)Dp−kg(t)−Rp

n(t)

où n ≥ p+ 1 et Rp
n(t) = 1

n!Γ(−p)

∫ t
a
(t− τ)−p−1g(τ)dτ

∫ t
τ
f (n+1)(ξ)(τ − ξ)ndξ.

Dp est la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov et au sens de Riemann

Liouville.

2.1.3.6 La dérivée conforme :

Définition 2.1.8. Soit f : [0,∞) −→ R et t > 0. On définit la dérivée de f en t par

df
dt

= lim
ε→0

f(t+ ε)− f(t)

ε
. Alors, on a d

dt
tn = ntn−1.

La question est donc la suivante : peut-on mettre une définition similaire pour la

dérivée fractionnaire d’ordre α, où 0 < α ≤ 1 ?. Ou en général pour α ∈ (n, n + 1] où

n ∈ N.

On note Tα pour désigner l’opérateur qui s’appelle la dérivée fractionnaire d’ordre α.

Propriétés 2.1.1. Pour α = 1, T1 satisfait les propriétés suivantes :

(i) T1(af + bg) = aT1(g) + bT1(f), pour tout a, b ∈ R et f , g deux fonctions définit

sur R.
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(ii) T1(tp) = ptp−1 pour tout p ∈ R.

(iii) T1(fg) = fT1(g) + gT1(f).

(iv) T1(f
g
) = gT1(f)−fT1(g)

g2
.

(v) T1(λ) = 0, pour toutes les fonctions constantes f(t) = λ.

Maintenant, nous présentons une nouvelle définition, qui est la définition la plus

simple, la plus naturelle et la plus efficace de la dérivée fractionnaire d’ordre α ∈ (0, 1].

Il convient de noter que la définition peut être généralisée pour α. Alors que le cas de

α ∈ (0, 1] est le plus important, et une fois qu’il est établi, les autres cas sont simples.

Définition 2.1.9. ([74]). Soit la function f : [0,∞) −→ R. La dérivée fractionnaire

conforme de f d’ordre α est définie par :

Tα(f)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
(2.19)

pour tout t > 0, α ∈ (0, 1).

Si f est α-différentiable dans (0, a), a > 0, et lim
t→0+

f (α)(t) existe, on définit

f (α)(0) = lim
t→0+

f (α)(t).

Nous écrirons parfois f(α)(t) pour Tα(f)(t), pour désigner les dérivées fractionnaires

conformes de f d’ordre α. D’autre part, si la dérivée fractionnaire conforme de f d’ordre

α existe, alors nous disons simplement f est α-différentiable.

Nous remarquons que Tα(tp) = ptp−α. De plus, notre définition cöıncide avec les définitions

classiques de R-L et de Caputo sur les polynômes.

En conséquence de la définition ci-dessus, nous obtenons le théorème très utile suivant.

Théorème 2.1.3. [74]. Si la fonction f : [0,∞) −→ R est α-différentiable en t0 > 0, α ∈
(0, 1], alors f est continue en t0.

Démonstration. Comme, étant donné que f(t0 + εt1−α0 )− f(t0) =
f(t0+εt1−α0 )−f(t0)

ε
ε.

Soit h = εt1−α0 . Alors,

lim
h→0

[f(t0 + h)− f(t0)] = f (α)(t0).0,

ce qui implique que

lim
h→0

f(t0 + h) = f(t0).

Par conséquent, f est continue en t0.

On peut facilement montrer que Tα satisfait toutes les propriétés du théorème suivant.
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Théorème 2.1.4. ([74]). Soit α ∈ (0, 1] et f, g deux fonctions α-différentiable en un

point t > 0. Alors

(1) Tα(af + bg) = aTα(f) + bTα(g), pour tout a, b ∈ R.

(2) Tα(tp) = ptp−α pour tout p ∈ R.

(3) Tα(λ) = 0, pour tout les fonctions constantes f(t) = λ.

(4) Tα(fg) = fTα(g) + gTα(f).

(5) Tα(f
g
) = gTα(f)−fTα(g)

g2
.

(6) Si, de plus, f est différentiable, alors Tα(f)(t) = t1−α df
dt

(t).

Démonstration. Les parties (1) à (3) découlent directement de la définition. Nous choi-

sissons de prouver (4) et (6) uniquement .

Fixons t > 0,

Tα(fg)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t)

ε

= lim
ε→0

f(t+ εt1−α)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t+ εt1−α) + f(t)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t)

ε

= lim
ε→0

(f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
.g(t+ εt1−α)

)
+ f(t) lim

ε→0

g(t+ εt1−α)− g(t)

ε

= Tα(f)(t) lim
ε→0

g(t+ εt1−α)) + f(t)Tα(g)(t).

Puisque g est continue en t, lim
ε→0

g(t+ εt1−α) = g(t). Ceci termine la preuve de (4).

On peut montrer (5) de la même manière .

Prouvons (6), soit h = εt1−α dans la définition 2.1.9, puis ε = t1−αh. Alors,

Tα(f)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε

= lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

htα−1

= t1−α lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h

= t1−α
df

dt
(t).

Proposition 2.1.3. ([74]). (Dérivée fractionnaire conforme de quelques fonctions)

(1) Tα(tp) = ptp−α pour tout p ∈ R.

(2) Tα(1) = 0.

(3) Tα(ecx) = cx1−αecx, c ∈ R.

(4) Tα(sin bx) = bx1−α cos bx, b ∈ R.

(5) Tα(cos bx) = −bx1−α sin bx, b ∈ R.
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(6) Tα( 1
α
tα) = 1

α
tα.

Cependant, il convient de noter les dérivées fractionnaires conformes de quelques fonc-

tions suivantes :

(i) Tα(sin 1
α
tα) = cos 1

α
tα.

(ii) Tα(cos 1
α
tα) = −sin 1

α
tα.

(iii) Tα(e
1
α
tα) = e

1
α
tα .

Remarque 2.1.4. Il faut remarquer qu’une fonction pourrait être α-différentiable à un

moment donné mais non différentiable, par exemple, f(t) = 2
√
t.

Alors T 1
2
(f)(0) = lim

t→0+
T 1

2
(f)(t) = 1, où T 1

2
(f)(t) = 1, pour t > 0. Mais T1(f)(0) n’existe

pas. Ce n’est pas le cas pour les dérivées fractionnaires classiques connus.

Bien que le cas le plus important pour α soit (0, 1), mais si α ∈ (n, n + 1] pour un

nombre naturel n . Quelle serait la définition ?.

Définition 2.1.10. ([74]). Soit α ∈ (n, n + 1], et f n-différentiable en t, où t > 0. La

dérivée fractionnaire conforme de f d’ordre α est définit par

Tα(f)(t) = lim
ε→0+

f (pαq−1)(t+ εt(pαq−α))− f (pαq−1)(t)

ε

où pαq est le plus petit entier supérieur ou égal à α.

Remarque 2.1.5. Comme conséquence de Définition 2.1.10, on peut constater que

Tα(f)(t) = t(pαq−α)))f pαq(t)

où α ∈ (n, n+ 1], et f est (n+ 1)-différentiable en t > 0.

Cependant, cette définition permet de prouver des théorèmes de base de l’analyse

comme le théorème de Rôlle et le théorème des valeurs intermédiaire.

Théorème 2.1.5. ([74]). (Théorème de Rôlle pour les fonctions différentiables fraction-

naires conformes). Soit a > 0 et f : [a, b] −→ R une fonction satisfaite :

(i) f est continue sur [a, b],

(ii) f est α-différentiable pour tout α ∈ (0, 1),

(iii) f(a) = f(b).

Alors, il existe c ∈ (a, b), tel que f (α)(c) = 0.

Théorème 2.1.6. ([74]). (Théorème des valeurs intermédiaire pour les fonctions différentiables

fractionnaires conformes). Soit a > 0 et f : [a, b] −→ R une fonction satisfaite

(i) f est continue sur [a, b].
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(ii) f est α-différentiable pour tout α ∈ (0, 1).

Alors, il existe c ∈ (a, b), tel que f (α)(c) = f(b)−f(a)
1
α
bα− 1

α
aα
.

Démonstration. Considérons la fonction

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)
1
α
bα − 1

α
aα
−
( 1

α
xα − 1

α
aα
)
.

Alors, la fonction g satisfait aux conditions du théorème de Rôlle. Il existe donc c ∈ (a, b),

tel que g(α)(c) = 0. En utilisant le fait que Tα( 1
α
tα) = 1, on obtient le résultat désiré.

2.2 Transformée de Laplace

1. S’il existe deux constantes positives M et T telles que |f(t)| ≤ Meαt pour t > T

(c’est à dire que f est d’ordre exponentiel α ) alors la fonction F de la variable

complexe s définie par :

F (s) = L(f(t))(s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f .

2. A partir de la transformée F , on peut avoir f à l’aide de la transformée de Laplace

inverse

f(t) = L−1(F (s))(t) =

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s)ds, c = Re(s).

3. La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions f et g est

donnée par la formule suivante :

L(f(t) ∗ g(t); s) = F (s)G(s).

sous l’hypothèse que les fonctions F (s) et G(s) existent.

4. La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n d’une fonction f est :

L{f (n)(t); s} = snF (s)− Σn
k=0s

n−kf (k−1)(0). (2.20)

2.3 Théorèmes de point fixe

Nous aurons besoin des théorèmes de point fixe suivants :

Définition 2.3.1. Soient X et Y deux espaces de Banach et T : X −→ Y, un opérateur

linéaire, on dit que T est compact si pour tout Bu, on a T (Bu) est relativement compacte

avec

Bu = {x ∈ X, ||x|| ≤ u}.
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Remarque 2.3.1. L’ensemble {Tx/x ∈ X}, est dit relativement compacte dans X si

son adhérence est compact.

Théorème 2.3.1. (Théorème d’Arzèla- Ascoli)

Soit I un intervalle fermé et borné de R. Un sous ensemble A de C(I;X), est dit relative-

ment compacte dans C(I;X) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

i) A est uniformément borné, c’est-à-dire

∃k > 0,∀f ∈ A on a ||f ||∞ = sup
x∈I
|f(x)| ≤ k.

ii) A est équicontinue, c’est-à-dire

∀ε > 0,∃δε,∀x1, x2 ∈ I,∀f ∈ A telle que (|x1 − x2| < δε) =⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε.

Théorème 2.3.2. (Théorème du point fixe de Banach)

Soit (U ; d) un espace métrique, complet et soit T : U −→ U une application telle que

∀x, y ∈ U, d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) avec k ∈ [0, 1[,

alors l’application T admet un unique point fixe u∗ ∈ U.

Théorème 2.3.3. (Alternative non linéaire de Leray-Schauder)

Soit X un espace de Banach et F : X −→ X un opérateur complètement continu (i.e. sa

restriction à tout borné de X est un compact) et soit

P (F) = {x ∈ X : x = λFx, 0 < λ < 1} :

Alors, P (F) est non borné ou bien F admet au moins un point fixe.

Définition 2.3.2. On dit qu’une fonction f est complètement continue si elle transforme

les sous ensembles bornés en sous ensembles relativement compacts.
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Chapitre 3

Résultats d’existence de la solution

d’une équation intégro-différentielle

fractionnaire hybride

Introduction :

Les perturbations quadratiques des équations différentielles non linéaires ont attiré

l’attention de plusieurs auteurs. les équations différentielles perturbées de cette façon

sont appelés équations différentielles hybrides. Cette théorie était l’objet de nombreux

travaux, nous référons les lecteurs aux travaux [49, 62, 25, 46, 54, 52].

La théorie de l’existence de telles équations hybrides peut être développée en utilisant la

théorie des points fixes hybrides, voir [49, 62, 25] .

Dans ce chapitre nous établissons quelques résultats d’existence de solution des équations

intégro-différentielles fractionnaires hybrides.

Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions et préliminaires

nécessaires pour cette étude.

Soit J = [0, T ], T > 0. On note par X = C(J,R) l’espace de Banach des fonctions

continues de J vers R muni de la norme :

‖y‖ = sup{|y(t)|, t ∈ J},

On définit la multiplication dans X par :

(xy)(t) = x(t)y(t), pour x, y ∈ X.
On note aussi par Car(J × Rk,R) la classe des fonctions g : J × Rk −→ R telles que :

(i) L’application s −→ g(s, x1, x2, . . . , xk) est mesurable pour chaque x1, x2, . . . , xk ∈
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R,

(ii) L’application (x1, x2, . . . , xk) −→ g(s, x1, x2, . . . , xk) est continue pour tout s ∈
J .

La classe Car(J × Rk,R) est appelée la classe des fonctions Carathéodory définie

sur J × Rk a valeur dans R.

De plus, si g ∈ Car(J × Rk,R) et

(iii) pour tout r > 0, il existe une fonction φr ∈ L1(J,R+) telle que,

‖g(s, x1, x2, . . . , xk)‖ = sup{|v| : v ∈ g(s, x1, x2, . . . , xk)} ≤ φr(s) p.p. t ∈ J,

pour tout |x1|, |x2|, . . . , |xk| ≤ r et s ∈ J .

Alors, la fonction g est dite L1- Carathéodory. Et on munit l’espace L1(J ;R) par

la norme qu’on note ‖.‖L1 définie par :

‖x‖L1 =

∫ T

0

|x(s)|ds.

3.1 Équation intégro-différentielle fractionnaire hy-

bride

Dans cette section, nous considérons d’équation intégro-différentielle fractionnaire

hybride suivante :
Dα

(
x(t)−Iβh(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

f(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

)
= g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t)), t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2

x(0)

f(0,x(0),0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)
= x0,

x(T )
f(T,x(T ),Iα1x(T ),...,Iαnx(T )) = xT ,

(3.1)

où α1, . . . , αn > 0 , β1, . . . , βn > 0, x ∈ R, Dα désigne la dérivée fractionnaire de Caputo

d’ordre α. Iβ est l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre β > 0 .

f : J × Rn −→ R \ {0} , h : J × Rn −→ R est continue et h(0, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) = 0, et

g ∈ C(J × Rk,R) est une fonction a certaines propriétés.

Le problème (3.1) considéré ici comme une généralisation des trois classes de problèmes

bien connues des équations intégro-différentielles fractionnaires suivantes.

Cas I : Si f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t)) = 1 et h(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t)) = 0, pour

tout t ∈ J et x ∈ R. Alors, le problème (3.1) réduit au problème standard d’équation

différentielle fractionnaire suivante :D
α(x(t)) = g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t)), t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2

x(0) = x0, x(T ) = xT ,
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Cas II : Si h(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t)) = 0 pour tout t ∈ J et x ∈ R dans (3.1). On

obtient l’équation différentielle fractionnaire quadratique suivante,
Dα
(

x(t)
f(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

)
= g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t)), t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2

x(0)

f(0,x(0),0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)
= x0,

x(T )
f(T,x(T ),Iα1x(T ),...,Iαnx(T )) = xT ,

Cas III : Si f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t)) = 1 pour tout t ∈ J et x ∈ R dans (3.1).

On obtient une équation différentielle fractionnaire intéressante,
Dα
(
x(t)− Iβh(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

)
= g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t)), t ∈ J = [0, T ],

1 < α ≤ 2,

x(0) = x0, x(T ) = xT ,

3.1.1 Résultat d’existence

Dans cette section, on prouve l’existence de la solution du (3.1) dans l’intervalle

J = [0, T ] sous des conditions mixtes de Lipschitz et Carathéodory.

On définit la multiplication dans X par :

(xy)(t) = x(t)y(t), pour x, y ∈ X.

Il est clair que X = C(J,R) est une algèbre de Banach par rapport à la norme et

multiplication définie ci-dessus.

Nous aurons besoin du théorème de point fixe hybride de Dhage suivant :

Théorème 3.1.1. ([49]). Soit S un sous ensemble fermé, borné et convexe d’une algèbre

de Banach X, et soient A, C : X −→ X et B : S −→ X trois opérateurs tels que :

(a1) A et C sont Lipschitziens de constante de Lipschitz δ et ρ respectivement,

(b1) B est complètement continue,

(c1) x = AxBy + Cx =⇒ x ∈ S pour tout y ∈ S,

(d1) δM + ρ < 1, avec M = ‖B(S)‖.
Alors l’équation x = AxBx+ Cx admet au moins une solution .

Pour simplifier les calculs posons,

d =
Iβh(T, x(T ), Iα1x(T ), . . . , Iαnx(T ))

f(T, x(T ), Iα1x(T ), . . . , Iαnx(T ))

.
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Lemme 3.1.1. Supposons que 1 < α ≤ 2.

Alors, pour tout k ∈ L1(J,R), x ∈ C(J,R) est une solution du
Dα

(
x(t)−Iβh(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

f(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

)
= k(t), t ∈ J = [0, T ]

x(0)

f(0,x(0),0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)
= x0,

x(T )
f(T,x(T ),IαT x(t),...,Iαnx(T )) = xT ,

(3.2)

si et seulement si x satisfait,

x(t) =
(
f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

)( 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1k(s)ds (3.3)

+ (1− t

T
)x0 +

t

T
xT −

t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1k(s)ds− td

T

)
+

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)
h(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iαnx(s))ds, t ∈ [0, T ]

Démonstration. Soit k ∈ L1(J,R). Supposons que x est solution de l’équation (3.3).

Par définition, x(t)
f(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

est continue.

En appliquant l’opérateur de la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α, nous obtenons

la première équation en (3.2). De même, en substituant t = 0 et t = T en (3.3), nous

avons

x(0)

f(0, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)
= x0,

x(T )

f(T, x(T ), Iα1x(t), . . . , Iαnx(T ))
= xT ,

Inversement, si

Dα

(
x(t)− Iβh(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

)
= k(t)

Alors,

x(t)− Iβh(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))
= Iαk(t)− c0 − c1t

x(t)

f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))
= Iαk(t)− c0 − c1t+

Iβh(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

Substituons t = 0 on aura

c0 = − x(0)

f(0, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)
= −x0
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Et substituons t = T on aura

x(T )

f(T, x(T ), Iα1x(T ), . . . , Iαnx(T ))
= Iαk(T ) + x0 − c1T + d

Par suite,

c1 =
1

T
(x0 + Iαk(T )− xT + d)

Ce qui implique que

x(t) =
(
f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

)( 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1k(s)ds+ (1− t

T
)x0 +

t

T
xT

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1k(s)ds− td

T

)
+

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)
h(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iαnx(s))ds, t ∈ [0, T ]

Dans le but d’avoir des résultats d’existence de la solution du problème (3.1), on

considère les hypothèses suivantes :

(H1) Les fonctions f : J×Rn+1 −→ ×R\{0}, h : J×Rn+1 −→ R, g : J×Rk+1 −→ R

sont des fonctions Carathéodory, h(0, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)) = 0, de plus il existe deux

fonctions positives p,m : J −→ (0,∞) avec ‖p‖ et ‖m‖ respectivement, telles que

|f(t, y1, y2, . . . , yn+1)− f(t, x1, x2, . . . , xn+1)| ≤ p(t)
n+1∑
i=1

|yi − xi|

et

|h(t, y1, y2, . . . , yn+1)− h(t, x1, x2, . . . , xn+1)| ≤ m(t)
n+1∑
i=1

|yi − xi|

pour t ∈ J et (x1, x2, . . . , xn+1), (y1, y2, . . . , yn+1) ∈ Rn+1.

(H2) Il existe une fonction v ∈ L1(J,R), telle que

|g(t, x1, x2, . . . , xk)| ≤ v(t) pour tout (t, x1, x2, . . . , xk) ∈ J × Rk

(H3) Il existe un nombre réel r > 0 telle que

r ≥
F0

(
2‖v‖L1T

α

Γ(α+1) + |x0|+ |xT |+ |d|
)

+ k0T
β

Γ(β+1)

1−
(

1 + Tα1

Γ(α1+1) + . . .+ Tαn
Γ(αn+1)

)[
‖p‖
(

2‖v‖L1Tα

Γ(α+1) + |x0|+ |xT |+ |d|
)
− ‖m‖ Tβ

Γ(β+1)

] (3.4)

Avec F0 = sup
t∈J
|f(t, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

)| et K0 = sup
t∈J
|h(t, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

)|

Théorème 3.1.2. Supposons que les hypothèses (H1) − (H3) sont vérifiées. Alors le

problème (3.1) a au moins une solution sur J si(
1+ Tα1

Γ(α1+1) + . . .+ Tαn

Γ(αn+1)

)[
‖p‖
(

2‖v‖L1T
α

Γ(α+1) + |x0|+ |x1|+ |d|
)

+ ‖m‖Tβ
Γ(β+1)

]
< 1.
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Démonstration. Soit E = C(J,R), et on définit le sous ensemble S de E par :

S = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ r},

où r satisfait l’inégalité (3.4).

Il est clair que S est un sous ensemble fermé, convexe, et borné d’espace de Banach E.

Donc par application du lemme 3.1.1, l’équation (3.1) est équivalente à l’équation intégrale

hybride (3.3).

Définissons les trois opérateurs,

A : E −→ E par

Ax(t) = f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t)), t ∈ J, (3.5)

B : S −→ E par

Bx(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iβkx(s))ds+ (1− t

T
)x0 +

t

T
xT

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iβkx(s))ds− t

T
d
]
, t ∈ J,

et C : E −→ E par

Cx(t) =

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)
h(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))ds, t ∈ J.

Alors l’équation intégrale hybride (3.3) peut s’écrire sous la forme :

x(t) = Ax(t)Bx(t) + Cx(t), t ∈ J.

Montrons alors que les opérateurs A, B et C vérifions les conditions du Théorème 3.1.1.

La preuve sera donnée en quatre étapes :

Étape 1 : Vérifions que A et C sont Lipschitziens. Soit x et y ∈ X. D’après l’hypothèse

(H1), on a

|Ax(t)−Ay(t)| = |f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))− f(t, y(t), Iα1y(t), . . . , Iαny(t))|

≤ sup
t∈J

(|p||x(t)− y(t)|)
(

1 +
Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
≤ ‖p‖

(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
‖x− y‖

pour tout t ∈ J . Passons au sup sur t, on obtient

‖Ax−Ay‖ ≤ ‖p‖
(

1 +
Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
‖x− y‖

pour tout x, y ∈ E. Donc A est Lipschitzien sur E avec la constante de Lipschitz est

‖p‖
(

1 +
Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
.
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Par analogie , pour tout x, y ∈ E, on a

|Cx(t)− Cy(t)| =
∣∣∣ ∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)
[h(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))− h(s, y(s), Iα1y(s), . . . , Iαny(s))]ds

∣∣∣
≤ sup

t∈J
(|m||x(t)− y(t)|)

(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)
ds

≤ ‖m‖
(

1 +
Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

) T β

Γ(β + 1)
‖x− y‖

pour tout t ∈ J . Passons au sup sur t, on obtient

‖Cx− Cy‖ ≤ ‖m‖
(

1 +
Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

) T β

Γ(β + 1)
‖x− y‖

Donc, C est Lipschitzien sur E avec la constante de Lipschitz est

‖m‖
(

1 +
Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

) T β

Γ(β + 1)
.

Etape 2 : Montrons que l’opérateur B est continu sur S. Soit (xn)n une suite dans S

convergente vers un point x ∈ S . D’après le théorème de la convergence dominée de

Lebesgue, pour tout t ∈ J, on obtient

lim
n→∞

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g(t, xn(s), Iβ1xn(s), . . . , Iβkxn(s))ds

=

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
lim
n→∞

g(s, xn(s), Iβ1xn(s), . . . , Iβkxn(s))ds

=

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iβkx(s))ds

et

lim
n→∞

[
(1 − t

T
)x0 +

t

T
xT −

t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, xn(s), Iβ1xn(s), . . . , Iβkxn(s))ds− t

T
d
]

= lim
n→∞

[
(1− t

T
)x0 +

t

T
xT

]
− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 lim
n→∞

g(t, xn(t), Iβ1xn(s), . . . , Iβkxn(s))ds

− t

T
d

= (1− t

T
)x0 +

t

T
xT −

t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iβkx(s))ds− t

T
d

Par consequence, on a

lim
n→∞

Bxn = Bx

pour tout t ∈ J . Ce qui montre que B est un opérateur continu sur S.

Etape 3 : Maintenant montrons que B est un opérateur compact dans S.

Commençons par montrer que B(S) est un sous ensemble uniformément borné dans X.

Soit x ∈ S, on a

|Bx(t)| =
∣∣∣ ∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iβkx(s))ds+ (1− t

T
)x0 +

t

T
xT

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t))ds− t

T
d
∣∣∣

≤
(

2‖h‖L1

Tα

Γ(α+ 1)

)
+ |x0|+ |x1|+ |d| = K1
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pour tout t ∈ J . Passons au sup sur t, l’inégalité ci-dessus devient, ‖Bx‖ ≤ K1 pour

tout x ∈ S. Ce qui montre que B(S) uniformément borné sur S.

Montrons maintenant que B(S) est un sous ensemble équicontinu dans E.

Soit τ1 et τ2 ∈ J , alors pour tout x ∈ S on a :

|Bx(τ2)− Bx(τ1)| =
∣∣∣ ∫ τ2

0

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
g(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iβkx(s))ds

−
∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1

Γ(α)
g(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iβkx(s))ds+

[
(1− τ2

T
)− (1− τ1

T
)
]
x0

+ (
τ1
T
− τ2
T

)
(∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t))ds− xT + d

)∣∣∣
≤

∫ τ1

0

|(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1|
Γ(α)

|g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t))|ds

+

∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
|g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t))|ds+ (

τ1 − τ2
T

)x0

+
(τ1 − τ2

T

)(
xT +

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
|g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t))|ds+ d

)
≤

∫ τ1

0

|(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1|
Γ(α)

‖v‖L1ds+

∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
‖v‖L1ds

+ (
τ1 − τ2
T

)x0 +
(τ1 − τ2

T

)(
xT +

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
‖v‖L1ds+ d

)
Alors, on a |Bx(τ2) − Bx(τ1)| −→ 0 pour τ2 −→ τ1 indépendamment de x ∈ S. Ce qui

montre que B est équicontinu dans E. D’après le Théorème d’Arzelà-Ascoli, B est un

opérateur continu et compact sur S.

Etape 4 . Maintenant nous vérifions que l’hypothèse (c1) du Théorème 3.1.1 est satisfait.

Soit x ∈ E et y ∈ S deux éléments tels que x = AxBy + Cx. Alors on a

|x(t)| ≤ |Ax(t)||By(t)|+ |Cx(t)|

≤ |f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))|
[ ∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)

∣∣∣g(s, y(s), Iβ1y(s), . . . , Iβky(s))
∣∣∣ds

+ (1− t

T
)x0 +

t

T
xT +

t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
∣∣∣g(s, y(s), Iβ1y(s), . . . , Iβky(s))

∣∣∣ds
+

t|d|
T

]
+

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)

∣∣∣h(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))
∣∣∣ds

≤ (|f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))− f(t, 0, . . . , 0)|+ |f(t, 0, . . . , 0)|)
[ ∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|v(s)|ds

+ (1− t

T
)x0 +

t

T
xT +

t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|v(s)|ds+ | t
T
||d|
]

+

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)

∣∣(h(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))− h(s, 0, . . . , 0) + |h(s, 0, . . . , 0))
∣∣

≤
[
r‖p‖

(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
+ F0

](2‖v‖L1Tα

Γ(α+ 1)
+ |x0|+ |xT |

+ |d|
)

+
r‖m‖T β

Γ(β + 1)

(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
+

T β

Γ(β + 1)
k0

Passons au sup sur t ∈ J , on obtient

‖x‖ ≤
[
r‖p‖

(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
+ F0

](2‖v‖L1Tα

Γ(α+ 1)
+ |x0|+ |xT |

+ |d|
)

+
r‖m‖T β

Γ(β + 1)

(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
+

T β

Γ(β + 1)
k0
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pour, x ∈ S.

Etape 5 . Finalement vérifions que δM + ρ < 1, c-à-d, (d1) du Théorème 3.1.1. Alors

M = ‖B(S)‖ = sup
x∈S
{sup
t∈J
|Bx(t)|}

≤ 2‖v‖L1Tα

Γ(α+ 1)
+ |x0|+ |xT |+ |d|

d’après le Théorème 3.1.2 on a(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)(
‖p‖M +

‖m‖T β

Γ(β + 1)

)
< 1

où δ =
(

1 + Tα1

Γ(α1+1) + . . .+ Tαn

Γ(αn+1)

)
‖p‖ et ρ = ‖m‖Tβ

Γ(β+1)

(
1 + Tα1

Γ(α1+1) + . . .+ Tαn

Γ(αn+1)

)
.

Les hypothèses du Théorème 3.1.1 étant vérifiées, alors l’équation x = AxBx+Cx admet

au moins une solution dans S. Il en résulte que le problème (3.1) admet au moins une

solution définie sur J .

3.1.2 Exemple

Nous proposons dans cette section un exemple pour illustrer nos résultats ci-dessus.

On considère le problème suivant :
D

1
2

(
x(t)−I

1
2

[
2te−3t

15(3+t)

(
sin x(t)+

x(t)+9I
√

2|x(t)|
I
√

2|x(t)|+5

)]
(t+1)2

100

(
sin x(t)+

|I
√

2x(t)|
1+|I

√
2x(t)|

+3

) )
= t2 sinx(t) + cos(I

1
4x(t)) + 1, t ∈ J = [0, 1]

x(0)
f(0,x(0),0) = π

2 ,
x(1)

f(1,x(1),Iα1x(1)) = 0,

(3.6)

On a,

‖g(t, x, y)‖ ≤ t2 + 2,

et

|f(t, x, y)− f(t, x′, y′)| ≤ (t+ 1)2

100
(|x− x′|+ |y − y′|)

et

|h(t, x, y)− h(t, x′, y′)| ≤
( 2t

15(3 + t)

)
(|x− x′|+ |y − y′|)

Alors(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)

)(2‖p‖‖v‖L1Tα

Γ(α+ 1)
+ |x0|+ |x1|+ |d|+ ‖m‖

T β

Γ(β + 1)

)
' 0.18957628293 < 1. (3.7)

D’aprés le Théorème 3.1.2, le problème (3.6) admet une solution.
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3.2 Équation intégrodifférentielle fractionnaire séquentielle

hybride

Dans cette section, nous étudions l’existence de la solution du problème intégrodifférentielle

fractionnaire séquentielle hybride suivant :D
α
(
Dωx(t)−Iβh(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

f(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))

)
= g(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t)), t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1,

x(0) = x0, Dωx(0) = 0,
(3.8)

où 0 < α, ω ≤ 1, 1 < α+ω ≤ 2, les fonctions f ∈ C(J×Rn,R\{0}), h ∈ C(J×Rn,R) et

h(0, x(0), 0, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) = 0 et g ∈ C(J ×Rk,R). Iβ est l’intégral fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre β. Dα, Dω sont les opérateurs de la dérivée fractionnaire d’ordre α, β

respectivement.

Nous aurons besoin du théorème de point fixe hybride de Dhage suivant :

Théorème 3.2.1. Soit M un sous ensemble fermé, borné et convexe d’un espace de

Banach X, et soient A : X −→ X et B : M −→ X deux opérateurs tels que :

(i) A est un opérateur contractant,

(ii) B est complètement continu,

(iii) x = Ax+By pour tout y ∈M =⇒ x ∈M .

Alors l’équation Ax+Bx = x admet au moins une solution.

Théorème 3.2.2. Supposons que 0 < α, ω ≤ 1, 0 < α + ω ≤ 1, et les fonctions f, g et

h vérifiées le problème (3.8). La fonction x ∈ C(J,R) est solution du problème (3.8) si

et seulement si x satisfait :

x(t) =

∫ t

0

( (t− s)ω−1

Γ(ω)
f(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))

∫ s
0

(s− τ)α−1

Γ(α)
g(τ, x(τ), Iβ1x(τ), . . . , Iβkx(τ)))dτ

)
ds

+

∫ t

0

(t− s)β+ω−1

Γ(β + ω)
h(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))ds+ x0, t ∈ [0, T ] (3.9)

Démonstration. Supposons que x est solution du problème (3.9). Par définition,
x(t)

f(t,x(t),Iα1x(t),...,Iαnx(t))
est continue, alors par dérivation, nous obtenons la première équation

dans (3.8) . Substituons t = 0 dans (3.9), on obtient

x(0) = x0, Dωx(0) = 0

Par définition on a :

Dωx(t)− Iβh(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))

f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))
= Iαg(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t)))− c0

Puisque Dβx(0) = 0, alors c0 = 0

Appliquons la propriété de l’opérateur Iα, IωIβh = Iω+βh on obtient,

x(t) = Iω
[
f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))Iαg(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t))

]
+ Iω+βh(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))− c1
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Puisque x(0) = x0, ce qui implique c1 = −x0

Alors,

x(t) = Iω
[
f(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t))Iαg(t, x(t), Iβ1x(t), . . . , Iβkx(t))

]
+ Iω+βh(t, x(t), Iα1x(t), . . . , Iαnx(t)) + x0

Par conséquence,

x(t) =

∫ t

0

[ (t− s)ω−1

Γ(ω)
f(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))

∫ s

0

(s− τ)α−1

Γ(α)
g(τ, x(τ), Iβ1x(τ), . . . , Iβkx(τ)))dτ

]
ds

+

∫ t

0

(t− s)β+ω−1

Γ(β + ω)
h(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))ds+ x0, t ∈ [0, T ]

3.2.1 Résultat d’existence

Dans le but d’avoir des résultats d’existence concernant le problème (3.8), on considère

les hypothèses suivantes :

(A1) Les fonctions f : J × Rn+1 −→ R \ {0} et g : J × Rk+1 −→ R, sont continues.

De plus, il existe deux fonctions positives φ et χ avec ‖φ‖ et ‖χ‖, respectivement,

telles que :

|f(t, y1, y2, . . . , yn+1)− f(t, x1, x2, . . . , xn+1)| ≤ φ(t)
n+1∑
i=1

|yi − xi|

pour t ∈ J et (x1, x2, . . . , xn+1), (y1, y2, . . . , yn+1) ∈ Rn+1.

Et

|g(t, y1, y2, . . . , yk+1)− g(t, x1, x2, . . . , xk+1)| ≤ χ(t)
k+1∑
i=1

|yi − xi|

pour t ∈ J et (x1, x2, . . . , xk+1), (y1, y2, . . . , yk+1) ∈ Rk+1.

(A2) Il existe trois fonctions positives µ, ν, et θ, telles que :

|f(t, x1, x2, . . . , xn+1)| ≤ µ(t),

∀(t, x1, x2, . . . , xn+1) ∈ J × Rn+1, µ ∈ C(J,R+),

|g(t, x1, x2, . . . , xk+1)| ≤ ν(t),

∀(t, x1, x2, . . . , xk+1) ∈ J × Rk+1, ν ∈ C(J,R+) et

|h(t, x1, x2, . . . , xn+1)| ≤ θ(t),

∀(t, x1, x2, . . . , xn+1) ∈ J × Rn+1, θ ∈ C(J,R+).

55



Théorème 3.2.3. Supposons que (A1) − (A2) sont vérifiées. Alors le problème (3.8)

admet une solution définie sur J si

Tα+ω

Γ(α+ 1)Γ(ω + 1)

{(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
‖ν‖‖φ‖

+ ‖µ‖‖χ‖
(

1 +
T β1

Γ(β1 + 1)
+ . . .+

T βk

Γ(βk + 1)

)}
< 1 (3.10)

Démonstration. On pose sup
t∈J
|µ(t)| = ‖µ‖, sup

t∈J
|ν(t)| = ‖ν‖, sup

t∈J
|θ(t)| = ‖θ‖, et choisis-

sons

R ≥ T ω+β

Γ(ω + β + 1)
‖θ‖+

Tα+β

Γ(α + β + 1)
‖µ‖‖ ν‖+ |x0|

On considère BR = {x ∈ C(J,R) : ‖x‖ ≤ R}. Définissons les opérateurs :

A : E −→ E par (3.5), et D : BR −→ E par

Dx(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g(s, x(s), Iβ1x(s), . . . , Iβkx(s))ds, t ∈ J

et

Qx(t) =

∫ t

0

(t− s)β+ω−1

Γ(β + ω)
h(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))ds, t ∈ J

et

T x(t) =

∫ t

0

(t− s)ω−1

Γ(ω)
Ax(t)Dx(s)ds+ x0, t ∈ J

La preuve sera donnée en trois étapes :

Etape 1 : Montrons que la condition (iii) du Théorème 3.2.1 est satisfaite. Pour tout

y ∈ BR, on a

|x(t)| = |Qx(t) + T y(t)|

≤
∫ t

0

(t− s)ω+β−1

Γ(ω + β)
|h(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))|ds+

∫ t

0

(t− s)ω−1

Γ(ω)
|Ay(s)||Dy(s)|ds+ |x0|

≤
∫ t

0

(t− s)ω+β−1

Γ(ω + β)
|θ(s)|ds+

∫ t

0

(t− s)ω−1

Γ(ω)
|µ(t)|

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|ν(s)|ds+ |x0|

≤ Tω+β

Γ(ω + β + 1)
‖θ‖+

Tα+β

Γ(α+ β + 1)
‖µ‖‖ ν‖+ |x0|

Passant au sup sur t ∈ J, on obtient ‖x‖ ≤ R, où x ∈ BR.

Donc, la condition (iii) du Théorème 3.2.1 est satisfaite.

Etape 2 : Maintenant montrons que Q vérifié l’hypothèse (ii) du Théorème 3.2.1.

L’opérateur Q est continu. Alors, Q est uniformément borné sur BR car

‖Qx‖ ≤ T ω+β

Γ(ω + β + 1)
‖θ‖
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Soit τ1, τ2 ∈ J où τ1 < τ2 et (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Bn+1
R . On définit

sup
(t,x1,x2,...,xn+1)∈J×Bn+1

R

|h(t, x1, x2, . . . , xn+1)| = h̄ <∞.

et par conséquent

|Qx(τ2)−Qx(τ1)| =
∣∣∣ ∫ τ2

0

(τ2 − s)ω+β−1

Γ(ω + β)
h(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))ds

−
∫ τ1

0

(τ1 − s)ω+β−1

Γ(ω + β)
h(s, x(s), Iα1x(s), . . . , Iαnx(s))ds

∣∣∣
≤ h̄

Γ(ω + β)

∣∣∣ ∫ τ1

0

[(τ2 − s)ω+β−1 − (τ1 − s)ω+β−1]ds+

∫ τ2

τ1

(τ2 − s)ω+β−1ds
∣∣∣

≤ h̄

Γ(ω + β + 1)
|τω+β

2 − τω+β
1 |

Ainsi, |Qx(τ2) − Qx(τ1)| −→ 0 pour τ2 −→ τ1 et ceci indépendamment de x ∈ S. Ce

qui implique que l’opérateur, Q est équicontinu. Donc Q est complètement continu sur

BR. D’après le Théorème d’Arzelá-Ascoli, Q est compact sur BR.

Etape 3 : Dans cette étape, on va établir que T est un opérateur contractant.

Soit x, y ∈ BR, pour tout t ∈ J on aura

|T x(t)− T y(t)|

=
∣∣∣ ∫ t

0

(t− s)ω−1

Γ(ω)
[Ax(s)Dx(s)ds−Ay(s)Dy(s)]ds

∣∣∣
=

∣∣∣ ∫ t

0

(t− s)ω−1

Γ(ω)
[Ax(s)Dx(s)−Ay(s)Dx(s) +Ay(s)Dx(s)−Ay(s)Dy(s)]ds

∣∣∣
≤

∫ t

0

(t− s)ω−1

Γ(ω)

{
|Dx(s)||Ax(s)−Ay(s)|+ |Ay(s)||Dx(s)−Dy(s)]

}
ds

≤
∫ t

0

(t− s)ω−1

Γ(ω)

{(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

) Tα

Γ(α+ 1)
‖ν‖‖φ‖‖x− y‖

+ ‖µ‖‖χ‖
(

1 +
T β1

Γ(β1 + 1)
+ . . .+

Tαk

Γ(βk + 1)

) Tα

Γ(α+ 1)
‖x− y‖

}
ds

≤ Tα

Γ(α+ 1)

Tω

Γ(ω + 1)

{(
1 +

Tα1

Γ(α1 + 1)
+ . . .+

Tαn

Γ(αn + 1)

)
‖ν‖‖φ‖

+ ‖µ‖‖χ‖
(

1 +
T β1

Γ(β1 + 1)
+ . . .+

Tαk

Γ(βk + 1)

)}
‖x− y‖

Par conséquence T est un opérateur contractant, alors l’hypothèse (i) du Théorème

3.2.1 est satisfait. Ce qui implique que les hypothèses du Théorème 3.2.1 sont satisfaits.

Alors le problème (3.8) admet ou moins une solution dans J .
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Chapitre 4

Existence de solutions d’un système

d’équations différentielles

fractionnaires hybrides impulsives à

condition non locale

Dans ce chapitre et vu que la condition non locale joue un rôle remarquable dans la

modélisation de plusieurs phénomènes physiques comme en électronique, en mécanique

des matériaux, ou en boimathématiques. On considère le problème formé par un couple

d’équations différentielles fractionnaires hybrides impulsives suivant :

Dα
(

u(t)
f1(t,u(t),v(t))

)
= g1(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, 1], t 6= ti i = 1, 2, . . . , n, 0 < α < 1

u(t+i ) = u(t−i ) + Ii(u(t−i )), ti ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . . , n

Dβ
(

v(t)
f2(t,u(t),v(t))

)
= g2(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, 1], t 6= tj , j = 1, 2, . . . ,m, 0 < β < 1

v(t+j ) = v(t−j ) + Ij(v(t−j )), tj ∈ (0, 1), j = 1, 2, . . . ,m

u(0)
f1(0,u(0),v(0)) = φ(u), v(0)

f2(0,u(0),v(0)) = ψ(v),

(4.1)

oùDα, Dβ sont des dérivées factionnaires au sens de Caputo d’ordre α et β respectivement . Les fonctions

fi ∈ C([0, 1]× R× R,R \ {0}), gi ∈ C([0, 1]× R× R,R), (i = 1, 2) et φ, ψ : C([0, 1],R) −→ R sont des

fonctions continues définie par φ(u) =
∑n
i=1 λiu(ξi), ψ(v) =

∑m
j=1 δjv(ηj), avec ξi, ηj ∈ (0, 1) pour i =

1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, et Ik : R −→ R et u(t+k ) = lim
ε→0+

u(tk + ε) et u(t−k ) = lim
ε→0−

u(tk + ε) représentent

les limites à droite et à gauche de u(t) en t = tk, (k = i, j). Nous supposons que
∑n
i=1 λiu(ξi)

α−1 < 1,∑m
j=1 δjv(ηj)

β−1 < 1.

Nous signalons aussi que la condition non locale signifie que la condition initiale dépend

de u(0), v(0) et des valeurs de la solution. Cela montre que la condition initiale n’est

pas définie et n’est pas connue, la seule information qu’on a sur u(0), v(0) est qu’elles

dépend de la solution dans certains instants futurs .
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4.1 Résultat d’existence

Dans cette section, nous allons prouver l’existence de solutions de problème (4.1) sur

l’intervalle borné J = [0, 1].

4.1.1 Notations

Notons J0 = [0, t1], J1 = (t1, t2], . . . , Jp−1 = (tp−1, tp], Jp = (tp, 1], et pour ti ∈ (0, 1)

tel que t1 < t2 < . . . < tn, et I ′ = I \ {t1, t2, ..., tn}, on définit l’espace

X =
{
u : [0, 1] −→ R : u ∈ C(I ′) la limite à droite u(t+i ), la limite à gauche u(t−i ) existe

et u(t−i ) = u(ti), 1 ≤ i ≤ n
}
.

Il est clair que (X, ‖.‖) est un espace de Banach muni de la norme u = max
t∈[0,1]

|u(t)|.
De même pour tj ∈ (0, 1) tel que t1 < t2 < . . . < tm, et J ′ = J \ {t1, t2, . . . , tm}, on

définit l’espace

Y =
{
v : [0, 1] −→ R : v ∈ C(J ′) la limite à droite v(t+j ), la limite à gauche v(t−j )) existe

et v(t−j ) = v(tj), 1 ≤ j ≤ m
}
.

Il est clair que (Y, ‖.‖) est un espace de Banach muni de la norme v = max
t∈[0,1]

|v(t)|. Par

conséquence, le produit X × Y est un espace de Banach muni de la norme ‖(u, v)‖ =

‖u‖+ ‖v‖ ou ‖(u, v)‖ = max{‖u‖, ‖v‖}.

4.1.2 Premier résultat

Notre but dans cette section est d’obtenir des résultats d’existence, on se basant sur

le théorème de point fixe de Banach, pour le système (4.1) .

Pour l’obtention de l’existence d’une solution intégrale du problème (4.1), nous aurons

besoin des hypothèses suivantes :

(H1) La fonction u −→ u
f1(t,u,v)

est croissante dans R presque pour tout t ∈ [0, 1[.

(H2) La fonction v −→ v
f2(t,u,v)

est croissante dans R presque pour tout t ∈ [0, 1[.

(H3) Les fonctions fi sont continues et bornées, et il existe un nombre positif Li > 0

tel que |fi(t, u, v)| ≤ Li pour tout (t, u, v) ∈ [0, 1]× R× R (i = 1, 2).

(H4) Pour tout u, ū, v, v̄ ∈ R et pour tout t ∈ [0, 1], il existe un nombre positif

Mgi > 0, tel que

|gi(t, u, v)− gi(t, ū, v̄)| ≤Mgi [|u− ū|+ |v − v̄|] (i = 1, 2).
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(H5) Il existe deux constantes A,B > 0 telles que, pour tout u, ū, v, v̄ ∈ R,

|Ii(u)− |Ii(ū)| ≤ A|u− ū|, i = 1, 2, ..., n

|Ij(v)− |Ij(v̄)| ≤ B|v − v̄|, j = 1, 2, ...,m

(H6) Pour tout u, v ∈ C([0, 1], R), Il existe deux constantes Kφ, Kψ > 0, telles que

‖φ(u)− φ(v)‖ ≤ Kφ‖u− v‖,

‖ψ(u)− ψ(v)‖ ≤ Kψ‖u− v‖,

(H7) Pour tout u, v ∈ C([0, 1], R), Il existe deux constantes Mφ, Mψ > 0, et Nu,

Nv > 0, telles que

‖φ(u)‖ ≤Mφ‖u− v‖,

‖ψ(v)‖ ≤Mψ‖u− v‖,

‖Ii(u)‖ ≤ Nu‖u‖, i = 1, 2, ..., n

‖Ij(v)‖ ≤ Nv‖v‖, j = 1, 2, ...,m

(H8) Il existe deux constantes C, D > 0 telles que

|Ii(ui)| ≤ C, i = 1, 2, . . . , n, et |Ij(vj)| ≤ D, j = 1, 2, . . . ,m,

(H9) Il existe deux constantes ρ, µ > 0 telles que

|φ(u)| ≤ ρ, ∀u ∈ X, |ψ(v)| ≤ µ ∀v ∈ Y,
(H10) Il existe deux constantes ρ0, δ0 > 0 et ρi, δi > 0 (i = 1, 2) telles que

|g1(t, u, v)| ≤ ρ0 + ρ1‖u‖+ ρ2‖v‖

et

|g2(t, u, v)| ≤ δ0 + δ1‖u‖+ δ2‖v‖

pour tout (u, v) ∈ X × Y.
Pour simplifier les calculs, on pose

∆1 = L1

[
Kφ + nA+

Mg1

Γ(α + 1)

]
, ∆2 = L2

[
Kψ +mB +

Mg2

Γ(β + 1)

]
(4.2)

Lemme 4.1.1. : Soit α ∈ (0, 1) et h : [0, 1] −→ R une fonction continue. La fonction

u ∈ C([0, 1],R) est solution de l’équation intégrale fractionnaire :

u(t) = u0 −
∫ a

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds,

si, et seulement si u est solution du problème de Cauchy suivant :D
αu(t) = h(t) a.e. t ∈ [0, 1]

u(a) = u0, a > 0,
(4.3)
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Lemme 4.1.2. Supposons que les hypothèses (H1) et (H3) sont vérifiées. Soit α ∈ (0, 1)

et h : J −→ R une fonction continue. La fonction u est solution de l’équation intégrale

fractionnaire :

u(t) = f1(t, u(t), v(t))
[
φ(u) + θ(t)

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

]
, t ∈ [ti, ti+1] (4.4)

où

θ(t) =

0, t ∈ [t0, t1]

1, t∈̄[t0, t1[
(4.5)

si, et seulement si, u est solution du problème impulsif suivant :
Dα
(

u(t)
f1(t,u(t),v(t))

)
= h(t), t ∈ [0, 1], t 6= ti i = 1, 2, . . . , n, 0 < α < 1

u(t+i ) = u(t−i ) + Ii(u(t−i )), ti ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . . , n

u(0)
f1(0,u(0),v(0)) = φ(u),

(4.6)

Démonstration. Supposons que u satisfait (4.6) . Si t ∈ [t0, t1[, alors

Dα
( u(t)

f1(t, u(t), v(t))

)
= h(t), t ∈ [t0, t1[ (4.7)

u(0)

f1(0, u(0), v(0))
= φ(u), (4.8)

Appliquons l’opérateur d’intégration fractionnaire Iα des deux côtés de (4.7), on peut

obtenir :

u(t)

f1(t, u(t), v(t))
=

u(0)

f1(0, u(0), v(0))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

= φ(u) +

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds,

Alors

u(t) = f1(t, u(t), v(t))
[
φ(u) +

∫ t
0

(t−s)α−1

Γ(α) h(s)ds
]

Si t ∈ [t1, t2[, alors

Dα
( u(t)

f1(t, u(t), v(t))

)
= h(t), t ∈ [t1, t2[ (4.9)

u(t+1 ) = u(t−1 ) + I1(u(t−1 )), (4.10)

D’après le Lemme 4.1.1 et la continuité de f1(t, u(t), v(t)), on a

u(t)

f1(t, u(t), v(t))
=

u(t+1 )

f1(t1, u(t1), v(t1))
−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

=
(u(t−1 ) + I1(u(t−1 )))

f1(t1, u(t1), v(t1))
−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds,

puisque

u(t−1 ) = f1(t1, u(t1), v(t1))
[
φ(u) +

∫ t1
0

(t1−s)α−1

Γ(α) h(s)ds
]
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alors,

u(t)

f1(t, u(t), v(t))
=

(
φ(u) +

∫ t1

0

(t1 − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

)
+

I1(u(t−1 ))

f1(t1, u(t1), v(t1))

−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

= φ(u) +
I1(u(t−1 ))

f1(t1, u(t1), v(t1))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

alors,

u(t) = f1(t, u(t), v(t))
[
φ(u) +

I1(u(t−1 ))
f1(t1,u(t1),v(t1)) +

∫ t
0

(t−s)α−1

Γ(α) h(s)ds
]

Si t ∈ [t2, t3[, ensuite nous avons

u(t)

f1(t, u(t), v(t))
=

u(t+2 )

f1(t2, u(t2), v(t2))
−
∫ t2

0

(t2 − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

=
(u(t−2 ) + I2(u(t−2 )))

f1(t2, u(t2), v(t2))
−
∫ t2

0

(t2 − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds,

Pour

u(t−2 ) = f1(t2, u(t2), v(t2))
[
φ(u) +

[u(t−1 )+I1(u(t−1 ))]
f1(t1,u(t1),v(t1)) +

∫ t2
0

(t2−s)α−1

Γ(α) h(s)ds
]

on aura

u(t)

f1(t, u(t), v(t))
= φ(u) +

(u(t−1 ) + I1(u(t−1 )))

f1(t1, u(t1), v(t1))
+

∫ t2

0

(t2 − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

+
I2(u(t−2 ))

f1(t2, u(t2), v(t2))
−
∫ t2

0

(t2 − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

= φ(u) +
I1(u(t−1 ))

f1(t1, u(t1), v(t1))
+

I2(u(t−2 ))

f1(t2, u(t2), v(t2))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

Alors,

u(t) = f1(t, u(t), v(t))
(
φ(u) +

∑2
i=1

Ii(u(t−i ))

fi(ti,u(ti),v(ti))
+
∫ t

0
(t−s)α−1

Γ(α) h(s)ds
)

Si t ∈ [ti, ti+1[(i = 3, 4, ..., n), en utilisant la même méthode, nous obtenons

u(t) = f1(t, u(t), v(t))
(
φ(u) +

∑n
i=1

Ii(u(t−i ))

fi(ti,u(ti),v(ti))
+
∫ t

0
(t−s)α−1

Γ(α) h(s)ds
)

Inversement, supposons que u vérifie (4.4).

Si t ∈ [t0, t1[, nous avons

u(t) = f1(t, u(t), v(t))
[
φ(u) +

∫ t
0

(t−s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

]
(4.11)

Puis, divisons par f1(t, u(t), v(t)) et appliquons Dα des deux côtés de (4.11), alors (4.7)

est vérifie. D’autre part, substituons t = 0 dans (4.11), on a u(0)
f1(0,u(0)v(0))

= φ(u). Puisque

u −→ u
f1(t,u,v)

est croissante dans R pour t ∈ [t0, t1[, la fonction u −→ u
f1(t,u,v)

est injective

dans R. Nous obtenons (4.8).

Si t ∈ [t1, t2[, on aura

u(t) = f1(t, u(t), v(t))
[
φ(u) +

I1(u(t−1 ))

f1(t1,u(t1),v(t1))
+
∫ t

0
(t−s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

]
(4.12)
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Puis, divisons par f1(t, u(t), v(t)) et appliquons Dα des deux côtés de (4.12), alors (4.9)

est vérifie. D’autre part, par (H3), substitution t = t1 dans (4.11) est par la limite de

(4.12), alors (4.12) et (4.11) donne (4.10).

Si t ∈ [ti, ti+1[ (i = 2, 3, ..., n), de la même méthode on montre que :D
α
(

u(t)
f1(t,u(t),v(t))

)
= h(t), t ∈ [tk, tk+1[

u(t+i ) = u(t−i ) + Ii(u(t−i )),
(4.13)

Ce qui complète la preuve.

Lemme 4.1.3. Soit g1, g2 deux fonctions continues, alors (u, v) ∈ X × Y est solution

de (4.1) si, et seulement si, (u, v) est solution des équations intégrales :

u(t) = f1(t, u(t), v(t))
[
φ(u) + θ(t)

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g1(t, u(t), v(t))ds], t ∈ [ti, ti+1

]
v(t) = f2(t, u(t), v(t))

[
ψ(v) + ω(t)

m∑
j=1

Ij(v(t−j ))

f2(t, u(tj), v(tj))
+

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)
g2(t, u(t), v(t))ds], t ∈ [tj , tj+1

]
,

Où

θ(t) =

0, t ∈ [t0, t1]

1, t∈̄[t0, t1[

et

ω(t) =

0, t ∈ [t0, t1]

1, t∈̄[t0, t1[

Nous définissons l’opérateur Φ : X × Y −→ X × Y par :

Φ(u, v)(t) = (Φ1(u, v)(t),Φ2(u, v)(t)) (4.14)

où

Φ1(u, v)(t) = f1(t, u(t), v(t))
[
φ(u) + θ(t)

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g1(s, u(s), v(s))ds

]
(4.15)

et

Φ2(u, v)(t) = f2(t, u(t), v(t))
[
ψ(v) + ω(t)

m∑
j=1

Ij(v(t−j ))

f2(t, u(tj), v(tj))
+

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ(β)
g2(s, u(s), v(s))ds

]
(4.16)

Présentons maintenant un résultat d’existence et d’unicité de la solution du problème

(4.1). Ce résultat est basé sur le théorème de point fixe de Banach.

Théorème 4.1.1. Supposons que les conditions (H1) − (H7) sont vérifiées et g1, g2 :

[0, 1] × R2 −→ R sont continues et qu’il existe des constantes positives λi, ζi, i = 1, 2

telles que

|g1(t, u, v)− g1(t, ū, v̄)| ≤ λ1|u− ū|+ ζ1|v − v̄|,
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|g2(t, u, v)− g2(t, ū, v̄)| ≤ λ2|u− ū|+ ζ2|v − v̄|,

Si max(∆1,∆2) < 1, ∆1 et ∆2 donné par (4.2), alors, le problème (4.1) admet une

solution unique.

Démonstration. On pose sup
t∈J
|g1(t, 0, 0) = κ1 < ∞ et sup

t∈J
|g2(t, 0, 0)| = κ1 < ∞ et on

définit la boule fermé B̄ = {(u, v) ∈ X × Y : ‖(u, v)‖ ≤ r}, où

r ≥ max{ L1κ1

1− L1(Mφ + nNu + 1
Γ(α+1) (λ1 + λ2))

,
L2κ2

1− L2(Mψ + nNv + 1
Γ(β+1) (ζ1 + ζ2))

} (4.17)

La preuve sera donnée en deux étapes :

Etape 1 : Montrons que ΦB̄ ⊂ B̄. Soit (u, v) ∈ B̄, on a :

|Φ1(u, v)(t)| ≤ L1

∣∣∣φ(u) + θ(t)

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g1(s, u(s), v(s))ds

∣∣∣
≤ L1

[
Mφ‖u‖+ nNu‖u‖+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
(|g1(s, u(s), v(s))− g1(s, 0, 0)|+ |g1(s, 0, 0)|)ds

]
≤ L1

[
Mφ‖u‖+ nNu‖u‖+

1

Γ(α+ 1)

(
(λ1 + λ2)‖u‖+ κ1

)]
≤ L1

[
(Mφ + nNu)r +

1

Γ(α+ 1)

(
(λ1 + λ2)r + κ1

)]
Par conséquent

‖Φ1(u, v)‖ ≤ L1

[
(Mφ + nNu)r +

1

Γ(α + 1)

(
(λ1 + λ2)r + κ1

)]
(4.18)

De la même manière, on peut constater que

‖Φ2(u, v)‖ ≤ L2

[
(Mψ + nNv)r +

1

Γ(β + 1)

(
(ζ1 + ζ2)r + κ2

)]
(4.19)

De (4.18) et (4.19), il en résultent que : ‖Φ(u, v)‖ ≤ r.

Etape 2 : Pour (u, v), (ū, v̄) ∈ X × Y et pour tout t ∈ [0, 1], on a

|Φ1(u, v)(t)− Φ1(ū, v̄)(t)| =
∣∣∣f1(t, u(t), v(t))[φ(u) + θ(t)

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g1(s, u(s), v(s))ds]

− f1(t, ū(t), v̄(t))[φ(ū) + θ(t)

n∑
i=1

Ii(ū(t−i ))

f1(t, ū(ti), v̄(ti))
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g1(s, ū(s), v̄(s))ds]

∣∣∣
≤ L1

[
Kφ|u− ū|+ nA|u− ū|+ Mg1

Γ(α+ 1)
(|u− ū|+ |v − v̄|)

]
≤ L1

[
Kφ‖u− ū‖+ nA‖u− ū‖+

Mg1

Γ(α+ 1)
(‖u− ū‖+ ‖v − v̄‖)

]
ce qui implique que

‖Φ1(u, v)− Φ1(ū, v̄)‖ ≤ L1

(
Kφ + nA+

Mg1

Γ(α+ 1)

)
(‖u− ū‖+ ‖v − v̄‖)

= ∆1(‖u− ū‖+ ‖v − v̄‖) (4.20)

Par la même manière, on montre que

‖Φ2(u, v)− Φ2(ū, v̄)‖ ≤ ∆2(‖u− ū‖+ ‖v − v̄‖) (4.21)
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De (4.20) et (4.21), on en déduit

‖Φ(u, v)− Φ(ū, v̄)‖ ≤ max(∆1,∆2)(‖u− ū‖+ ‖v − v̄‖)

D’après la condition max(∆1,∆2) < 1, il en résultent que Φ est une contraction.

Donc Φ admet un point fixe unique . Ce qui implique que le problème (4.1) admet une

solution unique dans [0, 1].

4.1.3 Deuxième résultat

Dans le résultat suivant, on traite l’existence de la solution du problème (4.1) on se

basant sur le Théorème de point fixe 2.3.3 :

Pour simplifier les calculs, on pose

µ1 =
L1

Γ(α + 1)
, µ2 =

L2

Γ(β + 1)
(4.22)

µ0 = min{1− (µ1ρ1 + µ2δ1), 1− (µ1ρ2 + µ2δ2)}. (4.23)

A l’aide de ce Théorème on a le résultat suivant :

Théorème 4.1.2. On suppose que les hypothèses (H1) − (H3) et (H8) − (H10) sont

vérifiées . De plus, on suppose que µ1ρ1 + µ2δ1 < 1 et µ1ρ2 + µ2δ2 < 1, où µ1 et µ2 sont

donnés par (4.22). Alors, le problème (4.1) admet au moins une solution.

Démonstration. Nous allons montrer que l’opérateur Φ : X × Y −→ X × Y satisfait les

hypothèses du Théorème 2.3.3. La preuve sera donnée en trois étapes :

Etape 1 : Dans cette étape, on prouve que l’opérateur Φ est complètement continu.

Il est clair d’après la continuité des fonctions f1, f2, g1, et g2 que l’opérateur Φ est

continu.

Soit S ⊂ X × Y un sous ensemble borné . Il existe donc deux constantes H1 et H2 telles

que |g1(t, u, v)| ≤ H1 et |g2(t, u, v)| ≤ H2, ∀(u, v) ∈ S. Ainsi pour tous u, v ∈ S on a

|Φ1(u, v)(t)| ≤ L1

[
ρ+

n∑
i=1

C +

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
H1ds

]
≤ L1

[
ρ+ nC +

H1

Γ(α+ 1)

]
Par suite,

‖Φ1(u, v)‖ ≤ L1

[
ρ+ nC +

H1

Γ(α + 1)

]
(4.24)
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De la même manière, on a

‖Φ2(u, v)‖ ≤ L2

[
σ +mD +

H2

Γ(β + 1)

]
(4.25)

D’où l’opérateur Φ est uniformément borné.

Etape 2 : Maintenant, montrons que l’opérateur Φ est équicontinu.

Soient τ1, τ2 ∈ J avec τ1 < τ2 . Alors on a

|Φ1(u(τ2), v(τ2)) − Φ1(u(τ1), v(τ1))|

≤ L1

∣∣∣(φ(u) + θ(τ2)

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))
+H1

∫ τ2

0

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds
)

−
(
φ(u) + θ(τ1)

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))
+H1

∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1

Γ(α)
ds
)∣∣∣

≤ L1

(∣∣(θ(τ2)− θ(τ1))

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))

∣∣+H1

∣∣∣ ∫ τ2

0

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds−

∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1

Γ(α)
ds
∣∣∣)

≤ L1

(∣∣(θ(τ2)− θ(τ1))

n∑
i=1

Ii(u(t−i ))

f1(t, u(ti), v(ti))

∣∣+H1

∣∣∣ ∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1 − (τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds

−
∫ τ2

τ2

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds
∣∣∣)

Aussi, on a

|Φ2(u(τ2), v(τ2)) − Φ2(u(τ1), v(τ1))|

≤ L2

(∣∣(ω(τ2)− ω(τ1))

m∑
j=1

Ij(u(t−j ))

f2(t, u(tj), v(tj))

∣∣+H2

∣∣∣ ∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1 − (τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds

−
∫ τ2

τ2

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds
∣∣∣)

et donc lorsque τ1 −→ τ1, on a

|Φ1(u(τ2), v(τ2))− Φ1(u(τ1), v(τ1))| −→ 0

|Φ2(u(τ2), v(τ2))− Φ2(u(τ1), v(τ1))| −→ 0

et ceci indépendamment de (u, v). Ce qui implique que l’opérateur Φ est équicontinu et

donc complètement continu.

Étape 3 : Dans cette étape, on va établir que l’ensemble

P = {(u, v) ∈ X × Y/(u, v) = λΦ(u, v), 0 < λ < 1}

est borné.

Soit (u, v) ∈ P alors, (u, v) = λΦ(u, v). Par conséquent, pour tout t ∈ [0, 1], on a

u(t) = λΦ1(u, v)(t),

v(t) = λΦ2(u, v)(t),
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Alors

‖u‖ ≤ L1

[
ρ+ nC +

1

Γ(α+ 1)
(ρ0 + ρ1‖u‖+ ρ2‖v‖)

]
≤ L1(ρ+ nC) + µ1(ρ0 + ρ1‖u‖+ ρ2‖v‖)

ce qui implique

‖v‖ ≤ L2

[
σ +mD +

1

Γ(β + 1)
(δ0 + δ1‖u‖+ δ2‖v‖)

]
≤ L2(σ +mD) + µ2(δ0 + δ1‖u‖+ δ2‖v‖)

Ainsi,

‖u‖+ ‖(v)‖ ≤
(
L1(ρ+ nC) + L2(σ +mD) + µ1ρ0 + µ2δ0

)
+ (µ1ρ1 + µ2δ1)‖u‖+ (µ1ρ2 + µ2δ2)‖v‖

et donc par la relation (4.23), on a

‖(u, v)‖ ≤ L1(ρ+ nC) + L2(σ +mD) + µ1ρ0 + µ2δ0

µ0

Donc toutes les hypothèses du Théorème 2.3.3 sont vérifiées et par conséquent l’opérateur

Φ admet au moins un point fixe, et qui est bien une solution du problème (4.1). Ce qui

complète la preuve.

4.2 Exemple d’application

Pour illustrer les résultats obtenus ci-dessus, on considère le problème suivant :

CD
1
2

(
u(t)

t+
√
u(t)+v(t)

40+t2

)
= e−t+| sinu(t)|+| cos v(t)|

20 , t ∈ [0, 1] \ {t1},

u(t+1 ) = u(t−1 ) + (−2u(t−1 )), t1 6= 0, 1

CD
1
2

(
v(t)

t2+
√
u(t)−v(t)
32+t

)
= e−2t+| sin(2u(t))|+| cos2(v(t))|

20 , t ∈ [0, 1] \ {t1},

v(t+1 ) = v(t−1 ) + (−2v(t−1 )), t1 6= 0, 1

u(0)
f1(0,u(0),v(0)) =

∑n
i=1 ciu(ti),

v(0)
f2(0,u(0),v(0)) =

∑m
j=1 dju(tj)),

(4.26)

où,

f1(t, u, v) =
t+
√
u(t)+v(t)

40+t2 , f2(t, u, v) =
t2+
√
u(t)−v(t)

32+t

g1(t, u, v) = e−t+| sinu(t)|+| cos v(t)|
40 , et g2(t, u, v) = e−2t+| sin(2u(t))|+| cos2(v(t))|

20 .

Alors,

|g1(t, u1, v1)− g1(t, u2, v2)| ≤ 1

40
| u2 − u1 | +

1

40
| v2 − v1 |

|g2(t, u1, v1)− g2(t, u2, v2)| ≤ 1

20
| u2 − u1 | +

1

20
| v2 − v1 |

∀t ∈ [0.1], u1, u2, v1, v2 ∈ R.

∆1 = L1

[
Kφ + nA+

Mg1

Γ(α+ 1)

]
' 0.3354687 < 1, ∆2 = L2

[
Kψ +mB +

Mg2

Γ(β + 1)

]
' 0.2548789 < 1

Ainsi, toutes les hypothèses du Théorème 4.1.2 sont vérifiées. Alors le problème (4.26)

admet au moins une solution .
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Chapitre 5

Équations différentielles

fractionnaires conformes à condition

non locale dans un espace de Banach

De nombreux processus dynamiques en physique, biologie, économie et autres do-

maines d’application peuvent être modéliser par des équations d’évolution différentielle

ordinaires abstraites de la forme suivante :

ẋ(t) = Ax(t) + f(t, x(t)). (5.1)

Malheureusement, la dérivée classique ẋ(t) apparaissant dans l’équation (5.1) est locale

et ne peut pas modéliser les processus dynamiques avec mémoire. Par conséquent, afin

d’éviter cette lacune de la dérivée classique, de nombreux auteurs tentent de remplacer

la dérivée classique par une dérivée fractionnaire . Parce que les dérivées fractionnaires

ont été prouvés qu’ils sont un très bon moyen de modéliser de nombreux phénomènes

avec mémoire dans divers domaines de la science et de l’ingénierie . En conséquence, de

nombreux chercheurs font attention à former la meilleure définition de la dérivée frac-

tionnaire. Récemment, une nouvelle définition nommée dérivée fractionnaire conforme

est introduite dans [74]. Cette nouvelle dérivée fractionnaire devient rapidement l’ob-

jet de nombreuses contributions dans plusieurs domaines scientifiques. Motivons par le

meilleur effet de la dérivée fractionnaire et les propriétés simples de la dérivée fraction-

naire conforme, nous considérons le modèle (5.1) dans le cadre de calcul fractionnaire

conforme. Précisément, nous étudions le problème de Cauchy suivant :

dαx(t)

dtα
= Ax(t) + f(t, x(t)), x(0) = x0 + g(x), t ∈ [0, τ ], (5.2)

où dα(.)
dtα

représente la dérivée fractionnaire conforme d’ordre α ∈]0, 1[. La partie linéaire

A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu T (t))t≥0 sur un

68



espace de Banach (X, ‖.‖). La partie non linéaire f : [0, τ ]×X −→ X, est une fonction

donnée. La condition initiale x(0) = x0 + g(x) signifie la condition non locale [21]. Le

vecteur x0 est un élément de X et g : C −→ X est une fonction, avec C est l’espace

des fonctions continues x(.) définies de [0, τ ] dans X. Tout au long de cet chapitre, nous

considérons l’espace C menu de la norme |x|C = supt∈[0;τ ]‖x(t)‖. L’espace (C, |x|C) est un

espace de Banach. On note également par |.| la norme dans l’espace L(X) des opérateurs

bornés définissent de X en elle-même.

Notre objectif dans ce chapitre est de prouver l’existence de solutions intégrales du

problème de Cauchy (5.2) en se basant sur le Théorème du point fixe de Darbo-Sadovskii

sans supposer la compacité du famille T (t))t≥0 et la condition de Lipschitz sur la partie

non locale g.

5.1 Notions de base

Dans cette section nous rappelons quelques préliminaires du calcul fractionnaire

conforme et quelques notions de base de la mesure de non-compacité de Hausdorff.

Définition 5.1.1. ([74]) Soit α ∈]0, 1]. La dérivée fractionnaire conforme d’ordre α d’une

fonction x(.) pour t > 0 est définie par

dαx(t)

dtα
= lim

ε−→0

x(t+ εt1−α)− x(t)

ε
.

Pour t = 0, nous adaptons la définition suivante.

dαx(0)

dtα
= lim

t−→0+

dαx(t)

dtα
.

L’intégrale fractionnelle Iα(.) associée à la dérivée fractionnaire conforme est définie par

Iα(x)(t) =

∫ t

0

sα−1x(s)ds.

Théorème 5.1.1. ([74]) Si x(.) est une fonction continue dans le domaine de Iα(.), alors

nous avons
dα(Iα(x)(t))

dtα
= x(t).

Définition 5.1.2. ([34]) La transformée de Laplace d’une fonction x(.) est définie par

L(x(t))(λ) :=

∫ +∞

0

e−λtx(t)dt, λ > 0.

Il est remarquable que la transformation ci-dessus ne soit pas compatible avec la

dérivée fractionnaire conforme. Pour cela, la transformation adaptée est donnée par la

définition suivante.
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Définition 5.1.3. ([76]) La transformée de Laplace fractionnelle d’ordre α ∈]0, 1] d’une

fonction x(.) est défini par

Lα(x(t))(λ) :=

∫ +∞

0

tα−1e−λ
tα

α x(t)dt, λ > 0.

La proposition suivante nous donne les effets de l’intégrale fractionnaire et de la trans-

formée de Laplace fractionnelle sur la dérivée fractionnaire conforme, respectivement.

Proposition 5.1.1. ([76]) Si x(.) est une fonction différentiable, alors nous avons les

résultats suivants

Lα(x(t))(λ) :=

∫ +∞

0

tα−1e−λ
tα

α x(t)dt, λ > 0.

D’après [80], nous avons la remarque suivante.

Remarque 5.1.1. . Pour deux fonctions x(.) et y(.), nous avons

Lα(x(
tα

α
))(λ) = L(x(t))(λ),

Lα
(∫ t

0

sα−1x(
tα − sα

α
)y(s)ds

)
(λ) = L(x(t))(λ)Lα(y(t))(λ).

Maintenant, nous rappelons quelques concepts sur la mesure de non-compacité de

Hausdorff. Avant de donner la définition de cette mesure , rappelons d’abord la notion

de ε-filet dans le cas où (X, ‖.‖) est un espace normé. Ici, on note par BX = B(0, 1).

Définition 5.1.4. Soit X un espace normé. Un ensemble S ⊂ X est appelé un ε-filet de

Ω si

Ω ⊂ S + εB̄X = {s+ εb, s ∈ S, b ∈ B̄X}

Définition 5.1.5. La mesure de non compacité de Hausdorff de l’ensemble Ω, notée

σ(Ω) est l’inf des nombres ε tels que Ω a un ε-filet fini dans X.

σ(Ω) = inf{ε > 0,Ω a un ε− filet fini dans X}. (5.3)

Le lemme suivant présente quelques propriétés de base de la mesure de non-compacité

de Hausdorff.

Lemme 5.1.1. ([2, 18]) Soit X un espace de Banach et B, C ⊆ X bornés. On a les

propriétés suivantes :

(1) B est pré-compact si et seulement si σ(B) = 0.
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(2) σ(B) = σ(B) = σ(conv(B)), où B et conv(B) signifient la fermeture et l’enve-

loppe convexe de B, respectivement.

(3) σ(B) ≤ σ(C), où B ⊆ C.

(4) σ(B + C) ≤ σ(B) + σ(C), où B + C = {x+ y : x ∈ B, y ∈ C}.
(5) σ(B ∪ C) ≤ max{σ(B), σ(C)}.
(6) σ(λB) = |λ|σ(B) pour tout λ ∈ R, avec X est un espace de Banach.

(7) Pour tout opérateur Q : D(Q) ⊆ X −→ Y Lipschitz avec k ≥ 0, alors nous

avons σ(Q(B)) ≤ kσ(B) pour tout sous-ensemble borné B ⊆ D(Q), où Y est un

espace de Banach et σ représente la mesure de non-compacité de Hausdorff sur Y .

Définition 5.1.6. ([18]). On dit que l’opérateur Q : D(Q) ⊆ X −→ X est une σ-

contraction s’il existe une constante positive k < 1 telle que σ(Q(B)) ≤ kσ(B) pour tout

sous-ensemble fermé borné B ⊆ D(Q).

Lemme 5.1.2. ([2, 18]). (Théorème de Darbo-Sadovskii ) Soit B ⊆ D(Q) un ensemble

borné, fermé et convexe . Si Q : B −→ B est un opérateur de σ-contraction et continue

. Alors, Q a au moins un point fixe en B.

Lemme 5.1.3. ([69, 50]). Soit D ⊂ X un ensemble borné, alors il existe un ensemble

dénombrable D0 ⊂ D tel que σ(D) ≤ 2σ(D0).

On note par σc la mesure de non-compacité de Hausdorff dans l’espace C des fonctions

continues x(.) définies de [0, τ ] a valeur dans X.

Lemme 5.1.4. ([17]). Soit D0 := {xn} ⊂ C un ensemble dénombrable, on a

1. σ(D0(t)) := σ({xn(t)}) est Lebesgue intégrable sur [0, τ ],

2. σ(
∫ τ

0
D0(s)ds) ≤ 2

∫ τ
0
σ(D0(s))ds, où σ(

∫ τ
0
D0(s)ds) := σ({

∫ τ
0
xn(s)ds}).

Lemme 5.1.5. ([2]). Soit D ⊂ C borné et équicontinu, alors

1. σ(D(t)) est continu sur [0, τ ],

2. σc(D) = max
t∈[0,τ ]

(σ(D(t))).

5.2 Résultat principal

Nous donnons d’abord la définition de solutions intégrales du problème de Cauchy

(5.2). Pour cela, en appliquant la transformée de Laplace fractionnaire dans l’équation

(5.2), on obtient

λLα(x(t))(λ) = x0 + g(x) + ALα(x(t))(λ) + Lα(f(t, x(t)))(λ).
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Ensuite, on a

Lα(x(t))(λ) = (λ− A)−1(x0 + g(x)) + (λ− A)−1Lα(f(t, x(t)))(λ).

Par l’utilisation de la transformée de Laplace fractionnaire inverse combinée à la re-

marque 5.1.1, on a

x(t) = T (
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0

sα−1T (
tα − sα

α
)f(s, x(s))ds.

Motivons par le calcul ci-dessus, nous pouvons introduire la définition suivante.

Définition 5.2.1. la fonction x ∈ C est appelée une solution intégrale du problème de

Cauchy (5.2) si

x(t) = T (
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0

sα−1T (
tα − sα

α
)f(s, x(s))ds.

Pour obtenir l’existence des solutions intégrales du problème (5.2), nous aurons besoin

des hypothèses suivantes :

(H1) La fonction f(t, .) : X −→ X est continue et pour tous r > 0 il existe une fonction

µr ∈ L∞([0, τ ],R+) tel que sup
‖x‖≤r

‖ f(t, x) ‖≤ µr(t), pour tout t ∈ [0, τ ].

(H2) La fonction f(., x) : [0, τ ] −→ X est continue, pour tout x ∈ X.

(H3) La fonction g : C −→ X est continue et compacte.

(H4) Il existe deux constantes positives a et b telles que ‖ g(x) ‖≤ a | x |c +b, pour tout

x ∈ C.

(H5) Il existe une constante positive L telle que σ(f(t,D0)) ≤ Lσ(D0), pour tout en-

semble dénombrable D0 ⊂ X et t ∈ [0, τ ].

Théorème 5.2.1. Supposons que (H1)−(H5) vérifiés, alors le problème de Cauchy (5.2)

admet au moins une solution intégrale si

sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|max(a,

4Lτα

α
) < 1.

Démonstration. Pour utiliser le théorème du point fixe de Darbo-Sadovskii, nous considérons

Br := {x ∈ C, | x |c≤ r} pour r > 0 et définissons l’opérateur Γ : C −→ C par :

Γ(x)(t) = T (
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0

sα−1T (
tα − sα

α
)f(s, x(s))ds.

La preuve sera donnée en quatre étapes :

Étape 1 : Prouvons qu’il existe un rayon δ > 0 tel que Γ : Bδ −→ Bδ.
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Soit x ∈ C, on a

‖ Γ(x)(t) ‖≤‖ T (
tα

α
)[x0 + g(x)] ‖ +

∫ t

0

sα−1 ‖ T (
tα − sα

α
)f(s, x(s)) ‖ ds.

Passant au sup, nous obtenons

| Γ(x) |c≤ sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|[‖ x0 ‖ + ‖ g(x) ‖ +

∫ τ

0

sα−1 ‖ f(s, x(s)) ‖ ds].

D’après l’hypothèse (H4), on en déduit

| Γ(x) |c≤ sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|[‖ x0 ‖ +a | x |c +b+

∫ τ

0

sα−1 ‖ f(s, x(s)) ‖ ds].

Donc il suffit de considérer δ comme solution de l’inégalité suivante

sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|[‖ x0 ‖ +ar + b+

τα

α
| µr |L∞([0,τ ],R+)] ≤ r.

Précisément, nous pouvons choisir δ tel que

δ ≥
sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|

1− a sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|

[‖ x0 ‖ +b+
τα

α
| µδ |L∞([0,τ ],R+)].

Étape 2 : Montrons que Γ : Bδ −→ Bδ est continu.

Soit (xn) ⊂ Bδ tel que xn −→ x dans Bδ. On a

Γ(xn)(t)−Γ(x)(t) = T (
tα

α
)[g(xn)−g(x)]+

∫ t

0

sα−1T (
tα − sα

α
)[f(s, xn(s))−f(s, x(s))]ds.

Par conséquence on a

| Γ(xn)−Γ(x) |c≤ sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|[‖ g(xn)−g(x) ‖ +

∫ τ

0

sα−1 ‖ f(s, xn(s))−f(s, x(s)) ‖ ds].

D’après l’hypothèse (H1), on a ‖ sα−1[f(s, xn(s))−f(s, x(s))] ‖≤ 2µδ(s)s
α−1 et f(s, xn(s)) −→

f(s, x(s)) quand n −→ +∞.
D’après le théorème de convergence dominé de Lebesgue on prouve que

∫ τ
0
sα−1 ‖ f(s, xn(s))−

f(s, x(s)) ‖ ds −→ 0 quand n −→ +∞. Puisque g est continue, on en déduit que

lim
n−→+∞

‖ g(xn)− g(x) ‖= 0. Alors, Γ est continu.

Étape 3 : Montons que Γ(Bδ) est équicontinu.

Pour x ∈ Bδ et t1, t2 ∈ [0, τ ] tel que t1 < t2. On a

Γ(x)(t2)− Γ(x)(t1) = [T (
tα2 − tα1
α

)− I][T (
tα1
α

)(x0 + g(x)) +

∫ t1

0

sα−1T (
tα1 − sα

α
)f(s, x(s))ds]

+

∫ t2

t1

sα−1T (
tα2 − sα

α
)f(s, x(s))ds.
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D’après les hypothèses (H1) et (H4), on obtient

‖ Γ(x)(t2)− Γ(x)(t1) ‖ ≤ (‖ x0 ‖ +aδ + b+
τα

α
| µδ |L∞([0,τ ],R+)) sup

t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|[| T (

tα2 − tα1
α

)− I |]

+ sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)| | µδ |L∞([0,τ ],R+) [

tα2 − tα1
α

].

L’inégalité ci-dessus combinée à la continuité uniforme de la famille (T (t))t≥0 ce qui

montre que Γ(Bδ) est équicontinu sur [0, τ ].

Étape 4 : Prouvons que Γ : Bδ −→ Bδ est un opérateur σc contraction .

Soit D ⊂ Bδ, d’après le Lemme 5.1.3 il existe un ensemble dénombrable D0 tel que

D0 = {xn} ⊂ D. Par conséquent, Γ(D0) est un sous-ensemble dénombrable de Γ(D).

Ainsi, le Lemme 5.1.3 montre que σc(Γ(D)) ≤ 2σc(Γ(D0)). Puisque Γ(D0) est borné et

équicontinu, puis en utilisant le Lemme 5.1.5, on a

σc(Γ(D0)) = max
t∈[0,τ ]

(σ(Γ(D0)(t))).

Ensuite, on a

σc(Γ(D)) ≤ 2σc(Γ(D0))

= 2 max
t∈[0,τ ]

(σ(Γ(D0)(t)))

= 2 max
t∈[0,τ ]

(
σ(T (

tα

α
)[x0 + g(D0)] +

∫ t

0

sα−1T (
tα − sα

α
)f(s,D0(s))ds)

)
.

En utilisant le point (4) du Lemme 5.1.1, on en déduit que

σc(Γ(D)) ≤ 2 max
t∈[0,τ ]

(
σ(T (

tα

α
)[x0 + g(D0)]) + σ(

∫ t

0

sα−1T (
tα − sα

α
)f(s,D0(s))ds)

)
.

Puisque g est compact, alors T ( t
α

α
)[x0+g(D0)] est relativement compact. Par conséquent,

en utilisant le point (1) du Lemme 5.1.1 dans l’équation ci-dessus, nous obtenons :

σc(Γ(D)) ≤ 2 max
t∈[0,τ ]

(
σ(

∫ t

0

sα−1T (
tα − sα

α
)f(s,D0(s))ds)

)
.

D’après le Lemme 5.1.4, on a

σc(Γ(D)) ≤ 4 max
t∈[0,τ ]

(∫ t

0

sα−1σ(T (
tα − sα

α
)f(s,D0(s))ds)

)
.

Ensuite, le point (7) du Lemme 5.1.1 montre que

σc(Γ(D)) ≤ 4 sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)| max
t∈[0,τ ]

(∫ t

0

sα−1σ(f(s,D0(s)))ds

)
.
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En utilisant l’hypothèse (H5), on a

σc(Γ(D)) ≤ 4L sup
t∈[0,τ ]

(|T (
tα

α
)|) max

t∈[0,τ ]

(∫ t

0

sα−1σ(D0(s)))ds

)
.

Par conséquent, en utilisant un calcul combiné avec le point (2) du Lemme 5.1.5, nous

obtenons

σc(Γ(D)) ≤ 4L sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|σc(D)

∫ τ

0

sα−1ds

=
4Lτα

α
sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|σc(D).

Par conséquence, nous avons

σc(Γ(D)) ≤ 4Lτα

α
sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)|σc(D).

Puisque 4Lτα

α
sup
t∈[0,τ ]

|T (
tα

α
)| < 1, alors Γ est un opérateur σc-contraction.

Comme conclusion, le Lemme 5.1.2 montre que Γ a au moins un point fixe, ce qui est

une solution intégrale du problème de Cauchy (5.2).

Remarque 5.2.1. Nous notons que le Théorème 5.2.1 améliore le théorème 3 dans [81].

Parce que, dans le Théorème 5.2.1 nous n’avons pas imposé la compacité de la famille

(T (t))t>0 et la condition de Lipschitz sur la partie non locale g.

5.3 Conclusion

Sans la supposition de la compacité de la famille des semi-groupes et la condition de

Lipschitz de la condition non locale, nous avons prouvé l’existence de solutions intégrales

pour une classe d’équations différentielles fractionnaires conformes avec des conditions

non locales dans un espace de Banach. Le résultat principal est obtenu on se basant sur

la théorie des semi-groupes combinée au théorème du point fixe de Darbo-Sadovskii.
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Chapitre 6

Existence de solutions des équations

intégrodifférentielles fractionnaires

impulsives

Introduction :

Les effets impulsifs résultent de phénomènes et utilisés pour décrire des phénomènes

soudains, discontinus. saute. L’équation différentielle à impulsions non instantanées est

une généralisation de la théorie classique des équations différentielles impulsives. Pour

quelques travaux généraux et récents nous renvoyons les lecteurs à la théorie des équations

différentielles impulsives . L’existence de solution de problème impulsif non instantané a

été étudiée via certaines approches, telles que la théorie des points fixes et la théorie du

semi-groupe analytique.

La théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés est étroitement liée à la solu-

tion des équations différentielles et intégrodifférentielles dans les espaces de Banach.

Ces dernières années, cette théorie a été appliquée à une grande classe d’équations

différentielles non linéaires dans les espaces de Banach.

La méthode du semi-groupe, l’existence et l’unicité de solution intégral d’équations

d’évolution semi-linéaires ont été discutées par Pazy [15].

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence de solutions du problème des équations

intégrodifférentielles fractionnaires impulsives suivantes :
Dαu(t) = Au(t) + f(t, u(t),

∫ t
0
ρ(t, s)h(t, s, u(s))ds) +B(t)c(t), t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, . . . , n, c ∈ Uad

u(t) = Ii(u(ti)) + gi(t, u(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, . . . , n

u(0) = u0 + k(u),

(6.1)

où CDα est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α ∈ (0, 1). A est le générateur

infinitésimal d’un semi-groupe analytique d’opérateurs linéaires (T (t))t≥0 sur un espace

de Banach (X, ‖.‖). u0 ∈ X, 0 = t0 = s0 < t1 ≤ s1 ≤ t2 <, . . . , < tn ≤ sn ≤ tn+1 = b, sont
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des nombres pré-fixes, k : X −→ X, et gi ∈ C((ti, si]×X,X) et Ii : X −→ X pour tout

i = 1, 2, . . . , n, f : [0, b]×X ×X −→ X et h ∈ C(D,R+), D = {(t, s)|t, s ∈ [0, b], t ≥ s}.
Les impulsions dans le problème (6.1) commencer brusquement aux points ti et leur

action continue sur l’intervalle [ti, si]. Pour être précis, la fonction u prend une impulsion

brusque à ti et suit des règles différentes dans les deux sous-intervalles (ti, si] et (si, ti+1]

de l’intervalle (ti, ti+1].

À ce point si, la fonction u est continue. Le terme Ii(u(ti)) signifie que les impulsions

sont également liées à la valeur de u(ti) = u(t−i ).

Nous remarquons que si ti = si et la deuxième équation de (6.1) prend la forme de

4u(ti) = Ii(u(ti)) = u(t+i )−u(t−i ) où u(t+i ) = limε→0+ u(ti + ε), u(t−i ) = limε→0− u(ti + ε)

représentant la limite droite et gauche de u(t) à t = ti.

En utilisant la théorie des opérateurs de semi-groupes, fonctions de densité de probabilité,

le théorème du point fixe de Mönch, nous établissons quelques résultats d’existence de

solution pour ces types de problèmes en se basant sur la mesure de non-compacité de

Hausdorff.

Soit Y un espace de Banach réflexif et séparable où les contrôles c prendre ces valeurs.

On note par Pf (Y ) une classe de sous-ensembles fermés et convexes non vides de Y .

Nous supposons que l’application w : [0, b] −→ Pf (Y ) est mesurable, w(.) ⊂ E, où E est

un ensemble borné de Y, et l’ensemble de contrôle admissible :

Uad = {c ∈ Lp(E) : c(t) ∈ w(t), a.e., p > 1}.

Alors Uad 6= ∅, qui se trouve dans [20].

6.1 Notions de base

Dans cette section, nous présentons les notions de base qu’on aura besoin par la suite.

Théorème 6.1.1. ([39]). (Théorème du point fixe de Mönch ) Soit D un sous-ensemble

borné, fermé et convexe d’un espace de Banach tel que 0 ∈ D, et soit N une application

continue de D dans lui même. Si l’implication

V = convN(V ) ou V = N(V ) ∪ {0} =⇒ α(V ) = 0

est vérifiée pour chaque sous-ensemble V de D, alors N admet un point fixe.

Théorème 6.1.2. ([12]). Soit D un sous-ensemble convexe fermé d’un espace de Banach

X et 0 ∈ D. On suppose que F : D −→ X est une application continue qui satisfaite la
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condition de Mönch qui est (M ⊆ D est dénombrable, M ⊆ co({0} ∪ F (M) −→ M est

compacte). Alors F a un point fixe dans D.

Nous rappelons la définition suivante consacrée à des solutions intégrales pour les

équations d’évolution fractionnaires de dérivée fractionnaire de Caputo.

Définition 6.1.1. ( [64]). Une fonction x ∈ C([0, b], X) est dite une solution intégrale

du problème suivant : 
cDαu(t) = Au(t) + y(t), t ∈ (0, b],

u(0) = u0,
(6.2)

s’il satisfait l’équation intégrale

u(t) = Pα(t)u0 +

∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)y(s)ds.

Où

Pα(t) =

∫ ∞
0

ξα(θ)T (tαθ)dθ, Qα(t) = α

∫ ∞
0

θξα(θ)T (tαθ)dθ, (6.3)

ξα(θ) =
1

α
θ−1− 1

αωα(θ−
1
α ) ≥ 0,

ωα(θ) =
1

π

∞∑
n=1

(−1)n−1θ−nα−1 Γ(nα+ 1)

n!
sin(nπα), θ ∈ (0,∞), (6.4)

avec ξα la fonction de densité de probabilité définie sur (0,∞) [38] c’est

ξα(θ) ≥ 0, θ ∈ (0,∞),

∫ ∞
0

ξα(θ)dθ = 1.

Il n’est pas difficile de vérifier que∫ ∞
0

θξα(θ)dθ =
1

Γ(1 + α)
.

Remarque 6.1.1. En appliquant la transformée de Laplace et la fonction de densité

de probabilité, Zhou et Jiao [64] introduit la définition ci-dessus des solutions intégrales

des équations d’évolution fractionnelles. Pour les travaux pionniers sur les équations

d’évolution fractionnaires de Caputo, nous renvoyons les lecteurs à [41], [45].

Lemme 6.1.1. (voir [64]). Les opérateurs Pα et Qα ont les propriétés suivantes :
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(1) Pour tout t ≥ 0, Pα(t) et Qα(t) sont des opérateurs linéaires bornés, et pour tout

u ∈ X,

‖Pα(t)u‖ ≤MA‖u‖, ‖Qα(t)u‖ ≤ αMA

Γ(1 + α)
‖u‖,

(2) {Pα(t), t ≥ 0} et {Qα(t)), t ≥ 0} sont uniformément continus ;

(3) Pour tout t > 0, Pα(t) et Qα(t)) sont des opérateurs compacts.

Lemme 6.1.2. Si W ⊆ PC([0, b], X) est borné, alors µ(W (t)) ≤ µPC(W ) pour tout

t ∈ [0, b], où W (t) = {u(t) : u ∈ W} ⊆ X . De plus, si W est équicontinu sur [0, b], alors

µ(W (t)) est continue sur [0, b], et µPC(W ) = sup{µ(W (t)) : t ∈ [0, b]}.

Lemme 6.1.3. Si {un}∞n=1 ⊂ L1(0, b,X) est uniformément intégrable, alors µ({un}∞n=1)

est mesurable et

µ
({∫ t

0

un(s)ds
}∞
n=1

)
≤ 2

∫ t

0

µ{un(s)}∞n=1ds

Lemme 6.1.4. Si le semi groupe T (t) est équicontinu et η ∈ L1(0, b,R+), alors l’ensemble

{t −→
∫ t

0
T (t− s)u(s)ds, u ∈ L1(0, b,R+), ‖u(s)‖ ≤ η(s), pour s ∈ [0, b]}

Lemme 6.1.5. Si W est borné, alors pour chaque ε > 0, il existe une suite {un}∞n=1 ⊂ W

tel que

µ(W ) ≤ 2µ({un}∞n=1) + ε.

6.2 Résultat d’existence

Dans cette section, nous montrons l’existence de solutions du problème (6.1) on se

basant sur le Théorème 6.1.2 . Pour r, un nombre réel positif, on définit

W = {u ∈ PC([0, b], X), ‖u‖PC ≤ r, pour tout t ∈ [0, b]} (6.5)

Dans le but d’avoir des résultats d’existence de solution concernant le problème (6.1),

on considère les hypothèses suivantes :

(H1) (i) Le C0-semi-groupe T (t) généré par A et equicontinu et

MA = sup{|T (t)| : t ∈ [0, b]}

(ii)B : [0, b] −→ L(Y,X) est essentiellement borné, cela signifie queB ∈ L∞([0, b],L(Y,X)).
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(H2) (i) Les fonctions gi sont continues et pour tout constante positive Lgi telles que

‖gi(t, u)− gi(t, v)‖ ≤ Lgi‖u− v‖,

pour tout u, v ∈ X, t ∈ (ti, si] et i = 0, 1, 2 . . . , n.

(ii) Pour tout constante positive Mi > 0 telle que

‖gi(t, u)‖ ≤Mi‖u‖

pour tout u ∈ X, t ∈ (ti, si] et i = 0, 1, . . . , n.

(iii) Pour tout sous ensemble B ⊂ X, on a

µ(gi(t, B)) ≤Mi( sup
−∞<si≤0

µ(B(si))), i = 0, 1, . . . , n.

(H3) (i) Il existe une fonction mf ∈ C([0, b], X) et une fonction continue croissante

Ωf : X −→ X telles que

‖f(t, u, v)‖ ≤ mf (t)Ωf (‖u‖+ ‖v‖)

pour tout, u ∈ X et t ∈ [0, b].

(ii) Il existe une fonction intégrable η : [0, b] −→ [0,+∞] tel que

µ(f(t,D1, D2) ≤ η(t)[ sup
−∞<θ≤0

µ(D1(θ) + µ(D2)]

pour tout t ∈ [0, b], et tous les sous-ensembles liés D1, D2 ⊂ X et µ est la mesure

de non-compacité de Hausdorff . Soit
∫ t

0
η(s)ds ≤ ζ∗.

(H4) k : X −→ X est continue. Il existe deux constantes positives c et d telles que

‖k(u)− k(v)‖ ≤ c‖u− v‖ et ‖k(u)‖ ≤ c‖u‖+ d, pour tout u ∈ PC(X) .

(H5) f : [0, b]×X×X −→ X une fonction Carathèodory, i.e f(., u,Gu) est mesurable

pour tout u ∈ X et f(t, ., .) est continue pour tout t ∈ [0, b].

(H6) (i) La fonction h(t, s, .) : X −→ X est continue pour tout, (t, s) ∈ D, et pour

tout u ∈ X, la fonction h(., ., u) : D −→ X est mesurable. De plus, il existe une

fonction ν : D −→ R+ où supt∈[0,b]

∫ t
0
ν(t, s)ds := ν∗ <∞ telles que

||h(t, s, u)‖ ≤ ν(t, s)‖u‖, u ∈ X

(ii) Pour toute sous ensemble bornée D1 ⊂ X et 0 ≤ s ≤ t ≤ b, il existe une

fonction ψ : D −→ R+ tel que

µ(h(t, s,D1)) ≤ ψ(t, s)µ(D1),

où supt∈[0,b]

∫ t
0
ψ(t, s)ds := ψ∗ <∞
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(H7) Pour tout t ∈ [0, b], ρ(t, .) est mesurable sur [0, t] et l(t) = sup{|ρ(t, s)|, 0 ≤
s ≤ s ≤ t} est bornée sur [0, b]. L’application t −→ ρt est continue de [0, b] a

L∞([0, b], X), ici ρt(s) = ρ(t, s) .

(H8) (i) Pour i = 0, 1, . . . , n, Ii ∈ C(X,X) et il existe une constante LI > 0 tel que

‖Ii(u)− Ii(v)‖ ≤ LI‖u− v‖

pour tout u, v ∈ X.

(ii) Il existe φI > 0 tel que pour tout u ∈ X, i = 0, 1, . . . , n,

‖Ii(u)‖ ≤ φI‖u‖.

(iii) Pour toute sous ensemble bornée G ⊂ X, on a

µ(Ii(G)) ≤ φI( sup
−∞<si≤0

µ(G(si))), i = 0, 1, . . . , n.

Définition 6.2.1. ([75]). On dit que la fonction u ∈ PC([0, b], X) est une solution

intégrale du problème
Dαu(t) = Au(t) + f(t, u(t),

∫ t
0
ρ(t, s)h(t, s, u(s))ds) +B(t)c(t), t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, . . . , n, c ∈ Uad,

u(t) = Ii(u(ti)) + gi(t, u(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, . . . , n

u(0) = u0 + k(u),

(6.6)

si u satisfait

u(t) =



Pα(t)(u0 + k(u)) +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s
0
ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds,

t ∈ [0, t1],

Ii(u(ti)) + gi(t, u(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, . . . , n

Pα(t− si)di +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s
0
ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds,

t ∈ [si, ti+1],

(6.7)

avec, pour i = 1, 2, . . . , n,

di = Ii(u(ti)) + gi(si, u(si))

−
∫ si

0

(si − s)α−1Qα(si − s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)

+ B(s)c(s)]ds (6.8)

Remarque 6.2.1. Supposons que les hypothèses (H1)− (H3) et la définition de Uad, il

est également facile de vérifier que Bc ∈ Lp([0, b], X) où p > 1 pour tout c ∈ Uad.
De plus, Bc ∈ L1([0, b], X) et ‖Bc‖L1 <∞.
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Pour la simplification, posons :

γ = MA[c+
tα1

Γ(α+ 1)
mf (s)Ωf (1 + lν∗)]

δ = MA[‖u0‖+ d+
tα1

Γ(α+ 1)
+ ‖Bc‖L1 ] < 1

σ = MA[φI +Mi +
MA

Γ(α+ 1)
sαi ([mf (s)Ωf (1 + lν∗)(MAs

α
i + tαi+1)] < 1

ρ =
MA

Γ(α+ 1)
‖Bc‖L1(MAs

α
i + tαi+1)

Nous avons le théorème suivant :

Théorème 6.2.1. Supposons que les hypothèses (H1) - (H8) sont vérifiées, alors, le

problème (6.1) admet au moins une solution telle que

Pour tout r > 0,

r ≥ max
{ γ

1− δ
,

ρ

1− σ

}
, (φI +Mi) < 1, (6.9)

et

λ∗ = max
{
MA[c+

2tα1
Γ(α+ 1)

ζ∗(1 + 2lψ∗)],

MA[LI + Lgi +
2

Γ(α+ 1)
ζ∗(1 + 2lψ∗)(tαi+1 +MAs

α
i )]
}
< 1 (6.10)

Démonstration. Définissons l’application Γ : PC([0, b], X) −→ PC([0, b], X) par :

Γu(t) =



Pα(t)(u0 + k(u)) +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s
0
ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds,

t ∈ [0, t1]

Ii(u(ti)) + gi(t, u(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, . . . , n

Pα(t− si)di +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s
0
ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds,

t ∈ [si, ti+1], i = 1, 2, . . . , n

(6.11)

où di, i = 1, 2, . . . , n, définie par (6.8).

Pour tout u ∈ PC([0, b], X),montrons que l’opérateur Γ satisfait l’hypothèse du Théorème

6.1.2. La preuve consiste en plusieurs étapes.

Étape 1 : Nous montrons que l’opérateur Γ est continu.

Soit (uk)k une suite telle que uk −→ u dans PC([0, b], X). Puis par (H5), nous aurons

f(s, uk(s),
∫ s

0
ρ(s, τ)h(s, τ, uk(τ))dτ) −→ f(s, u(s),

∫ s
0
ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ), k −→ ∞,

pour tout s ∈ [0, b].
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Cas 1 : Pour t ∈ [0, t1], on a

‖Γuk(t)− Γu(t)‖ ≤ ‖Pα(t)(k(uk)− k(u))‖

+
∥∥∥∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, uk(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, uk(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds

−
∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds
∥∥∥

≤ MAc‖uk − u‖PC +
αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

(t− s)α−1‖f(s, uk(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, uk(τ))dτ)

− f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)‖PCds

≤ MAc‖uk − u‖PC +
MA

Γ(α+ 1)
tα1 ‖f(s, uk(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, uk(τ))dτ)

− f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)‖PC

Cas 2 : Pour t ∈ (ti, si], i = 1, . . . , n, on a

‖Γuk(t)− Γu(t)‖ = ‖Ii(uk(ti)) + gi(t, uk(t)))− Ii(u(ti))− gi(t, u(t)))‖

≤ LI‖uk − u‖+ Lgi‖uk − u‖

≤ (LI + Lgi)‖uk − u‖PC

Cas 3 : Pour t ∈ (si, ti+1], i = 1, . . . , n, on a

‖Γuk(t)− Γu(t)‖ ≤ ‖Pα(t− si)[Ii(uk(ti))− Ii(u(ti)) + gi(s, uk((si)))− gi(s, u(si)))]‖

+ ‖Pα(t− si)‖
∥∥∥∫ si

0

(t− s)α−1Qα(si − s)
(
f(s, uk(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, uk(τ))dτ)

− f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ))
)
ds
∥∥∥

+
∥∥∥ ∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, uk(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, uk(τ))dτ)

− f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)]ds
∥∥∥

≤ MA

[
(LI + Lgi)‖uk − u‖PC +

MA

Γ(α+ 1)
sαi ‖(f(s, uk(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, uk(τ))dτ)

− f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ))‖PC
]

+
MA

Γ(α+ 1)
tαi+1‖[f(s, uk(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, uk(τ))dτ)

− f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)]‖PC ,

par suite ‖Γuk − Γu‖PC pour k −→∞ .

Ce qui implique que Γ est continu sur PC([0, b], X).

Étape 2 : Montrons que l’opérateur Γ est borné .

Il suffit de prouver que ΓW ⊆ W , pour toute u ∈ W ⊆ PC([0, b], X), par (H3)(i), on a

Cas 1 : Maintenant, pour chaque t ∈ [0, t1], on a

‖Γu(t)‖ ≤ MA(‖u0‖+ c‖u‖+ d) +
αMA

Γ(α+ 1)
‖
∫ t

0

[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)) +B(s)c(s)]ds‖

≤ MA(‖u0‖+ cr + d) +
MA

Γ(α+ 1)
tα1 [mf (s)Ωf (‖u‖+ l

∫ s

0

ν(s, τ)dτ‖u‖) + ‖Bc‖L1 ]

≤ MA(‖u0‖+ cr + d) +
MA

Γ(α+ 1)
tα1 [mf (s)Ωfr(1 + lν∗) + ‖Bc‖L1 ] ≤ r
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Cas 2 : Maintenant, pour chaque t ∈ (ti, si], i = 1, 2, . . . , n, on a

‖Γu(t)‖ ≤ ‖Ii(u(ti))‖+ ‖gi(si, u(si)‖ ≤ φI‖u‖+Mi‖u‖

≤ (φI +Mi)‖u‖ ≤ r

Cas 3 : Maintenant, pour chaque t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, . . . , n, on a

‖Γu(t)‖ ≤
∥∥∥Pα(t− si)

[
Ii(u(ti)) + gi(si, u(si))

+

∫ si

0

(si − s)α−1Qα(si − s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ))

+ Bc(s))ds
]∥∥∥+

∫ t

0

(t− s)α−1‖Qα(t− s)(f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)) +B(s)c(s)]‖ds

≤ MA[φIr +Mir +
MA

Γ(α+ 1)
sαi ([mf (s)Ωfr(1 + lν∗) + ‖Bc‖L1 ])]

+
MA

Γ(α+ 1)
tαi+1([mf (s)Ωfr(1 + lν∗) + ‖Bc‖L1 ]) ≤ r

Alors, Γu ∈ W, ce qui implique que ΓW ⊂ W .

Étape 3 : Prouvons que Γ est equicontinu.

Cas 1 : Pour l’intervalle [0, t1], 0 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ t1 et pour chacun Γ ∈ W (u), on a

‖Γu(τ2)− Γu(τ1)‖ ≤ ‖Pα(τ2)− Pα(τ1)‖(‖u0‖+ c‖u‖+ d)

+
∥∥∥∫ τ2

0

Qα(τ2 − s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)) +B(s)c(s)]ds

−
∫ τ1

0

Qα(τ1 − s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)) +B(s)c(s)]ds
∥∥∥

≤ ‖Pα(τ2)− Pα(τ1)‖(‖u0‖+ cr + d)

+

∫ τ1

0

‖Qα(τ2 − s)−Qα(τ1 − s)‖[mf (s)Ωfr(1 + lν∗) + ‖Bc‖L1 ]ds

−
∫ τ2

τ1

Qα(τ2 − s)[mf (s)Ωfr(1 + lν∗) + ‖Bc‖L1 ]ds

Cas 2 : Pour l’intervalle (ti, si], i = 1, 2, . . . , n, ti ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ si on a

‖Γu(τ2)− Γu(τ1)‖ ≤ Lgi‖u(τ2)− u(τ1)‖

Cas 3 : Pour l’intervalle (si, ti+1], i = 1, 2, . . . , n, si ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ ti+1, on a

‖Γu(τ2)− Γu(τ1)‖ ≤ ‖Pα(τ2 − si)− Pα(τ1 − si)‖(φI‖u‖+ Lgi‖u(τ2)− u(τ1)‖)

+
∥∥∥∫ τ2

0

(τ2 − s)α−1Qα(τ2 − s)(f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)) +B(s)c(s))ds

−
∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1Qα(τ1 − s)(f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)) +B(s)c(s))ds
∥∥∥

≤ ‖Pα(τ2 − si)− Pα(τ1 − si)‖(φI‖u‖+ Lgi‖u(τ2)− u(τ1)‖)

+

∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1‖Qα(τ2 − s)−Qα(τ1 − s)‖[mf (s)Ωfr(1 + lν∗) + ‖Bc‖L1 ]ds

−
∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1‖Qα(τ2 − s)‖[mf (s)Ωfr(1 + lν∗) + ‖Bc‖L1 ]ds

Par suite, nous obtenons ‖Γu(τ2) − Γu(τ1)‖ −→ 0 quand τ2 −→ τ1. Alors Γ est

équicontinu.
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Étape 4 : Vérifiant la condition de Mönch .

Nous supposons que V ⊆ W est dénombrable et V ⊆ conv({0} ∪ Γ(V )). Nous montrons

que µ(V ) = 0 où µ est la mesure de non-compacité de Hausdorff.

Supposons que V = {uk}∞k=1, on peut facilement vérifier que Γ(V ) est borné et équicontinu.

Cas 1 : Pour chaque t ∈ [0, t1] on a

(Γu)(t) = Pα(t)[u0 + k(u)] +

∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds

(Γu)(t) = (Γ1u)(t) + (Γ2u)(t)

où

(Γ1u)(t) = Pα(t)[u0 + k(u)]

(Γ2u)(t) =
∫ t

0
(t−s)α−1Qα(t−s)[f(s, u(s),

∫ s
0
ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ)+B(s)c(s)]ds D’autre, Γ1 : V −→

PC([0, b], X) est Lipschitz avec constante de Lipschitz MAc en raison des conditions (H1)

et (H4).

Supposons que u, v ∈ V , on a,

‖(Γ1u)(t)− (Γ1v)(t)‖ ≤ sup
t∈[0,t1]

‖Pα(t)[k(u)− k(v)]‖ ≤MAc‖u− v‖PC

Donc, de Lemme 5.1.1 , 6.1.2, 6.1.3 et les hypothèses (H3)(ii), ((H6)(ii), on a

µ({Γuk}∞k=1) ≤ µ({Γ1uk}∞k=1) + µ({Γ2uk}∞k=1)

≤ MAcµ({uk}∞k=1)

+ µ
(∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds
)

≤ MAcµ({uk}∞k=1)

+
2αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

µ
(

(t− s)α−1[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds
)

≤ MAcµ({uk}∞k=1)

+
2αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

(t− s)α−1η(t)
[

sup
0≤s≤t1

µ({uk(s)}∞k=1) + µ(

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, {uk(τ)}∞k=1)dτ))
]
ds

≤ MAcµ({uk}∞k=1)

+
2αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

(t− s)α−1η(t)[ sup
0≤s≤t1

µ({uk(s)}∞k=1) + 2l

∫ s

0

ψ(s, τ)dτµ({uk(τ)}∞k=1)]ds

≤ MAcµ({uk}∞k=1)

+
2αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

(t− s)α−1η(t)[ sup
0≤s≤t1

µ({uk(s)}∞k=1) + 2lψ∗µ({uk(τ)}∞k=1)]ds

≤ MAcµ({uk}∞k=1) +
2MAt

α
1

Γ(α+ 1)
ζ∗(1 + 2lψ∗)( sup

0≤s≤t1
µPC(V (s)))

≤ MA[c+
2tα1

Γ(α+ 1)
ζ∗(1 + 2lψ∗)]( sup

0≤s≤t1
µPC(V (s)))

Cas 2 : Pour chaque t ∈ (ti, si], i = 1, 2, . . . , n, on a

µ({Γuk}∞k=1) ≤ µ(Ii(uk(si))) + µ(gi(si, uk(si)))

≤ (φI +Mi)( sup
ti≤s≤si

µPC(V (s)))
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Cas 3 : Pour chaque t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, . . . , n, on a

(Γu)(t) = Pα(t− si)
[
Ii(u(ti)) + gi(si, u(si))

−
∫ si

0

(si − s)α−1Qα(si − s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]
]

+

∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds

(Γu)(t) = (Γ1u)(t) + (Γ2u)(t)

où (Γ1u)(t) = Pα(t− si)(Ii(u(ti)) + gi(si, u(si))

(Γ2u)(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds

− Pα(t− si)
∫ si

0

(si − s)α−1Qα(si − s)[f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds

D’autre part, Γ1 : V −→ PC([0, b], X est Lipschitz avec constante de Lipschitz MA(LI +

Lgi) en raison des conditions (H1) and (H2)(i).

Supposons que u, v ∈ V, on a,

‖(Γ1u)(t)− (Γ1v)(t)‖ = ‖Pα(t− si)‖(‖Ii(u(ti))− Ii(u(ti))‖+ ‖gi(si, u(si)− gi(si, v(si)‖)

≤ MA(LI + Lgi)‖u− v‖PC
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Donc, de Lemme 5.1.1 , 6.1.2, 6.1.3 et les hypothèses (H3)(ii), (H6)(ii), on a

µ({Γuk}∞k=1) ≤ µ({Γ1uk}∞k=1) + µ({Γ2uk}∞k=1)

≤ MA(LI + Lgi)µ({uk}∞k=1)

+
2αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

(t− s)α−1µ([f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds)

+
2αM2

A

Γ(α+ 1)

∫ si

0

(si − s)α−1µ([f(s, u(s),

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, u(τ))dτ) +B(s)c(s)]ds)

≤ MA(LI + Lgi)µ({uk}∞k=1) +
2αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

(t− s)α−1η(s)[ sup
si≤s≤ti+1

µ({uk(s)}∞k=1)

+ µ(

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, {uk(τ)}∞k=1)dτ))]ds

+
2αM2

A

Γ(α+ 1)

∫ si

0

(si − s)α−1η(s)[ sup
si≤s≤ti+1

µ({uk(s)}∞k=1)

+ µ(

∫ s

0

ρ(s, τ)h(s, τ, {uk(τ)}∞k=1)dτ))]ds

≤ MA(LI + Lgi)µ({uk}∞k=1) +
2αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

(t− s)α−1[η(s)[ sup
si≤s≤ti+1

µ({uk(s)}∞k=1)

+ 2l

∫ s

0

ψ(s, τ)dτµ({uk(τ)}∞k=1)]ds

+
2αM2

A

Γ(α+ 1)

∫ si

0

(si − s)α−1η(s)[ sup
si≤s≤ti+1

µ({uk(s)}∞k=1) + 2l

∫ s

0

ψ(s, τ)dτµ({uk(τ)}∞k=1)]ds

≤ MA(LI + Lgi)µ({uk}∞k=1)

+
2αMA

Γ(α+ 1)

∫ t

0

(t− s)α−1η(s)[ sup
si≤s≤ti+1

µ({uk(s)}∞k=1) + 2lψ∗µ({uk(τ)}∞k=1)]ds

+
2αM2

A

Γ(α+ 1)

∫ si

0

(si − s)α−1η(s)[ sup
si≤s≤ti+1

µ({uk(s)}∞k=1) + 2lψ∗µ({uk(τ)}∞k=1)]

≤ MA(LI + Lgi)µ({uk}∞k=1) +
2MAt

α
i+1

Γ(α+ 1)
ζ∗[ sup

si≤s≤ti+1

µ({uk(s)}∞k=1)

+ 2lψ∗µ({uk(τ)}∞k=1)]

+
2M2

As
α
i

Γ(α+ 1)
ζ∗[ sup

si≤s≤ti+1

µ({uk(s)}∞k=1) + 2lψ∗µ({uk(τ)}∞k=1)]

≤ MA[LI + Lgi +
2

Γ(α+ 1)
ζ∗(1 + 2lψ∗)(tαi+1 +MAs

α
i )] sup

si≤s≤ti+1

µPC(V (s))

D’où, nous avons

µPC(Γ(V )) ≤ MA[LI + Lgi +
2

Γ(α+ 1)
ζ∗(1 + 2lψ∗)(tαi+1 +MAs

α
i )] sup

si≤s≤ti+1

µPC(V )

≤ λ∗µPC(V )

Ainsi, à partir de la condition de Mönch nous obtenons,

µPC(V ) ≤ µPC((conv{0}) ∪ Γ(V )) = µPC(Γ(V )) ≤ λ∗µPC(V )

Ce qui implique que µPC(V ) = 0. D’après le Théorème 6.1.2, Γ admet un point fixe W .

Il en résulte que le problème (6.1) admet au moins une solution définie sur J . Ce qui

complète la preuve.
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6.3 Exemple

Dans cette section, X = L2([0, π],R) et définissons l’opérateur A par Ax = x′′ avec

le domaine

D(A) = {x ∈ X : x′′ ∈ X, x(0) = x(π) = 0}.

Il est bien connu que A est l’opérateur linéaire borné d’un semi-groupe

(T (t))t≥0 sur X et que ‖T (t)‖ ≤ e−t pour tout t ≥ 0.

Nous considérons un problème non local d’équations intégrodifférentielles impulsives

donné par,

D
1
2u(t, w) = ∂2

∂w2u(t, w) + f(t, u(t, w)) + c(t, w), w ∈ [0, π], t ∈ [0, 1) ∪ (2, 3],

u(t, w) = I(u(t1, w)) + g(t, u(t, w)), t ∈ (1, 2], w ∈ [0, π],

u(t, w) = u0(w), w ∈ [0, π],

u(t, 0) = u0(w) +

n∑
i=1

aiu(ti, w), w ∈ [0, π], t ∈ [0, 3].

(6.12)

où

f(t, u(t, w) =
cost

(t+ 6)2
(u(t, w) + arctan(u(t, w))),

I(u(t, w)) = |u(t,w)|
4+u(t,w) , g(t, u(t, w)) = 1

3 sin(u(t, w)) + et,

k(u)(w) =

n∑
i=1

aiu(ti, w), et B(t)c(t)(w) = c(t, w).

Alors, on a

MA(a+
2tα1

Γ(α+ 1)
ζ∗) = 0.5426789555,

MA[LI + Lgi +
2

Γ(α+ 1)
ζ∗(tαi+1 +MAs

α
i )] = 0.12348879 (6.13)

Ainsi, toutes les hypothèses du Théorème 6.1.2 sont vérifiées. Alors le problème (6.12) admet au moins

une solution .
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Conclusions et Perspectives

Nous rappelons les points principaux de ce travail et nous signalons quelques directions pour des

recherches futures. De façon générale, dans cette thèse, nous avons abordé quelques résultats d’exis-

tence des solutions de quelques équations différentielles d’ordre fractionnaire particulières à savoir, la

première s’appelle équation intégro-différentielle hybride. Ces résultats ont été obtenus par l’application

de la théorie de point fixe. En particulier, on a utilisé deux Théorèmes de point fixe de Dhage. La

deuxième nommée équation intégro-différentielle fractionnaire impulsive .Ces résultats ont été obtenus

par l’application de la théorie de point fixe. En particulier, l’emploi de Théorème de point fixe de Mönch

.De plus nous avons traité l’existence de solutions faibles d ’une équations différentielles non locales a

dérivé fractionnaires conformes avec la mesure de non-compacité dans les espaces de Banach .

Au première chapitre nous citons quelques principales étapes historiques de l’élaboration du calcul frac-

tionnaire.

Le deuxième chapitre nous a permis de nous familiariser avec l’outil fractionnaire et nous a fournit

quelques résultats élémentaires utiles pour l’étude de ces équations.

Nous avons commencé par un rappel historique du calcul fractionnaire, puis nous avons exposé la

théorie de la dérivation fractionnaire : différents types de dérivation fractionnaire (Grünwald-Letnikov,

Riemann-Liouville, Caputo et conforme) et quelques exemples et propriétés.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude d’un problème aux limites pour une équation intégro-

différentielle hybride du premier ordre. Sous des conditions mixtes de Lipschitz et Carathéodory on a

montré des résultats d’existence de ce problème.

Au quatrième chapitre de ce travail on a étudié l’existence et l’unicité de la solution d’un couple

d’équations différentielles fractionnaires hybrides à conditions non locales en utilisant des différents

théorèmes de la théorie de point fixe.

Le cinquième chapitre a était priver pour traiter l’existence de solutions faibles d ’une équations

différentielles non locales a dérivé fractionnaires conformes avec la mesure de non-compacité dans les

espaces de Banach en se basant sur le Théorème de point fixe de Darbo-Sadovskii.

Dans le sixième chapitre, on a travaillé cette fois-ci sur un problème aux limites pour une équation

intégro-différentielle fractionnaire impulsive en utilisant la théorie des opérateurs de semi-groupes ,

fonctions de densité de probabilité,le Théorème du point fixe de Mönch et nous établissons quelques

résultats d’existence de solution pour ces types de problèmes en se basant sur la mesure de non-compacité

de Hausdorff.

- Dans les problèmes d’équations différentielles fractionnaires hybrides, la diversité du nombre fini

ou infini de moments d’impulsion, fixes ou variables, nous incite à l’étude d’une classe d’équations

différentielles d’ordres fractionnaires hybrides soumises à des conditions impulsives de type intégral. En-

suite nous prévoyons, l’établissement de conditions nécessaires et suffisantes d’admissibilité (régularité,
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stabilité...) pour ces équations.

Dans les inclusions différentielles, nous avons l’intention d’étudier ultérieurement des inclusions différentielles

hybrides d’ordre fractionnaire ? avec 0 < α < 1 ou 1 < α < 2 et à divers conditions aux limites.
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