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1 Préliminaires 9
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Résumé

Les équations différentielles impliquant la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α

avec 0 < α < 1, semblent être un outil important dans la modélisation des phénomènes dans

plusieurs domaines scientifiques comme la physique, l’ingénierie, la théorie du contrôle, etc.

L’objectif de cette thèse est de contribuer au développement de la théorie d’existence,

voire d’unicité des solutions en étudiant une équation différentielle fractionnaire hybride quadra-

tique dans un premier temps et des équations integro-différentielles impulsive dans un deuxième

temps, tout cela à l’aide des théorèmes du point fixe. Tout d’abord on va traiter dans le

deuxième chapitre l’existence des solutions positives d’une équation différentielle fractionnaire

hybride quadratique, ensuite dans le troisième chapitre on va considérer une équation intégro-

différentielle fractionnaire impulsive avec une condition non-locale, avec un opérateur A qui

génère un C0-semi-groupe (T (t))t≥0 compact. Enfin, dans le quatrième chapitre on va étudier

un problème où le semi-groupe engendré (T (t))t≥0 n’est pas nécessairement compact.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire a connu un grand développement dans ces dernières années, plu-

sieurs chercheurs se sont intéressés à cette théorie car elle généralise les opérations de dérivation

et d’intégration aux ordres non-entiers. L’histoire de la dérivée d’ordre non-entier s’étale de la

fin du 17ème siècle jusqu’à nos jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début

à la fin de l’année 1695 quand l’Hopital a soulevé une question à Leibniz en s’interrogeant sur

la signification de
dny

dxn
lorsque n =

1

2
. Leibniz, dans sa réponse, voulut engager une réflexion

sur une possible théorie de la dérivation non-entière, et écrit à l’Hopital :”...cela conduirait à

un paradoxe à partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles”.

Il a fallu attendre les années 1990 pour avoir apparâıtre les premières ”conséquences

utiles”. la première tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée frac-

tionnaire est dû à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.

Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de

Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le nom ”Approche de Riemann-Liouville”. Plus tard,

d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de

Caputo (voir [45, 24]). A cette époque il n’y avait pas d’applications pratiques de cette théorie, et

c’est pour cette raison qu’elle a été considérée comme une théorie abstraite ne contenant que des

manipulations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques pures à

des applications, a commencé à voir le jour depuis les années 1990, où les équations différentielles

fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels que la physique, l’ingénierie, la bio-

logie, la mécanique....

L’une des applications les plus importantes du calcul fractionnaire se trouve dans la viscoélasticité,

pour un système mécanique comme une masse liée à un ressort, la force appliquée (la contrainte

dans le cadre d’une description via un milieu continu) est proportionnelle au déplacement. De

plus, la dissipation visqueuse classique est proportionnelle à la dérivée temporelle du déplacement.

L’hypothèse de base faite pour les matériaux viscoélastiques linéaires est que la contrainte à

l’instant actuel est une fonction linéaire de toute l’histoire des déformations.

Pour le cas fractionnaire, en général, les modèles rhéologiques (relatif à la rhéologie, branche
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de la mécanique qui étudie le comportement des matériaux du point de vue de la viscosité, la

rigidité ou l’élasticité) utilisés en viscoélasticité linéaire sont constitués de ressorts et d’amortis-

seurs. Les lois de comportement de ces éléments rhéologiques peuvent être généralisées à partir

de l’utilisation des dérivées fractionnaires.

La loi du comportement associée à la réponse d’un élément élastique est décrite simplement

par σ = τ 0ED0ε = Eε , où τ est le temps de relaxation, E le module élastique et D0 l’opérateur

différentiel temporel d’ordre zéro. Cela caractérise le comportement d’un ressort (voir Fig.

1(a)). La loi du comportement associée à la réponse d’un élément visqueux est donnée par

σ = τ 1ED1ε = τEε̇, où τE correspond à la viscosité du matériau et D1 à l’opérateur différentiel

temporel d’ordre un. Cela caractérise le comportement d’un amortisseur (voir Fig. 1 (b)). Afin

de généraliser les deux cas précédents, la loi du comportement linéaire peut s’écrire sous la forme

σ = ταEDαε (∗), où Dα est l’opérateur différentiel d’ordre fractionnaire, avec 0 ≤ α ≤ 1.

L’élément rhéologique associé à l’équation (∗) présente des caractéristiques intermédiaires entre

celles du ressort(spring) et de l’amortisseur(dashpot), d’où la désignation de spring-pot (voir

Fig. 1(c)). Autrement dit, lorsque α = 0, le comportement ne dépend que des caractéristiques

des paramètres au temps présent tandis que pour α = 1, il dépend des instants infiniment

voisins. Pour α strictement compris entre 0 et 1, on a vu que la dérivée fractionnaire Dαε

d’ordre α dépend de toute l’évolution de la fonction ε(t) dans le passé et on dit que dans ce

cas, il y a un effet de mémoire de paramètre α.

Les modèles à dérivées fractionnaires présentent de nombreux avantages. Par exemple,

l’écriture mathématique de ces modèles à base de dérivées fractionnaires est établie sur les

théories moléculaires qui décrivent le comportement mécanique d’un milieu viscoélastique [43].

De plus, ces modèles vérifient le deuxième principe de la thermodynamique. Le principal atout

des modèles viscoélastiques fractionnaires est certainement le nombre réduit de paramètres

matériaux nécessaires à sa caractérisation. De nombreux matériaux viscoélastiques ont ainsi été

caractérisés avec très peu de paramètres. Ces proporiétés caractéristiques font de l’approche

par calcul fractionnaire un outil très attractif parmi les méthodes existantes.

Un autre exemple qui fait appel à la dérivation d’ordre fractionnaire est l’équation de diffu-
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sion d’ordre fractionnaire du second type introduite par R.R. Nigmatullin[36, 37], qui est donné

par : 0D
α
t u(x, t) =

d2u(x, t)

dx2
, où α > 0. F. Mainardi [32] a appelé cette équation par équation

d’onde de diffusion fractionnaire. Pour α = 1, c’est l’équation diff. classique et pour α = 2,

c’est l’équation des ondes. Pour 0 < α < 1 on a la diffusion ultra-faible, et pour les valeurs

1 < α < 2 on obtient ce qu’on appelle des processus intermédiaires.

En automatique, au début des années 1990 le régulateur CRONE(commande robuste d’ordre

non entier) a été proposé par A. Oustaloup [39]. En profitant des propriétés avantageuses des

systèmes d’ordres fractionnaires, ce régulateur permet d’assurer la robustesse de la commande

dans une bande de fréquences donnée. La réussite de cette approche a été énorme, et depuis,

la commande d’ordres fractionnaires a attiré l’attention de nombreux chercheurs. En 1994,

Podlubny [42] a proposé le régulateur PIαDβ comprenant une intégration fractionnaire d’ordre

α et une dérivation fractionnaire d’ordre β, élargissant ainsi le champ d’applications du calcul

fractionnaire à la théorie de la commande.

D’autre part, les équations différentielles impulsives apparaissent comme une descrip-

tion naturelle de nombreux phénomènes d’évolution dans le monde réel. La majorité des pro-

cessus dans les sciences appliquées sont représentés par des équations différentielles. Cepen-

dant, la situation est différente dans certains phénomènes physiques subissant des changements

au cours de leur évolution comme les systèmes mécaniques avec impact, les systèmes biolo-

giques (battements du cœur, flux du sang,...), la dynamique des populations, les désastres

naturels, etc. Ces changements sont souvent produits sous forme d’impulsions. La modélisation

de tels phénomènes nécessite l’utilisation des formes qui font intervenir explicitement et si-

multanément l’évolution continue du phénomène ainsi que les changements instantanés (Par

exemple en physique, mécanique, etc... [1, 2, 47, 13, 26]) ou non-instantanés (Par exemple

l’équilibre hémodynamique d’une personne [17]). De tels modèles sont dits ”impulsifs”, ils

sont évolutifs de processus continus régis par des équations différentielles combinées avec des

équations représentant l’effet impulsif subi.

Motivé par toutes ces considérations, dans ma thèse, on s’est intéressé dans le deuxième

chapitre, à l’étude d’une équation diff. fractionnaire à perturbation quadratique, en portant un

intérêt très particulier aux récents travaux de K. Hilal et M. Kajouni [18, 19] et J.R. Wang [48].

D’autre part, on a considéré dans le chapitre 3 et 4, une classe d’équations différentielles

fractionnaires avec impulsions non-instantanée impliquant deux dérivées fractionnaires au sens

de Caputo d’ordre α et β.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhension

de ce manuscrit, il est subdivisé en trois parties. La première partie contient des généralités sur

la théorie du calcul fractionnaire, la deuxième contient des résultats importants sur la théorie

du point fixe, et la dernière partie on donne les théorèmes du point fixe utilisés dans la thèse.

1.1 Généralités sur le calcul fractionnaire

1.1.1 Fonctions spéciales utilisés dans le calcul fractionnaire

1.1.1.1 Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge natu-

rellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres complexes à parties

réelles positives).

Définition 1.1.1. (voir [11])

Soit x ∈ R+
∗ , la fonction Gamma est donnée par :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt

(cette intégrale est convergente pour tout x > 0).

Proposition 1.1.1. (voir [11])

Pour tout x > 0, et pour tout n ∈ N∗ on a :

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

Γ(n) = (n− 1)!,
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Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx

x(x+ 1)...(x+ n)
.

Cas particuliers

Γ(1) =

∫ +∞

0

t1−1e−tdt = 1,

Γ(
1

2
) =
√
π,

Γ(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π.

1.1.1.2 Fonctions de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle exp(z), joue un rôle très important dans la théorie des équations

différentielles d’ordre entier. La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre qui généralise la

fonction exponentielle a été introduite par Mittag-Leffler en 1903 (voir [33]) et désignée par la

fonction suivante :

Eα(t) =
∞∑
i=0

ti

Γ(αi+ 1)
.

La fonction Mittag-Leffler à deux paramètres, joue un rôle très important dans la théorie

du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953-1954 et

elle est donnée par la définition suivante :

Définition 1.1.2. [8, 15] Soient α, β > 0. La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres

notée Eα,β(t) est définit par le développement en série :

Eα,β(t) =
∞∑
i=0

ti

Γ(αi+ β)
.

En particulier, si β = 1, Eα,1(t) devient la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre Eα(t),

i.e., Eα,1(t) = Eα(t).

Lemme 1.1.1. [8]

Soit 0 < α < 1, et λ ∈ R. Donc pour chaque t ∈ [0, T ], on a

(1)- Soit 0 < α < 1, et K,U ∈ Rn×n. Alors pour tout t ∈ [0, T ], on a∫ t
0
(t− τ)α−1Eα,α(−K(t− τ)α)U(Dαx)(τ)dτ = Ux(t)− Eα(−Ktα)Ux(0)

−K
∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(−K(t− s)α)Ux(s)ds

10



(2)-

Dα
0

[∫ t

0

f(t− s)g(s)ds

]
(t) =

∫ t

0

Dα
0 [f(t)](s)g(t− s)ds+ g(t) lim

t→0+
[tI

1−α
0+ f ](t).

Lemme 1.1.2. [23, 15]

(a)- Dα
a+Eα[λ(t− a)α](x) = λEα[λ(x− a)α], (Re(α) > 0, λ ∈ C)

(b)-
(
Iα
′

a+(t− a)β−1Eµ,β[λ(t− a)µ]
)

(x) = (x− a)α
′+β−1Eµ,α′+β[λ(x− a)µ],

avec α′ > 0, β > 0 et µ > 0.

(c)-
∫ z
0
tβ−1Eα,β(λtα)dt = zβEα,β+1(λz

α).

(d) |Eα,β(z)| ≤ C1exp(σ |z|ρ), pour tout σ > 1 et ρ =
1

Re(α)
.

Remarque 1.1.1. Dα et Iα sont respectivement la dérivée et l’intégrale fractionnaire au sens

de Caputo qu’on va définir par la suite.

1.1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ C(<(α) > 0), selon l’approche de Riemann-

Liouville, généralise la célèbre formule (attribuée à Cauchy) d’intégrale répété n-fois :

(Ina f)(x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2...

∫ tn−1

a

f(tn)dtn

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt, (n ∈ N∗)

Définition 1.1.3. Soit f ∈ L1([a, b]). L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la

fonction f d’ordre α ∈ C (<(α) > 0) notée Iαa f est définie par :

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a

où Γ(α) est la focntion Gamma donnée précédemment.

Théorème 1.1.1. [11, 45]

Si f ∈ L1([a, b]), alors Iαa f existe pour presque tout x ∈ [a, b] et de plus Iαa f ∈ L1([a, b])

Proposition 1.1.2. [11, 45]

Soient α, β ∈ C tels que <(α),<(β) > 0, pour toute fonction f ∈ L1([a, b]), on a :
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Iαa (Iβa f) = Iα+βa = Iβa (Iαa f)

pour presque tout x ∈ [a, b]. Si de plus f ∈ C([a, b]), alors cette identité est vraie pour tout

x ∈ [a, b].

1.1.3 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.1.4. [11, 45]

Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α ∈ C, (<(α) > 0) notée Dα
a f est définie par :

(Dα
a f)(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

où n− 1 < [<(α)] < n et x > a.

En particulier, pour α = m ∈ N, on a

(D0
af)(x) =

1

Γ(1)

(
d

dx

)∫ x

a

f(t)dt = f(x)

(Dm
a f)(x) =

1

Γ(1)

(
dm+1

dxm+1

)∫ x

a

f(t)dt =
dm

dxm
f(x)

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville cöıncide avec la dérivée

classique pour α ∈ N.

Remarque 1.1.2.

(Dα
a )(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa )(x)

tel que : n = [<(α)] + 1, x > a.

La proposition suivante établie une condition suffisante d’existence de la dérivée fraction-

naire.

Proposition 1.1.3. [11, 45]

Soient α ≥ 0 et n = [α] + 1. Si f ∈ ACn([a, b]), alors la dérivée fractionnaire Dα
a f existe

presque partout sur [a, b] et de plus, elle est donnée par

Dα
a f(x) =

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α +

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1fn(t)dt
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1.1.4 Propriétés de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est linéaire.

Théorème 1.1.2. [11, 45]

Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre

α existent. Alors pour λ, µ ∈ R, Dα
a (λf + µg) existe et on a :

Dα
a (λf + µg)(x) = λ(Dα

a f)(x) + µ(Dα
a g)(x)

Lemme 1.1.3. Soit α ∈]n− 1, n[ et f une fonction vérifiant Dα
a f = 0 alors :

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n

L’opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possède les propriétés résumées dans

la proposition suivante :

Proposition 1.1.4. [11, 45]

Soient α, β > 0 tels que n− 1 ≤ α ≤ n, m− 1 ≤ β < m.

1. Pour f ∈ L1([a, b]), l’égalité :

Dα
a (Iαa f(t)) = f(t)

est vraie presque partout sur [a, b]

2. Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1([a, b]), la relation :

Dβ
a (Iαa )(x) = (Iα−βf)(x)

est vraie presque partout sur [a, b]

3. Si β ≥ α > 0 et la dérivée fractionnaire Dβ−α
a existe, alors on a :

Dβ
a (Iαa )(x) = (Dβ−αf)(x)

4. Si f ∈ L1([a, b]) et In−α ∈ ACn([a, b]) avec n = <(α) + 1, alors :

[
Iαa (Dβ

af)
]

(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j−n+α

Γ(j − n+ α + 1)
lim
x→a+

[
(
d

dx
)jIn−αa f

]
(x)
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1.1.5 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un rôle impor-

tant dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo (1967-

1969) se sont rendus compte que cette définition doit être révisée, car les problèmes appliqués en

visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales physique-

ment interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans la modélisation par

l’approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées

fractionnaires.

Définition 1.1.5. [11, 45]

Soient α ∈ C avec <(α) > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < <(α) < n et f ∈ Cn([a, b]).

La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo de la fonction f notée cDα
a f est définie

par :

cDα
a f(x) := I(n−α)D(n)f(x)

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)(x− t)n−α−1dt

Remarque 1.1.3. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α ∈]n− 1, n[

s’obtient par une application de la dérivée classique d’ordre n suivit par l’opérateur d’intégration

fractionnaire d’ordre n− α, alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le résultat

de la permutation de ces deux opérations.

1.1.6 Relation entre l’approche de Riemann-Liouville et celle de Ca-

puto

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 1.1.3. [11, 45]

Soient α ≥ 0, n = [α] + 1. Si f possède (n− 1) dérivée en a et si Dα
a f existe, alors :

(cDα
a f)(x) = Dα

a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k

]
presque partout sur [a, b].

Remarque 1.1.4. Le résultat du théorème précédent signifie que la dérivation au sens de

Caputo d’une fonction f est une dérivation fractionnaire de reste dans le développement de

Taylor de f .
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1.2 Quelques résultats de la théorie du point fixe

1.2.1 Mesure de non-compacité au sens de Kuratowski

1.2.1.1 Notion de la mesure de non-compacité

Définition 1.2.1. [3] Soit E un espace de Banach et A la famille de tous les sous-ensembles

bornés de E. Une fonction φ définie de A dans [0,+∞[ est appelée mesure de non-compacité

(MNC) sur E si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. φ(A) = 0 ⇔ A est relativement compacte,

2. φ(A) = φ(A), ∀A ∈ A,

3. φ(A1 ∪ A2) = max {φ(A1), φ(A2)}, ∀A1, A2 ∈ A.

Exemple 1.2.1. 1. La fonction γ : A −→ [0,+∞[ définie par :

γ(A) = inf{ε > 0 : A admet un recouvrement fini par des boules de rayon ≤ ε}

est appelée M.N.C de Hausdorff.

2. La fonction φ : A −→ [0,+∞[ telle que :

φ(A) =

 0, si A est relativement compact

1, sinon.

est une mesure de non-compacité. En effet,

a) φ(A) = 0⇔ A est relativement compact(évidente).

b) φ(A) = φ(A), car A est relativement compact ⇔ A est compact.

c) (A1 ∪ A2) relativement compact ⇔


A1 est relativement compact,

et

A2 est relativement compact.

Alors, dans tous les cas on trouve φ(A1 ∪ A2) = max{φ(A1), φ(A2)}.

1.2.1.2 Mesure de non-compacité de Kuratowski

Définition 1.2.2. [3](la mesure de non-compacité de Kuratowski) Soient E un espace de

Banach, A la famille de tous les sous-ensembles bornés de E. La mesure de non-compacité

au sens de Kuratowski est l’application β : A −→ R+ définie par :

β(A) = inf

 d > 0 tel que A admet un recouvrement fini d’ensembles

de diamètre inférieur ou égal à d

 ,
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c’est à dire

β(A) = inf {d > 0 tel que ∃A1, A2, ..., An ⊂ E;A ⊆ ∪ni=1Ai, diam(Ai) ≤ d;∀i = 1, ..., n} ,

où diam(Ai) = sup ‖ x− y ‖, ∀x, y ∈ Ai et diam(∅) = 0.

Remarque 1.2.1. 1. La définition de la mesure de non-compacité de Kuratowski est si-

gnificative non seulement pour les espaces de Banach mais également pour les espaces

métriques arbitraires,

2. 0 ≤ β(A) ≤ diam(A) <∞, ∀A ∈ A,

3. A est fini ⇒ β(A) = 0.

Voici quelques propriétés élémentaires de la mesure de non-compacité de Kuratowski.

Proposition 1.2.1. [3] Soient E un espace de Banach et A la famille des ensembles bornés de

E. Alors, la mesure de non-compacité de Kuratowski β a les propriétés suivantes :

1. β(A) = 0⇔ A est compact,

2. A ⊂ B ⇒ β(A) ≤ β(B), i.e β est croissante,

3. β(A) = β(A),

4. β(A ∪B) = max {β(A), β(B)}, ∀A,B ∈ A,

5. β(A
⋂
B) ≤ min{β(A), β(B)}, ∀A,B ∈ A,

6. β(λA) = |λ|β(A), ∀λ ∈ R, A ∈ A,

7. β(A+B) ≤ β(A) + β(B), ∀A,B ∈ A,

8. β(A+ x) = β(A), ∀A ∈ A, ∀x ∈ E,

9. β(convA) = β(A), ∀A ∈ A,

10. |β(A)− β(B)| ≤ β(B(0, 1))Hd(A,B) où Hd(A,B) = max

(
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)

)
est

la distance de Hausdorff entre A et B.

Remarque 1.2.2. a. La MNC de Kuratowski β est une semi-norme sur E d’après les

propriétés de semi-homogénéité et semi-additivité algébrique.

b. Ce n’est pas évident de déterminer la valeur explicite de β(A) pour un ensemble borné

A d’un espace de Banach.

Définition 1.2.3. [3] Soit X un espace de Banach et ΩX les sous-ensembles bornés de X. La

mesure de non-compacité de Kuratowski est l’application β : ΩX −→ [0,∞) définie par :

β(B) = inf {ε > 0 : B ⊂ ∪ni=1Bi et diam(Bi) ≤ ε pour i = 1, 2, .., n}
et diamBi = sup {|x− y| : x, y ∈ Bi} et B ∈ ΩX
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Remarque 1.2.3. Il est clair que β(B) ≤ diam(B).

Lemme 1.2.1. [3] Soit X un espace de Banach, W ⊂ X borné. Alors il existe un ensemble

dénombrable W1 ⊂ W tel que

β(W ) ≤ 2β(W1).

Lemme 1.2.2. [3] Soit X un espace de Banach, W ⊂ C(J,X) borné et équicontinu. Alors

β(W (t)) est continu sur J et

β(W ) = max
t∈J

β(W (t)) = β(W (J)).

Lemme 1.2.3. [16] SoitX un espace de Banach,W = {un} ∈ C(J,X) un ensemble dénombrable

et borné. Alors β(W (t)) est une intégrale de Lebesgue sur J et on a :

β

({∫
J

un(t)dt : n ∈ N
})
≤ 2

∫
J

β(W (t))dt.

1.2.2 Contractions strictes d’ensembles et applications condensantes

Définition 1.2.4. Soient E et F deux espaces de Banach et f : E −→ F une application

continue et bornée (i.e. f transforme les bornés de E en des bornés de F ).

a. On dit que f est une k-contraction d’ensemble s’il existe k ≥ 0, tel que

β(f(A)) ≤ kβ(A), ∀A borné de E,

b. L’application f est appelée k-contraction stricte d’ensembles(ou contraction stricte

d’ensembles) si 0 ≤ k ≤ 1

c. L’application f est dite β-condensante si

β(f(A)) < β(A), ∀A borné non relativement compact (β(A) > 0).

β est la mesure de non-compacité de Kuratowski.

Remarque 1.2.4. Il est évident que toute application f complètement continue, est une k-

contraction stricte d’ensembles et toute k-contraction stricte d’ensembles est condensante.

De plus on a :

1. f est k-lipschitzienne ⇒ f est une k-contraction d’ensembles.

2. f est condensante ⇒ f est une 1-contraction d’ensembles.

3. f est complètement continue ⇔ f est une 0-contraction d’ensembles.

4. f est k-contraction et g est compact ⇒ f + g est une k-contraction d’ensembles.

1.3 Théorèmes du point fixe utilisés dans la thèse

Dans cette partie, nous allons présenter des résultats de la théorie du point fixe, notamment

le théorème de point fixe de Dhage, Krasnoselskii et Sadovski.
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1.3.1 Théorème du point fixe de Dhage

Les définitions suivantes sont nécessaires pour la suite. On conserve les même définition

donnée dans Dhage [5]

Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel. On introduit la relation d’ordre partiel ≤ sur E

comme suit. Une relation d’ordre ≤ sur E est dite d’ordre partiel si elle satisfait les propriétés

suivantes :

1. Réflexivité : a ≤ a pour tout a ∈ E,

2. Antisymétrie : a ≤ b et b ≤ a implique a = b,

3. Transitivité : a ≤ b et b ≤ c implique a ≤ c, et

4. Linéarité de l’ordre : x1 ≤ y1 et x2 ≤ y2 ⇒ x1 + x2 ≤ y1 + y2 ;

et x ≤ y ⇒ tx ≤ ty pour t ≥ 0.

L’espace vectoriel E muni de la relation d’ordre partiel ≤ devient un espace vectoriel par-

tiellement ordonné. Deux éléments x et y d’un espace vectoriel partiellement ordonné sont

comparable si on a x ≤ y ou bien y ≤ x. On introduit la norme ‖ . ‖ dans l’espace vectoriel E

et il devient un espace vectoriel normé partiellement ordonné. Si E est complet par rapport a

la métrique d définie à travers la norme ci-dessus alors l’espace est appelé un espace vectoriel

normé complet partiellement ordonné.

Définition 1.3.2. [5] Une application T : E −→ E est dite croissante si elle préserve la relation

d’ordre ≤, c’est-à-dire si x ≤ y implique T x ≤ T y pour tout x, y ∈ E.

Définition 1.3.3. [5] Une application T : E −→ E est dite partiellement continue en un point

a ∈ E si pour ε > 0 il existe δ > 0 tel que ‖ T x − T a ‖< ε quand x est comparable à a et

‖ x−a ‖< δ. L’application T est partiellement continue sur E si elle est partiellement continue

en tout point de E. Il est clair que si T est partiellement continue sur E, alors elle est continue

sur chaque chaine C de E.

Définition 1.3.4. [5] Une application T : E −→ E est dite partiellement bornée si T (C) est

borné pour chaque chaine C de E. T est uniformément partiellement borné si toutes les chaines

T (C) de E sont bornées par une unique constante.

T est borné si T (E) est un sous-ensemble borné de E.

Définition 1.3.5. [5] Une application T : E −→ E est dite partiellement compacte si T (C)

est un sous-ensemble relativement compact de E pour tout les ensembles totalement ordonnés

ou chaines C de E. T est uniformément partiellement compact si T (C) est uniformément
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partiellement borné et partiellement compact sur E.T est dit partiellement totalement borné

si pour tout sous-ensemble totalement ordonné et borné C de E, T (E) est un sous-ensemble

relativement compacte de E. Si T est partiellement continu et partiellement totalement borné,

alors T est partiellement complètement continu sur E.

Définition 1.3.6. Une application ψ : R+ −→ R+ est dite une fonction dominante ou, en bref,

D-fonction si elle est semi-continue supérieure, croissante et elle satisfait ψ(0) = 0.

Définition 1.3.7. [5]

Soit (E,≤, ‖ . ‖) un espace vectoriel normé partiellement ordonné. Une application T :

E −→ E est partiellement non-linéaire D-Lipschitz ou partiellement D-Lipschitz s’il existe une

D-fonction ψ : R+ −→ R+ telle que

‖ T x− T y ‖≤ ψ(‖ x− y ‖), (1.1)

pour tous éléments comparables x, y ∈ E. Si ψ(r) = kr, k > 0, alors l’application T est dite

partiellement Lipschitz avec la constante de Lipschitz k.

Soit (E,≤, ‖ . ‖) un espace vectoriel normé partiellement ordonné. On note

E+ = {x ∈ E | x ≥ θ, avec θ le zero de E},

K = {E+ ⊂ E | uv ∈ E+ pour tout u, v ∈ E+},

et Pch(E) l’ensemble des parties de E.

Les éléments de l’ensemble K sont appelés les vecteurs positifs de E. Le lemme suivant est

une conséquence immédiate de la définition de l’ensemble K.

Lemme 1.3.1. [5] Soient u1,u2,v1,v2 ∈ K tels que u1 ≤ v1 et u2 ≤ v2 alors u1u2 ≤ v1v2.

Définition 1.3.8. [5]

Un opérateur T : E → E est dit positif si l’image Range(T ) = T (E) est telle que R(T ) ⊆ K.

Définition 1.3.9. La relation d’ordre ≤ et la métrique d dans un ensemble E non vide sont

compatible s’il existe {xn} une suite croissante de E et si la sous-suite {xnk} extraite de {xn}
converge vers x∗ implique que toute la suite {xn} converge vers x∗. De la même manière, soit

(E,≤, ‖ . ‖) un e.v.n muni d’une relation d’ordre partielle, la relation d’ordre ≤ et la norme

‖ . ‖ sont compatibles si ≤ et la métrique définie à travers la norme ‖ . ‖ sont compatibles.
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Théorème 1.3.1. [5]

Soit (E,≤, ‖ . ‖) un espace vectoriel normé complet partiellement ordonné et séparé telsque

la relation d’ordre ≤ et la norme ‖ . ‖ sur E sont compatibles sur chaque chaine compacte de

E. Soient A,B : E −→ K deux opérateurs croissants tel que

(a) A est partiellement borné et partiellement D − Lipschitz avec D − function ψA,

(b) B est partiellement continu et uniformément partiellement compact,

(c) MψA(r) < r, r > 0, où M = sup{‖ B(C) ‖: C ∈ Pch(E)}, et

(d) il existe un élément x0 ∈ X tel que x0 ≤ Ax0Bx0 ou x0 ≥ Ax0Bx0
alors l’opérateur équation

AxBx = x

admet au moins une solution positive x∗ sur E et la suite {xn} d’itérations successives définie

par xn+1 = AxnBxn, n = 0, 1, ...; converge d’une façon monotone vers x∗.

1.3.2 Théorème du point fixe de Krasnoselskii

Les deux principaux résultats de la théorie des points fixes sont les résultats de Schauder

et le principe de contraction de Banach. Krasnoselskii les a combinés dans le résultat qu’on va

énoncer dans la suite, mais avant cela on commence par rappeler le théorème du point fixe de

Schauder qu’on utilise dans la démonstration du point fixe de Krasnoselskii.

Théorème 1.3.2. [24](Schauder, 1930)

Soit K un sous-ensemble non vide, compact, convexe dans un espace de Banach E et sup-

posons T : K −→ K une application continue. Alors T admet un point fixe dans K .

Corollaire 1.3.1. Soient K un semble non vide, compact, convexe d’un espace de Banach X

et f : K −→ K une application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans K.

Corollaire 1.3.2. Soient K un ensemble non vide, fermé, convexe(non nécéssairement borné)

d’un espace de Banach X et f : K −→ K une application continue vérifiant

f(K) est inclu dans un sous-ensemble compact de K.

Alors, f admet au moins un point fixe dans K.

Théorème 1.3.3. [27, 38](Théorème du point fixe de Krasnoselskii, 1958)

SoitK un sous ensemble non vide, fermé, convexe d’un espace de Banach E et f, g : K −→ E

deux applications telles que :

1. ∀x, y ∈ K, f(x) + g(y) ∈ K.

2. f est continue, compacte.
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3. g est une contraction de constante k < 1.

Alors, il existe un certain x∗ ∈ K tel que (f + g)(x∗) = x∗.

1.3.3 Théorème du point fixe de Sadovski

Dans cette partie on donne le théorème du point fixe de Darbo qui généralise celui de

Shauder et ensuite on donne le théorème du point fixe de Sadovski qui généralise le théorème

de Darbo pour les applications condensantes.

Proposition 1.3.1. Soit E un espace de Banach et {An}n une suite de sous-ensembles fermés

bornés et non vides de E tels que :

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ ...

Si α(An)→ 0 quand n→∞, alors A = ∩∞n=1An 6= 0 et A est compact.

En 1955, Darbo a donné le théorème suivant :

Théorème 1.3.4. [3](Darbo) Soient E un espace de Banach, K un sous-ensemble non vide,

fermé, borné et convexe de E et f : K −→ K une k-contraction stricte d’ensembles, alors f

admet au moins un point fixe dans K.

Théorème 1.3.5. [3, 44](Sadovski) Soient K un ensemble non vide, fermé, borné et convexe

d’un espace de Banach E et f : K −→ K une application β-condensante. (β est la mesure de

non-compacité de Kuratowski).

Alors, f admet un point fixe dans K.
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Chapitre 2

Existence des solutions positives d’une

équation différentielle fractionnaire

non-linéaire quadratique

2.1 Préliminaires et notations

Dans ce chapitre, on montre l’existence des solutions positives de l’équation différentielle

fractionnaire quadratique (EDFQ) suivante :

Dα

[
x(t)

f(t, x(t))

]
− λ
[

x(t)

f(t, x(t))

]
= g(t, x(t)), t ∈ J = [0, 1] (2.1)

x(0) = x0 ∈ R, (2.2)

où Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’orde α avec 0 < α < 1, λ > 0, f :

J×R −→ R∗+ est une fonction continue et g : J×R −→ R+ est une fonction L1−Caratheodory.

2.2 Définition de la solution inférieure

On commence par donner une définition de la solution du problème (EDFQ).

Définition 2.2.1. Soit x ∈ C1(J,R), x est solution du problème (EDFQ) si elle satisfait les

conditions :

(i) t −→ x
f(t,x)

est une fonction de classe C1 pour tout x ∈ R

(ii) x satisfait les équations (2.1), (2.2) sur J .
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On considère l’EDFQ sur l’espace C(J,R) des fonctions continues à valeurs réelles sur J .

On définit la norme ‖ . ‖ et la relation d’ordre ≤ sur C(J,R) par

‖ x ‖= sup
t∈J
|x(t)|, (2.3)

et

x ≤ y ⇔ x(t) ≤ y(t) pour tout t ∈ J. (2.4)

On rappelle que C(J,R) est un espace de Banach et grâce au théorème d’Arzela-Ascoli, on

a le résultat suivant :

Lemme 2.2.1. [5] Soit (C(J,R),≤, ‖ . ‖) un espace de Banach partiellement ordonné muni

de la norme ‖ . ‖ et de la relation d’ordre ≤ définies par (2.3)-(2.4). Alors, ‖ . ‖ et ≤ sont

compatibles sur chaque sous-ensemble partiellement compacte de C(J,R).

Définition 2.2.2. Une fonction u ∈ C1(J,R) est dite solution inférieure de l’EDFQ si la fonc-

tion t −→ u(t)
f(t,u(t))

est continûment dérivable et elle satisfait

Dα[
u(t)

f(t, u(t))
]− λ[

u(t)

f(t, u(t))
] ≤ g(t, u(t)), t ∈ J

u(0) ≤ x0.

D’une façon similaire, une fonction v ∈ C1(J,R) est dite solution supérieure de l’EDFQ si

elle satisfait l’équation ci-dessus en inversant les inégalités.

2.3 Construction des solutions de l’EDFQ

On considère les hypothèses suivantes :

(A0) La fonction x −→ x
f(t,x)

est croissante sur R pour tout t ∈ J .

(A1) Il existe une constante Mf > 0 telle que 0 < f(t, x) ≤Mf pour tout t ∈ J et x ∈ R.

(A2) Il existe une fonction dominante ou D-fonction ψ, telle que

0 ≤ f(t, x)− f(t, y) ≤ ψ(x− y),

pour tout t ∈ J et x, y ∈ R, x ≥ y.

(B0) Il existe une fonction h ∈ L1(J,R) telle que g(t, x) ≤ h(t) pour tout t ∈ J et x ∈ R.
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(B1) g(t, x) est croissante par rapport à x pour tout t ∈ J .

(B2) L’EDFQ admet une solution inférieure u ∈ C1(J,R).

Lemme 2.3.1. On suppose que l’hypothèse A0 est vérifiée. Alors la fonction x ∈ C1(J,R) est

solution de l’EDFQ


Dα

[
x(t)

f(t,x(t))

]
− λ
[

x(t)
f(t,x(t))

]
= g(t)

x(0) = x0 ∈ R,

si et seulement si elle est solution de l’équation intégrale non-linéaire suivante :

x(t) = f(t, x(t))

(
x0

f(0, x0)
Eα(λtα) +

∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s)ds

)
,

pour tout t ∈ J .

Démonstration.

On considère l’équation différentielle fractionnaire :

Dα

[
x(t)

f(t,x(t))

]
− λ
[

x(t)
f(t,x(t))

]
= g(t).

D’après les relations (4.1.65) and (4.1.66) in [23], l’équation différentielle fractionnaire ci-

dessus admet comme solution :

x(t)

f(t, x(t))
=

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s)ds+
x(0)

f(0, x(0))
Eα(λtα). (2.5)

D’après la condition initiale (2.2), on a

x(t) = f(t, x(t))

(
x0

f(0, x0)
Eα(λtα) +

∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s)ds

)
.

Inversement, si on a :

x(t) = f(t, x(t))

(
x0

f(0, x0)
Eα(λtα) +

∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s)ds

)
,

alors

Dα

(
x(t)

f(t, x(t))

)
= Dα

(∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s)ds

)
+Dα

(
x0

f(0, x0)
Eα(λtα)

)
.

En remplaçant x par t et a par 0 dans la relation (a) du lemme 1.1.2, on obtient :
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DαEα(λtα) = λEα(λtα).

Ceci implique :

Dα(
x0

f(0, x0)
Eα(λtα)) =

x0
f(0, x0)

λEα(λtα).

Posons F (u) := uα−1Eα,α(λuα).

D’après la relation (2) du lemme 1.1.1, on a

Dα
[∫ t

0
F (t− s)g(s)ds

]
=
∫ t
0
Dα[sα−1Eα,α(λsα)]g(t− s)ds] + g(t) lim

t→0+
I1−αF (t)

=
∫ t
0
λsα−1Eα,α(λsα)g(t− s)ds] + g(t) lim

t→0+
I1−αF (t).

Posons t− s = u, on a alors

Dα
[∫ t

0
F (t− s)g(s)ds

]
(t) =

∫ t
0
λ(t− u)α−1Eα,α(λ(t− u)α)g(u)du+ g(t) lim

t→0+
I1−αF (t).

D’une autre part, on remplace

α′ = 1− α , µ = β = α, a = 0 et t = x dans la relation (b) du lemme 1.1.2, on obtient :

I1−αtα−1Eα,α[λtα] = Eα,1[λt
α], ce qui implique

g(t) lim
t→0+

I1−αF (t) = g(t) lim
t→0+

Eα,1[λt
α] = g(t).

En conclusion :

Dα

(
x(t)

f(t, x(t))

)
=

x0
f(0, x0)

λEα(λtα) +
∫ t
0
λ(t− u)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s)ds+ g(t)

Dα

(
x(t)

f(t, x(t))

)
− λ

(
x(t)

f(t, x(t))

)
= g(t).

Finalement, en remplaçant t par 0 dans la relation (2.5) et en utilisant l’hypothèse (A0) qui

nous donne x(0) = x0 on obtient :

x(0)

f(0, x(0))
=

x0
f(0, x0)
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Ce qui achève la démonstration.

2.4 Résultats d’existence

Théorème 2.4.1. On suppose que (A0)−(A2) et (B0)−(B2) sont vérifiées. De plus, on suppose

que

(
C1exp(2λ

ρ)

(
‖ h ‖L1 +

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣))ψ(r) < r, r > 0,

Alors, l’EDFQ admet une solution positive x∗ définie sur J et la suite {xn}∞n=1 des approxi-

mations successives définies par

xn+1(t) = [f(t, xn(t)]

(
x0

f(0, x0)
Eα(λtα) +

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, xn(s))ds

)
, (2.6)

pour t ∈ R, avec x1 = u, converge vers x∗.

Démonstration.

Soit E = C(J,R), alors, d’après le lemme 2.2.1, chaque chaine compacte de E possède la

propriété de compatibilité par rapport à la norme ‖ . ‖ et la relation d’ordre ≤ sur E. Par ap-

plication du lemme 2.3.1, L’EDFQ (2.1),(2.2) est équivalente à l’équation intégrale non-linéaire

suivante :

x(t) = [f(t, x(t)]

(
x0

f(0, x0)
Eα(λtα) +

∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, x(s))ds

)
. (2.7)

On définit deux opérateurs A et B sur E par :

(Ax)(t) = f(t, x(t)), t ∈ J ,

et

(Bx)(t) =
x0

f(0, x0)
Eα(λtα) +

∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, x(s))ds, t ∈ J
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On doit montrer que les opérateurs A et B vérifient toutes les conditions du théorème de

Dhage 1.3.1. Ceci est établi en plusieurs étapes.

Étape I : Les opérateurs A et B sont croissants sur E.

Soient x,y ∈ E tels que x ≥ y. Alors en utilisant l’hypothèse (A2), on obtient

(Ax)(t) = f(t, x(t)) ≥ f(t, y(t)) = (Ay)(t),

pour tout t ∈ J . Cela monte que A est un opérateur croissant défini de E vers E.

D’autre part, soient x,y ∈ E tels que x ≥ y, alors en utilisant l’hypothèse (A0) on a :

x0
f(0, x0)

≥ y0
f(0, y0)

Et en utilisant l’hypothèse (B1) où on a supposé que g(t, x) est croissante par rapport à x

on obtient :

∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, x(s))ds ≥

∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, y(s))ds

D’après les deux inégalités ci-dessus on pourra conclure que :

(Bx)(t) ≥ (By)(t)

Donc l’opérateur B est aussi croissant de E vers E. Par suite, A et B sont deux opérateurs

croissants et positifs définis de E vers luis même.

Étape II : A est partiellement borné et partiellement D-Lipschitz sur E.

Soit x ∈ E. Alors en utilisant l’hypothèse (A1),

|(Ax)(t)| = f(t, x(t)) ≤Mf , pour tout t ∈ J .

En passant à la borne supérieure, on obtient ‖Ax‖ ≤ Mf et par suite, A est borné. Ceci

implique que A est partiellement borné sur E.

Soient x, y ∈ E tels que x ≥ y. Alors,
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|(Ax)(t)− (Ay)(t)| = f(t, x(t))− f(t, y(t)) ≤ ψ(|x(t)− y(t)|) ≤ ψ(‖x− y‖)

(la dernière inégalité est due au fait que ψ est une fonction dominante donc elle est crois-

sante).

pour tout t ∈ J . En prenant le sup sur t, on obtient ‖Ax − Ay‖ ≤ ψ(‖x − y‖) pour tous

x, y ∈ E, x ≥ y.

Par conséquent, A est partiellement D-lipschitz sur E ce qui implique de plus que A est

partiellement continue sur E.

Étape III : B est partiellement continue sur E.

Soit {xn}n∈N une suite définie dans une chaine C de E telle que xn −→ x. Alors, par le

théorème de convergence dominé de Lebesgue, pour tout t ∈ J

lim
n→∞

(Bxn)(t) = lim
n→∞

∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, xn(s))ds+ lim

n→∞

x0
f(0, x0)

Eα(λtα)

=
∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α) lim

n→∞
g(s, xn(s))ds+

x0
f(0, x0)

Eα(λtα)

=
∫ t
0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, x(s))ds+

x0
f(0, x0)

Eα(λtα)

= (Bx)(t).

Ceci montre que Bxn converge vers Bx en tout point de J .

Dans la suite, on montre que {Bxn} est une suite de fonctions équicontinues sur E. Soient

t1, t2 ∈ J avec t1 < t2.

Posons φ(t) =
∫ t
0
h(s)ds, avec h la fonction définie dans l’hypothèse (B0), Alors
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|(Bxn)(t2)− (Bxn)(t1)| ≤ |
∫ t2
0

(t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)g(s, xn(s))ds

−
∫ t1
0

(t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)g(s, xn(s))ds|+ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|
∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∫ t10 [
(t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)− (t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)

]
g(s, xn(s))ds

∣∣∣
+
∣∣∣∫ t2t1 (t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)g(s, xn(s))ds

∣∣∣+ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|
∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∫ t10 ∣∣(t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)− (t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)
∣∣ |g(s, xn(s))| ds

∣∣∣
+
∣∣∣∫ t2t1 (t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α) |g(s, xn(s))| ds

∣∣∣+ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|
∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣
≤ ‖ h ‖L1

∫ t1
0

(t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)− (t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)ds

+C1exp(2λ
ρ)
∫ t2
t1
h(s)ds+ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣ .

D’autre part, on a

∫ t1
0

(t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)ds = −
∫ t2−t1
t2

uα−1Eα,α(λ(u)α)du =
∫ t2
t2−t1 u

α−1Eα,α(λ(u)α)du

=
∫ t2
0
uα−1Eα,α(λ(u)α)du−

∫ t2−t1
0

uα−1Eα,α(λ(u)α)du.

D’après la relation (c) dans le lemme 1.1.2, en prenant β = α, on obtient

∫ t1

0

(t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)ds = tα2Eα,α+1(λt
α
2 )− (t2 − t1)αEα,α+1(λ(t2 − t1)α). (2.8)

D’une façcon similaire, on a :

∫ t1

0

(t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)ds = tα1Eα,α+1(λt
α
1 ). (2.9)

Finalement,
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|(Bxn)(t2)− (Bxn)(t1)| ≤ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|
∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣
+ ‖ h ‖L1 [tα2Eα,α+1(λt

α
2 )− tα1Eα,α+1(λt

α
1 ) + (t2 − t1)αEα,α+1(λ(t2 − t1)α)]

+ C1exp(2λ
ρ)|φ(t2)− φ(t1).|

Ceci implique que |(Bxn)(t2)− (Bxn)(t1)| → 0 quand t2 − t1 → 0 uniformément pour

tout n ∈ N. Ceci montre que la convergence Bxn → Bx est uniforme et par conséquent B est

partiellement continue sur E.

Étape IV : B est un opérateur uniformément partiellement compact sur E.

Soit C une chaine de E. On montre que B(C) est un sou-ensemble uniformément borné et

équicontinu de E. Premièrement, on montre que B(C) est uniformément borné. Soit y ∈ B(C).

Alors, il existe un élément x ∈ C, tel que y = Bx. Par l’hypothèse (B0), pour tout t ∈ J ,

|y(t)| ≤
∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, x(s))ds

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

Eα(λtα)

∣∣∣∣
≤ C1exp(2λ

ρ)

∫ 1

0

h(s)ds+

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣C1exp(2λ
ρ)

≤ C1exp(2λ
ρ)

(
‖ h ‖L1 +

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣) = M, (2.10)

et ceci grâce à la relation (d) du lemme 1.1.2.

En prenant le sup sur t, on obtient ‖ y ‖ = ‖ Bx ‖ ≤M pour tout y ∈ B(C). Par conséquent,

B(C) est uniformément borné de E. De plus, ‖ B(C) ‖ ≤ M pour toute chaine C de E. par

conséquent, B est un opérateur uniformément partiellement borné sur E.

Ensuite, on montre que B(C) est un sous-ensemble équicontinu de E. Soient t1, t2 ∈ J avec

t1 < t2 et φ(t) =
∫ t
0
h(s)ds. Alors, pour tout y ∈ B(C), on a
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|y(t2)− y(t1)| ≤ |
∫ t2
0 (t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)g(s, x(s))ds

−
∫ t1
0 (t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)g(s, x(s))ds|+ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∫ t10 [(t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)− (t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)
]
g(s, x(s))ds

∣∣∣
+

∣∣∣∫ t2t1 (t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)g(s, x(s))ds
∣∣∣+ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∫ t10 ∣∣(t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)− (t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)
∣∣ |g(s, x(s))| ds

∣∣∣
+

∣∣∣∫ t2t1 (t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α) |g(s, x(s))| ds
∣∣∣+ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣
≤ ‖ h ‖L1

∫ t1
0 (t2 − s)α−1Eα,α(λ(t2 − s)α)− (t1 − s)α−1Eα,α(λ(t1 − s)α)ds

+ C1exp(2λ
ρ)
∫ t2
t1
h(s)ds+ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣ .

Finalement, par les relations (2.8) et (2.9), on a :

|y(t2)− y(t1)| ≤ |Eα(λtα2 )− Eα(λtα1 )|
∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣
+ ‖ h ‖L1 [tα2Eα,α+1(λt

α
2 )− tα1Eα,α+1(λt

α
1 ) + (t2 − t1)αEα,α+1(λ(t2 − t1)α)]

+ C1exp(2λ
ρ)|φ(t2)− φ(t1)|

Ceci implique que |y(t2)− y(t1)| → 0 as t2 − t1 → 0, uniformément pour tout y ∈ B(C).

Donc B(C) est un sous-ensemble équicontinu de E.

B(C) est uniformément borné et équicontinu de E, donc il est compact. Par conséquent, B
est un opérateur uniformément partiellement compact définit de E vers E.

Étape V : u satisfait l’inégalité u ≤ AuBu.

D’après l’hypothèse (B2), l’EDFQ admet une solution inférieure u définie sur J . Alors, on a
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Dα

(
u(t)

f(t, u(t)

)
− λ

(
u(t)

f(t, u(t)

)
≤ g(t, u(t)), pour tout t ∈ J,

et

u(0) ≤ x0.

En multipliant l’inégalité ci-dessus par Eα,α, on obtient pour tout t ∈ J ,

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)

(
Dα

(
u(t)

f(t, u(t)

)
− λ

(
u(t)

f(t, u(t)

))
ds

≤
∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, u(s))ds

.

En utilisant la relation (1) du lemme 1.1.1, avec n = 1, U = 1 et K = −λ, on obtient :

∫ t

0

(t−s)α−1Eα,α(λ(t−s)α)Dαu(s)ds = u(t)−Eα(λtα)u(0)+λ

∫ t

0

(t−s)α−1Eα,α(λ(t−s)α)u(s)ds.

Par suite :

u(t)

f(t, u(t))
≤ Eα(λtα)

u(0)

f(0, u(0))
+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, u(s))ds,

pour tout t ∈ J . Par définition des opérateurs A et B, il s’ensuit que

u(t) ≤ (Au)(t)(Bu)(t), pour tout t ∈ J . Par conséquent u ≤ AuBu.

Étape VI : La fonction dominante ou D-fonction ψ satisfait la condition MψA(r) < r, r > 0.

La fonction dominante ψ de l’opérateur A satisfait l’inégalité donnée dans l’hypothèse (c)

du théorème 1.3.1. D’après l’estimation (2.10), il s’ensuit que

MψA(r) =

(
C1exp(2|λ|ρ)

(
‖ h ‖L1 +

∣∣∣∣ x0
f(0, x0)

∣∣∣∣))ψ(r) < r, pour tout r > 0.

Ainsi, A et B satisfont toutes les conditions du théorème de Dhage 1.3.1 et on l’applique

pour conclure que l’opérateur équation AxBx = x admet au moins une solution positive. Par

conséquent, l’équation intégrale (2.7) et l’EDFQ admettent au moins une solution positive x∗

définie sur J . De plus, la suite {xn}∞n=1 des approximations successives définie par (2.6) converge

vers x∗. Ce qui achève la démonstration.
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Chapitre 3

Étude d’un problème fractionnaire

impulsif avec une condition non-locale

Dans ce chapitre, on considère une classe d’équations integro-différentielles fractionnaires

impulsives de la forme suivante :


cDαx(t) = Ax(t) + f(t, x(t), Bx(t)) + C(t)u(t), t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, ...,m, u ∈ Uad,
cDβx(t) = gi(t, x(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

x(0) = x0 + h(x),

où cDα et cDβ sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre α ∈ (0, 1) et

β ∈ (0, 1) respectivement, A : D(A) ⊂ X −→ X est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-

groupe (T (t)t≥0) sur un espace de Banach (X, ‖ . ‖), x0 ∈ X, 0 = t0 = s0 < t1 < s1 < t2 < s2 <

... < tm ≤ sm < tm+1 = T sont des nombres réels fixés, gi ∈ C(J ×X,X), h est une fonction

donnée, B : C(J,X) → C(J,X) est donnée par Bx(t) =
∫ t
0
B(t, s)x(s)ds et {B(t, s); t, s ∈ J}

est un ensemble d’opérateurs linéaires bornés sur X tels que :

B(t, .)x ∈ C([0, t], X), B(., s) ∈ C([s, T ], X) pour tout t, s ∈ J

et B∗ = sup
t∈J

∫ t

0

‖ B(t, s) ‖L(X) ds.

3.1 Préliminaires et notations

Posons J = [0, T ], J0 = [0, t1], J1 = (t1, t2],..., Jm−1 = (tm−1, tm], Jm = (tm, tm+1] et

introduisons l’espace PC(J,X) := {x : J → X : x ∈ C((ti, ti+1], X), i = 0, 1, ...,m et ils

existent x(t−i ) et x(t+i ), i = 1, ...,m avec x(t−i ) = x(t+i )}. Il est clair que PC(J,X) est un espace

de Banach avec la norme ‖x‖PC = sup {‖x(t)‖ : t ∈ J}.
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Soit Y un espace de Banach réflexif et séparable où les contrôles u prennent valeurs, et

Pf (Y ) la classe des sous-ensembles non vides, fermés et convexes de Y . On suppose que la

fonction w : [0, a] −→ Pf (Y ) est mesurable, w(.) ⊂ E, où E est un ensemble borné de Y , et

l’ensemble des contrôles admissibles est donné par

Uad =
{
u ∈ Lp(E) : u(t) ∈ w(t), a.e

}
, p > 1

τ
, (τ ∈ (0, α) ), pour plus de détails sur les

ensembles des controles admissibles, on donne comme référence [12].

Lemme 3.1.1. [50] On suppose W ⊆ PC(J,X). Si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) W est un sous-ensemble uniformément borné de PC(J,X),

(2) W est équicontinue sur (ti, ti+1), i = 0, 1, 2, ..,m, où t0 = 0, tm+1 = T ,

(3) W (t) = {x(t) : x ∈ W, t ∈ J \ {t1, t2, ..., tm}}, W (t+i ) =
{
x(t+i ) : x ∈ W

}
et

W (t−i ) =
{
x(t−i ) : x ∈ W

}
, i = 1, 2, ..,m, sont des sous-ensembles relativement compact

de X.

Alors W est un sous-ensemble relativement compact de PC(J,X).

3.2 Définition de la solution intégrale

Définition 3.2.1. [53, 54] Une fonction x ∈ C(J,X) est dite solution intégrale du problème

suivant :  cDαx(t) = Ax(t) + y(t), t ∈ (0, T ],

x(0) = x0,

si elle satisfait l’équation intégrale

x(t) = Pα(t)x0 +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)y(s)ds.

où, Pα(t) =
∫∞
0
ξα(θ)T (tαθ)dθ, Qα(t) = α

∫∞
0
θξα(θ)T (tαθ)dθ,

ξα(θ) =
1

α
θ−1−

1
αωα(θ−

1
α ) ≥ 0,

ωα(θ) =
1

π

∑∞
n=1(−1)n−1θ−nα−1

Γ(nα + 1)

n!
sin(nπα), θ ∈ (0,∞),
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et
∫∞
0
ξα(θ)dθ = 1.

A partir des relations vérifiée par ξi, on montre que

∫ ∞
0

θξα(θ)dθ =
1

Γ(1 + α)
.

On donne l’hypothèse suivante sur l’opérateur A qui sera valable dans toute la suite de ce

chapitre.

(H1) L’opérateur A génère un C0-semi-groupe compact {T (t) : t ≥ 0} sur X, et il existe une

constante MA ≥ 1 telle que sup
t∈[0,∞)

‖ T (t) ‖L(X)≤MA.

Lemme 3.2.1. [53, 54] On suppose que (H1) est vérifiée, alors l’opérateur Pα et Qα ont les

propriétés suivantes :

(1) Pour t ≥ 0 fixé, Pα(t) et Qα(t) sont des opérateurs linéaires et bornés, et pour tout

x ∈ X,

‖ Pα(t)x ‖≤MA ‖ x ‖, ‖ Qα(t)x ‖≤ αMA

Γ(1 + α)
‖ x ‖,

(2) {Pα(t), t ≥ 0} et {Qα(t), t ≥ 0} sont fortement continus,

(3) Pour tout t > 0, Pα(t) et Qα(t) sont des opérateurs compacts.

3.3 Construction des solutions intégrales

On considère dans l’espace PC(J,X) le problème fractionnaire impulsif suivant :



cDαx(t) = Ax(t) + f(t, x(t), Bx(t)) + C(t)u(t), t ∈ (si, ti+1],

i = 0, 1, 2, ...,m, u ∈ Uad,
cDβx(t) = gi(t, x(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

x(0) = x0 + h(x).

(3.1)

D’après les propriétés de la dérivée de Caputo, une solution intégrale peut être écrite de la

manière suivante :
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x(t) =



x0 + h(x) +
1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1 [Ax(s) + f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (0, t1],

d1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds, t ∈ (t1, s1],

K1x +
1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1 [Ax(s) + f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (s1, t2],

.

.

.

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si],

Kix +
1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1 [Ax(s) + f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (si, ti+1],

où dix et Kix, i = 1, 2, ...,m, sont des éléments de X.

En utilisant les méthodes utilisées dans [14], on obtient :

x(t) =



dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds,

t ∈ (si, ti+1], 0 ≤ i ≤ m,

K0x = x(0) + h(x).

Et en utilisant la continuité de x aux points ti, on obtient :

x(ti) = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +

∫ ti

0

(ti − s)α−1Qα(ti − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

= dix +
1

Γ(β)

∫ ti

0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds.

Ce qui implique que :

dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +

∫ ti

0

(ti − s)α−1Qα(ti − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

− 1

Γ(β)

∫ ti

0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds.

En utilisant la continuité de x aux points si, on obtient :
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x(si) = dix +
1

Γ(β)

∫ si

0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds

= Kix +

∫ si

0

(si − s)α−1Qα(si − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds.

Par conséquent,

Kix = dix +
1

Γ(β)

∫ si

0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds

−
∫ si

0

(si − s)α−1Qα(si − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds.

Par suite, une solution intégrale du problème (3.1) est donnée par

x(t) =



Pα(t)(x0 + h(x)) +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (0, t1],

d1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds, t ∈ (t1, s1],

Pα(t− s1)K1x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (s1, t2],

.

.

.

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds,

t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m,

où K0x = x0 + h(x),

dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

− 1

Γ(β)

∫ ti

0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds.

Kix = dix −
∫ si

0

(si − s)α−1Qα(si − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

+
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds.

Définition 3.3.1. Une fonction x ∈ PC(J,X) est dite solution intégrale du problème (3.1) si

elle satisfait la relation suivante :
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x(t) =



Pα(t)K0x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds,

t ∈ (0, t1], u ∈ Uad,

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds,

t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m.

Où K0x = x0 + h(x),

dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

− 1

Γ(β)

∫ ti

0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds.

Kix = dix −
∫ si

0

(si − s)α−1Qα(si − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

+
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds.

3.4 Résultats d’existence

Dans cette section, on établit des résultats d’existence et d’unicité pour le problème (3.1).

A partir de la définition (3.3.1), On définit l’opérateur P : PC(J,X)→ PC(J,X) par :

Px(t) =


Pα(t)(x0 + h(x)) +

∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ [0, t1],

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si],

Pα(t− si)Kix +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (si, ti+1].

Où dix et Kix, i = 1, 2, ...,m sont définis précédemment.

Avant de présenter nos résultats, nous introduisons les hypothèses suivantes :

(H2) C : [0, T ] −→ L(Y,X) est essentiellement bornée, ie C ∈ L∞([0, T ], L(Y,X)),
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(H3) La fonction f est continue, ie f ∈ C(J ×X ×X,X),

(H4) Ils existent deux constantes Cf et Lf > 0 telles que

‖ f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2) ‖≤ Lf ‖ x1 − x2 ‖ +Cf ‖ y1 − y2 ‖,

pour tout x1, x2, y1, y2 ∈ X, et t ∈ J ,

(H5) Il existe une constante D > 0 telle que

‖ f(t, x, y) ‖≤ D (1+ ‖ x ‖µ + ‖ y ‖ν) pour tout t ∈ J et x, y ∈ X, µ, ν ∈ [0, 1],

(H6) Pour i = 1, 2, ...,m, gi ∈ C(J ×X,X), et il existe une constante Lg > 0 telle que

‖ gi(t, x)− gi(t, y) ‖≤ Lg ‖ x− y ‖, pour tout x, y ∈ X,

(H7) Ils existent des fonctions t −→ ϕi(t), i = 1, 2, ...,m telles que :

‖ gi(t, x(t)) ‖≤ ϕi(t) pour tout t ∈ J , x ∈ X,

Lgi = sup
t∈J

ϕi(t) et L′g = max
1≤i≤m

Lgi ,

(H8) L’opérateur B : C(J,X) → C(J,X) est donné par Bx(t) =
∫ t
0
B(t, s)x(s)ds et

{B(t, s), t, s ∈ J} est l’ensemble des opérateurs linéaires bornés sur X tels que :

B(t, .)x ∈ C([0, t], X), B(., s) ∈ C([s, T ], X) pour tout t, s ∈ J
et B∗ = sup

t∈J

∫ t
0
‖ B(t, s) ‖L(X) ds,

(H9) h : PC(J,X)→ X et il existe une constante Lh > 0 et une fonction ϕh telles que pour

tout x, y ∈ PC(J,X),

‖ h(x)− h(y) ‖≤ Lh ‖ x− y ‖PC , ‖ h(x) ‖≤ ϕh(t) et L′h = sup
t∈J

ϕh(t).

Théorème 3.4.1. Supposons que (H1)− (H4),(H6) et (H8)− (H9) sont satisfaites et que

U + V < 1
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avec U = Mm+1
A Lh +

MAT
α +M2

A(tαm + sαm) + ..+Mm+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)
(Lf +B∗Cf )

et V =
MALg(t

β
m + sβm) + ..+Mm

A Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)

Alors il existe une unique solution du problème (3.1).

Démonstration.

D’après les hypothèses, on montre aisément que l’opérateur P est bien défini sur PC(J,X).

Soient x, y ∈ PC(J,X).

Premier cas . Pour t ∈ [0, t1], on a :

‖(Px)(t)− (Py)(t)‖ ≤ ‖Pα(t) (x0 + h(x)− x0 − h(y)) ‖

+ ‖
∫ t

0

(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)

− f(s, y(s), By(s))− C(s)u(s)]ds‖
≤ MA‖h(x)− h(y)‖

+
αMA

Γ(α + 1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, x(s), Bx(s))− f(s, y(s), By(s)) ‖)ds

≤ MALh ‖ x− y ‖PC +
αMA

Γ(α + 1)

∫ t
0
(t− s)α−1(Lf ‖ x(s)− y(s) ‖

+ Cf ‖ Bx(s)−By(s) ‖)ds

≤ MALh ‖ x− y ‖PC +
αMA

Γ(α + 1)

∫ t
0
(t− s)α−1(Lf ‖ x(s)− y(s) ‖

+ Cf ‖
∫ s
0
B(s, τ)(x(τ)− y(τ))dτ ‖)ds

≤ MALh ‖ x− y ‖PC +
αMA

Γ(α + 1)

∫ t
0
(t− s)α−1(Lf ‖ x(s)− y(s) ‖

+ Cf
∫ s
0
‖ B(s, τ) ‖L(X)‖ (x(τ)− y(τ)) ‖ dτ)ds

≤ MALh ‖ x− y ‖PC +
αMA

Γ(α + 1)

∫ t
0
(t− s)α−1(Lf ‖ x− y ‖PC

+ Cf
∫ s
0
‖ B(s, τ) ‖L(X)‖ x− y ‖PC dτ)ds

≤ MALh ‖ x− y ‖PC +
MAt

α
1

Γ(α + 1)
(Lf + CfB

∗) ‖ x− y ‖PC

≤ [MALh +
MAt

α
1

Γ(α + 1)
(Lf + CfB

∗)] ‖ x− y ‖PC

Deuxième cas . Pour t ∈ (ti, si] ∪ (si, ti+1].

On montre que pour t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m :
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‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ [M i
ALh +

MAt
α
i +M2

A(tαi−1 + sαi−1) + ...+M i
A(tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗)

+
Lg(t

β
i + sβi ) +MALg(t

β
i−1 + sβi−1) + ...+M i−1

A Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC ,

• Pour t ∈ [si, ti+1], i = 1, 2, ...,m,

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ [M i+1
A Lh +

MAt
α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗)

+
MALg(t

β
i + sβi ) + ...+M i

ALg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC .

• Pour t ∈ (t1, s1], on a :

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ ‖ d1x+
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds− d1y −

1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, y(s))ds ‖

≤ ‖ d1x− d1y ‖ +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1 ‖ g1(s, x(s))− g1(s, y(s)) ‖ ds

≤ ‖ Pα(t1)(h(x)− h(y)) ‖ + ‖
∫ t1
0

(t1 − s)α−1Qα(t1 − s)[f(s, x(s), Bx(s))−
−f(s, y(s), By(s))

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ t1
0

(t− s)β−1(g1(s, x(s))− g1(s, y(s)))ds ‖ +

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1(g1(s, x(s))− g1(s, y(s)))ds ‖

≤ MALh ‖ x− y ‖PC +
MAt

α
1

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗) ‖ x− y ‖PC +
(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)
Lg ‖ x− y ‖PC

≤

[
MALh +

MAt
α
1

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗) +
(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)
Lg

]
‖ x− y ‖PC .

• Pour t ∈ (s1, t2]

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− s1)K1x − Pα(t− s1)K1y ‖
+ ‖

∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, x(s), Bx(s))− f(s, y(s), By(s))]ds ‖

≤ MA ‖ d1x − d1y ‖ +MA ‖
∫ s1
0

(s1 − s)α−1Qα(s1 − s)[f(s, x(s), Bx(s))−

−f(s, y(s), By(s))ds ‖ +MA ‖
1

Γ(β)

∫ s1
0

(s1 − s)β−1 [g1(s, x(s))− g1(s, y(s))] ds ‖

+ ‖
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, x(s), Bx(s))− f(s, y(s), By(s))]ds ‖

≤

[
M2
ALh +

M2
At
α
1 +M2

As
α
1 +MAt

α
2

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗) +
MALg(s

β
1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
‖ x− y ‖PC .

On suppose que pour 1 ≤ j ≤ i on a :

• Pour t ∈ (tj, sj]

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ [M j
ALh +

MAt
α
j +M2

A(tαj−1 + sαj−1) + ...+M j
A(tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗)

+
Lg(t

β
j + sβj ) +MALg(t

β
j−1 + sβj−1) + ...+M j−1

A Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC ,

et pour t ∈ (sj, tj+1],

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ [M j+1
A Lh +

MAt
α
j+1 +M2

A(tαj + sαj ) + ...+M j+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗)

+
MALg(t

β
j + sβj ) + ..+M j

ALg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC .

On montre les relations pour j = i+ 1.
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• Pour t ∈ (ti+1, si+1], on a :

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ ‖ di+1x+
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi+1(s, x(s))ds− di+1y

− 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi+1(s, y(s))ds ‖

≤ ‖ di+1x− di+1y ‖ +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1 ‖ gi+1(s, x(s))− gi+1(s, y(s)) ‖ ds

≤ ‖ Pα(ti+1 − si)(Kix −Kiy) ‖
+ ‖

∫ ti+1

0
(ti+1 − s)α−1Qα(ti+1 − s)[f(s, x(s), Bx(s))− f(s, y(s), By(s))]ds ‖

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ ti+1

0
(ti+1 − s)β−1(gi+1(s, x(s))− gi+1(s, y(s))ds ‖

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1(gi+1(s, x(s))− gi+1(s, y(s)))ds ‖

≤ [M i+1
A Lh +

MAt
α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗)

+
Lg(t

β
i+1 + sβi+1) +M i

ALg(t
β
1 + sβ1 ) + ...+MALg(t

β
i + sβi )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC .

• Pour t ∈ (si+1, ti+2], on a :

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− si+1)K(i+1)x − Pα(t− si+1)K(i+1)y ‖
+ ‖

∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, x(s), Bx(s))− f(s, y(s), By(s))]ds ‖

≤ MA

[
‖ d(i+1)x − d(i+1)y ‖ +

sαi+1MA

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗) ‖ x− y ‖PC

+
sβi+1

Γ(β + 1)
Lg ‖ x− y ‖PC

]
+

tαi+2MA

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗) ‖ x− y ‖PC

≤

[
MA

[
M i+1
A Lh +

tαi+2 +M i+1
A (tα1 + sα1 ) + ...+MA(tαi+1 + sαi+1)

Γ(α+ 1)
(Lf + CfB

∗)

]
+
MALg(s

β
i+1 + tβi+1) +M2

ALg(s
β
i + tβi ) + ...+M i+1

A Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)

]
‖ x− y ‖PC .

Donc on a montré que P est une contraction sur l’espace PC(J,X). Par conséquent,

d’après le principe de contractions de Banach, l’opérateur P admet un unique point fixe

x ∈ PC(J,X) qui est l’unique solution intégrale du problème (3.1).

Le résultat qu’on va donner dans la suite, se base sur le théorème du point fixe de Krasno-

selskii.

Théorème 3.4.2. On suppose que (H1) − (H3), et (H5) − (H9) sont vérifiées. De plus, on

suppose que la condition suivante est vérifiée :

max

{
Mm+1

A Lh +
MALg(s

β
m + tβm) +M2

ALg(s
β
m−1 + tβm−1) + ...+Mm

A Lg(s
β
1 + tβ1 )

Γ(β + 1)
;

MAT
α +M2

A(tαm + sαm) + ...+Mm+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)
D(1 +B∗)

}
< 1.
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Alors le problème (3.1) admet au moins une solution intégrale.

Démonstration.

On introduit l’opérateur Q tel que Q = Q1 +Q2 avec :

Q1x(t) =


Pα(t)(x0 + h(x)) +

∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)C(s)u(s)ds, t ∈ [0, t1],

di1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ..,m,

Pα(t− si)Ki1x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)C(s)u(s)ds, t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, ..,m,

et

Q2x(t) =



∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, x(s), Bx(s))ds, t ∈ [0, t1],

di2x, t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ..,m,

Pα(t− si)Ki2x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, x(s), Bx(s))ds,

t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, ..,m,

avec

di1x = Pα(ti − si−1)K(i−1)1x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)C(s)u(s)ds

− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

Ki1x = di1x +
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds−
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)C(s)u(s)ds,

i = 1, 2, ..,m,

K01x = x0 + h(x),

et


di2x = Pα(ti − si−1)K(i−1)2x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)f(s, x(s), Bx(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

Ki2x = di2x −
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)f(s, x(s), Bx(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

K02x = 0.

Notre preuve va être établie en plusieurs étapes.

Étape 1. On montre que QBr(J) ⊂ Br(J)

avec Br = {x ∈ PC(J,X); ‖ x ‖≤ r} la boule de rayon r > 0,

et Kα,τ = α

(
1− τ
α− τ

)1−τ

‖ Cu ‖L1/τ ,
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γ1 = Mm+1
A [‖ x0 ‖ +L′h] +

MA[DTα +Kα,τT
α−τ ]

Γ(α + 1)
,

γ2 =
M2

A[D(tαm + sαm) +Kα,τ (t
α−τ
m + sα−τm )] + ...+Mm+1

A [D(tα1 + sα1 ) +Kα,τ (t
α−τ
1 + sα−τ1 )]

Γ(α + 1)
,

γ3 =
MAL

′
g(t

β
i + sβm) +M2

AL
′
g(t

β
m−1 + sβm−1) + ...+Mm

A L
′
g(t

β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
,

γ4 =
[MAT

α +M2
A(tαm + sαm) + ...+Mm+1

A (tα1 + sα1 )]

Γ(α + 1)
D(1 +B∗).

Ici
γ1 + γ2 + γ3

1− γ4
< r.

Pour tout x ∈ Br, on a :

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1],

‖ Qx(t) ‖ ≤ MA [‖ x0 ‖ +L′h] +
MAt

α
1D

Γ(α + 1)
(1 + r(1 +B∗)) +

Kα,τ t
α−τ
1

Γ(α + 1)
MA

≤ MA

[
‖ x0 ‖ +L′h +

Dtα1 +Kα,τ t
α−τ
1

Γ(α + 1)

]
+MA

D(1 +B∗)tα1
Γ(α + 1)

r ≤ r.

D’une façon similaire à la preuve du théorème (2.4.1), on montre que :

• Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

‖ Qx(t) ‖ ≤ M i
A [‖ x0 ‖ +L′h] +

MA[Dtαi +Kα,τ t
α−τ
i ]

Γ(α+ 1)

+
M2
A[D(tαi−1 + sαi−1) +Kα,τ (tα−τi−1 + sα−τi−1 )] + ...+M i

A[D(tα1 + sα1 ) +Kα,τ (tα−τ1 + sα−τ1 )]

Γ(α+ 1)

+
L′g(t

β
i + sβi ) +MAL

′
g(t

β
i−1 + sβi−1) + ...+M i−1

A L′g(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)

+
[MAt

α
i +M2

A(tαi−1 + sαi−1) +M3
A(tαi−1 + sαi−1) + ...+M i

A(tα1 + sα1 )]

Γ(α+ 1)
D(1 +B∗)r ≤ r.

• Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1],

‖ Qx(t) ‖ ≤ M i+1
A [‖ x0 ‖ +L′h] +

MA[Dtαi+1 +Kα,τ t
α−τ
i+1 ]

Γ(α+ 1)

+
M2
A[D(tαi + sαi ) +Kα,τ (tα−τi + sα−τi )] + ...+M i+1

A [D(tα1 + sα1 ) +Kα,τ (tα−τ1 + sα−τ1 )]

Γ(α+ 1)

+
MAL

′
g(t

β
i + sβi ) +M2

AL
′
g(t

β
i−1 + sβi−1) + ...+M i

AL
′
g(t

β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)

+
[MAt

α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )]

Γ(α+ 1)
D(1 +B∗)r ≤ r.

Étape 2. Q1 est une contraction sur Br.

Soient x, y ∈ Br
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• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1], on a :

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤MALh ‖ x− y ‖PC .

D’une façon similaire à la preuve du théorème (2.4.1), on montre que :

• Deuxième cas. Pour t ∈ [ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤

[
M i

ALh +
Lg(s

β
i + tβi ) + ...+M i−1

A Lg(s
β
1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
‖ x− y ‖PC .

• Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m,

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤

[
M i+1

A Lh +
MALg(s

β
i + tβi ) + ...+M i

ALg(s
β
1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
‖ x− y ‖PC .

Ceci implique que Q1 est une contraction.

Étape 3. Q2 est continu.

Soit (xn)n≥0 une suite telle que lim
x→∞

‖ xn − x ‖PC= 0, on a :

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1]

‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖ ≤ ‖
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)(f(s, xn(s), Bxn(s))− f(s, x(s), Bx(s))ds ‖

≤ MAt
α
1

Γ(α + 1)
‖ f(., xn(.), Bxn(.))− f(., x(.), Bx(.)) ‖PC .

D’une façon similaire à la preuve du théorème (2.4.1), on montre que :

• Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖ ≤
[
MAt

α
i +M2

A(tαi−1 + sαi−1) + ...+M i
A(tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
× ‖ f(., xn(.), Bxn(.))− f(., x(.), Bx(.)) ‖PC .

• Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1],

‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖ ≤
[
MAt

α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
× ‖ f(., xn(.), Bxn(.))− f(., x(.), Bx(.)) ‖PC .
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Étape 4. Q2 est compacte.

1. On a Q2Br ⊆ Br, alors Q2 est uniformément borné sur Br,

2. Pour x ∈ Br et 0 ≤ t′ < t′′ ≤ t1, on a :

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖ ≤ ‖
∫ t′′
0

(t′′ − s)α−1Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds

−
∫ t′
0

(t′ − s)α−1Qα(t′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds ‖
≤ I1 + I2 + I3,

où

I1 = ‖
∫ t′′
t′

(t′′ − s)α−1Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds ‖,
I2 = ‖

∫ t′
0

(t′ − s)α−1 [Qα(t′′ − s)−Qα(t′ − s)] f(s, x(s), Bx(s))ds ‖,
I3 = ‖

∫ t′
0

[(t′′ − s)α−1 − (t′ − s)α−1]Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds ‖ .

D’autre part, on a :

I1 ≤
αMAD (1 + r(1 +B∗))

Γ(α + 1)

∫ t′′
t′

(t′′ − s)α−1ds

≤ MAD (1 + r(1 +B∗))

Γ(α + 1)
(t′′ − t′)α −→ 0, t′′ − t′ −→ 0.

I2 ≤ D (1 + r(1 +B∗))
∫ t′
0

(t′ − s)α−1 ‖ Qα(t′′ − s)α−1 −Qα(t′ − s)α−1 ‖ ds −→ 0, t′′ −→ t′.

I3 ≤
MAD (1 + r(1 +B∗))

Γ(α)

∫ t′
0

((t′′ − s)α−1 − (t′ − s)α−1) ds

≤ MAD (1 + r(1 +B∗))

Γ(α + 1)
(t′′ − t′)α −→ 0, t′′ − t′ −→ 0.

Sur les intervalles [ti, si] et [si, ti+1], on a :

• Premier cas. Pour ti ≤ t′ < t′′ ≤ si,

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖= 0.

• Deuxième cas. Pour si ≤ t′ < t′′ ≤ ti+1,

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖≤ I1 + I2 + I3+ ‖ (Pα(t′′ − si)− Pα(t′ − si))Ki2x ‖ . (3.2)

D’après l’hypothèse (H1) et la preuve du lemme 3.4 dans [54], on peut déduire que (3.2)

tend vers 0 indépendamment de x ∈ Br quand t”→ t′.
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• Troisième cas. Pour ti ≤ t′ < si < t′′ ≤ ti+1, on a :

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖ ≤ ‖ Pα(t′′ − si)Ki2x +
∫ t′′
0

(t′′ − s)α−1Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds− di2x ‖−→ 0

indépendamment de x ∈ Br, quand t′′ −→ t′.

Pour conclure, ‖ Q2x(t′′) − Q2x(t′) ‖−→ 0, quand t′′ − t′ −→ 0, ce qui implique que

Q2(Br(J)) est équicontinu.

On a Q2Br ⊆ Br, avec Q2Br(t) = {Q2x(t);x ∈ Br} pour t ∈ J .

3. On montre que Q2Br(t) est relativement compact.

Q2Br(0) = {0} est compact.

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1] fixé et pour ε ∈ (0, t) et δ > 0, on définit l’ensemble :

Qε,δ
2 (Br)(t) =

{
Qε,δ

2 x(t);x ∈ Br

}
,

avec

Qε,δ
2 x(t) = α

∫ t−ε
0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), Bx(s))dθds

= α
∫ t−ε
0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ) [T (εαδ)T ((t− s)αθ − εαδ)] f(s, x(s), Bx(s))dθds.

= αT (εαδ)
∫ t−ε
0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ − εαδ)f(s, x(s), Bx(s))dθds.

.

(Observons que θ ≥ δ et t−ε ≥ s, par conséquent (t−s)αθ−εαδ ≥ 0, puisque l’opérateur

T (εαδ) (εαδ > 0) est compact, on peut conclure que Qε,δ
2 Br(t) est relativement compact

de X. De plus, pour tout x ∈ Br on a :

‖ Q2x(t)−Qε,δ
2 x(t) ‖ ≤ α ‖

∫ t
0

∫ δ
0
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), Bx(s))dθds

+
∫ t
0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), Bx(s))dθds

−
∫ t−ε
0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), Bx(s))dθds ‖

≤ G1 +G2.

Où

G1 = α ‖
∫ t

0

∫ δ

0

θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), Bx(s))dθds ‖
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et

G2 = α ‖
∫ t

t−ε

∫ ∞
δ

θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), Bx(s))dθds ‖ .

De plus on a :

G1 ≤ αMA

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, x(s), Bx(s)) ‖ ds

∫ δ
0
θξα(θ)dθ

≤ MAt
α
1D (1 + r(1 +B∗))

∫ δ
0
θξα(θ)dθ,

et

G2 ≤ αMA

∫ t
t−ε(t− s)

α−1 ‖ f(s, x(s), Bx(s)) ‖ ds
∫∞
δ
θξα(θ)dθ

≤ MAε
αD (1 + r(1 +B∗))

∫∞
0
θξα(θ)dθ

≤ MAD (1 + r(1 +B∗))

Γ(α + 1)
εα.

Par suite, ‖ (Q2x(t)−Qε,δ
2 x(t) ‖−→ 0, quand ε −→ 0 et δ −→ 0

On en déduit que Q2Br(t) est un ensemble relativement compact de X.

• Deuxième cas. Pour ti < t ≤ si, i = 1, 2, ...,m, dans ce cas :

Q2Br(t) = {di2x, x ∈ Br} est compacte.

• Troisième cas. Pour si < t ≤ ti+1, i = 1, 2, ...,m :

Q2Br(t) =
{
Pα(t− si)Ki2x +

∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, x(s), Bx(s))ds, x ∈ Br

}
.

Sachant que Pα(t− si) est un opérateur compact, et en utilisant le même raisonnement

que dans le premier cas, on peut conclure que Q2Br(t) est relativement compact.

Par conséquent, d’après le théorème du point fixe de Krasnoselkii, l’opérateur Q admet au

moins un point fixe, et par suite le problème (3.1) admet au moins une solution intégrale dans

Br.
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3.5 Exemples

Dans cette partie, on donne deux exemples pour illustrer nos résultats.

Dans toute la suite, on pose X = L2(0, 1), J = [0, 1], t0 = s0 = 0, t1 = 1
3
, s1 = 2

3
, T = 1.

On définit Ax =
∂2x

∂2v
pour x ∈ D(A) =

{
x ∈ X :

∂x

∂v
,
∂2x

∂2v
∈ X, x(0) = x(1) = 0

}
.

L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe {T (t), t ≥ 0} sur X. De

plus, (T (t))t≥0 est compact et ‖ T (t) ‖≤ 1 = MA, pour tout t ≥ 0. Pour plus de détails, on se

réfère à [40].

Exemple 3.5.1. On considère



∂α

∂tα
y(t, v) =

∂2

∂v2
y(t, v) +

1

24
sin

[
y(t, v) +

∫ t
0

e−2(s−t)

160
y(s, v)ds

]
+ C(t, v),

v ∈ (0, 1), t ∈ [0,
1

3
] ∪ (

2

3
, 1],

∂β

∂tβ
y(t, v) =

1

8et
cos(y(t, v)), t ∈ (

1

3
,
2

3
],

y(t, v) = y0 +
1

8et
(y(s1, v) + y(t1, v)) .

(3.3)

Notons x(t)(v) = y(t, v) et C(t, v) = C(t)u(t)(v). Alors le problème (3.3) devient :


cDαx(t)(v) = Ax(t)(v) + f(t, x(t), Bx(t))(v) + C(t)u(t)(v), t ∈ [0,

1

3
] ∪ (

2

3
, 1], u ∈ Uad,

cDβx(t) = g1(t, x(t)), t ∈ (ti, si], t ∈ (
1

3
,
2

3
],

x(0) = x0 + h(x).

(3.4)

OùBx(t)(v) =

∫ t

0

e−2(s−t)

160
y(s, v)ds, f(t, x(t), Bx(t))(v) =

1

24
sin[x(t, v)+

∫ t

0

e−2(s−t)

160
y(s, v)ds],

g1(t, x(t))(v) =
1

8
cos(x(t)(v)), h(t, x(t))(v) =

1

8
(x(s1)(v) + x(t1)(v)) and α = 0.8, β = 0.9.

Dans ce cas, on a : Lf = Cf =
1

24
, Lh =

1

8
, Lg =

1

8
et B∗ =

1

40
.

On vérifie alors que :
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[
Lh +

1 + (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)
(Lf +B∗Cf ) +

Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)

]
≈ 0.3616 < 1.

Toutes les hypothèses du théorème (3.4.1) sont vérifiées. Par conséquent, il existe une unique

solution intégrale du problème (3.3).

Exemple 3.5.2. On considère



∂α

∂tα
y(t, v) =

∂2

∂v2
y(t, v) +

1

24et
|y(t, v) +By(t, v)|

1 + |y(t, v) +By(t, v)|
+ c(t, v), v ∈ (0, 1), t ∈ [0,

1

3
] ∪ (

2

3
, 1]

∂β

∂tβ
y(t, v) =

1

8et
|y(t, v)|

1 + |y(t, v)|
, t ∈ (

1

3
,
2

3
]

y(t, v) = y0 +
1

8et
(y(s1, v) + y(t1, v)) .

(3.5)

On note x(t)(v) = y(t, v) et C(t, v) = C(t)u(t)(v). Alors le problème (3.5) peut être trans-

formé en (3.4),

où : Bx(t)(v) =
∫ t
0

e−2(s−t)

160
y(s, v)ds, f(t, x(t), Bx(t))(v) =

1

24et
|x(t)(v) +Bx(t)(v)|

1 + |x(t)(v) +Bx(t)(v)|
,

g1(t, x(t))(v) =
1

8et
|y(t, v)|

1 + |y(t, v)|
, h(t, x(t))(v) =

1

8et
(x(s1)(v) + x(t1)(v)) et α = 0.7,

β = 0.6.

Dans ce cas on a : Lh = Lg =
1

8
, D =

1

24
, et B∗ =

1

40
,Lh + Lg

(tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
≈ 0.30705,

et
1 + (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)
D(1 +B∗) ≈ 0.1041.

On a max {0.30705, 0.1041} < 1.

Toutes les hypothèses du théorème (3.4.2) sont vérifiées. Alors, le problème (3.5) admet au

moins une solution intégrale.
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Chapitre 4

Étude d’un problème fractionnaire

impulsif avec un semi-groupe

non-compact

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier une équation différentielle fractionnaire impulsive

où on va considérer que le semi-groupe engendré par l’opérateur A est non-compact.

4.1 Préliminaires et notations

On considère l’équation integro-différentielle fractionnaire impulsive suivante :



cDαx(t) = Ax(t) + f(t, x(t), Bx(t)) + C(t)u(t), t ∈ (si, ti+1],

i = 0, 1, 2, ...,m, u ∈ Uad,
cDβx(t) = gi(t, x(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

x(0) = x0,

(4.1)

avec cDα et cDβ sont les dérivées fractionnaires de Caputo d’ordre α ∈ (0, 1) et β ∈ (0, 1)

respectivement, A : D(A) ⊂ X −→ X est le générateur d’un C0-semi-groupe d’opérateurs

bornés non-compact (T (t))t≥0 sur un espace de Banach (X, ‖ . ‖), x0 ∈ X,

0 = t0 = s0 < t1 < s1 < t2 < s2 < ... < tm ≤ sm < tm+1 = T des réels fixés, gi ∈ C(J ×X,X),

et Bx(t) =
∫ t
0
B(t, s)x(s)ds, B ∈ C(D1,R+), avec D1 = {(t, s) ∈ R2 : 0 ≤ s ≤ t ≤ ω},

K0 = max
(t,s)∈D1

B(t, s) et Uad l’ensemble qu’on a définit dans le chapitre précédent.

On pose J = [0, T ], J0 = [0, t1], J1 = (t1, t2], ..., Jm−1 = (tm−1, tm], Jm = (tm, tm+1] et on

introduit l’espace
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PC(J,X) := {x : J → X : x ∈ C((ti, ti+1], X), i = 0, 1, ...,m et ils existent x(t−i ) et

x(t+i ), i = 1, ...,m avec x(t−i ) = x(t+i )}.
Il est clair que PC(J,X) est un espace de Banach avec la norme ‖x‖PC = sup {‖x(t)‖ : t ∈ J}.

4.2 Définition de la solution intégrale

Définition 4.2.1. [14] Une fonction x ∈ C(J,X) est dite solution intégrale du problème sui-

vant :  cDαx(t) = Ax(t) + y(t), t ∈ (0, T ],

x(0) = x0,

si elle satisfait l’équation intégrale

x(t) = Pα(t)x0 +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)y(s)ds,

Avec

Pα(t) =
∫∞
0
ξα(θ)T (tαθ)dθ, Qα(t) = α

∫∞
0
θξα(θ)T (tαθ)dθ,

ξα(θ) =
1

α
θ−1−

1
αωα(θ−

1
α ) ≥ 0,

ωα(θ) =
1

π

∑∞
n=1(−1)n−1θ−nα−1

Γ(nα + 1)

n!
sin(nπα), θ ∈ (0,∞), et

∫∞
0
ξα(θ)dθ = 1.

On peut vérifier que

∫ ∞
0

θξα(θ)dθ =
1

Γ(1 + α)
.

Lemme 4.2.1. [9, 10, 49] Les opérateurs Pα et Qα ont les propriétés suivantes :

(1) Pour t ≥ 0 fixé, Pα(t) et Qα(t) sont des opérateurs linéaires et bornés, et pour tout

x ∈ X,

‖ Pα(t)x ‖≤MA ‖ x ‖, ‖ Qα(t)x ‖≤ αMA

Γ(1 + α)
‖ x ‖,

(2) {Pα(t), t ≥ 0} et {Qα(t), t ≥ 0} sont fortement continus,

(3) si (T (t))t≥0 est équicontinu, alors Pα(t) et Qα(t) sont continus sur (0,∞), ce qui veut

dire que pour 0 < t′ < t′′ < T on a :

‖ Pα(t′′)− Pα(t′) ‖−→ 0 et ‖ Qα(t′′)−Qα(t′) ‖−→ 0 quand t′′ −→ t′.

4.3 Construction des solutions intégrales

On considère d’abord dans PC(J,X) le problème fractionnaire impulsif suivant :
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cDαx(t) = Ax(t) + f(t, x(t), Bx(t)) + C(t)u(t), t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, ...,m, u ∈ Uad,
cDβx(t) = gi(t, x(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

x(0) = x0.

D’après les propriétés de la dérivée de Caputo, une solution intégrale peut être écrite de la

manière suivante :

x(t) =



x0 +
1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1 [Ax(s) + f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (0, t1],

d1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds, t ∈ (t1, s1],

K1x +
1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1 [Ax(s) + f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (s1, t2],

.

.

.

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si],

Kix +
1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1 [Ax(s) + f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (si, ti+1],

où dix et Kix, i = 1, 2, ...,m, sont des éléments de X.

On obtient

x(t) =



dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds,

t ∈ (si, ti+1], 0 ≤ i ≤ m,

K0x = x0.

En utilisant la continuité de x aux points ti, on obtient :

x(ti) = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

= dix +
1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds.

Ce qui implique :
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dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds.
.

Et en utilisant la continuité de x aux points si, on obtient :

x(si) = dix +
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds

= Kix +
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds.

Ce qui implique que :

Kix = dix +
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds

−
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds.

Par conséquent, une solution intégrale du problème (4.1) est donnée par :

x(t) =



Pα(t)x0 +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (0, t1],

d1 +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds, t ∈ (t1, s1],

Pα(t− s1)K1 +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds, t ∈ (s1, t2],

.

.

.

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds,

t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m,

où

K0x = x0,

dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds,

Kix = dix −
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

+
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds.
.
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Définition 4.3.1. Une fonction x ∈ PC(J,X) est dite solution intégrale du problème (4.1) si

elle satisfait la relation suivante :

x(t) =



Pα(t)K0x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds,

t ∈ (0, t1], u ∈ Uad,

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds,

t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m.

Où

K0x = x0,

dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds,

Kix = dix −
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

+
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds.

4.4 Résultats d’existence

On traite dans cette partie les résultats d’existence du problème (4.1).

Pour montrer notre premier résultat on introduit les hypothèses suivantes :

(H1) A génère un C0-semi-groupe uniformément borné et équicontinu T (t)t≥0 sur un espace

de Banach X tel que ‖ T (t) ‖≤MA pour tout t ∈ J ,

(H2) C : [0, T ] −→ L(Y,X) est essentiellement borné, ie C ∈ L∞([0, T ], L(Y,X)),

(H3) La fonction f est continue, ie f ∈ C(J ×X ×X,X),

(H4) Ils existent τ ∈ (0, α) et une fonction positive m ∈ L 1
τ (J,R) tels que

‖ f(t, u, v) ‖≤ m(t), pour u, v ∈ X et t ∈ J ,

(H5) Pour i = 1, 2, ...,m, la fonction gi ∈ C([ti, si]×X;X) et il existe des constantes Ki > 0
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telles que :

‖ gi(t, u)− gi(t, v) ‖≤ Ki ‖ u− v ‖ pour tout u, v ∈ X, et K = max
1≤i≤m

{Ki}

(H ′5) Pour i = 1, 2, ...,m, gi ∈ C(J ×X;X) est complètement continue, et il existe b, d > 0

tels que :

‖ gi(t, u) ‖≤ bi ‖ u ‖ +di, pour tout u ∈ Br. Br est un ensemble qu’on va définir dans la

suite, et b = max
1≤i≤m

{bi}, d = max
1≤i≤m

{di},

(H6) Il existe des constantes L1, L2 > 0 telles que :

β(f(t,D1, D2) ≤ L1β(D1)+L2β(D2) pour tout t ∈ J et D1, D2 des ensembles dénombrables

et bornés de X.

Théorème 4.4.1. Supposons que (H1)− (H6) sont vérifiées. De plus, on suppose que la pro-

priété suivante est vérifiée :

max{A,B} < 1,

avec

A =

[
(sβm + tβm) +MA(sβm−1 + tβm−1) + ...+Mm−1

A (sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
K

+4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαm +MA(tαm−1 + sαm−1) + ...+Mm−1

A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
et

B =

[
MA(sβm + tβm) +M2

A(sβm−1 + tβm−1) + ...+Mm
A (sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
K

+4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαm+1 +MA(tαm + sαm) + ...+Mm

A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
Alors le problème (4.1) admet au moins une solution intégrale.

Démonstration.

On introduit l’opérateur Q = Q1 +Q2 où :
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Q1x(t) =



Pα(t)x0 +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)C(s)u(s)ds, t ∈ [0, t1],

di1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ..,m,

Pα(t− si)Ki1x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)C(s)u(s)ds,

t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, ..,m,

Q2x(t) =



∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, x(s), Bx(s))ds, t ∈ [0, t1],

di2x, t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ..,m,

Pα(t− si)Ki2x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, x(s), Bx(s))ds,

t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, ..,m,

avec

di1x = Pα(ti − si−1)K(i−1)1x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)C(s)u(s)ds

− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

Ki1x = di1x +
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds

−
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)C(s)u(s)ds, i = 1, 2, ..,m,

K01x = x0,

et


di2x = Pα(ti − si−1)K(i−1)2x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)f(s, x(s), Bx(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

Ki2x = di2x −
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)f(s, x(x), Bx(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

K02x = 0.

Notre preuve va être faite en plusieurs étapes.

Étape 1 : On montre que QBr(J) ⊂ Br(J)

où Br = {x ∈ PC(J,X); ‖ x ‖≤ r} est la boule de rayon r > 0 ;

Kα,τ =

(
1− τ
α− τ

)1−τ

‖ Cu ‖L1/τ et Sα,τ =

(
1− τ
α− τ

)1−τ

‖ m ‖L1/τ ,

γ1 = Mm+1
A ‖ x0 ‖

Γ(β + 1)

Γ(β + 1)−MAK(tβ1 + sβ1 )
,

γ2 =
(MAt

α−τ
m+1 +M2

A(tα−τm + sα−τm ) + ...+Mm+1
A (tα−τ1 + sα−τ1 ))Γ(β + 1)

(Γ(β + 1)−MAK(tβ1 + sβ1 ))Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ ),
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γ3 =
M2

A(tβm−1 + sβm−1) + ...+Mm
A (tβ1 + sβ1 )

(Γ(β + 1)−MAK(tβ1 + sβ1 ))
‖ gm(t, 0) ‖,

ici γ1 + γ1 + γ1 ≤ r.

Pour tout x ∈ Br, on a :

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1]

‖ Qx(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t)K0x ‖ + ‖
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds ‖

≤ MA ‖ x0 ‖ +
MAt

α−τ
1

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ ) .

• Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m.

Pour t ∈ (t1, s1]

‖ Qx(t) ‖ ≤ ‖ d1x ‖ + ‖ 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds ‖

≤ ‖ Pα(t1)K0x

+
∫ t1
0

(t1 − s)α−1Qα(t1 − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds ‖

+
1

Γ(β)
‖
∫ t1
0

(t1 − s)β−1g1(s, x(s))ds ‖ + ‖ 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s)ds ‖

≤ MA ‖ x0 ‖ +
MAt

α−τ
1

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ ) +

tβ1 + sβ1
Γ(β + 1)

(K ‖ x ‖ + ‖ g1(t, 0) ‖)

≤ r.

Pour t ∈ (s1, t2]

‖ Qx(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− s1)K1x ‖ + ‖
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds ‖

≤ ‖ Pα(t− s1)d1x ‖
+ ‖ Pα(t− s1)(

∫ s1
0

(s1 − s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds

+
1

Γ(β)

∫ s1
0

(s1 − s)β−1g1(s, x(s))ds) ‖

+ ‖
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds ‖

≤ M2
A ‖ x0 ‖

+
M2

A(tα−τ1 + sα−τ1 ) +MAt
α−τ
2

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ )

+
MA(tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
(K ‖ x ‖ + ‖ g1(t, 0) ‖)

≤ r.

Par récurrence on suppose que : pour t ∈ (tj, sj], 1 ≤ j ≤ i
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‖ Qx(t) ‖ ≤ M j
A ‖ x0 ‖

+
MAt

α−τ
j +M2

A(tα−τj−1 + sα−τj−1 ) + ...+M j
A(tα−τ1 + sα−τ1 )

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ )

+
(tβj + sβj ) +MA(tβj−1 + sβj−1) + ...+M j−1

A (tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
(K ‖ x ‖ + ‖ gj(t, 0) ‖)

≤ r.

Pour t ∈ (sj, tj+1]

‖ Qx(t) ‖ ≤ M j+1
A ‖ x0 ‖

+
MAt

α−τ
j+1 +M2

A(tα−τj + sα−τj ) + ...+M j+1
A (tα−τ1 + sα−τ1 )

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ )

+
MA(tβj + sβj ) +M2

A(tβj−1 + sβj−1) + ...+M j
A(tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
(K ‖ x ‖ + ‖ gj(t, 0) ‖)

≤ r.

Et on montre les relations pour j = i+ 1.

Pour t ∈ (ti+1, si+1]

‖ Qx(t) ‖ ≤ ‖ d(i+1)x ‖ + ‖ 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi+1(s, x(s)ds ‖

≤ ‖ Pα(ti+1 − si))Kix +
∫ ti+1

0
(ti+1 − s)α−1Qα(ti+1 − s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds ‖

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ ti+1

0
(ti+1 − s)β−1gi+1(s, x(s))ds

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi+1(s, x(s)ds ‖

≤ M i+1
A ‖ x0 ‖ +

MAt
α−τ
i+1 +M2

A(tα−τi + sα−τi ) + ...+M i+1
A (tα−τ1 + sα−τ1 )

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ )

+
(tβi+1 + sβi+1) +MA(tβi + sβi ) + ...+M i

A(tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
(K ‖ x ‖ + ‖ gi+1(t, 0) ‖)

≤ r.

Pour t ∈ (si+1, ti+2]

‖ Qx(t) ‖ ≤ M i+2
A ‖ x0 ‖ +

MAt
α−τ
i+2 +M2

A(tα−τi+1 + sα−τi+1 ) + ...+M i+2
A (tα−τ1 + sα−τ1 )

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ )

+
MA(tβi+1 + sβi+1) +M2

A(tβi + sβi ) + ...+M i+1
A (tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
(K ‖ x ‖ + ‖ gi+1(t, 0) ‖)

≤ r.

Ainsi, on a montré que QBr(J) ⊂ Br(J).

Étape 2 : Q1 est lipschitzien.

Soient x, y ∈ PC(J,X),

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1], on a :
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‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖= 0.

D’une façon similaire à ce qu’on a fait dans la première étape, on montre que :

• Deuxième cas. Pour t ∈ [ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤

[
(sβi + tβi ) +MA(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i−1

A (sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
K ‖ x−y ‖PC .

Pour t ∈ [si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m,

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤

[
MA(sβi + tβi ) +M2

A(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i
A(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
K ‖ x−y ‖PC .

Ce qui implique que Q1 est lipschitzien.

Étape 3 : Q2 est continu.

Soit (xn)n≥0 une suite telle que lim
x→∞

‖ xn − x ‖PC= 0. Alors, on a :

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1]

‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖ ≤ ‖
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) (f(s, xn(s), Bxn(s))− f(s, x(s), Bx(s))) ds ‖

≤ MAt
α
1

Γ(α+ 1)
‖ f(., xn(.), Bxn(.))− f(., x(.), Bx(.)) ‖PC .

D’une façon similaire à l’étape 1, on montre que :

• Deuxième cas. pour t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖≤
[
MAt

α
i +M2

A(tαi−1 + sαi−1) + ...+M i
A(tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)

]
‖ f(., xn(.), Bxn(.))−f(., x(.), Bx(.)) ‖PC

.

• Troisième cas. pour t ∈ (si, ti+1), i = 1, 2, ...,m,

60



‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖≤

[
MAt

α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)

]
‖ f(., xn(.), Bxn(.))−f(., x(.), Bx(.)) ‖PC

.

Étape 4 : Q2 est équicontinu, ie. ‖ Q2x(t2)−Q2x(t1) ‖→ 0 quand t2 → t1.

• Pour 0 ≤ t′ < t′′ ≤ t1, on a :

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖ ≤ ‖
∫ t′′
0

(t′′ − s)α−1Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds

−
∫ t′
0

(t′ − s)α−1Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds ‖
≤ I1 + I2 + I3,

où I1 =‖
∫ t′′
t′

(t′′ − s)α−1Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds ‖,

I2 =‖
∫ t′
0

(t′ − s)α−1 [Qα(t′′ − s)−Qα(t′ − s)] f(s, x(s), Bx(s))ds ‖,

I3 =‖
∫ t′
0

[(t′′ − s)α−1 − (t′ − s)α−1]Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s))ds ‖,

I1 ≤
αMA

Γ(α + 1)

∫ t′′
t′
‖ (t′′ − s)α−1f(s, x(s), Bx(s)) ‖ ds

≤ MASα,τ
Γ(α)

(t′′ − t′)α−τ −→ 0 as t′′ − t′ −→ 0,

I1 −→ 0 as t′′ − t′ −→ 0.

• Pour t′ = 0, 0 < t′′ < t1, il est facile de conclure que I2 = 0.

• Pour t′ > 0 et ε > 0 suffisamment petit, on a :

I2 ≤ ‖
∫ t′−ε
0

(t′ − s)α−1 [Qα(t′′ − s)−Qα(t′ − s)] f(s, x(s), Bx(s))ds ‖
+ ‖

∫ t′
t′−ε(t

′ − s)α−1 [Qα(t′′ − s)−Qα(t′ − s)] f(s, x(s), Bx(s))ds ‖
≤ sup

s∈[0,t′−ε]
‖ Qα(t′′ − s)−Qα(t′ − s) ‖

∫ t′−ε
0
‖ (t′ − s)α−1f(s, x(s), Bx(s)) ‖ ds

+
2MA

Γ(α)

∫ t′
t′−ε ‖ (t′ − s)α−1f(s, x(s), Bx(s)) ‖ ds

≤ Sα,τ

(
t′
α−τ
1−τ − ε

α−τ
1−τ

)1−τ
sup

s∈[0,t′−ε]
‖ Qα(t′′ − s)−Qα(t′ − s) ‖ +

2MA

Γ(α)
Sα,τ ε

α−τ

I2 −→ 0 quand t′′ − t′ −→ 0 et ε −→ 0.

61



I3 ≤
∫ t′
0
‖ [(t′′ − s)α−1 − (t′ − s)α−1]Qα(t′′ − s)f(s, x(s), Bx(s)) ‖ ds

≤ MASα,τ
Γ(α)

(
(t′′ − t′)

α−τ
1−τ + t′

α−τ
1−τ + t′′

α−τ
1−τ

)1−τ
≤ MASα,τ

Γ(α)
(t′′ − t′)α−τ −→ 0; t′′ − t′ −→ 0

I3 −→ 0 as t′′ − t′ −→ 0.

Sur les intervalles [ti, si] et [si, ti+1], on distingue les trois cas suivants :

• Premier cas. Pour ti ≤ t′ < t′′ ≤ si,

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖= 0.

• Deuxième cas. Pour si ≤ t′ < t′′ ≤ ti+1,

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖≤ I1 + I2 + I3+ ‖ (Pα(t′′ − si)− Pα(t′ − si))Ki2x ‖ . (4.2)

(4.2) tend vers 0 indépendamment de x ∈ Br quand t′′ → t′.

• Troisième cas. Pour ti ≤ t′ < si < t′′ ≤ ti+1,

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖≤‖ Pα(t′′− si)Ki2x +
∫ t′′
0

(t′′− s)α−1Qα(t′′− s)f(s, x(s), Bx(s))ds−
di2x ‖−→ 0

indépendamment de x ∈ Br, quand t′′ −→ t′.

‖ Q2x(t′′) − Q2x(t′) ‖−→ 0, quand t′′ − t′ −→ 0, ce qui implique que Q2(Br(J)) est

équicontinu.

On a Q2Br ⊆ Br, où Q2Br(t) = {Q2x(t);x ∈ Br} pour t ∈ J .

Étape 5 : Q est β- condensant sur Br.

Pour tout W ⊂ Br, Q2(W ) est borné et équicontinu. Par conséquent, par le lemme

(1.2.2), il existe un ensemble dénombrable W1 = {un}∞n=1 ⊂ W tel que
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β(Q2(W )) ≤ 2β(Q2(W1)).

Puisque Q2(W1) ⊂ Br est équicontinu, et d’après le lemme (1.2.3), on en déduit que

Q2(W1) = max βQ2(W1(t)).

En plus : β
({∫ t

0
B(t, s)u(s)ds

/
u ∈ Br, t ∈ J

}∞
n=1

)
≤ ωK0β ({u(t)/u ∈ Br, t ∈ J}∞n=1) .

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1], on a :

β(Q2(W1(t))) = β
({∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, un(s), Bun(s))ds

}∞
n=1

)
≤ 2MA

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1β ({f(s, un(s), Bun(s))}∞n=1) ds

≤ 2MA

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1 (L1β(W1(s)) + L2β(B(W1)(s))) ds

≤ 2MAL1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1β(W1(s))ds+

2MAL2ωK0

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1β(W1(s))ds

≤ 2MA(L1 + ωL2K0)t
α
1

Γ(α + 1)
β(W ).

Puisque Q2(W1) est borné et équicontinu, par le lemme (1.2.3) on a :

β(Q2(W )) ≤ 2β(Q2(W1)) = 2 max
t∈J

β(Q2(W1(t)))

≤ 4MA(L1 + ωL2K0)t
α
1

Γ(α + 1)
β(W )

< β(W ).

D’une autre part, on a :

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖= 0 ce qui implique que β(Q1(W )) = 0.

Par suite,

β(Q(W )) ≤ β(Q1(W )) + β(Q2(W ))

≤ 4MA(L1 + ωL2K0)t
α
1

Γ(α + 1)
β(W ) < β(W ).

• Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si],i = 1, 2, ...,m, on a :

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤

[
(sβi + tβi ) +MA(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i−1

A (sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
K ‖ x−y ‖PC .
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Par suite, par la définition (1.2.19) on obtient :

β(Q1(W )) ≤

[
(sβi + tβi ) +MA(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i−1

A (sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
Kβ(W ).

D’autre part :

β(Q2(W )) ≤ 4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαi +MA(tαi−1 + sαi−1 + ...+M i−1

A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
β(W ).

On en déduit que :

β(Q(W )) ≤ β(Q1(W )) + β(Q2(W ))

≤

[
(sβi + tβi ) +MA(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i−1

A (sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
Kβ(W )

+4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαi +MA(tαi−1 + sαi−1) + ...+M i−1

A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
β(W )

< β(W ).

• Troisième cas. Pour t ∈ [si, ti+1],i = 1, 2, ...,m on a :

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤

[
MA(sβi + tβi ) +M2

A(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i
A(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
K ‖ x−y ‖PC .

Par suite, par la définition (1.2.3) on obtient :

β(Q1(W )) ≤

[
MA(sβi + tβi ) +M2

A(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i
A(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
Kβ(W ).

D’autre part, on a :

β(Q2(W )) ≤ 4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαi+1 +MA(tαi + sαi ) + ...+M i

A(tα1 + sα1
Γ(α + 1)

]
β(W ).

Par suite,
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β(Q(W )) ≤ β(Q1(W )) + β(Q2(W ))

≤

[
MA(sβi + tβi ) +M2

A(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i
A(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
Kβ(W )

+4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαi+1 +MA(tαi + sαi + ...+M i

A(tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
β(W )

< β(W ).

Conclusion : Dans tout les cas on a :

β(Q(W )) ≤ β(Q1(W )) + β(Q2(W )) ≤ Cβ(W ) < β(W ) avec C > 0.

Puisque l’opérateur Q est continu et β-condensant. D’après le théorème du point fixe de

Sadovski, Q admet au moins un point fixe sur Br. Par suite, le problème (4.1) admet au

moins une solution intégrale sur Br. Ce qui achève la démonstration.

On donne le résultat suivant en remplaçant l’hypothèse (H5) par (H ′5).

Théorème 4.4.2. On suppose que (H1) − (H4) et (H ′5) − (H6) sont vérifiées. De plus, on

suppose que la propriété suivante est vérifiée :

max{C,D} < 1

Où, C = 4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαm +MA(tαm−1 + sαm−1) + ...+Mm−1

A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
,

et D = 4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαm+1 +MA(tαm + sαm) + ...+Mm

A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
.

Alors le problème (4.1) admet au moins une solution intégrale.

Démonstration.

On introduit l’opérateur Q = Q1 +Q2 où :

Q1x(t) =



Pα(t)x0 +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)C(s)u(s)ds, t ∈ [0, t1],

di1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ..,m,

Pα(t− si)Ki1x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)C(s)u(s)ds,

t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, ..,m,

et

Q2x(t) =



∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, x(s), Bx(s))ds, t ∈ [0, t1],

di2x, t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ..,m,

Pα(t− si)Ki2x +
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, x(s), Bx(s))ds,

t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, ..,m,
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avec :

di1x = Pα(ti − si−1)K(i−1)1x +
∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)C(s)u(s)ds

− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

Ki1x = di1x +
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds

−
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)C(s)u(s)ds, i = 1, 2, ..,m,

K01x = x0,

et


di2x = Pα(ti − si−1)K(i−1)2x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)f(s, x(s), Bx(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

Ki2x = di2x −
∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)f(s, x(x), Bx(s))ds, i = 1, 2, ..,m,

K02x = 0.

Notre démonstration va être établie en plusieurs étapes.

Première étape On montre que QBr(J) ⊂ Br(J),

où Br = {x ∈ PC(J,X); ‖ x ‖≤ r} est la boule de rayon r > 0 ;

Kα,τ = α

(
1− τ
α− τ

)1−τ

‖ Cu ‖L1/τ et Sα,τ = α

(
1− τ
α− τ

)1−τ

‖ m ‖L1/τ ,

γ1 = Mm+1
A ‖ x0 ‖

Γ(β + 1)

Γ(β + 1)−MAK(tβ1 + sβ1 )
,

γ2 =
(MAt

α−τ
m+1 +M2

A(tα−τm + sα−τm ) + ...+Mm+1
A (tα−τ1 + sα−τ1 ))Γ(β + 1)

(Γ(β + 1)−MAK(tβ1 + sβ1 ))Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ ),

γ3 =
M2

A(tβm−1 + sβm−1) + ...+Mm
A (tβ1 + sβ1 )

(Γ(β + 1)−MAK(tβ1 + sβ1 ))
d.

Ici γ1 + γ1 + γ1 ≤ r.

Pour tout x ∈ Br, on a :

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1]
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‖ Qx(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t)K0x ‖ + ‖
∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s) [f(s, x(s), Bx(s)) + C(s)u(s)] ds ‖

≤ MA ‖ x0 ‖ +
MAt

α−τ
1

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ ) .

De la même manière que dans la preuve du théorème précédent, on montre que :

• Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si]

‖ Qx(t) ‖ ≤ M i
A ‖ x0 ‖ +

MAt
α−τ
i +M2

A(tα−τi−1 + sα−τi−1 ) + ...+M i
A(tα−τ1 + sα−τ1 )

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ )

+
(tβi + sβi ) +MA(tβi−1 + sβi−1) + ...+M i−1

A (tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
(b ‖ x ‖ +d)

≤ r.

• Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1]

‖ Qx(t) ‖ ≤ M i+1
A ‖ x0 ‖ +

MAt
α−τ
i+1 +M2

A(tα−τi + sα−τi ) + ...+M i+1
A (tα−τ1 + sα−τ1 )

Γ(α)
(Kα,τ + Sα,τ )

+
MA(tβi + sβi ) +M2

A(tβi−1 + sβi−1) + ...+M i
A(tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
(b ‖ x ‖ +d)

≤ r.

Donc on a montré que QBr(J) ⊂ Br(J).

Deuxième étape : Q2 est un opérateur continu.

Soit (xn)n≥0 une suite telle que lim
n→∞

‖ xn − x ‖PC= 0, on a d’après l’hypothèse (H ′5) :

gi(t, xn(t)) −→ gi(t, x(t)).

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1], we have :

‖ Q1xn(t)−Q1x(t) ‖= 0

• Deuxième cas. Pour t ∈ [ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤

[
(sβi + tβi ) +MA(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i−1

A (sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
‖ gi(t, xn(t))−gi(t, x(t)) ‖PC .

• Troisième cas. Pour t ∈ [si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m,

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤

[
MA(sβi + tβi ) +M2

A(sβi−1 + tβi−1) + ...+M i
A(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
‖ gi(t, xn(t))−gi(t, x(t)) ‖PC .
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Par suite, on obtient ‖ Q1xn(t)−Q1x(t) ‖PC−→ 0 quand n −→∞.

Alors on peut conclure que Q1 est continu.

On a déjà établi que Q2 est continu. Finalement l’opérateur Q est continu.

Troisième étape : Q est un opérateur β- condensant sur Br.

• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1], on a :

En considérant l’hypothèse (H ′5) et en utilisant la même méthode que dans le théorème

précédent on obtient :

β(Q(W )) ≤ β(Q2(W ))

≤ 4MA(L1 + ωL2K0)t
α
1

Γ(α + 1)
β(W )

< β(W ).

• Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si],i = 1, 2, ...,m, on a :

β(Q(W )) ≤ β(Q2(W ))

≤ 4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαi +MA(tαi−1 + sαi−1) + ...+M i−1

A (tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
β(W ).

• Troisième cas : Pour t ∈ [si, ti+1],i = 1, 2, ...,m, on a :

β(Q(W )) ≤ β(Q2(W ))

≤ 4MA(L1 + ωL2K0)

[
tαi+1 +MA(tαi + sαi ) + ...+M i

A(tα1 + sα1 )

Γ(α + 1)

]
β(W ).

Conclusion : dans tous les cas on a :

β(Q(W )) ≤ β(Q2(W )) ≤ Cβ(W ) < β(W ) avec C > 0.

Puisque l’opérateur Q est continu et β-condensant. D’après le théorème du point fixe de

Sadovski, Q admet au moins un point fixe sur Br. Par suite, le problème (4.1) admet au

moins une solution intégrale sur Br. Ce qui achève la démonstration.
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4.5 Exemple

Exemple 4.5.1. Puisqu’il est difficile de déterminer si un opérateur A est compact (voir Pazy

[40]), nous ne supposons pas que A génère un C0-semi-groupe compact. Cela nous permet de

discuter certaines équations différentielles qui contiennent un opérateur qui génère un C0-semi-

groupe non compact. Nous donnons ici un simple exemple.

SoitX = L2(−∞,+∞). L’opérateur différentiel ordinaireA =
d

dx
avecD(A) = H1(−∞,+∞),

génère un C0-semi-groupe T (t) défini par T (t)u(s) = u(t+ s) pour chaque u ∈ X. Le C0-semi-

groupe T (t) n’est pas compact sur X.
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Conclusion générale et perspectives

Nous rappelons les points principaux de ce travail et nous signalons quelques directions

pour des recherches futures. De façon générale, dans cette thèse, nous avons abordé quelques

résultats d’existence des solutions des équations différentielles d’ordre fractionnaire plus par-

ticulièrement celles qui sont nommées hybrides, et ensuite nous nous sommes intéressés aux

équations différentielles d’ordre fractionnaire avec impulsions non-instantanées. Ces résultats

ont été obtenus par l’application de la théorie du point fixe.

Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser avec les outils du calcul fractionnaire

et nous a fourni quelques résultats élémentaires utiles pour l’étude de ces équations. Nous

avons commencé par un rappel historique du calcul fractionnaire, puis nous avons donnée des

généralités sur le calcul fractionnaire suivit par les différents théorème du point fixe que nous

avons utilisé le long de ce travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude d’une équation différentielle fractionnaire hy-

bride, on a prouvé l’existence des solutions positives à l’aide du théorème du point fixe de

Dhage.

Le troisième et quatrième chapitre sont consacrés à l’étude de quelques équations différentielles

fractionnaires impulsives, on suppose dans un premier cas que l’opérateur semi-groupe engendré

est compact et on prend une condition initiale non-locale, et on montre l’existence voire l’uni-

cité des solutions à l’aide du théorème du point fixe de Krasnoselkii, dans un deuxième cas on

suppose que l’opérateur semi-groupe engendré est non-compact, et on montre l’existence des

solutions à l’aide du théorème du point fixe de Sadovski.

Pour conclure, ce domaine est très riche en questions ouvertes, par conséquent différentes

perspectives peuvent être lancées à la suite de ce travail, ces perspectives qui vont constituer

des orientations possibles pour des travaux futurs que l’on peut considérer, nous pouvons citer :

- Dans les problèmes d’équations différentielles fractionnaires hybrides, la diversité de la

nature des conditions impulsives qui peuvent être de type intégral ou multi-points, en nombre

fini ou infini de moments d’impulsions, fixes ou variables, nous incite à l’étude d’une classe

d’équations différentielles d’ordres fractionnaires hybrides soumises à des conditions impulsives.
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Nous prévoyons ensuite, l’établissement de conditions nécessaires et suffisantes d’admissibilité

(régularité, stabilité...) pour ces equations.

- Dans les inclusions différentielles, nous avons l’intention d’étudier ultérieurement des in-

clusions différentielles hybrides d’ordre fractionnaire α avec 0 < α < 1 ou 1 < α < 2 et à divers

conditions aux limites.
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