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Introduction générale

La logique mathématique et l'informatique théorique sont basées sur la théorie des en-

sembles introduite par le mathématicien allemand Georg Cantor à la �n du XIXe siècle. Un

ensemble est vu comme une collection d'objets appelés éléments. Dans cette théorie il n'y

a que deux situations acceptables pour un élément : appartenir ou ne pas appartenir à un

ensemble.

En 1965, Lot� Zadeh [42] a tenté de sortir de cette logique boolèenne en introduisant

la notion d'appartenance pondérée qui permet des graduations dans l'appartenance d'un

élément à un sous-ensemble. Il a fondé la théorie des sous-ensembles �ous (Fuzzy Sets

theory) à partir de l'idée d'appartenance partielle à une classe de catégories aux limites mal

dé�nies, qui est en fait une généralisation de la théorie classique des ensembles, admettant

des situations intermédiaires entre le tout et le rien. Cette théorie apparaît comme un outil

bien adapté pour représenter mathématiquement l'imprécision relative à certaines classes

d'objets et de modéliser la représentation humaine des connaissances imprécises et impar-

faites, soit parce qu'elles sont exprimées en langage naturel par un observateur qui donne

peu de précisions ou qui est peu �able, soit parce qu'elles sont obtenues à l'aide d'instru-

ments d'observation qui produisent des erreurs ou des incertitudes.

La théorie des ensembles �ous et plus exactement, la logique �oue a de nombreuses appli-

cations : en 1978, la société danoise F. L. Smith a réalisé le contrôle d'un four à ciment

qui était la première véritable application industrielle de la logique �oue. A la �n des an-
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nées 80, plusieurs applications ont commencé à imerger au Japon. A partir des années

90, le champ d'application est devenu très vaste dans plusieurs domaines comme les appa-

reils électroménagers (laves-linges, aspirateurs,. . . ), les systèmes audio-visuels (appareils de

photo autofocus, caméscopes à stabilisateur d'image, photocopieurs, . . . ), systèmes d'auto-

mobiles ( suspension, climatisation, photocopieurs, . . . ), la robotique, l'évaluation sensorielle

(industrie agroalimentaire, . . . ), le traitement du signal (son, image,. . . ).

En outre, la notion de la théorie des ensembles �ous est une généralisation de la théo-

rie des ensembles classiques qui permet des gradations dans l'appartenance d'un élément x

à une classe A, c'est-à-dire chaque sous ensemble �ou A d'un univers X est caractérisé par

une fonction notée µA appelée fonction d'appartenance dé�nie de X à valeur dans [0, 1],

tandis que dans la théorie des ensembles classiques, chaque sous ensemble A de X est

caractérisé par une fonction notée χA appelée fonction caractéristique de A dé�nie de X à

valeur dans {0, 1}.

En 1983, le professeur Krassmir T. Atanassov a introduit la théorie des sous-ensembles

�ous intuitionistiques [2, 3] qui est en fait une extension ou généralisation de la théorie

des sous-ensembles �ous, dans lequel, chaque sous-ensemble �ou intuitionistique A d'un

univers X est caractérisé par les deux fonctions µA et νA appelées respectivement degré

d'appartenance et degré de non-appartenance. La somme de ces deux degrés est un élément

de l'intervalle [0, 1], pas nécessairement égale à 1. Le complément de la somme des degrés

d'appartenance et non-appartenance à 1 constitue un troisième degré, celui de l'incertitude.

Au cours des deux dernières décennies, de nombreux auteurs ont prêté attention à la théorie

des ensembles �ous intuitionistiques qui a été appliquée avec succès dans di�érents domaines

tels que : programmation logique, diagnostic médical et problèmes de prise de décision, etc.

D'ailleurs, récemment, diverses applications de cette théorie à l'intelligence arti�cielle sont

apparues, et d'autres applications comme les systèmes experts etc.
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Dans notre thèse, on s'intéresse à l'étude des équations di�érentielles �oues intuitionistiques,

plus précisément un problème à valeur initiale �oue intuitionistique, et pour atteindre cet

objectif nous avons donné un sens à la di�érence de Hukuhara des nombres �ous intuitio-

nistiques, ce qui a permis de dé�nir la notion de la di�érentiabilité et d'introduire quelques

notions d'analyse des applications à valeurs �ous intuitionistiques a�n de prouver l'existence

et l'unicité de la solution.

Cette thèse est divisée en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle les notions de base de la théorie des ensembles �ous

et les outils nécessaires pour aboutir à ce travail.

Le second chapitre, est réservé à la présentation des équations di�érentielles �oues, donnée

par Kaleva [19] et d'établir quelques résultats d'existence et d'unicité de la solution du pro-

blème à valeur initiale �oue selon la topologie induite par la métrique dé�nie sur l'espace

des nombres �ous.

Dans le troisième chapitre, on va donner quelques dé�nitions et caractéristiques concer-

nant les sous ensembles �ous intuitionistiques puis on va introduire l'espace métrique des

nombres �ous intuitionistiques et quelques propriétés topologiques ensuite, on va prouver

l'existence et l'unicité de la solution de l'équation di�érentielle �oue intuitionistique

x(t) = f
(
t, x(t)

)
, x(t0) = x0

En�n, on va proposer une procédure pour la résolution de ce type d'équations.

Ce travail se termine par une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Sous-ensembles �ous

1.1 Introduction

La théorie des ensembles �ous est en fait selon Zadeh, un pas vers un rapprochement

entre la précision des mathématiques classiques et la subtile imprécision du monde : un

rapprochement né de l'incessante quête humaine pour une meilleure compréhension des

cheminements mentaux de la connaissance [6]. Elle a donc pour objet d'étude, la représen-

tation des connaissances imprécises et le raisonnement approché.

Considérons l'exemple suivant "la classe des Grands", nous dirons qu'une personne me-

surant 130 cm n'appartient pas à "la classe des Grands", par contre une autre qui mesure

185 cm appartient à cette classe et plus sa taille se rapproche des 181 cm plus l'apparte-

nance à cette classe est forte, comme le montre le tableau suivant :
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1.2 Notions fondamentales

Soit X un univers.

Dans la théorie classique des ensembles, il existe une séparation claire entre un élément qui

appartient à un ensemble donné et un élément qui ne lui appartient pas. En e�et, la théorie

classique des ensembles suit une logique boolèenne qui n'accepte que des valeurs binaires

telles que zéro et un ou vrai et faux.

L'appartenance d'un sous-ensemble A de X, peut être décrite par la fonction caractéristique

suivante : χA : X −→ {0, 1}

χA(x) =


1 si x ∈ A

0 si x /∈ A

Dé�nition 1.1. On dé�nit un sous-ensemble �ou A de X par la donnée d'une fonction

µA : X → [0, 1]

Cette fonction est appelée "fonction d'appartenance" de A.
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On peut aussi représenter le sous-ensemble �ou A par

A = {(x, µA(x)), x ∈ X}

On note par F(X) la collection de tous les sous-ensembles �ous de X.

Remarque 1.1. Un ensemble classique M est un sous-ensemble �ou, il su�t de consi-

dérer sa fonction d'appartenance égale à sa fonction caractéristique.

µM = χM

Figure 1.1 � Comparaison d'un ensemble classique et d'un ensemble �ou

1.2.1 Caractéristiques d'un ensemble �ou

Dé�nition 1.2. Soit A un sous-ensemble �ou d'un univers X.

- On appelle support de A noté S(A), (Supp(A)), l'ensemble

S(A) = Supp(A) = {x ∈ X| µA(x) > 0}.

- On appelle noyau de A noté N(A) l'ensemble

N(A) = {x ∈ X| µA(x) = 1}.
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- On appelle hauteur de A notée H(A) le réel

H(A) = sup{µA(x)| x ∈ X}.

- On dit que A est normal s'il existe x0 ∈ R tel que

µA(x0) = 1

- Soit α ∈]0, 1], on appelle α-coupe de A noté Aα l'ensemble

Aα = {x ∈ X|µA(x) ≥ α}.

On le note aussi [A]α.

- Pour α = 0, c'est la fermeture du support noté [A]0 ou Supp(A).

Figure 1.2 � Caractéristiques d'un ensemble �ou

1.2.2 Opérations sur les ensembles �ous

Les opérations sur les sous-ensembles �ous sont généralement des extensions des opéra-

tions connues sur les ensembles classiques (égalité, réunion, intersection, complément, etc.).
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Elles s'appliquent d'ailleurs aux ensembles classiques lorsque les fonctions d'appartenance

se réduisent à des fonctions caractéristiques.

- Complémentaire : Soit A ∈ F(X) caractérisé par la fonction d'appartenance µA.

Le complémentaire d'un sous-ensemble �ou A de X, noté A, et caractérisé par la

fonction d'appartenence µA, dé�nie par :

∀x ∈ X, µA(x) = 1− µA(x).

- Réunion : Pour tout A,B ∈ F(X), la réunion de A et B est un sous-ensemble �ou de

X, noté A ∪B, et caractérisé par la fonction d'appartenence µA∪B, dé�nie par :

µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)}.

- Intersection : Pour tout A,B ∈ F(X), l'intersection de A et B est un sous-ensemble

�ou de X, noté A ∩ B, et caractérisé par la fonction d'appartenence µA∩B, dé�nie

par :

µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)}.

- Image réciproque : Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans

F . Considérons une partie �oue de F donnée par sa fonction d'appartenance µ. On

appelle image réciproque de cette partie �oue par f la partie �oue de E donnée par

la fonction d'appartenance suivante, notée f−1(µ) :

∀x ∈ E, f−1(µ)(x) = µ(f(x)).

- Image directe : Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F .

Considérons une partie �oue de E donnée par sa fonction d'appartenance µ. On

appelle image directe de cette partie �oue par f la partie �oue de F donnée par la

fonction d'appartenance suivante, notée f(µ)

∀y ∈ F, f(µ)(y) = sup{µ(x), x ∈ f−1(y)}.

12



- Convexité d'un ensemble �ou : Un ensemble �ou A de X est dit convexe si

µA(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min{µA(x1), µA(x2)}, x1, x2 ∈ X, λ ∈ [0, 1].

1.3 Principe d'extension

Le principe d'extension a été décrit par L.A.Zadeh [43]. Il nous permet de donner un

sens à l'extension du domaine d'une application ou d'une relation dé�nie sur un ensemble

X aux sous ensembles �ous de X. On a montré dans [29] que l'approche ensembliste (i.e.

l'utilisation des α-coupes d'un ensemble �ou) est très simple que l'approche fonctionnelle

(i.e. l'utilisation des fonctions d'appartenances).

L'application du principe d'extension aux ensembles �ous peut être regardée comme une

application de ce principe aux α-coupes de l'ensemble �ou en question.

En général si

f : X × Y −→ Z

et si A et B sont des sous ensembles �ous respectifs de X et Y, respectivement, on obtient[
f(A,B)

]α
= f

(
[A]α, [B]α

)
où [A]α, [B]α et

[
f(A,B)

]α
sont respectivement les α-coupes de A, B et f(A,B).

On veut donner une condition nécessaire et su�sante pour obtenir cette égalité, et dé�nir

une classe de nombres �ous où cette égalité est véri�ée pour toute fonction f continue.

1.3.1 Résolution de l'identité

Pour α ∈]0, 1], rappellons que l'ensemble α-coupe de A est dé�ni par

Aα = {x ∈ X|µA(x) ≥ α}.

Si A,B ∈ F(X), alors par dé�nition,

A = B si et seulement si µA(x) = µB(x), ∀x ∈ X.
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Si A,B ∈ F(X), alors par dé�nition,

A = B si et seulement si [A]α = [B]α, ∀α ∈]0, 1].

Il est aussi évident que

Supp(A) =
⋃

α∈]0,1]

[A]α

D'autre part, on a

∀x ∈ X, µA(x) = sup
α∈]0,1]

(
α.χ[A]α(x)

)
Ainsi A peut être représenté comme suit

A =

∫ 1

0

α[A]α

où
∫ 1

0
represente l'union sur α ∈]0, 1], et α[A]α est l'ensemble �ou dont la fonction d'ap-

partenance est

χα[A]α(x) =

 α, si x ∈ [A]α

0, si x /∈ [A]α.

Proposition 1.1. Si {Bα}α∈]0,1] est une famille de sous-ensrmbles de X, tels que

A =

∫ 1

0

αBα

alors,

1. Bα ⊂ [A]α

2.
⋃

α∈]0,1]

Bα =
⋃

α∈]0,1]

[A]α.

Preuve. 1. Soit α0 ∈]0, 1], si x ∈ Bα0, alors α0B
α0 = α0, et ainsi

µA(x) = sup
α∈]0,1]

αχAα(x)

= sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x)

≥ α0.

Par suite x ∈ [A]α.

2. Les deux membres de l'égalité sont exactement égaux à Supp(A).
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1.3.2 Principe d'extension

Dé�nition 1.3. Soit f : X −→ Y , et A ∈ F(X), alors l'ensemble �ou f(A) est dé�ni,

via le principe d'extension, par

f(A) ∈ F(Y ) et µf(A)(y) = sup
x∈f−1(y)

µA(x) (1.3.1)

Remarque 1.2. Dans l'ordre d'appliquer ce principe aux applications �oues, on reécrit

(1.3.1) sous la forme équivalente suivante

µf(A)(y) = sup
x∈X

min
(
µA(x), χ{f(x)}(y)

)
(1.3.2)

Proposition 1.2. Soit A ∈ F(X) et f : X −→ Y, alors

f(A) =

∫ 1

0

αf([A]α) (1.3.3)

Preuve.

µf(A)(y) = sup
x∈f−1(y)

µA(x)

= sup
x∈f−1(y)

[
sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x)
]

= sup

x∈f−1(y)

α∈]0,1]

[
αχ[A]α(x)

]

D'autre part, soit B =
∫ 1

0
αf([A]α). Alors

µB(y) = sup
0<α≤1

αχf([A]α)

= sup
0<α≤1

[
α sup
x∈f−1(y)

χ[A]α(x)
]

= sup
0<α≤1

[
sup

x∈f−1(y)

αχ[A]α(x)
]

= sup

x∈f−1(y)

α∈]0,1]

[
αχ[A]α(x)

]
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Remarque 1.3. On a

f(A) =

∫ 1

0

α[f(A)]α =

∫ 1

0

αf([A]α)

avec

f([A]α) ⊂ [f(A)]α, ∀α ∈]0, 1].

Mais en général

f([A]α) 6= [f(A)]α

Proposition 1.3. Soient f : X × Y −→ Z , A ∈ F(X) et B ∈ F(Y ), alors

f(A,B) =

∫ 1

0

αf([A]α, [B]α)

µf(A,B)(z) = sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y)) (1.3.4)

= sup
(x,y)∈f−1(z)

(min( sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x), sup
α∈]0,1]

αχ[B]α(y))).

Soit T =
∫ 1

0
αf([A]α, [B]α)

µT (z) = sup
α∈]0,1]

αχf([A]α,[B]α)(z) (1.3.5)

= sup
α∈]0,1]

[
sup

(x,y)∈f−1(z)

min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y))
]

= sup

α∈]0,1]

(x,y)∈f−1(z)

[
min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y))

]
.

Pour montrer que (1.3.4) et (1.3.5) sont équivalentes, il su�t de montrer que

min(α0, β0) = sup
α∈]0,1]

(min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y))), (1.3.6)

où

α0 = sup
0<α≤1

αχ[A]α(x)

β0 = sup
0<α≤1

αχ[B]α(y)
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Si min(α0, β0) = 0, disons α0 = 0, alors αχ[A]α(x) = 0 pour tout α ∈]0, 1] ainsi (1.3.6) est

véri�ée.

Supposons maintenant que min(α0, β0) > 0, alors

x ∈ [A]α pour tout α < α0

x /∈ [A]α pour tout α > α0.

En e�et

- S'il existe α
′
telle que

α
′
< α0 tel que x /∈ [A]α

′

,

alors

sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x) = µA(x) < α
′
< α0 = sup

α∈]0,1]

αχ[A]α(x).

ce qui est absurde.

- S'il existe

α
′′
> α0 tel que x ∈ [A]α,

alors sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x) ≥ α0 qui est une contradiction.

De la même manière, on a

x ∈ [B]α pour tout α < β0

x /∈ [B]α pour tout α > β0.

d'où

min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y)) =

 α pour α < min(α0, β0)

0 pour α > min(α0, β0)

et

min(α0, β0) = sup
α∈]0,1]

(min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y))) (1.3.7)

Remarque 1.4. On a

f([A]α, [B]β) ⊂ [f(A,B)]α, ∀ ∈]0, 1].
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Mais en général

f([A]α, [B]β) 6= [f(A,B)]α.

Proposition 1.4. Avec les notations de la proposition (1.3), une condition nécessaire

et su�sante pour avoir l'égalité suivante f([A]α, [B]β) = [f(A,B)]α, ∀α ∈]0, 1] est

∀z ∈ Z, sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y))

est atteint.

Preuve. (i) condition nécessaire :

Soit z ∈ Z tel que sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y)) = t ∈]0, 1]

µf(A,B)(z) = t⇒ z ∈ [f(A,B)]t

⇒ z ∈ f([A]t, [B]t),

ainsi il existe x ∈ [A]t et y ∈ [B]t tels que f(x, y) = z

d'où

min(µA(x), µB(y)) ≥ t

mais

sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y)) ≥ min(µA(x), µB(y))

ce qui montre que

min(µA(x), µB(y)) = t.

(ii) Condition su�sante :

D'après la proposition (1.2) et la proposition (1.3), on a

f([A]α, [B]β) ⊂ [f(A,B)]α

maintenant soit z ∈ [f(A,B)]α c-à-d

µf(A,B)(z) = sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y)) ≥ α.
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Si µf(A,B)(z) > α, par dé�nition du sup il existe (x, y) ∈ f−1(z) tel que

α < min(µA(x), µB(y))⇒ (x, y) ∈ [A]α × [B]α

ainsi z = f(x, y) ∈ f([A]α, [B]α).

Si µf(A,B)(z) = α, alors par hypothèse, il existe (x, y) ∈ f−1(z) tel que

α = min(µA(x), µB(y)) = sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y))⇒ (x, y) ∈ [A]α × [B]α
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Chapitre 2

Équation di�érentielle �oue

2.1 Introduction

Lorsqu'un problème physique se transforme en un problème de valeur initiale déterministe

 x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0

(2.1.1)

En général, on ne peut pas être sûr que cette modélisation soit parfaite. La valeur initiale

ne peut pas être connue exactement et la fonction peut contenir des paramètres inconnus.

En particulier, si elles sont connues à travers certaines mesures, elles seront nécessairement

soumises à des erreurs. L'analyse de l'e�et de ces erreurs conduit à l'étude de la comporte-

ment qualitatif de la solution de l'équation (2.1.1).

D'ailleurs, A. Kandel et al [21] sont les premiers auteurs à avoir utilisé le terme " équations

di�érentielles �oues". Puri et Ralescu [35] ont dé�ni la dérivée pour les fonctions �oues ba-

sées sur la notion de la di�érence au sens du Hukuhara. Le premier théorème de l'existence a

été proposé par Kaleva [19] où la condition de Lipschitz a été utilisée pour assurer l'existence

et l'unicité de la solution du problème à valeur initiale �oue. Par suite, C. Wu et al [41]

ont proposé un théorème d'existence et d'unicité basé sur la méthode des approximations

successives. Les résultats locaux et globaux de l'existence et de l'unicité pour les équations

20



di�érentielles fonctionnelles (ou retardées) ont été établis dans [25], voir aussi [23, 34].

2.2 Préliminaires

Soit PK(R) désigne la famille de tous les sous ensembles convexes compact non vides

de R et on considére l'addition et la multiplication par un scalaire usuelle dans PK (R).

Etant donné A et B deux sous ensembles bornés non vides de R.

La distance entre A et B est de�nie par la metrique de Hausdor�

dH (A,B) = max {|a1 − b1|, |a2 − b2|}

où A = [a1, a2] et B = [b1, b2].

Théorème 2.1. [36] (PK(R), dH) est un espace métrique complet.

Dé�nition 2.1. On note par E1 = {u : R→ [0, 1]} la classe des ensembles �ous de R

satisfaisant les propriétés suivantes

(i) u est normale i.e, ∃x0 ∈ R telle que u(x0) = 1,

(ii) u est un convexe au sens �ou i.e pour tout x, y ∈ R et 0 ≤ λ ≤ 1, on a

u(λx+ (1− λ)y) ≥ min{u(x), u(y)}

(iii) u est semi continue supérieurement i.e ∀x0 ∈ R on a u(x0) ≥ lim
x→x+0

u(x).

(iv) [u]0 = cl{x ∈ R|u(x) > 0} est compact.

Alors E1 est appelé l'espace des nombres �ous.

alors d'après ces propriétés, on a

[u]
α

∈ PK (R) pour tout 0 6 α 6 1
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Dé�nition 2.2. Un nombre �ou trapézoidal (TRFN) A est un ensemble �ou de R dont

la fonction d'appartenance µA est dé�nie par :

µA(x) =



x− a
b− a

si a ≤ x ≤ b

1 si b ≤ x ≤ c
d− x
d− c

si c ≤ x ≤ d,

0 sinon.

Ce nombre �ou trapézoïdal est noté par ATRFN = (a, b, c, d)

Figure 2.1 � Nombre �ou trapézoïdal

Dé�nition 2.3. Un nombre �ou triangulaire (TFN) A est un ensemble �ou de R dont

la fonction d'appartenance µA est dé�nie par :

µA(x) =


x− a
b− a

si a ≤ x ≤ b

d− x
d− b

si b ≤ x ≤ d,

0 sinon.

Ce nombre �ou triangulaire est noté par ATFN = (a, b, d)
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Figure 2.2 � Nombre �ou triangulaire

Soit une fonction g continue

g : R× R→ R

on peut l'étendre à

E1 × E1 → E1

via le principe d'extension de Zadeh par l'équation

µg(u,v) (z) = sup
z=g(x,y)

min (µu (x) , µ (y))

où µg(u,v) est la fonction d'appartenance de l'ensemble �ou g (u, v), ce qui nous permet

d'avoir

[g (u, v)]
α

= g
(

[u]
α

, [v]
α
)

∀u, v ∈ E1 0 6 α 6 1

En particulier pour l'addition et la multiplication par un scalaire, on a

[u+ v]
α

= [u]
α

+ [v]
α

[ku]
α

= k [u]
α

où u, v ∈ E1, k ∈ R, 0 6 α 6 1, donc E1 muni de ces deux lois a une structure d'espace

vectoriel.

On dé�nie l'application suivante

d : E1 × E1 → R+
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par

d (u, v) = sup
06α61

dH

(
[u]

α

, [v]
α
)

où dH est la metrique de Hausdor� dé�nie dans PK (R).

Théorème 2.2. [36] (E1, d) est un espace métrique complet.

Théorème 2.3. Negoita & Ralescu[33] . Si u ∈ E1, alors

(i) [u]α ∈ PK(R) pour tout 0 ≤ α ≤ 1,

(ii) [u]α2 ⊆ [u]α1 pour tout 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1,

(iii) {αk} ⊆ [0, 1] est une suite croissante qui converge vers α, alors

[u]α =
⋂
k≥1

[u]αk

Inversement, si {Aα, α ∈ (0, 1]} est une famille de sous ensembles de R qui satisfait (i)-

(iii), alors il existe un nombre �ou unique u ∈ E1 tel que [u]α = Aα pour tout α ∈ (0, 1]

et

[u]0 =
⋃

0<α≤1

Aα ⊂ [A]0

Théorème 2.4. ([24], p.19 ) Pour u, v, w, e ∈ E1 et λ ∈ R on a :

1. d(u+ w, v + w) = d(u, v),

2. d(λu, λv) = |λ|d(u, v),

3. d(u+ v, w + e) ≤ d(u,w) + d(w, e)

Di�érence de Hukuhara

Considérons l'espace X = R et on note P (X) l'ensemble des compacts non vides de R.

Soient A,B ⊆ R et k ∈ R, l'addition de Minkowski et la multiplication par un scalaire sont

dé�nies par

A+B = {a+ b|a ∈ A, b ∈ B}

et

kA = {ka|a ∈ A},
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il est bien connu que l'addition est associative, commutative et d'élément neutre {0}.

Si la multiplication par le scalaire k = −1, alors l'opposé de A est

−A = (−1)A = {−a|a ∈ A},

mais en général,

A+ (−A) 6= {0},

i.e. l'opposé de A n'est pas le symétrique de A pour l'addition de Minkowski (sauf si A = {a}

est un singleton).

Par exemple si A = [0, 1] alors (−1)A = [−1, 0], de plus

A+ (−A) = [0, 1] + [−1, 0] = [−1, 1].

La di�érence de Minkowski est

A−B = A+ (−1)B = {a− b|a ∈ A, b ∈ B}.

Une première conséquence de ce fait est que, en général, même s'il est vrai que

(A+ C = B + C)⇐⇒ A = B,

la simpli�cation par l'addition/soustraction n'est pas valide, i.e

(A+B)−B 6= A.

Pour résoudre cette situation, la di�érence de Hukuhara [39] a été introduite comme suit

A�B = C ⇐⇒ A = B + C

Une propriété importante de � est que

A� A = {0}, ∀A ∈ P (X)

et

(A+B) �B = A, ∀A,B ∈ P (X),
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La di�érence de Hukuhara est unique, mais elle n'existe pas toujours ( une condition

nécessaire pour que A�B existe est que A contient les translatés {c}+B de B avec c ∈ R.

En général,

A−B 6= A�B.

La di�érence de Hukuhara est également motivée par le problème d'inversion de l'addi-

tion : si x, y sont des nombres classiques, alors (x+ y)− y = x mais ceci n'est pas vrai si

x, y sont �ous.

D'après [19], si u et v sont des nombres �ous (n'est pas en général ensemble �ou), alors

(u+ v) � v = u i.e. la di�érence de Hukuhara inverse l'addition des nombres �ous.

Dé�nition 2.4. Soient u et v ∈ E1, la di�érence de Hukuhara entre u et v, si elle

existe, est un nombre �ou ω ∈ E1, tel que

u� v = ω ⇐⇒ u = v + ω

1) Si u� v existe, et alors cette di�érence est unique.

2) u� u = 0̃.

3) [u� v]α =
[
uα− − vα−, uα+ − vα+

]
avec [u]α = [uα−, u

α
+] et [v]α = [vα−, v

α
+].

Les conditions d'existence de u� v = w ∈ E1 sont

[w]α = [wα−, w
α
+] = [u]α � [v]α et

Si diam([u]α) ≥ diam([v]α) ∀ α ∈ [0, 1]

wα− = uα− − vα−

wα+ = uα+ − vα+

à condition que wα− est croissante par rapport à α, wα+ est décroissante par rapport à α, et

w
(1)
− ≤ w

(1)
+ .

où diam([u]α) = uα+ − uα− le diamètre de α-coupe de u (de même pour v).
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Proposition 2.1. [39] Soient u, v ∈ E1, deux nombres �ous avec [u]α et [v]α désignent

respectivement leurs α-coupes. La H-di�erence u� v ∈ E1 existe si et seulement si les

conditions suivantes sont satisfaites


diam([u]α) ≥ diam([v]α) ∀α ∈ [0, 1]

uα− − vα− ↗ par rapport à α,

uα+ − vα+ ↘ par rapport à α.

Cependant, cette di�érence n'est pas dé�nie pour des paires de nombres �ous, de sorte

que le support d'un nombre �ou a un diamètre plus grand que celui qui est soustrait, cela

suggère une généralisation de la di�érence de Hukuhara formulé par Luciano Stefanini [39].

Dé�nition 2.5. Soient u, v ∈ E1 deux nombres �ous, la di�érence de Hukuhara géné-

ralisée u	g v = w est un nombre �ou w si elle existe, tel que

u�g v = w ⇐⇒


(i)u = v ⊕ w

ou

(ii)v = u⊕ (−1)w

Dans le cas des intervalles fermés de R, la di�érence de Hukuhara généralisée toujours

existe, en e�et

Soient A = [a−, a+] et B = [b−, b+] deux intervalles,

[a−, a+] �g [b−, b+] = [c−, c+] ⇐⇒



(i)

a
− = b− + c−

a+ = b+ + c+

ou

(ii)

b
− = a− − c−

b+ = a+ − c+

Alors

[a−, a+] �g [b−, b+] = [c−, c+]
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toujours dé�nie par :

c− = min{a− − b−, a+ − b+} , c+ = max{a− − b−, a+ − b+} i.e

[a, b] �g [c, d] = [min{a− c, b− d},max{a− c, b− d}]

Dé�nition 2.6. F : [a, b]→ E1 est dite intégrablement bornée s'il existe une fonction

intégrable h : [a, b]→ R telle que :

|y| ≤ h(t) pour tout y ∈ Supp(F (t)), t ∈ [a, b].

Dé�nition 2.7. On dit que l'application F : [a, b] → E1 est fortement mesurable si

pour tout α ∈ [0, 1] l'application Fα : [a, b] → PK(R) dé�nie par Fα(t) = [F (t)]α est

(Lebesgue) mesurable.

Dé�nition 2.8. Soit F : E1 → E1 une application �oue et u ∈ E1, F est dite continue

en u si et seulement si :

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀v ∈ E1)
(
d
(
u, v
)
< δ
)
⇒ d

(
F (u), F (v)

)
< ε

Dé�nition 2.9. Soit F : [a, b]→ E1 une application à valeur �oue et t0 ∈ [a, b], F est

dite continue en t0 si et seulement si :

(∀ε > 0)(∃δ > 0)
(
∀t ∈ [a, b]tel que | t− t0 |< δ

)
⇒ d(F (t), F (t0)) < ε

Dé�nition 2.10. On dit que F est une fonction �oue continue sur [a, b] si et seulement

si elle est continue en tout point de [a, b].

Lemme 2.1. [19] Si F : [a, b]→ E1 est continue alors elle est fortement mesurable.

Lemme 2.2. [19] Soit F : [a, b]→ E1 une application fortement mesurable et on note

Fα(t) =
[
µα(t), µα(t)

]
pour α ∈ [0, 1]. Alors µα, µ

α sont mesurables.
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Dé�nition 2.11. Soit A = [a, b], on suppose que F : A→ E1 est intégrablement bornée

et fortement mesurable pour chaque α ∈ (0, 1] on écrit[∫
A

F (t)dt

]α
=

∫
A

[F (t)]α dt =

{∫
A

fdt|f : A→ R est une sélection mesurable de Fα

}
.

S'il existe u ∈ E1 tel que [u]α =
[ ∫

A
F (t)dt

]α
pour tout α ∈ (0, 1]. Alors F est dite

intégrable sur A, et on écrit u =
∫
A
F (t)dt ou u =

∫ b
a
F (t)dt.

Théorème 2.5. [19] Si F : [a, b] → E1 est une application fortement mesurable et

intégrablement bornée, alors F est intégrable.

Corollaire 2.1. [19] Si F : [a, b]→ E1 est continue, alors elle est intégrable.

Théorème 2.6. [19] Soit F : [a, b]→ E1 une application intégrable et c ∈ [a, b]. Alors∫ b

a

F =

∫ c

a

F ⊕
∫ b

c

F.

Corollaire 2.2. [19] Si F : [a, b] → E1 est continue, alors
∫ t
a
F est lipschitzienne sur

[a, b].

Théorème 2.7. [19] Soient F,G : [a, b] → E1 deux applications intégrables et λ ∈ R.

Alors

1.

∫
(F (t)⊕G(t))dt =

∫
F (t)⊕

∫
G(t),

2.

∫
(λF (t))dt = λ

∫
F (t)dt,

3. d
(
F (t), G(t)

)
est intégrable,

4. d
(∫

F (t)dt,

∫
G(t)dt

)
≤
∫
d
(
F (t), G(t)

)
dt.

Dé�nition 2.12. Une application F : [a, b] → E1 est dite di�érentiable en t0 ∈ (a, b)

s'il existe F ′(t0) ∈ E1 tel que les deux limites :

lim
∆t→0+

F (t0 + ∆t) � F (t0)

∆t
et lim

∆t→0+

F (t0) � F (t0 −∆t)

∆t

existent et qu'elles sont égales à F ′(t0), appelée dérivée au sens de Hukuhara de F en

t0. Ici, la limite est prise dans l'espace métrique (E1, d).
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Dé�nition 2.13. Soit F : [a, b] → E1 une application �oue. Soit P : [a, b] → E1 une

application di�érentiable en tout point t ∈ (a, b). P est dite primitive de F si sa dérivée

au sens de Hukuhara est égale à F i.e

∀ t ∈ (a, b) , P ′(t) = F (t).

Théorème 2.8. [19] Soit F : [a, b]→ E1 une application continue. Alors pour t ∈ [a, b]

l'intégrale G(t) =

∫ t

a

F est di�érentiable et G′(t) = F (t).

Théorème 2.9. [19] Soit F : [a, b] → E1 une application di�érentiable et on suppose

que la dérivée F ′ est intégrable sur [a, b]. Alors, pour chaque s ∈ [a, b], on a

F (s) = F (a)⊕
∫ s

a

F ′(t)dt.

Théorème 2.10. [19] Si F : [a, b]→ E1 une application di�érentiable.

On note Fα(t) = [F (t)]α = [λα(t), λα(t)]. Alors, λα(t) et λα(t) sont di�érentiables et

on a [F (t)′]α = [λ′α(t), λα′(t)].

Théorème 2.11. [19] Si F : [a, b]→ E1 est une application di�érentiable alors elle est

continue.

Théorème 2.12. [19] Si F,G : [a, b] → E1 sont des applications di�érentiables et

λ ∈ R alors (F ⊕G)′(t) = F ′(t)⊕G′(t) et (λF )′(t) = λF ′(t).

2.3 Etude d'équation di�érentielle à valeur dans E1

Nous considérons le problème à valeur initiale �oue suivant : x′(t) = f(t, x(t)) t ∈ T

x(t0) = x0 ∈ E1
(2.3.1)

où la fonction f : T × E1 −→ E1 est une fonction continue et T = [a, b] ⊂ R.
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Dé�nition 2.14. x : T → E1 est une solution du problème à valeur initiale (2.3.1), si

et seulement si elle est continue et satisfait l'équation intégrale

x(t) = x(t0)⊕
∫ t

t0

f(s, x(s))ds, pour tout t ∈ T.

Théorème 2.13. On suppose que f : T ×E1 −→ E1 une fonction continue et il existe

k > 0 tel que

d(f(t, x), f(t, y)) ≤ kd(x, y)

pour t ∈ T, x, y ∈ E1. Alors le problème à valeur initiale �oue (2.3.1) admet une

solution unique sur T.

Preuve. On note par C(T,E1) l'ensemble des applications continue dé�nie sur T à

valeur dans E1, avec T est un intervalle de R.

L'ensemble C(T,E1) est métrisable par la distance suivante :

H(ξ, ψ) = sup
t∈T

d(ξ(t), ψ(t))

pour ξ, ψ ∈ C(T,E1).

Comme (E1, d) est un espace métrique complet, alors une preuve standard s'applique

pour montrer également que
(
C(T,E1), H

)
est un espace métrique complet.

Maintenant, soit (t1, y) un élément arbitraire de T × E1 et η > 0 tel que ηk < 1.

Nous allons montrer que le problème à valeur initiale �oue suivant :

x′(t) = f(t, x(t)), x(t1) = y (2.3.2)

admet une solution unique sur l'intervalle I1 = [t1, t1 + η].

Pour ξ ∈ C(I1, E
1), on dé�nit Gξ sur I1 par l'équation suivante :

Gξ = y +

∫ t

t1

f(s, ξ(s)))ds.
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Ensuite, d'après le corollaire (2.2), Gξ ∈ C(I1, E
1).

De plus, d'après le théorème(2.7) et la condition de Lipschitz de f on a :

H(Gξ,Gψ) = sup
t∈T

d
(∫ t

t1

f(s, ξ(s))ds,

∫ t

t1

f(s, ψ(s))ds
)

≤
∫ t1+η

t1

d
(
f(s, ξ(s)), f(s, ψ(s))

)
ds

≤ k

∫ t1+η

t1

d
(
ξ(s), ψ(s)

)
ds

≤ ηkH(ξ, ψ).

pour tout ξ, ψ ∈ C(I1, E
1).

Par conséquent, d'après le principe de contraction de Banach, G admet un point �xe

unique, qui par le lemme (2.14) est la solution désirée au problème (2.3.2).

Par ailleurs, l'intervalle T s'exprime comme une union d'une famille �nie d'intervalles

Ik avec la longueur de chaque intervalle inférieur à η. Le paragraphe précédent garantit

l'existence d'une solution unique à (2.3.2) sur chaque intervalle Ik. Assemblant ces

solutions nous donne la solution unique du (2.3.1) sur tout l'intervalle T .
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Chapitre 3

Sous-ensembles �ous intuitionistiques

3.1 Introduction

Le concept des ensembles �ous intuitionistiques développé par Atanassov est un outil

puissant pour traiter le vague. Une caractéristique importante des ensembles �ous intuitio-

nistiques est qu'il attribue à chaque élément d'un degré d'appartenance et d'un degré de

non-appartenance, et ainsi, cette théorie constitue une extension de la théorie des ensembles

�ous de Zadeh, qui attribue à chaque élément seulement un degré d'appartenance.

3.2 Notations et notions fondamentales

Dé�nition 3.1. On dé�nit un sous-ensemble �ou intuitionistique A d'un univers X

par la donnée de deux fonctions

µA : X → [0, 1]

et

νA : X → [0, 1]

appelées respectivement fonction d'appartenance et fonction de non-appartenance de A,

qui véri�ent

0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X
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On peut représenter A sous la forme suivante :

A = {〈x, µA(x), νA(x)〉 , 0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, x ∈ X}

Pour chaque x ∈ X, πA(x) = 1− µA(x)− νA(x) est appelé l'indice d'incertitude.

On note IF(X) l'espace de sous-ensembles �oues intuitionistiques de X.

Remarque 3.1. Tout sous-ensemble �ou est un sous-ensemble �ou intuitionistique.

En e�et, on a

0 ≤ µA + νA = 1

dans ce cas, on peut représenter A comme un sous-ensemble �ou intuitionistique

A = {〈x, µA(x), 1− µA(x)〉 , x ∈ X}

3.2.1 Caractéristiques d'un ensemble �ou intuitionistique

Dé�nition 3.2. Soit A un sous-ensemble �ou intuitionistique d'un univers X.

- On appelle support de A noté S(A), (Supp(A)),ou A0 l'ensemble

S(A) = {x ∈ X|νA(x) < 1}.

- On appelle noyau de A noté N(A) l'ensemble

N(A) = {x ∈ X| µA(x) = 1 , νA(x) = 0}.

- On appelle Hauteur de A notée H(A) le réel

H(A) = sup{µA(x)| x ∈ X}.

3.2.2 Opérations sur les ensembles �ous intuitionistiques

Soient A = {〈x, µA(x), νA(x)〉 | x ∈ X} et B = {〈x, µB(x), νB(x)〉 | x ∈ X} deux

ensembles �ous intuitionistiques de X, alors :
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1. A ⊂ B ⇐⇒ (∀x ∈ X) (µA(x) ≤ µB(x) et νA(x) ≥ νB(x)).

2. A = B ⇐⇒ (∀x ∈ X) (A ⊂ B et B ⊂ A).

3. A = {〈x, νA(x), µA(x)〉 | x ∈ X} .

4. A ∩B = {〈x,min(µA(x), µB(x)),max(νA(x), νB(x))〉 | x ∈ X}.

5. A ∪B = {〈x,max(µA(x), µB(x)),min(νA(x), νB(x))〉 | x ∈ X}.

6. A+B = {〈x, µA(x) + µB(x)− µA(x) · µB(x), νA(x) · νB(x)〉 | x ∈ X}.

7. A ·B = {〈x, µA(x) · µB(x), νA(x) + νB(x)− νA(x) · νB(x)〉 | x ∈ X}.

3.3 Espace métrique �ou intuitionistique

3.3.1 Distance de Melliani et Chadli

Dans la section on a présenté quelques distances donnée dans le cas où X est discrèt.

Dans cette section on va présenter la distance construite par Les professeurs S.Melliani et

L.S.Chadli dans [9], en utilisant la norme euclidienne et l'approche fonctionnelle.

Soit X un univers. Considèrons l'application

dF :

F(X)× F(X) −→ R+

(A,B) −→ ‖µA − µB‖2

où

‖µA‖2 =

√∫
X

(µA(x))2 dx

Il est clair que

Lemme 3.1. dF dé�nie une distance sur F.

Maintenant soit

dIF :

IF(X)× IF(X) −→ R+

(A,B) −→
√
‖µA − µB‖2

2 + ‖νA − νB‖2
2 + ‖πA − πB‖2

2
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Théorème 3.1. dIF dé�nie une distance sur IF(X).

Preuve. Par l'inégalité de Minkowski

‖µA − µC‖2
2 ≤

(
‖µA − µB‖2 + ‖µB − µC‖2

)2

∀A,B,C ∈ IF(X)

puis par l'inégalité de Holder

‖µA − µC‖2
2 ≤ ‖µA − µB‖2

2 + ‖µB − µC‖2
2 ∀A,B,C ∈ IF(X)

de même

‖νA − νC‖2
2 ≤ ‖νA − νB‖2

2 + ‖νB − νC‖2
2 ∀A,B,C ∈ IF(X)

et

‖πA − πC‖2
2 ≤ ‖πA − πB‖2

2 + ‖πB − πC‖2
2 ∀A,B,C ∈ IF(X)

Ce qui montre l'inégalité triangulaire.

En utilisant le lemme 3.1, on obtient le résultat.

Exemple 1. Soient A et B deux sous-ensembles �ous intuitionistiques dé�nis par :

µA(x) =


x− 1 pour x ∈ [1, 2]

−x+ 3 pour x ∈ [2, 3]

0 ailleurs

νA(x) =


−1

2
x+ 1 pour x ∈ [0, 2]

1
2
x− 1 pour x ∈ [2, 4]

0, ailleurs

πA(x) =



1
2
x pour x ∈ [0, 1]

−1
2
x+ 1 pour x ∈ [0, 2]

1
2
x− 1 pour x ∈ [2, 3]

−1
2
x+ 2 pour x ∈ [3, 4]

0 ailleurs
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µB(x) =


x+ 3 pour x ∈ [−3,−2]

−x− 1 pour x ∈ [−2,−1]

0 ailleurs

νB(x) =


−1

2
x− 1 pour x ∈ [−4,−2]

1
2
x+ 1 pour x ∈ [−2, 0]

0 ailleurs

πB(x) =



1
2
x+ 2 pour x ∈ [−4,−3]

−1
2
x− 1 pour x ∈ [−3,−2]

1
2
x+ 1 pour x ∈ [−2,−1]

−1
2
x pour x ∈ [−1, 0]

0 ailleurs

Figure 3.1 �
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dIFS(A,B) =

∫ −1

−3

|µB(x)|2dx+

∫ 3

1

|µA(x)|2dx

+

∫ 0

−4

|νB(x)|2dx+

∫ 4

0

|νA(x)|2dx

+

∫ 4

0

|πA(x)|2dx+

∫ 0

−4

|πB(x)|2dx

=

√
49

12

3.3.2 Distance sur IF1

Dans cette section on va construire une nouvelle métrique sur l'espace des sous-ensembles

�ous intuitionistiques véri�ant certaines propriétés. Le travail sur IF1 permet de généraliser

le travail de Kaleva et Seikkala [17].

Généralités

Introduisons l'ensemble IF1 dé�ni comme suit :

IF1 = IF1(R) =
{
〈u, v〉 : R→ [0, 1]2 | 0 ≤ u+ v ≤ 1

}
Véri�ant les conditions suivantes :

1. 〈u, v〉 est normale i.e il existe x0, x1 ∈ R tel que u(x0) = 1 et v(x1) = 1.

2. 〈u, v〉 est convexe intuitionistique, i.e, u est convexe au sens �ou et v concave au sens

�ou.

Autrement dit ∀x, y ∈ R et ∀t ∈ [0, 1]

u(tx+ (1− t)y) ≥ min (u(x), u(y))

v(tx+ (1− t)y) ≤ max (v(x), v(y))

3. u est semi-continue supérieurement et v est semi-continue inférieurement.

4. Supp(〈u, v〉) = cl({x ∈ R : v(x) < 1}) est borné.

Chaque élément de IF1 est un nombre �ou intuitionistique.
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Remarque 3.2. Lorsque u + v = 1, on trouve les mêmes propriétés de la dé�nition

d'un élément de E1.

Dé�nition 3.3. Un nombre �ou intuitionistique triangulaire (TIFN) A est un ensemble

�ou intuitionistique de R dont la fonction d'appartenance est µA et la fonction de non

appartenance est νA :

µA(x) =


x− a1

a2 − a1

si a1 ≤ x ≤ a2

a3 − x
a3 − a2

si a2 ≤ x ≤ a3,

0 ailleurs.

νA(x) =


a2 − x
a2 − a′1

si a′1 ≤ x ≤ a2

x− a2

a′3 − a2

si a2 ≤ x ≤ a′3,

1 ailleurs.

où a′1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a′3 et µA(x) , νA(x) ≤ 0.5 pour µA(x) = νA(x) ,∀x ∈ R

ce nombre est noté

ATIFN = 〈a1, a2, a3; a′1, a2, a
′
3〉
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Figure 3.2 � Nombre �ou intuitionistique triangulaire

Dé�nition 3.4. Un nombre �ou intuitionistique trapézoïdal (TRIFN) A est un en-

semble �ou intuitionistique de R avec la fonction d'appartenance est µA et la fonction

de non-appartenance est νA :

µA(x) =



x− a1

a2 − a1

si a1 ≤ x ≤ a2

1 si a2 ≤ x ≤ a3

a4 − x
a4 − a3

si a3 ≤ x ≤ a4,

0 sinon.

νA(x) =



a2 − x
a2 − a

′
1

si a
′

1 ≤ x ≤ a2

0 si a2 ≤ x ≤ a3

x− a3

a
′
4 − a3

si a3 ≤ x ≤ a
′

4,

1 sinon.

Avec a
′
1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4 ≤ a

′
4.

Ce nombre �ou intuitionistique trapézoidal est noté par

ATRIFN =
〈
a1, a2, a3, a4; a

′

1, a2, a3, a
′

4

〉
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Figure 3.3 � Nombre �ou intuitionistique trapézoïdal

Dé�nition 3.5. On dé�nit l'élément neutre pour l'addition comme suit :

0〈1,0〉(t) =

〈1, 0〉 si t = 0

〈0, 1〉 si 6= 0

Dé�nition 3.6. Pour α ∈ [0, 1] et 〈u, v〉 ∈ IF1, on dé�nit les coupes supérieures et

inférieures de 〈u, v〉 comme suit :[
〈u, v〉

]α
=
{
x ∈ R : v(x) ≤ 1− α

}
et [

〈u, v〉
]
α

=
{
x ∈ R : u(x) ≥ α

}
On note [

〈u, v〉
]+

l
(α) = inf{x ∈ R | u(x) ≥ α},[

〈u, v〉
]+

r
(α) = sup{x ∈ R | u(x) ≥ α},[

〈u, v〉
]−
l

(α) = inf{x ∈ R | v(x) ≤ 1− α},[
〈u, v〉

]−
r

(α) = sup{x ∈ R | v(x) ≤ 1− α}
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Remarque 3.3.

1. Les α-coupes supérieures et inférieures d'un nombre �ou intuitionistique sont des

intervalles fermé de R c-à-d

[
〈u, v〉

]
α

=

[[
〈u, v〉

]+

l
(α),

[
〈u, v〉

]+

r
(α)

]
,[

〈u, v〉
]α

=

[[
〈u, v〉

]−
l

(α),
[
〈u, v〉

]−
r

(α)

]

2. On peut considérer [〈u, v〉]α comme [u]α et [〈u, v〉]α comme [1 − v]α dans le cas

�oue.

D'après les propriétés véri�ant par un élément de IF1, on a

Proposition 3.1. Pour tout 〈u, v〉 , 〈u′, v′〉 ∈ IF1, on a

〈u, v〉 = 〈u′, v′〉 ⇐⇒

[〈u, v〉]α = [〈u′, v′〉]α

[〈u, v〉]α = [〈u′, v′〉]α
,∀α ∈ [0, 1]

Dans l'espace IF1, on dé�nit l'addition et la multiplication par un scalaire par :

〈u, v〉 ⊕ 〈u′, v′〉 = 〈u ∨ u′, v ∧ v′〉 ,∀ 〈u, v〉 , 〈u′, v′〉 ∈ IF1

avec

(u ∨ u′)(z) = sup
z=x+y

min (u(x), u′(y))

(v ∧ v′)(z) = inf
z=x+y

max (v(x), v′(y))

λ 〈u, v〉 = 〈λu, λv〉 , ∀λ ∈ R, ∀ 〈u, v〉 , 〈u′, v′〉 ∈ IF1
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souvent on note + à la place de ⊕.

Par l'extension de Zadeh on a[
〈u, v〉 ⊕ 〈u′, v′〉

]α
=

[
〈u, v〉

]α
+
[
〈u′, v′〉

]α
,[

λ 〈u, v〉
]α

= λ
[
〈u, v〉

]α
(3.3.1)

[
〈u, v〉 ⊕ 〈u′, v′〉

]
α

=
[
〈u, v〉

]
α

+
[
〈u′, v′〉

]
α
,[

λ 〈u, v〉
]
α

= λ
[
〈u, v〉

]
α

(3.3.2)

Proposition 3.2. Pour tout α, β ∈ [0, 1] et 〈u, v〉 ∈ IF1

(i)
[
〈u, v〉

]
α
⊆
[
〈u, v〉

]α
(ii)

[
〈u, v〉

]
α
et
[
〈u, v〉

]α
sont des ensembles convexes compacts non vides de R

(iii) si α ≤ β alors
[
〈u, v〉

]
β
⊆
[
〈u, v〉

]
α
et
[
〈u, v〉

]β
⊆
[
〈u, v〉

]α
(iv) Si αn ↗ α alors

[
〈u, v〉

]
α

=
⋂
n

[
〈u, v〉

]
αn

et
[
〈u, v〉

]α
=
⋂
n

[
〈u, v〉

]αn
Soit α ∈ [0, 1] on note par

Mα = {x ∈ R : u(x) ≥ α} et Mα = {x ∈ R : v(x) ≤ 1− α}

Lemme 3.2. [30] Soit
{
Mα, α ∈ [0, 1]

}
et
{
Mα, α ∈ [0, 1]

}
deux familles de sous-

ensembles de R satisfont(i)�(iv) dans la proposition 3.2, si u et v dé�nit par

u(x) =

0 si x /∈M0

sup {α ∈ [0, 1] : x ∈Mα} si x ∈M0

v(x) =

1 si x /∈M0

1− sup {α ∈ [0, 1] : x ∈Mα} si x ∈M0

Alors il existe 〈u, v〉 ∈ IF1 tel que

[〈u, v〉]α = Mα et [〈u, v〉]α = Mα
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Métrique sur IF1

Commençons par un lemme utilisable dans ce qui suit

Lemme 3.3. Soient 〈u, v〉 , 〈u′, v′〉 ∈ IF1.

Si I est une partie dense dans [0, 1], alors si [〈u, v〉]α = [〈u′, v′〉]α et [〈u, v〉]α = [〈u′, v′〉]α,

pour tout α ∈ I, alors 〈u, v〉 = 〈u′, v′〉.

Preuve. Soit α ∈ [0, 1], puisque I est dense dans [0, 1], il existe (αi)i croissante dans

I, tend vers α, mais

[〈u, v〉]α =
⋂
i

[〈u, v〉]αi =
⋂
i

[〈u′, v′〉]αi = [〈u′, v′〉]α

et

[〈u, v〉]α =
⋂
i

[〈u, v〉]αi =
⋂
i

[〈u′, v′〉]αi = [〈u′, v′〉]α

Maintenant, soient 〈u, v〉 , 〈u′, v′〉 ∈ IF1, et p ∈ [1,∞]

Considérons l'application

dp

(
〈u, v〉 , 〈z, w〉

)
=

(
1

4

∫ 1

0

∣∣∣[ 〈u, v〉 ]+

r
(α)−

[
〈z, w〉

]+

r
(α)
∣∣∣pdα

+
1

4

∫ 1

0

∣∣∣[ 〈u, v〉 ]+

l
(α)−

[
〈z, w〉

]+

l
(α)
∣∣∣pdα

+
1

4

∫ 1

0

∣∣∣[ 〈u, v〉 ]−
r
(α)−

[
〈z, w〉

]−
r
(α)
∣∣∣pdα

+
1

4

∫ 1

0

∣∣∣[ 〈u, v〉 ]−
l
(α)−

[
〈z, w〉

]−
l
(α)
∣∣∣pdα) 1

p

Si p ∈ [1,∞[,

et

d∞

(
〈u, v〉 , 〈z, w〉

)
=

1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[ 〈u, v〉 ]+

r
(α)−

[
〈z, w〉

]+

r
(α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[ 〈u, v〉 ]+

l
(α)−

[
〈z, w〉

]+

l
(α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[ 〈u, v〉 ]−
r

(α)−
[
〈z, w〉

]−
r

(α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[ 〈u, v〉 ]−
l

(α)−
[
〈z, w〉

]−
l

(α)
∣∣∣

Si p =∞.
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Lemme 3.4. Pour tout p ∈ [1,∞], l'application dp est bien dé�nie.

Preuve. Le point essentiel de la démonstration est que [〈u, v〉]α et [〈u, v〉]α sont des

fonctions mesurables. Pour cela soit α0 < α1 < ... < αi < .. une suite d'éléments de

[0, 1], telle que αi −→ α ∈ [0, 1], d'où [〈u, v〉]α =
⋂
i [〈u, v〉]αi et [〈u, v〉]α =

⋂
i [〈u, v〉]αi,

ce qui montre bien la mésurabilité de ces deux fonctions.

Théorème 3.2. Pour tout p ∈ [1,∞], (IF1, dp) est un espace métrique.

Preuve. La symétrie et la transitivité sont des conséquences de celles de la distance de

Hausdor� et quelques propriétés de l'intégrale.

Il reste à démontrer que dp (〈u, v〉 , 〈u′, v′〉) = 0, alors 〈u, v〉 = 〈u′, v′〉.

Alors, si dp (〈u, v〉 , 〈u′, v′〉) = 0, pour p 6= ∞, il vient que [〈u, v〉]α = [〈u′, v′〉]α et

[〈u, v〉]α = [〈u′, v′〉]α, presque partout, la densité de la partie où cette égalité est réalisée,

montre l'égalité partout.

L'égalité assez claire dans le cas de p =∞.

Exemple 2.

u(x) =



x−a1
a2−a1 si a1 ≤ x ≤ a2

1 si a2 ≤ x ≤ a3

a4−x
a4−a3 si a3 ≤ x ≤ a4

0 ailleurs

et

v(x) =



a2−x
a2−a′1

si a′1 ≤ x ≤ a2

0 si a2 ≤ x ≤ a3

x−a3
a′4−a3

si a3 ≤ x ≤ a′4

1 ailleurs

(3.3.3)

Les coupes supérieures et inférieures du 〈u, v〉 = 〈a1, a2, a3; a′1, a2, a
′
3〉 sont données

par les formules suivantes

[
〈u, v〉

]
α

=
[
a1 + α(a2 − a1), a3 − α(a3 − a2)

]
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[
〈u, v〉

]α
=
[
a′1 + α(a2 − a′1), a′3 − α(a′3 − a2)

]

u(x) =



x−b1
b2−b1 si a1 ≤ x ≤ a2

1 si a2 ≤ x ≤ a3

b4−x
b4−b3 si b3 ≤ x ≤ a4

0 ailleurs

et

v(x) =



b2−x
b2−b′1

si b′1 ≤ x ≤ a2

0 si b2 ≤ x ≤ b3

x−b3
b′4−b3

si b3 ≤ x ≤ b′4

1 ailleurs

Les coupes supérieures et inférieures du 〈u′, v′〉 = 〈b1, b2, b3; b′1, b2, b
′
3〉 sont données par

les formules suivantes :

[
〈u′, v′〉

]
α

=
[
b1 + α(b2 − b1), b3 − α(b3 − b2)

]
[
〈u′, v′〉

]α
=
[
b2 − (1− α)(b2 − b′1), b2 + (1− α)(b′3 − b2)

]
Pour a1 = −1, a2 = 0, a3 = 1, a′1 = −2, a2 = 0, a′3 = 2, b1 = 0, b2 = 1, b3 = 2 et

b′1 = 1, b2 = 1, b′3 = 4, on obtient, si p ∈ [1,∞)

dp (〈u, v〉, 〈u′, v′〉) =

(
1 +

2× 5p+1 − 2× 4p+1 + 3p+2 − 3

2(p+ 1)

) 1
p

et

d∞ (〈u, v〉, 〈u′, v′〉) =
5

2

Topologie induite

Dé�nition 3.7. Soit 〈u, v〉 ∈ IF1 et r > 0. On appelle boule ouverte de centre 〈u, v〉 et

de rayon r, l'ensemble noté B(〈u, v〉, r), des éléments 〈u′, v′〉 ∈ IF1, tels que

dp (〈u, v〉, 〈u′, v′〉) < r. Si dp (〈u, v〉, 〈u′, v′〉) ≤ r, il s'agit d'une boule fermée.
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Dé�nition 3.8. Une suite (〈un, vn〉)n d'éléments de IF1, est dite convergente vers

〈u, v〉 ∈ IF1, si

lim
n→∞

dp (〈u, v〉, 〈un, vn〉) = 0

Dé�nition 3.9. Une suite (〈un, vn〉)n d'éléments de IF1, est dite de Cauchy, si

lim
n,m→∞

dp (〈um, vm〉, 〈un, vn〉) = 0

Théorème 3.3. Pour tout p ∈ [1,∞], (IF1, dp) est un espace métrique complet.

Preuve. Pour montrer la complétude, soient, ε > 0 et (〈un, vn〉)n, une suite de Cauchy

dans IF1.

� (i) Cas p =∞, on a

sup
α∈(0,1]

∣∣[〈un, vn〉]+l (α)− [〈u′m, v′m〉]+l (α)
∣∣ ≤ ε

et

sup
α∈(0,1]

∣∣[〈un, vn〉]+r (α)− [〈u′m, v′m〉]+r (α)
∣∣ ≤ ε

dès que n,m assez grands. La complétude de R, assure que [〈un, vn〉]+l (α) −→

φl(α) et [〈un, vn〉]+r (α) −→ φr(α) et par application du lemme 3.2, on a ([φl(α), φr(α)])α∈(0,1],

dé�nie un nombre �ou, de même
(
[φl(α), φr(α)]

)
α∈(0,1]

, dé�nie un nombre �ou,

où φl(α) = lim
n→∞

[〈un, vn〉]−l (α) et φr(α) = lim
n→∞

[〈un, vn〉]−r (α).

D'autre part ce qui précede, montre que
{

([φl(α), φr(α)]) ,
(
[φl(α), φr(α)]

)
, α ∈ [0, 1]

}
,

dé�nie un élément de IF1.

� (ii) Cas p 6=∞, dans ce cas∫ 1

0

∣∣[〈un, vn〉]+l (α)− [〈u′m, v′m〉]+l (α)
∣∣p dα ≤ ε

et ∫ 1

0

∣∣[〈un, vn〉]+r (α)− [〈u′m, v′m〉]+r (α)
∣∣p dα ≤ ε

Par théorème de Frechet-Reisz dans voir [7], page 94.

[〈un, vn〉]+l (α) −→ φl(α)

47



et

[〈un, vn〉]+r (α) −→ φr(α)

dans Lp((0, 1]).

Et il existe une sous-suite (〈unk , vnk〉)k telle que

[〈unk , vnk〉]+l (α) −→ φl(α)

et

[〈unk , vnk〉]+r (α) −→ φr(α)

presque partout.

Par application du lemme3.2 et lemme 3.3.4, il existe 〈u, v〉 ∈ IF1 tel que

[〈u, v〉]α = [φ−l (α), φ−r (α)]

et

[〈u, v〉]α = [φ+
l (α), φ+

r (α)]

3.3.3 Di�érence de Hukuhara

Dé�nition 3.10. [32] Soient 〈u, v〉 et 〈u′, v′〉 ∈ IF1, la di�érence de Hukuhara entre

〈u, v〉 et 〈u′, v′〉 est le nombre 〈z, w〉 (s'il existe) ∈ IF1, tel que

〈u, v〉� 〈u′, v′〉 = 〈z, w〉 ⇐⇒ 〈u, v〉 = 〈u′, v′〉 ⊕ 〈z, w〉

Les conditions d'existence de la di�érence 〈u, v〉� 〈z, w〉 = 〈k, l〉 sont

1.
[
〈k, l〉

]
α

=
[
〈u, v〉

]
α
�
[
〈z, w〉

]
α
et

Si diam
([
〈u, v〉

]
α

)
≥ diam

([
〈z, w〉

]
α

)
pour tout α ∈ [0, 1][

〈k, l〉
]+

l
(α) =

[
〈u, v〉

]+

l
(α)−

[
〈z, w〉

]+

l
(α)[

〈k, l〉
]+

r
(α) =

[
〈u, v〉

]+

r
(α)−

[
〈z, w〉

]+

r
(α)

(3.3.4)

à condition que
[
〈k, l〉

]+

l
(α) est croissante par rapport à α,

[
〈k, l〉

]+

r
(α) est

décroissante par rapport à α et
[
〈k, l〉

]+

l
(1) ≤

[
〈k, l〉

]+

r
(1).
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2.
[
〈k, l〉

]α
=
[
〈u, v〉

]α
�
[
〈z, w〉

]α
et

Si diam
([
〈u, v〉

]α)
≥ diam

([
〈z, w〉

]α)
pour tout α ∈ [0, 1][

〈k, l〉
]−
l

(α) =
[
〈u, v〉

]−
l

(α)−
[
〈z, w〉

]−
l

(α)[
〈k, l〉

]−
r

(α) =
[
〈u, v〉

]−
r

(α)−
[
〈z, w〉

]−
r

(α)

(3.3.5)

à condition que
[
〈k, l〉

]−
l

(α) est croissante par rapport à α,
[
〈k, l〉

]−
r

(α) est

décroissante par rapport à α et
[
〈k, l〉

]−
l

(1) ≤
[
〈k, l〉

]−
r

(1).

Exemple 3. Soient A = (3, 5, 7.5; 1.5, 5, 8) B = (2, 3, 4; 1, 3, 4)

[A]α = [3 + 2α; 7.5− 2.5α] [B]α = [2 + α; 4− α]

[A]α = [1.5 + 3.5α; 8− 3α] [B]α = [1 + 2α; 4− α]

diam([A]α) = 4.5(1− α) ≥ diam([B]α) = 2(1− α)

diam([A]α) = 6.5(1− α) ≥ diam([B]α) = 3(1− α)

[C]α = [1 + α; 3.5− 1.5α]

[C]α = [0.5 + 1.5α; 4− 2α]

les conditions (3.3.4) et (3.3.5) sont satisfaites alors A�B = C

Théorème 3.4. Soient 〈u, v〉 , 〈z, w〉 ∈ IF1 deux NFI avec les α coupes sont don-

nées respectivement par
[
〈u, v〉

]
α
,
[
〈u, v〉

]α
et
[
〈z, w〉

]
α
,
[
〈z, w〉

]α
la H-di�erence

〈u, v〉� 〈z, w〉 ∈ IF1 existe si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a)


diam

([
〈u, v〉

]
α

)
≥ diam

([
〈z, w〉

]
α

)
∀ α ∈ [0, 1][

〈u, v〉
]+

l
(α)−

[
〈z, w〉

]+

l
(α) est croissante par rapport à α[

〈u, v〉
]+

r
(α)−

[
〈z, w〉

]+

r
(α) est décroissante par rapport à α

et
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(b)


diam

([
〈u, v〉

]α)
≥ diam

([
〈z, w〉

]α)
∀ α ∈ [0, 1][

〈u, v〉
]−
l

(α)−
[
〈z, w〉

]−
l

(α) est croissante par rapport à α[
〈u, v〉

]−
r

(α)−
[
〈z, w〉

]−
r

(α) est décroissante par rapport à α

Preuve. On suppose que (a) et (b) sont satisfaites, alors


diam

([
〈u, v〉

]
α

)
≥ diam

([
〈z, w〉

]
α

)
∀ α ∈ [0, 1][

〈u, v〉
]+

l
(α)−

[
〈z, w〉

]+

l
(α) ↗[

〈u, v〉
]+

r
(α)−

[
〈z, w〉

]+

r
(α) ↘

avec

[
〈u, v〉

]
α

=

[[
〈u, v〉

]+

l
(α),

[
〈u, v〉

]+

r
(α)

]
[
〈z, w〉

]
α

=

[[
〈z, w〉

]+

l
(α),

[
〈z, w〉

]+

r
(α)

]

d'après Proposition 1.3.1., on en déduit que
[
〈u, v〉

]
α
�
[
〈z, w〉

]
α
existe dans E1.

D'autre part, on a
diam

([
〈u, v〉

]α)
≥ diam

([
〈z, w〉

]α)
∀ α ∈ [0, 1][

〈u, v〉
]−
l

(α)−
[
〈z, w〉

]−
l

(α) ↗[
〈u, v〉

]−
r

(α)−
[
〈z, w〉

]−
r

(α) ↘

avec

[
〈u, v〉

]α
=

[[
〈u, v〉

]−
l

(α),
[
〈u, v〉

]−
r

(α)

]
[
〈z, w〉

]α
=

[[
〈z, w〉

]−
l

(α),
[
〈z, w〉

]−
r

(α)

]
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d'après Proposition 1.3.1., on en déduit que
[
〈z, w〉

]α
�
[
〈u, v〉

]α
existe dans E1.

De plus, les conditions (3.3.4) et (3.3.5) sont satisfaites alors 〈u, v〉�〈z, w〉 ∈ IF1 existe.

Proposition 3.3. Si la di�érence de Hukuhara existe, alors elle est unique.

3.4 Équation di�érentielle �oue intuitionistique

3.4.1 Introduction

Dans cette section, on s'intéresse à la résolution des équations di�érentielles �oues intui-

tionistiques qui ne sont qu'une généralisation des équations di�érentielles �oues formulées

par Kalva([19]). Et pour atteindre cet objectif, on se base essentiellement sur les deux

travaux [30] et [32], dans lesquels la distance dp, p ≥ 1 dé�nie sur IF1 a une grande

importance dans la déduction des résultats importants concernant la complétude de l'espace

métrique �ou intuitionistique (IF1, dp). Ainsi on introduit quelques notions d'analyse comme

la continuité, la di�érentiabilité, la mesurabilité et l'intégrabilité des fonctions à valeur �oue

intuitionistique et de réaliser quelques propriétés concernant ces notions. Alors, tous ces

concepts nous donnent des hypothèses adéquates pour prouver l'existence et l'unicité de

la solution de l'équation di�érentielle �oue intuitionistique x′(t) = f(t, x(t)) x(t0) = x0.

Finalement, on va proposer une procédure pour la résolution des équations di�érentielles

�oues intuitionistiques par la méthode des α-coupes.

3.4.2 Préliminaires

Dé�nition 3.11. Soit F : IF1 → IF1 une application �oue intuitionistique et 〈u, v〉 ∈

IF1. F est dite continue en 〈u, v〉 si et seulement si :

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀ 〈z, w〉 ∈ IF1)
(
d∞

(
〈u, v〉 , 〈z, w〉

)
< δ
)
⇒ d∞

(
F (〈u, v〉), F (〈z, w〉)

)
< ε
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Dé�nition 3.12. Soit F : [a, b]→ IF1 une application à valeur �oue intuitionistique et

t0 ∈ [a, b]. F est dite continue en t0 si et seulement si :

(∀ε > 0)(∃δ > 0)
(
∀t ∈ [a, b]tel que | t− t0 |< δ

)
⇒ d∞(F (t), F (t0)) < ε

Dé�nition 3.13. On dit que F est une fonction �oue intuitionistique continue sur

[a, b] si et seulement si elle est continue en tout point de [a, b].

Dé�nition 3.14. Une application F : [a, b] → IF1 est dite di�érentiable en t0 ∈ (a, b)

s'il existe F ′(t0) ∈ IF1 tel que les deux limites :

lim
∆t→0+

F (t0 + ∆t) � F (t0)

∆t
et lim

∆t→0+

F (t0) � F (t0 −∆t)

∆t

existent et qu'elles sont égales à F ′(t0), appelée dérivée au sens de Hukuhara de F en

t0. Ici, la limite est prise dans l'espace métrique (IF1, d∞).

Dé�nition 3.15. Soit F : [a, b]→ IF1 application �oue intuitionistique.

Soit P : [a, b] → IF1 une application di�érentiable en tout point t ∈ (a, b). P est dite

primitive de F si sa dérivée au sens de Hukuhara est égale à F i.e

∀ t ∈ (a, b) , P ′(t) = F (t).

Théorème 3.5. Soit F : [a, b]→ IF1 une application di�érentiable.

On note

Fα(t) = [F (t)]α = [λα(t), λα(t)],

Fα(t) = [F (t)]α = [µα(t), µα(t)].

Alors, λα(t), λα(t), µα(t) et µα(t) sont di�érentiables et on a

[F (t)′]α = [λ′α(t), λα′(t)]

et

[F (t)′]α = [µ′α(t), µα′(t)].
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Preuve. Montrons que l'application Fα est di�érentiable.

On a

[F (t+ h) � F (t)]α = [λα(t+ h)− λα(t), λα(t+ h)− λα(t)],

et

[F (t) � F (t− h)]α = [λα(t)− λα(t− h), λα(t)− λα(t− h)].

En divisant par h et passant à la limite, alors λα(t), λα(t) sont di�érentiables.

De la même façon on montre que µα(t) et µα(t) sont di�érentiables.

Proposition 3.4. Soient F : [a, b]→ IF1 et G : [a, b]→ IF1 deux applications

di�érentiables. Si F et G sont les deux primitives de la même application et il existe

F (t) �G(t) pour tout t ∈ (a, b), alors F (t) = G(t)⊕ C, avec C ∈ IF1 une constante.

Preuve. Soit F (t) = G(t)⊕ C(t), en dérivant les deux côtés, nous avons que

F ′(t) = G′(t) ⊕ C ′(t), donc C ′(t) = 0〈1,0〉 pour chaque t ∈ (a, b) ce qui implique que C

est une constante.

Théorème 3.6. Si F : [a, b]→ IF1 est di�érentiable, alors elle est continue.

Preuve. Soit t, t+ h ∈ [a, b] avec h > 0.

On a

d∞
(
F (t+ h), F (t)) = d∞

(
F (t+ h) � F (t), 0〈1,0〉

)

≤ hd∞

(F (t+ h) � F (t)

h
, F ′(t)) + hd∞(F ′(t), 0〈1,0〉)

)
où h est assez petit de telle sorte que la H-di�érence F (t+ h) � F (t) existe.

Lorsque h→ 0 le terme du côté droit tend vers 0〈1,0〉 donc F est continue à droite.

De la même manière on montre que F est continue à gauche.

Dé�nition 3.16. F : [a, b]→ IF1 est dite intégrablement bornée s'il existe une fonction

intégrable h : [a, b]→ R telle que

| y |≤ h(t) pour tout y ∈ Supp(F (t)), t ∈ [a, b].

53



Dé�nition 3.17. On dit que l'application F : [a, b] → IF1 est fortement mesurable si

pour tout α ∈ [0, 1], les applications Fα : [a, b] → Pk(R) dé�nie par Fα(t) = [F (t)]α et

Fα : [a, b] → Pk(R) dé�nie par Fα(t) = [F (t)]α sont (Lebesgue) mesurables, où PK(R)

est muni de la topologie issue de la métrique de Hausdor� dH .

Lemme 3.5. Si F : [a, b]→ IF1 est continue, alors elle est fortement mesurable.

Preuve. Soient ε > 0 et t0 ∈ [a, b], par la continuité de F il existe un δ > 0 tel que

d∞(F (t), F (t0)) < ε quand | t− t0 |< δ

on a d∞(F (t), F (t0)) < ε donc∣∣[(F (t))]+r (α)− [F (t0)]+r (α)
∣∣ < ε et

∣∣[F (t)]+l (α)− [F (t0)]+l (α)
∣∣ < ε

Par suite

max
{∣∣[(F (t))]+r (α)−[F (t0)]+r (α)

∣∣; ∣∣[F (t)]+l (α)−[F (t0)]+l (α)
∣∣} = dH

(
Fα(t), Fα(t0)

)
< ε

quand | t − t0 |< δ. Par conséquent Fα est continue par rapport à la métrique de

Hausdor�. D'où F−1
α (U) est ouvert, pour chaque ouvert U de Pk(R).

De la même manière, on montre que Fα est mesurable.

Lemme 3.6. Soit F : [a, b] → IF1 une application fortement mesurable et on note

Fα(t) =
[
λα(t), λα(t)

]
, Fα(t) =

[
µα(t), µα(t)

]
pour α ∈ [0, 1]. Alors λα, λ

α, µα, µ
α sont

mesurables.

Preuve. Soit α ∈ [0, 1] �xé, donc Fα et Fα sont des applications mesurables et à valeur

dans un ensemble fermé.

Par conséquent, Fα a une représentation de Castaing ([8])i.e., il existe une séquence gαk

des sélections mesurables telles que pour tout t ∈ [a, b],

Fα(t) = {gαk , |k = 1, 2, ...}

Mais à partir de la dé�nition de Fα(t), il en résulte que λα = inf gαk et λα = sup gαk .

De la même manière, on montre que µα et µα sont mesurables, ce qui prouve le lemme.
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Dé�nition 3.18. Soit A = [a, b], on suppose que F : A→ IF1 est intégralement bornée

et fortement mesurable pour chaque α ∈ (0, 1], on écrit[∫
A

F (t)dt

]
α

=

∫
A

[F (t)]α dt =

{∫
A

fdt|f : A→ R est une sélection mesurable de Fα

}
.

[∫
A

F (t)dt

]α
=

∫
A

[F (t)]α dt =

{∫
A

fdt|f : A→ R est une sélection mesurable de Fα

}
.

S'il existe 〈u, v〉 ∈ IF1 tel que
[
〈u, v〉

]α
=
[ ∫

A
F (t)dt

]α
et
[
〈u, v〉

]
α

=
[ ∫

A
F (t)dt

]
α

pour tout α ∈ (0, 1]. Alors F est dite intégrable sur A, et on écrit

〈u, v〉 =
∫
A
F (t)dt ou 〈u, v〉 =

∫ b
a
F (t)dt.

Remarque 3.4. � Si F (t) = 〈ut, vt〉 est intégrable, alors
∫
〈ut, vt〉 =

〈∫
ut,
∫
vt
〉
,

� Si F : [a, b]→ IF1 est intégrable alors en vue du lemme (3.6)
∫
F est obtenue en

intégrant les α-coupes :

[∫
F

]
α

=

[∫
λα,

∫
λα
]

et

[∫
F

]α
=

[∫
µα,

∫
µα
]
, α ∈ [0, 1]

Fα(t) = [F (t)]α =
[
λα(t), λα(t)

]
, Fα(t) = [F (t)]α =

[
µα(t), µα(t)

]
pour tout

α ∈ [0, 1].

Théorème 3.7. Si F : [a, b]→ IF1 est une application fortement mesurable et

intégralement bornée, alors F est intégrable.

Preuve. On note Mα =
∫
Fα et Mα =

∫
Fα, comme F est fortement mesurable et

intégralement bornée, alors d'après [6], il existe deux nombres �ous u et 1− v tel que

Mα = {x ∈ R : u(x) ≥ α} et Mα = {x ∈ R : 1− v(x) ≥ α}

Par conséquent, les propriétés (i)-(iii) du lemme (3.2) sont véri�ées.

De plus, comme Fα ⊂ Fα ⇒
∫
Fα ⊂

∫
Fα pour tout α ∈ [0, 1], par le lemme (3.2), il

existe unique 〈u, v〉 ∈ IF1 tel que
[
〈u, v〉

]α
=
∫
Fα et

[
〈u, v〉

]
α

=
∫
Fα, qui complète

la preuve.

Corollaire 3.1. Si F : [a, b]→ IF1 est continue, alors elle est intégrable.
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Preuve. On a F est continue, donc F est fortement mesurable.

Comme Supp(F ) est continue, Supp(F (t)) ∈ Pk(R) pour tout t ∈ [a, b] et [a, b] est

compact, alors
⋃

t∈[a,b]

Supp(F (t)) est compact. Par suite, F est intégralement bornée, qui

complète la preuve.

Théorème 3.8. Soit F : [a, b]→ IF1 une application intégrable et c ∈ [a, b]. Alors,∫ b

a

F =

∫ c

a

F ⊕
∫ b

c

F.

Preuve. Soient α ∈ [0, 1] et f est une sélection mesurable de Fα.

Comme
∫ b
a
f =

∫ c
a
f +

∫ b
c
f , alors on obtient

[∫ b

a

F

]
α

⊂
[∫ c

a

F

]
α

+

[∫ b

c

F

]
α

.

D'autre part, on pose z =
∫ c
a
g1 +

∫ b
c
g2 où g1 sélection mesurable de Fα sur [a, c] et g2

sélection mesurable de Fα sur [c, b]. alors f dé�ni par

f(t) =

 g1(t) if t ∈ [a, c]

g2(t) if t ∈ [c, b].

est une sélection mesurable de Fα sur [a, b] et
∫ b
a
f =

∫ c
a
g1 +

∫ b
c
g2 = z Par conséquent,[∫ c

a

F

]
α

+

[∫ b

c

F

]
α

⊂
[∫ b

a

F

]
α

.

De la même manière on montre que[∫ c

a

F

]α
+

[∫ b

c

F

]α
=

[∫ b

a

F

]α
.

Théorème 3.9. Soient F,G : [a, b]→ IF1 deux applications intégrables et λ ∈ R. Alors

1.

∫
(F (t)⊕G(t))dt =

∫
F (t)⊕

∫
G(t),

2.

∫
(λF (t))dt = λ

∫
F (t)dt,

3. d∞

(
F (t), G(t)

)
est intégrable,

4. d∞

(∫
F (t)dt,

∫
G(t)dt

)
≤
∫
d∞

(
F (t), G(t)

)
dt.
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Preuve. Soit α ∈ [0, 1], les α-coupes supérieures et inférieures de F (t) et G(t) respecti-

vement données par Fα(t), Fα(t), Gα(t), Gα(t) sont des ensembles compacts et convexes

de R. Alors d'après Debreu[10] les intégrales suivantes
∫
Fα(t),

∫
Fα(t) ,

∫
Gα(t) et∫

Gα(t) sont additives, donc, on utilise les propriétés (3.3.1) et (3.3.2), on obtient∫
[F (t)⊕G(t)]α =

∫
Fα(t) +

∫
Gα(t)

∫
[F (t)⊕G(t)]α =

∫
Fα(t) +

∫
Gα(t)

Ce qui prouve la propriété 1.

Un raisonnement similaire donne 2.

Maintenant pour 3., on remarque que

d∞

(
F (t), G(t)

)
≤ 1

2
sup

0<α≤1
dH

([
F (t)

]
α
,
[
G(t)

]
α

)
+

1

2
sup

0<α≤1
dH

([
F (t)

]α
,
[
G(t)

]α)
Comme, sup

0<α≤1
dH

([
F (t)

]
α
,
[
G(t)

]
α

)
et sup

0<α≤1
dH

([
F (t)

]α
,
[
G(t)

]α)
sont intégrables

voir [Théorème 4.3,(iii) [19]], donc, d∞

(
F (t), G(t)

)
est intégrable.

Finalement, par la dé�nition de la métrique d∞ on a

d∞

(∫
F (t),

∫
G(t)

)
=

1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣ ∫ [(F (t))]+l (α)−
∫
[G(t)]+l (α)

∣∣∣+ 1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣ ∫ [(F (t))]+r (α)−
∫
[G(t)]+r (α)

∣∣∣
+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣ ∫ [(F (t))]−l (α)−
∫
[G(t)]−l (α)

∣∣∣+ 1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣ ∫ [(F (t))]−r (α)−
∫
[G(t)]−r (α)

∣∣∣
≤ 1

4
sup

0<α≤1

∫ ∣∣∣[(F (t))]+l (α)− [G(t)]+l (α)
∣∣∣+ 1

4
sup

0<α≤1

∫ ∣∣∣[(F (t))]+r (α)− [G(t)]+r (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∫ ∣∣∣[(F (t))]−l (α)− [G(t)]−l (α)
∣∣∣+ 1

4
sup

0<α≤1

∫ ∣∣∣[(F (t))]−r (α)− [G(t)]−r (α)
∣∣∣

≤
∫

1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[(F (t))]+l (α)− [G(t)]+l (α)
∣∣∣+ ∫ 1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[(F (t))]+r (α)− [G(t)]+r (α)
∣∣∣

+

∫
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[(F (t))]−l (α)− [G(t)]−l (α)
∣∣∣+ ∫ 1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[(F (t))]−r (α)− [G(t)]−r (α)
∣∣∣

Ainsi,

d∞

(∫
F (t),

∫
G(t)

)
≤
∫
d∞

(
F (t), G(t)

)
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Lemme 3.7. Soient A ∈ IF1 et F : [a, b] → IF1 une application dé�nie par F (s) = A

pour tout s ∈ [a, b]. Alors
∫ b
a
F = (b− a)A

Preuve.

On a

[∫ b

a

F (s)ds

]
α

=

∫ b

a

[F (s)]αds =

∫ b

a

[A]αds = (b− a)[A]α[∫ b

a

F (s)ds

]α
=

∫ b

a

[F (s)]αds =

∫ b

a

[A]αds = (b− a)[A]α

d'où ∫ b

a

F (s)ds = (b− a)A.

Corollaire 3.2. Si F : [a, b]→ IF1 est continue, alors
∫ t
a
F est lipschitzienne sur [a, b].

Preuve. Soient s, t ∈ [a, b] et on suppose que t < s. Donc,

d∞

(∫ s

a

F (τ)dτ,

∫ t

a

F (τ)dτ

)
= d∞

(∫ t

a

F (τ)dτ +

∫ s

t

F (τ)dτ,

∫ t

a

F (τ)dτ

)
≤ d∞

(∫ s

t

F (τ)dτ, 0〈1,0〉(τ)

)
≤

∫ s

t

d∞

(
F (τ), 0〈1,0〉(τ)

)
dτ

puisque,
⋃

t∈[a,b]

Supp(F (t)) est compact, alors il existe M > 0 tel que |x| ≤ M pour

tout x ∈ Supp(F (t)) et t ∈ [a, b], ceci implique que d∞

(
F (τ), 0〈1,0〉(τ)

)
≤M, d'après le

lemme 3.7

Ainsi,

d∞

(∫ s

a

F,

∫ t

a

F

)
≤M(s− t)

Théorème 3.10. Soit F : [a, b]→ IF1 une application continue. Alors pour t ∈ [a, b],

l'intégrale G(t) =
∫ t
a
F est di�érentiable et G′(t) = F (t).

Preuve. On a F continue, donc F est intégrable.

Soit ε > 0, pour h > 0, on a

G(t+ h) �G(t) =

∫ t+h

t

F
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alors,

d∞

(
1

h

(
G(t+ h) �G(t)

)
, F (t)

)
=

1

h
d∞

(∫ t+h

t

F (s)ds, hF (t)

)
=

1

h
d∞

(∫ t+h

t

F (s)ds,

∫ t+h

t

F (t)ds

)
≤ 1

h

∫ t+h

t

d∞

(
F (s), F (t)

)

Comme F est continue, donc

d∞

(
1

h

(
G(t+ h) �G(t)

)
, F (t)

)
< ε

Par conséquent,

lim
h→0

1

h

(
G(t+ h) �G(t)

)
= F (t)

et de même

lim
h→0

1

h

(
G(t) �G(t− h)

)
= F (t),

ce qui prouve le théorème.

Théorème 3.11. [15] Soit F : [a, b]→ IF1 une application di�érentiable et on suppose

que la dérivée F ′ est intégrable sur [a, b]. Alors, pour chaque s ∈ [a, b], on a

F (s) = F (a)⊕
∫ s

a

F ′(t)dt.

3.4.3 Etude d'une équation di�érentièlle à valeur initiale dans

IF1

Existence et unicité de la solution

On considère l'équation di�érentielle à valeur initiale �oue intuitionistique x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = 〈ut0 , vt0〉
(3.4.1)
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avec x(t) ∈ IF1 est inconnu, t0 ∈ I = [0, T ] et f : I × IF1 → IF1.

x(t0) est un nombre �ou intuitionistique.

Notons C(I, IF1) l'ensemble des applications continues dé�nies de I à valeurs dans IF1 et

dé�nissons une métrique sur C(I, IF1) par :

D (f, g) = sup
t∈I

d∞

(
f(t), g(t)

)
avec f, g ∈ C(I, IF1).

Théorème 3.12. (C(I, IF1), D) est un espace métrique complet.

Preuve. Soit (fn)n une suite de Cauchy dans (C(I, IF1), D) donc, pour tout ε > 0 il

existe N ∈ N tel que pour tout n, q ∈ N, on a n, q ≥ N ⇒ D(fn, fq) ≤ ε

c-à-d

∀n, q ∈ N , n, q ≥ N ⇒ sup
t∈I

d∞(fn(t), fq(t)) ≤ ε

Ce qui implique que

∃N ∈ N , ∀n, q ∈ N , ∀t ∈ I , n, q ≥ N ⇒ d∞(fn(t), fq(t)) ≤ ε.

Comme (IF1, d∞) est un espace métrique complet voir [30] alors, il existe f(t) ∈ IF1,

pour tout t ∈ I tel que d∞(fn(t), f(t))→ 0 quand n→ +∞. Ainsi, D(fn, f)→ 0 quand

n→ +∞.

Il reste à montrer que f ∈ C(I, IF1), donc ∀n ∈ N , ∀t, t0 ∈ I, on a

d∞(f(t), f(t0)) ≤ d∞(f(t), fn(t)) + d∞(fn(t), fn(t0)) + d∞(fn(t0), f(t0))

≤ D(f, fn) + d∞(fn(t), fn(t0)) + d∞(fn(t0), f(t0))

Pour n su�samment grand et t appartenant au voisinage de t0, on obtient f ∈ C(I, IF1).

Dé�nition 3.19. x : I → IF1 est une solution du problème à valeur initiale (3.4.1), si

et seulement si elle est continue et satisfait l'équation intégrale

x(t) = x(t0)⊕
∫ t

t0

f(s, x(s))ds, pour tout t ∈ I.
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Théorème 3.13. On suppose que f : I × IF1 −→ IF1 est une application continue et il

existe une constante k > 0 telle que

|[f(s, x(s))]+r (α)− [f(s, y(s))]+r (α)| ≤ k|[x(s)]+r (α)− [y(s)]+r (α)|

|[f(s, x(s))]+l (α)− [f(s, y(s))]+l (α)| ≤ k|[x(s)]+l (α)− [y(s)]+l (α)|

|[f(s, x(s))]−r (α)− [f(s, y(s))]−r (α)| ≤ k|[x(s)]−r (α)− [y(s)]−r (α)|

|[f(s, x(s))]−l (α)− [f(s, y(s))]−l (α)| ≤ k|[x(s)]−l (α)− [y(s)]−l (α)|

avec k(T−t0) < 1, pour tout s ∈ I, x, y ∈ IF1. Alors le problème à valeur initiale (3.4.1)

admet une solution unique sur I.

Preuve. Pour x ∈ C(I, IF1), on dé�nit Px sur I par

Px(t) = x(t0)⊕
∫ t

t0

f(s, x(s))ds

Posons ϕ(t) = Px(t) et ψ(t) = Px(t+ h).

On a

D(ϕ, ψ) = D

(
x(t0)⊕

∫ t+h

t0

f(s, x(s))ds, x(t0)⊕
∫ t

t0

f(s, x(s))ds

)
= D

(∫ t+h

t0

f(s, x(s))ds,

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

)
= sup

t∈I
d∞

(∫ t+h

t0

f(s, x(s))ds,

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

)
Alors

D(ϕ, ψ) = sup
t∈I

{
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣∫ t+h

t0

[f(s, x(s))]+r (α)ds−
∫ t

t0

[f(s, x(s))]+r (α)ds
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣∫ t+h

t0

[f(s, x(s))]+l (α)ds−
∫ t

t0

[f(s, x(s))]+l (α)ds
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣∫ t+h

t0

[f(s, x(s))]−r (α)ds−
∫ t

t0

[f(s, x(s))]−r (α)ds
∣∣∣
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+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣∫ t+h

t0

[f(s, x(s))]−l (α)ds−
∫ t

t0

[f(s, x(s))]−l (α)ds
∣∣∣}

Ainsi

D(ϕ, ψ) = sup
t∈I

{
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣∫ t+h

t

[f(s, x(s))]+r (α)ds
∣∣∣ +

1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣∫ t+h

t

[f(s, x(s))]+l (α)ds
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣∫ t+h

t

[f(s, x(s))]−r (α)ds
∣∣∣+

1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣∫ t+h

t

[f(s, x(s))]−l (α)ds
∣∣∣}

quand h→ 0, D(ϕ, ψ)→ 0. donc Px ∈ C(I, IF1).

Maintenant, soient x, y ∈ C(I, IF1), on a

D(Px, Py) = D

(
x(t0)⊕

∫ t

t0

f(s, x(s))ds, x(t0)⊕
∫ t

t0

f(s, y(s))ds

)
= D

(∫ t

t0

f(s, x(s))ds,

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

)
= sup

t∈I
d∞

(∫ t

t0

f(s, x(s))ds,

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

)
≤ sup

t∈I

∫ t

t0

d∞

(
f(s, x(s)), f(s, y(s))

)
ds

on obtient

D(Px, Py) ≤ sup
t∈I

∫ t

t0

{
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[f(s, x(s))]+r (α)− [f(s, y(s))]+r (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[f(s, x(s))]+l (α)− [f(s, y(s))]+l (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[f(s, x(s))]−r (α)− [f(s, y(s))]−r (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[f(s, x(s))]−l (α)− [f(s, y(s))]−l (α)
∣∣∣} ds
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Alors

D(Px, Py) ≤ sup
t∈I

(t− t0)

{
1

4
sup

0<α≤1
sup
t0≤s≤t

∣∣∣[f(s, x(s))]+r (α)− [f(s, y(s))]+r (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1
sup
t0≤s≤t

∣∣∣[f(s, x(s))]+l (α)− [f(s, y(s))]+l (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1
sup
t0≤s≤t

∣∣∣[f(s, x(s))]−r (α)− [f(s, y(s))]−r (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1
sup
t0≤s≤t

∣∣∣[f(s, x(s))]−l (α)− [f(s, y(s))]−l (α)
∣∣∣}

D(Px, Py) ≤ (T − t0) sup
s∈I

{
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[f(s, x(s))]+r (α)− [f(s, y(s))]+r (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[f(s, x(s))]+l (α)− [f(s, y(s))]+l (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[f(s, x(s))]−r (α)− [f(s, y(s))]−r (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[f(s, x(s))]−l (α)− [f(s, y(s))]−l (α)
∣∣∣}

D(Px, Py) ≤ k(T−t0) sup
s∈I

{
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[x(s)]+r (α)− [y(s)]+r (α)
∣∣∣+1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[x(s)]+l (α)−[y(s)]+l (α)
∣∣∣

+
1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[x(s)]−r (α)− [y(s)]−r (α)
∣∣∣+

1

4
sup

0<α≤1

∣∣∣[x(s)]−l (α)− [y(s)]−l (α)
∣∣∣}

Par conséquent D(Px, Py) ≤ k(T − t0)D(x, y).

Comme k(T − t0) < 1 donc P est une contraction et d'après le principe de contraction

de Banach, l'application P admet un point �xe unique.
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Résolution d'une équation di�érentielle �oue intuitionistique

Dans cette section, nous donnons une procédure pour résoudre l'équation di�érentielle

�oue intuitionistique

 x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = 〈ut0 , vt0〉
(3.4.2)

On note les coupes supérieures et inférieures respectivement de x(t), x(t0) et f(t, x(t)) .

[
x(t)

]
α

=
[
[x(t)]+l (α), [x(t)]+r (α)

]
,
[
x(t)

]α
=
[
[x(t)]−l (α), [x(t)]−r (α)

]

[
x(t0)

]
α

=
[
[x(t0)]+l (α), [x(t0)]+r (α)

]
,
[
x(t0)

]α
=
[
[x(t0)]−l (α), [x(t0)]−r (α)

]

[
f(t, x(t))

]
α

=
[
g
(
t, [x(t)]+l (α), [x(t)]+r (α)

)
, h
(
t, [x(t)]+l (α), [x(t)]+r (α)

)]
[
f(t, x(t))

]α
=
[
l
(
t, [x(t)]−l (α), [x(t)]−r (α)

)
, k
(
t, [x(t)]−l (α), [x(t)]−r (α)

)]
et on suit les étapes suivantes :

1. Résoudre le système

[x
′
(t)]+l (α) = g

(
t, [x(t)]+l (α), [x(t)]+r (α)

)
; [x(t0)]+l (α)

[x
′
(t)]+r (α) = h

(
t, [x(t)]+l (α), [x(t)]+r (α)

)
; [x(t0)]+r (α)

[x
′
(t)]−l (α) = l

(
t, [x(t)]−l (α), [x(t)]−r (α)

)
; [x(t0)]−l (α)

[x
′
(t)]−r (α) = k

(
t, [x(t)]−l (α), [x(t)]−r (α)

)
; [x(t0)]−r (α)
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2. On note [
[x(t)]+l (α), [x(t)]+r (α)

]
= Mα ,

[
[x(t)]−l (α), [x(t)]−r (α)

]
= Mα

et

[
[x′(t)]+l (α), [x′(t)]+r (α)

]
= M ′

α ,
[
[x′(t)]−l (α), [x′(t)]−r (α)

]
= M ′α.

Véri�er que
(
Mα,M

α
)
et
(
M ′

α,M
′α ) sont les coupes supérieures et inférieures

respectivement de x(t) et de x′(t).

3. Utiliser le lemme (3.2), qui assure l'existence d'un nombre �ou intuitionistique

〈u, v〉 ∈ IF1 tel que 〈u, v〉 = x(t) est la solution �oue intuitionistique avec[
〈u, v〉

]α
=
[
[x(t)]−l (α), [x(t)]−r (α)

]
et [

〈u, v〉
]
α

=
[
[x(t)]+l (α), [x(t)]+r (α)

]
.

Exemple

On considère le problème suivant :x
′
(t) + x(t) = 2 exp(−t)x0 , t ≥ 0

x(0) = x0

(3.4.3)

avec x0 =
〈
−1, 0, 1;−3

2
, 0, 3

2

〉
est un nombre �ou intuitionistique triangulaire.

En appliquant la méthode de la résolution proposée précédemment, nous obtenons le sys-

tème di�érentiel suivant :



[x
′
(t)]+l (α) + [x(t)]+l (α) = 2(α− 1) exp(−t) , [x(0)]+l (α) = α− 1

[x
′
(t)]+r (α) + [x(t)]+r (α) = 2(1− α) exp(−t) , [x(0)]+r (α) = 1− α

[x
′
(t)]−l (α) + [x(t)]−l (α) = 3(α− 1) exp(−t) , [x(0)]−l (α) = 3

2
(α− 1)

[x
′
(t)]−r (α) + [x(t)]−r (α) = 3(1− α) exp(−t) , [x(0)]−r (α) = 3

2
(1− α)
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on trouve

[x(t)]+l (α) = (α− 1)(1 + 2t) exp(−t)

[x(t)]+r (α) = (1− α)(1 + 2t) exp(−t)

[x(t)]−l (α) = (α− 1)(3t+
3

2
) exp(−t)

[x(t)]−r (α) = (1− α)(3t+
3

2
) exp(−t)

Par conséquent

[
x(t)

]
α

=
[
(α− 1)(1 + 2t) exp(−t), (1− α)(1 + 2t) exp(−t)

]
[
x(t)

]α
=
[
(α− 1)(3t+

3

2
) exp(−t), (1− α)(3t+

3

2
) exp(−t)]

On remarque que [x(t)]+l (α) ≤ [x(t)]+r (α) et [x(t)]−l (α) ≤ [x(t)]−r (α) seulement si t ≥ −1
2

aussi,

[x
′
(t)]+l (α) = (α− 1)(1− 2t) exp(−t) ≤ [x

′
(t)]+r (α) = (1− α)(1− 2t) exp(−t)

et

[x
′
(t)]−l (α) = (α− 1)(

3

2
− 3t) exp(−t) ≤ [x

′
(t)]−r (α) = (1− α)(

3

2
− 3t) exp(−t)

seulement si t ≤ 1
2
.

De plus, on a
[
x(t)

]
α
⊆
[
x(t)

]α
pour tout α ∈ [0, 1].

D'où, x(t) dé�nit la solution �oue intuitionistique du problème (3.4.3) sur l'intervalle
[
0, 1

2

]
.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous sommes parvenus à la di�érence de Hukuhara des nombres �ous

intuitionistiques [32] à introduire la notion de di�érentiabilité dans l'espace des nombres �ous

intuitionistiques IF1, et à établir plusieurs résultats importants concernant cette nouvelle

notion. Ensuite, nous avons établi plusieurs résultats très importants permettant d'assurer

l'existence et l'unicité de la solution d'une équation di�érentielle �oue intuitionistique sous

certaines conditions, en�n nous avons proposé une procédure pour la résolution de ce type

d'équations EDFI.

Comme l'étude des équations di�érentielles à valeur initiale �oue intuitionistique reste encore

un domaine moins développé, alors nous avons s'intéresser prochainement aux :

- Étude des problèmes d'évolutions en utilisant la notion du semi-groupe �ou intuitionis-

tique,

- Étude des équations di�érentielles fractionnaires à valeur initiale �oue intuitionistique,

- Résolution numérique des équations di�érentielles �oues intuitionistiques.
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