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Introduction générale

La logique mathématique et I'informatique théorique sont basées sur la théorie des en-
sembles introduite par le mathématicien allemand Georg Cantor a la fin du XIX¢ siécle. Un
ensemble est vu comme une collection d'objets appelés éléments. Dans cette théorie il n'y
a que deux situations acceptables pour un élément : appartenir ou ne pas appartenir a un

ensemble.

En 1965, Lotfi Zadeh [42] a tenté de sortir de cette logique booléenne en introduisant
la notion d'appartenance pondérée qui permet des graduations dans |'appartenance d'un
élément & un sous-ensemble. Il a fondé la théorie des sous-ensembles flous (Fuzzy Sets
theory) a partir de I'idée d'appartenance partielle 3 une classe de catégories aux limites mal
définies, qui est en fait une généralisation de la théorie classique des ensembles, admettant
des situations intermédiaires entre le tout et le rien. Cette théorie apparait comme un outil
bien adapté pour représenter mathématiquement I'imprécision relative a certaines classes
d'objets et de modéliser la représentation humaine des connaissances imprécises et impar-
faites, soit parce qu'elles sont exprimées en langage naturel par un observateur qui donne
peu de précisions ou qui est peu fiable, soit parce qu'elles sont obtenues a I'aide d'instru-

ments d’observation qui produisent des erreurs ou des incertitudes.

La théorie des ensembles flous et plus exactement, la logique floue a de nombreuses appli-
cations : en 1978, la société danoise F. L. Smith a réalisé le controle d'un four a ciment

qui était la premiére véritable application industrielle de la logique floue. A la fin des an-



nées 80, plusieurs applications ont commencé a imerger au Japon. A partir des années
90, le champ d'application est devenu trés vaste dans plusieurs domaines comme les appa-
reils électroménagers (laves-linges, aspirateurs,. .. ), les systémes audio-visuels (appareils de
photo autofocus, caméscopes a stabilisateur d'image, photocopieurs, .. . ), systémes d'auto-
mobiles ( suspension, climatisation, photocopieurs, ... ), la robotique, I'évaluation sensorielle

(industrie agroalimentaire, ...), le traitement du signal (son, image,...).

En outre, la notion de la théorie des ensembles flous est une généralisation de la théo-
rie des ensembles classiques qui permet des gradations dans |'appartenance d'un élément x
a une classe A, c'est-a-dire chaque sous ensemble flou A d'un univers X est caractérisé par
une fonction notée 4 appelée fonction d'appartenance définie de X a valeur dans [0, 1],
tandis que dans la théorie des ensembles classiques, chaque sous ensemble A de X est
caractérisé par une fonction notée y 4 appelée fonction caractéristique de A définie de X a

valeur dans {0, 1}.

En 1983, le professeur Krassmir T. Atanassov a introduit la théorie des sous-ensembles
flous intuitionistiques [2, 3] qui est en fait une extension ou généralisation de la théorie
des sous-ensembles flous, dans lequel, chaque sous-ensemble flou intuitionistique A d'un
univers X est caractérisé par les deux fonctions 4 et v, appelées respectivement degré
d'appartenance et degré de non-appartenance. La somme de ces deux degrés est un élément
de I'intervalle [0, 1], pas nécessairement égale a 1. Le complément de la somme des degrés

d’appartenance et non-appartenance a 1 constitue un troisiéme degré, celui de l'incertitude.

Au cours des deux derniéres décennies, de nombreux auteurs ont prété attention a la théorie
des ensembles flous intuitionistiques qui a été appliquée avec succés dans différents domaines
tels que : programmation logique, diagnostic médical et problémes de prise de décision, etc.
D'ailleurs, recemment, diverses applications de cette théorie a l'intelligence artificielle sont

apparues, et d'autres applications comme les systémes experts etc.



Dans notre thése, on s'intéresse a I'étude des équations différentielles floues intuitionistiques,
plus précisément un probléme a valeur initiale floue intuitionistique, et pour atteindre cet
objectif nous avons donné un sens a la différence de Hukuhara des nombres flous intuitio-
nistiques, ce qui a permis de définir la notion de la différentiabilité et d'introduire quelques
notions d’analyse des applications a valeurs flous intuitionistiques afin de prouver |'existence
et l'unicité de la solution.

Cette these est divisée en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle les notions de base de la théorie des ensembles flous

et les outils nécessaires pour aboutir a ce travail.

Le second chapitre, est réservé a la présentation des équations différentielles floues, donnée
par Kaleva [19] et d'établir quelques résultats d’existence et d'unicité de la solution du pro-
bleme a valeur initiale floue selon la topologie induite par la métrique définie sur I'espace

des nombres flous.

Dans le troisiéme chapitre, on va donner quelques définitions et caractéristiques concer-
nant les sous ensembles flous intuitionistiques puis on va introduire |'espace métrique des
nombres flous intuitionistiques et quelques propriétés topologiques ensuite, on va prouver

I'existence et I'unicité de la solution de I'équation différentielle floue intuitionistique

2(t) = f(ta(®),  wlto) = o

Enfin, on va proposer une procédure pour la résolution de ce type d'équations.

Ce travail se termine par une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1

Sous-ensembles flous

1.1 Introduction

La théorie des ensembles flous est en fait selon Zadeh, un pas vers un rapprochement
entre la précision des mathématiques classiques et la subtile imprécision du monde : un
rapprochement né de l'incessante quéte humaine pour une meilleure compréhension des
cheminements mentaux de la connaissance [6]. Elle a donc pour objet d'étude, la représen-

tation des connaissances imprécises et le raisonnement approché.

Considérons |'exemple suivant "la classe des Grands", nous dirons qu'une personne me-
surant 130 cm n’'appartient pas a "la classe des Grands", par contre une autre qui mesure
185 cm appartient a cette classe et plus sa taille se rapproche des 181 cm plus |'apparte-

nance a cette classe est forte, comme le montre le tableau suivant :



Degre d'appartenance
Prénom Taille en cm "
Classique Floue
Ahmed 208 1 1.00
Kamal 205 1 1.00
Rida 198 1 0.98
[Mohamed 181 1 0.82
Jamal 179 0] 0.78
Al 172 0 0.24
Anas 167 0 0.15
Badr 158 0 0.06
Hassan 155 0 0.01
Khalid 152 0] 0.00

1.2 Notions fondamentales

Soit X un univers.
Dans la théorie classique des ensembles, il existe une séparation claire entre un élément qui
appartient a un ensemble donné et un élément qui ne lui appartient pas. En effet, la théorie
classique des ensembles suit une logique booléenne qui n'accepte que des valeurs binaires
telles que zéro et un ou vrai et faux.
L'appartenance d'un sous-ensemble A de X, peut étre décrite par la fonction caractéristique

suivante : x4 : X — {0,1}

lsiz e A

Osiz¢g A

xa(z) =

Définition 1.1. On définit un sous-ensemble flou A de X par la donnée d’une fonction
pa X —[0,1]

Cette fonction est appelée "fonction d’appartenance” de A.



On peut aussi représenter le sous-ensemble flou A par
A= {(w, pa(@)).z € X}
On note par F(X) la collection de tous les sous-ensembles flous de X.

Remarque 1.1. Un ensemble classique M est un sous-ensemble flou, il suffit de consi-

dérer sa fonction d’appartenance égale a sa fonction caractéristique.

v = XM

Contour "flou" ou
/— "gradual”

im

Xa X n'appartientniaAniaB
y appartient totalement a A
Z appartient totalement 3 B

A: Ensemble classique B: Ensemble flou t appartient partiellement 3 B

Contour "net"”

FI1GURE 1.1 — Comparaison d’un ensemble classique et d’un ensemble flou

1.2.1 Caractéristiques d’un ensemble flou

Définition 1.2. Soit A un sous-ensemble flou d’un univers X.

- On appelle support de A noté S(A), (Supp(A)), l'ensemble
S(A) = Supp(A) = {z € X| pa(z) > 0}.
- On appelle noyau de A noté N(A) l’ensemble
N(A) = {z € X| pa(z) = 1}.
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On le note aussi [A]*.

On appelle hauteur de A notée H(A) le réel

H(A) =sup{ua(z)| v € X}.

On dit que A est normal s’il existe xg € R tel que

pra(ro) =1

Soit o €0, 1], on appelle a-coupe de A noté A* l’ensemble

A% ={z € X|pa(x) > a}.

«

Pour a =0, c’est la fermeture du support noté [A]° ou Supp(A).

1,0 — e e L L P L L L LT
Hauteur =1 |
[
08 — "
noyau
|[45'55]
. 06 — | \
(=2 a=05 : |
= N, DU MNP, -
g £==7) ,
& » I X
s 04 — | I I )
1] | a-coupe [39,65] 1
3 e .
< I H : I
0,2 — ‘I 1 ] :
I ! ! ]
: Support [30,80] |
00— e
I T | | I I
] 20 40 60 80 100

Univers

FIGURE 1.2 — Caractéristiques d’un ensemble flou

1.2.2 Opérations sur les ensembles flous

Les opérations sur les sous-ensembles flous sont généralement des extensions des opéra-

tions connues sur les ensembles classiques (égalité, réunion, intersection, complément, etc.).
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Elles s'appliquent dailleurs aux ensembles classiques lorsque les fonctions d'appartenance

se réduisent a des fonctions caractéristiques.

Complémentaire : Soit A € F(X) caractérisé par la fonction d'appartenance ji4.

Le complémentaire d'un sous-ensemble flou A de X, noté A, et caractérisé par la

fonction d’appartenence pi4, définie par :
Ve e X, uz(z) =1— pa(z).

Réunion : Pour tout A, B € F(X), la réunion de A et B est un sous-ensemble flou de

X, noté AU B, et caractérisé par la fonction d'appartenence 1405, définie par :

avp(x) = max{pua (@), np(2)}.

Intersection : Pour tout A, B € F(X), l'intersection de A et B est un sous-ensemble

flou de X, noté AN B, et caractérisé par la fonction d'appartenence pianp, définie
par :

panp () = min{pa(z), pp(r)}.

Image réciproque : Soient E et I’ deux ensembles et f une application de E dans

F'. Considérons une partie floue de F' donnée par sa fonction d'appartenance . On
appelle image réciproque de cette partie floue par f la partie floue de E donnée par

la fonction d’appartenance suivante, notée f~'(u) :
Vo € B, [ (n)(x) = n(f(x)).

- Image directe : Soient E et F' deux ensembles et f une application de E dans F.
Considérons une partie floue de E donnée par sa fonction d'appartenance p. On
appelle image directe de cette partie floue par f la partie floue de F' donnée par la

fonction d'appartenance suivante, notée f(u)

Yy e F, f(u)(y) = sup{p(z),z € f(y)}.

12



- Convexité d’'un ensemble flou : Un ensemble flou A de X est dit convexe si

pa(Azy 4+ (1 = Nag) > min{pa(xy), pa(ze)}, 21,20 € X, X €0, 1].

1.3 Principe d’extension

Le principe d'extension a été décrit par L.A.Zadeh [43]. Il nous permet de donner un
sens A |'extension du domaine d'une application ou d’une relation définie sur un ensemble
X aux sous ensembles flous de X. On a montré dans [29] que |'approche ensembliste (i.e.
I'utilisation des a-coupes d'un ensemble flou) est trés simple que I'approche fonctionnelle
(i.e. I'utilisation des fonctions d'appartenances).

L'application du principe d'extension aux ensembles flous peut étre regardée comme une
application de ce principe aux a-coupes de |'ensemble flou en question.
En général si

FiXXY —Z
et si A et B sont des sous ensembles flous respectifs de X et Y, respectivement, on obtient
FAB)| = (1A, 1B1)

ou [A]%, [B]* et [f(A, B)} sont respectivement les a-coupes de A, B et f(A, B).
On veut donner une condition nécessaire et suffisante pour obtenir cette égalité, et définir

une classe de nombres flous ol cette égalité est vérifiée pour toute fonction f continue.

1.3.1 Reésolution de l'identité

Pour a €]0, 1], rappellons que I'ensemble a-coupe de A est défini par

A® ={x € X|pa(z) > a}.
Si A, B € F(X), alors par définition,
A = B si et seulement si pua(x) = pp(z), Vo € X.

13



Si A, B € F(X), alors par définition,
A = B si et seulement si [A]* = [B]*, Va €]0,1].

Il est aussi évident que

Supp(A) = ) [A]
€]0,1]

D’autre part, on a

Vo € X, pa(z) = sup (c.xpap(z))
«€]0,1]

Ainsi A peut étre représenté comme suit

A:/Ola[A]a

ou fol represente 'union sur a €]0, 1], et a[A]* est I'ensemble flou dont la fonction d'ap-
partenance est
a, sixz e [A]”
Xala)e (T) = .
0, siax¢l[A]*

Proposition 1.1. Si {B“},cj0,1) est une famille de sous-ensrmbles de X, tels que

1
A:/ aB®
0

alors,
1. B* C [A]®
2. U B*= U [A~
a€]0,1] a€o,1]
Preuve. 1. Soit ag €]0,1], si x € B*, alors agB* = «y, et ainsi
pa(x) = sup ayxae(x)
a€]0,1]
= sup axppe(z)
«€]0,1]
2 Q.

Par suite x € [A]*.

2. Les deux membres de I’éqalité sont exactement égaux a Supp(A).

14



1.3.2 Principe d’extension

Définition 1.3. Soit f : X — Y , et A € F(X), alors l’ensemble flou f(A) est défini,

via le principe d’extension, par

JA)ERY) et ppa(y)= sup pua(e) (1.3.1)

z€f~1(y)
Remarque 1.2. Dans lordre d’appliquer ce principe aux applications floues, on reécrit

(1.3.1) sous la forme équivalente suivante

1) (y) = sup min (1a(®), Xy (W) (1.3.2)

Proposition 1.2. Soit A€ F(X) et f: X — Y, alors

ﬂm:Aaﬂww (1.3.3)

Preuve.

,Uf(A)(y) = sup HA(x)
zef~1(y)

= sup [ sup aX[A]a(x)]
z€f~1(y) a€]0]]

= sup [aX[A]a (x)}
zef(y)

«€]0,1]

D’autre part, soit B = fol af([A]*). Alors

pe(y) = Sup axfae)

0<a<l

= sup [a sup yup(2)]
0<a<l zef~1(y)

= sup [ sup ayup(e)]
0<a<l zef-1(y)

= Ssup [OCX[A]“ (xﬂ
zef~1(y)

a€)0,1]

15



Remarque 1.3. On a

avec

Mais en général

FAAY) # [F (A"

Proposition 1.3. Soient f : X xY — Z , A€ F(X) et BeF(Y), alors

f(A,B) = / af (A, [B])

0

pyap(2) = sup  min(pa(z), ps(y))
(y)ef—1(2)

= sup  (min( sup axpae(z), sup axge(y)))-
(z,y)ef~1(z) a€]0,1] a€]0,1]

pr(z) = sup axgape se)(2)
«€]0,1]

= sup [ sup min(axpe(z), axpe(y))]
a€l0,1]  (zy)ef~1(z)

= sup  [min(axpae (@), axme ()] -

«€]0,1]

(zy)ef~(2)

Pour montrer que (1.3.4) et (1.3.5) sont équivalentes, il suffit de montrer que
min (e, fo) = Sup ](miH(OlX[A]a(u’U), axise(y))),
a€gl0,1
ou

g = sup axpae(r)
0<a<Ll

Bo = sup ax(ge(y)
O0<a<l

16

(1.3.4)

(1.3.5)

(1.3.6)



Si min(ayg, By) = 0, disons «g = 0, alors arx(aj«(x) = 0 pour tout v €]0, 1] ainsi (1.3.6) est
vérifiée.

Supposons maintenant que min(cay, 5y) > 0, alors

x € [A]* pour tout o <
x ¢ [A]* pour tout o > .

En effet

’- . ’
- S'il existe o telle que
!

o < ag tel que x ¢ [A]”,

alors

sup axpae () = pa(r) < a' < ag= sup aypape(z).
«a€]0,1] a€l0,1]

ce qui est absurde.
- S'il existe
o > aq tel que z € [A]%,

alors sup ax(aje () > o qui est une contradiction.
a€]0,1]
De la méme maniére, on a

x € [B]* pour tout a <

x ¢ [B]* pour tout a > fy.

d'ou
, a  pour < min(ag, fy)
min(axa (2), axse (v)) =
0 pour « > min(ag,H)
et
min (g, fy) = S?p](min(ax[/x]a(a:), axipe(y))) (1.3.7)
a€]0,1

Remarque 1.4. On a

FUA [BI) € [f(A, B)]*, Y €]o,1].

17



Mais en général
FIAI% [BY) # [f(A, B)"

Proposition 1.4. Avec les notations de la proposition (1.3), une condition nécessaire

et suffisante pour avoir ['égalité suivante f([A]%,[B)?) = [f(4, B)]*, Va €]0,1] est

Vze Z, sup min(pa(x), us(y))
(zy)ef~1(2)

est atteint.

Preuve. (i) condition nécessaire :

Soit z € Z tel que  sup  min(ua(x), up(y)) =t €0, 1]
(@y)ef~'(2)

Hpam(z) =t =z € [f(4,B)]
=z € f([A],[B]),
ainsi il existe T € [A]" ety € [B]" tels que f(T,7) = =
d’ou
min(pa(T), pp(y)) = t
sup  min(pa(x), pp(y)) = min(pa(z), ns(y))

(z.y)ef~1(2)
ce qui montre que

min(pa(z), ps(y)) =t

(1) Condition suffisante :

D’apres la proposition (1.2) et la proposition (1.3), on a
F([A]* [B)?) C [f(A, B)
maintenant soit z € [f(A, B)|* ¢-a-d

prap(z) = sup  min(pa(z), us(y)) > a.
(zy)ef~1(z)

18



Si pipa,p)(z) > o, par définition du sup il existe (T,7) € f~1(z) tel que
a <min(pa(@), ps(y)) = (7,7) € [A]"* x [B]*

ainsi z = f(,7) € f([A]", [B]*).
Si ppeapy(2) = a, alors par hypothese, il existe (,y) € f~(2) tel que

a = min(pa(T), pp(y)) = N )min(uA(l‘),uB(y)) = (7,9) € [A" x [B]*

19



Chapitre 2

Equation différentielle floue

2.1 Introduction

Lorsqu'un probléme physique se transforme en un probléme de valeur initiale déterministe

2'(t) = f(t,z(t))

l’(to) = 29

(2.1.1)

En général, on ne peut pas étre siir que cette modélisation soit parfaite. La valeur initiale
ne peut pas étre connue exactement et la fonction peut contenir des paramétres inconnus.
En particulier, si elles sont connues a travers certaines mesures, elles seront nécessairement
soumises a des erreurs. L'analyse de I'effet de ces erreurs conduit a I'étude de la comporte-

ment qualitatif de la solution de I'équation (2.1.1).

D’ailleurs, A. Kandel et al [21] sont les premiers auteurs & avoir utilisé le terme " équations
différentielles floues". Puri et Ralescu [35] ont défini la dérivée pour les fonctions floues ba-
sées sur la notion de la différence au sens du Hukuhara. Le premier théoréme de I'existence a
été proposé par Kaleva [19] ou la condition de Lipschitz a été utilisée pour assurer |'existence
et I'unicité de la solution du probléme a valeur initiale floue. Par suite, C. Wu et al [41]
ont proposé un théoréme d’existence et d'unicité basé sur la méthode des approximations

successives. Les résultats locaux et globaux de |'existence et de |'unicité pour les équations
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différentielles fonctionnelles (ou retardées) ont été établis dans [25], voir aussi [23, 34].

2.2 Préliminaires

Soit Pk (R) désigne la famille de tous les sous ensembles convexes compact non vides
de R et on considére I'addition et la multiplication par un scalaire usuelle dans Py (R).
Etant donné A et B deux sous ensembles bornés non vides de R.

La distance entre A et B est definie par la metrique de Hausdorff
dH (A, B) = max{]al — b1|, ’CLQ — bg‘}

ol A= [al,ag] et B = [bl,bg].

Théoréme 2.1. /36] (Px(R),dy) est un espace métrique complet.

Définition 2.1. On note par E' = {u: R — [0,1]} la classe des ensembles flous de R

satisfaisant les propriétés suivantes

(i) u est normale i.e, Ixg € R telle que u(zy) = 1,

(7i) u est un convexe au sens flou i.e pour tout z,y e R et 0 <A< 1, on a
w(Az + (1 = A)y) = min{u(z), u(y)}

(11i) u est semi continue supérieurement i.e Yro € R on a u(zg) > lm u(x).
+
x_>IO

() [u]® = cl{z € Rlu(x) > 0} est compact.
Alors E' est appelé Uespace des nombres flous.

alors d’aprés ces propriétés, on a

[u]” € Pk (R) pour tout 0 < o < 1
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Définition 2.2. Un nombre flou trapézoidal (TRFN) A est un ensemble flou de R dont

la fonction d’appartenance pa est définie par :

((x —a
si a<zx<b
b—a
1 si b<x<c
pa(@) =9 g— o
st c<ux<d,
d—c
0 sinon.

Ce nombre flou trapézoidal est noté par Argepn = (a,b,¢,d)

1{x)
I ]

1.0+

0.5+

FIGURE 2.1 — Nombre flou trapézoidal

Définition 2.3. Un nombre flou triangulaire (TFN) A est un ensemble flou de R dont

la fonction d’appartenance pa est définie par :

T —a
si a<zx<b
cbl_a
pale) =y —— i b<a<d
0 simon.

Ce nombre flou triangulaire est noté par Arpy = (a,b,d)
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H(x)

1.0 4

0.5 4

a =c d x

FIGURE 2.2 — Nombre flou triangulaire

Soit une fonction g continue

g:RxR—R

on peut |'étendre a

E'x E' — E*
via le principe d'extension de Zadeh par I'équation
Hguw) (2) = sup min (py (z), 1 (y))
z=g(z,y)
ol fig(uw) st la fonction d’appartenance de I'ensemble flou g (u,v), ce qui nous permet
d"avoir
lg(u,v)] =g <[u] , [v]a> Vu,v € ' 0<a<1

En particulier pour |'addition et la multiplication par un scalaire, on a

[u+o]" = [u]" +[0]

@ @

[Fu] =k [u]

ouu, veEFE,keER,0<La<1, donc E' muni de ces deux lois a une structure d’espace
vectoriel.

On définie 'application suivante
d: E' x B* - R
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par

d(u,v) = sup dy <[U] ; [U]a)

0<a<l

ou dy est la metrique de Hausdorff définie dans Pk (R).
Théoréme 2.2. [36] (E',d) est un espace métrique complet.

Théoréme 2.3. Negoita & Ralescu/33] . Siu € E', alors
(i) [u]* € Pk(R) pour tout 0 < a <1,
(1) [u]** C [u]** pour tout 0 < oy < ap <1,

(111) {ax} C[0,1] est une suite croissante qui converge vers «, alors

k>1
Inversement, si {Aq, o € (0,1]} est une famille de sous ensembles de R qui satisfait (i)-
(iii), alors il existe un nombre flou unique u € E' tel que [u]* = A, pour tout o € (0,1]
et

W= |J Aac AP

0<a<l

Théoréme 2.4. (/24], p.19 ) Pour u,v,w,e € E' et A ER on a :
1. du+w,v+w) =d(u,v),
2. d(Au, ) = |A|d(u,v),

3. du+v,w+e) < du,w)~+d(w,e)

Différence de Hukuhara

Considérons I'espace X = R et on note P(X) I'ensemble des compacts non vides de R.
Soient A, B C R et k € R, I'addition de Minkowski et la multiplication par un scalaire sont
définies par

A+B={a+bla€ A be B}

et
kA = {kala € A},
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il est bien connu que I'addition est associative, commutative et d'élément neutre {0}.

Si la multiplication par le scalaire k = —1, alors I'opposé de A est
—A=(-1)A={-ala € A},

mais en général,
A+ (—A) # {0},

i.e. 'opposé de A n'est pas le symétrique de A pour |'addition de Minkowski (sauf si A = {a}
est un singleton).

Par exemple si A =0, 1] alors (—1)A = [—1,0], de plus
A+ (=A)=1[0,1] 4+ [-1,0] = [-1,1].
La différence de Minkowski est
A—B=A+(-1)B={a—blac Abe B}.
Une premiére conséquence de ce fait est que, en général, méme s'il est vrai que
(A+C=B+0C)+= A=DB,
la simplification par I'addition/soustraction n’est pas valide, i.e
(A+ B)— B # A.
Pour résoudre cette situation, la différence de Hukuhara [39] a été introduite comme suit

Ao B=C<+<= A=B+C

Une propriété importante de © est que
Ao A={0}, VA e P(X)

et
(A+ B)o B=A, VA, B € P(X),
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La différence de Hukuhara est unique, mais elle n'existe pas toujours ( une condition
nécessaire pour que AO B existe est que A contient les translatés {c} + B de B avec ¢ € R,
En général,

A-B+£AOB.

La difféerence de Hukuhara est également motivée par le probléme d'inversion de I'addi-
tion : si x, y sont des nombres classiques, alors (z + y) — y = = mais ceci n'est pas vrai si
x, y sont flous.

D’aprés [19], si u et v sont des nombres flous (n'est pas en général ensemble flou), alors

(u+v) ©v = u i.e. la difference de Hukuhara inverse |'addition des nombres flous.

Définition 2.4. Soient v et v € E', la différence de Hukuhara entre u et v, si elle

existe, est un nombre flou w € E*, tel que
UOV =W U=V +W
1) Siu o v existe, et alors cette différence est unique.
2) uou=0.

3) [ucv]* = [u‘j —v*,ug — vﬂ

avec [u]® = [u®,ug] et [v]* = [v¥,0v¢]

Les conditions d’existence de u © v = w € E' sont

[w]* = [w*, wq] = [u]* © [v]* et

St diam([u]®) > diam([v]*) V a € [0, 1]

a _ o«
wy =uy — vy
a condition que w? est croissante par rapport a o, w¢ est décroissante par rapport a o, et
1) (1)
wo < wi’.

ot diam([u]*) = uf — u® le diamétre de a-coupe de u (de méme pour v).
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Proposition 2.1. [39] Soient u,v € E', deuz nombres flous avec [u]* et [v]* désignent
respectivement leurs a-coupes. La H-difference w O v € E' existe si et seulement si les

conditions suivantes sont satisfaites

diam([u]®) > diam([v]*) Ya € [0,1]

u® —v® 7 par rapport a «,

a_

ug — v ¢ par rapport a o

Cependant, cette différence n'est pas définie pour des paires de nombres flous, de sorte
que le support d'un nombre flou a un diamétre plus grand que celui qui est soustrait, cela

suggére une généralisation de la différence de Hukuhara formulé par Luciano Stefanini [39].

Définition 2.5. Soient u,v € E' deuz nombres flous, la différence de Hukuhara géné-

ralisée u ©4v = w est un nombre flou w si elle existe, tel que

(

(u=vdw

uegvzw:) ou

(v =u® (—1w

\
Dans le cas des intervalles fermés de R, la différence de Hukuhara généralisée toujours
existe, en effet

Soient A =[a",a"] et B = [b~,b"] deux intervalles,

Ja= b+
(4)
at = b 4"
la=,at] o, b, 0T =[c",c"] <~ ou
b= a —c
(i)
bt = at —ct
\
Alors
[a™,a"] Oy [b7,07] = [¢7, ']
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toujours définie par :

¢ =min{a” —b",at —b"}, ¢t =max{a” —b",a" —bT} e
la,b] @4 [c,d] = min{a — ¢,b — d}, max{a — ¢,b — d}]

Définition 2.6. F : [a,b] — E est dite intégrablement bornée s’il existe une fonction

intégrable h : [a,b] — R telle que :
ly| < h(t) pour tout y € Supp(F(t)),t € [a,b].

Définition 2.7. On dit que Uapplication F : [a,b] — E' est fortement mesurable si
pour tout o € [0, 1] Vapplication F* : [a,b] — Pg(R) définie par F*(t) = [F(t)]* est

(Lebesgue) mesurable.

Définition 2.8. Soit F': E' — E' une application flove et u € E', F est dite continue

en u si et seulement si :
(Ve > 0)(36 > 0) (Yo € E1)<d<u,v> < 5) = d(F(u), F(v)) <e

Définition 2.9. Soit F : [a,b] — E' une application & valeur floue et ty € [a,b], F est

dite continue en tg si et seulement st :
(Ve > 0)(30 > 0) (Vt € [a,bltel que |t — 1ty |< 5) = d(F(t),F(ty)) <e

Définition 2.10. On dit que F' est une fonction floue continue sur [a,b] si et seulement

st elle est continue en tout point de [a,b].
Lemme 2.1. [19] Si F : [a,b] — E est continue alors elle est fortement mesurable.

Lemme 2.2. [19] Soit F : [a,b] — E' une application fortement mesurable et on note

Fo(t) = [a(®), 1 (8)]

pour « € [0,1]. Alors o, p sont mesurables.
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Définition 2.11. Soit A = [a,b], on suppose que F : A — E' est intégrablement bornée

et fortement mesurable pour chaque o« € (0, 1] on écrit

{/ F(t)dt] = / [F(t)]* dt = {/ fdt|f : A — R est une sélection mesurable de Fa} :
A A A

S7il existe u € E* tel que [u]® [fA } pour tout a € (0,1]. Alors F est dite

intégrable sur A, et on écrit u= [, F(t)dt ou u = fab F(t)dt

Théoréme 2.5. [19]/ Si F : [a,b] — E' est une application fortement mesurable et

intégrablement bornée, alors F' est intégrable.

Corollaire 2.1. [19] Si F : [a,b] — E' est continue, alors elle est intégrable.
Théoréme 2.6. [19] Soit F : [a,b] — E* une application intégrable et c € [a,b]. Alors
/ p— / Fo / '

Corollaire 2.2. [19] Si F : [a,b] — E*' est continue, alors f;F est lipschitzienne sur
[a, b].

Théoréme 2.7. [19] Soient F,G : [a,b] — E' deux applications intégrables et X € R.
Alors

/( (1) & G(t))dt = / /G
2 /(AF())dt /\/ t

3. d( t), G(t) est intégrable,

/. d/ dt/ dt /d(F() G(t))dt.

Définition 2.12. Une application F : [a,b] — E' est dite différentiable en t, € (a,b)

s’il existe F'(to) € E* tel que les deuz limites :

lim F(ty+ At) O F(to) o lim F(ty) © F(to — At)
At—0+ At At—0T At

existent et qu’elles sont égales a F'(ty), appelée dérivée au sens de Hukuhara de I en

to. Ici, la limite est prise dans l’espace métrique (E*,d).
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Définition 2.13. Soit F : [a,b] — E' une application flove. Soit P : [a,b] — E' une
application différentiable en tout point t € (a,b). P est dite primitive de F' si sa dérivée

au sens de Hukuhara est égale a F i.e
Vte (a,b), P(t)=F(t).

Théoréme 2.8. [19] Soit F : [a,b] — E' une application continue. Alors pourt € [a, D]
t
Uintégrale G(t) = / F' est différentiable et G'(t) = F(t).

Théoréme 2.9. [19] Soit F : [a,b] — E' une application différentiable et on suppose

que la dérivée F' est intégrable sur [a,b]. Alors, pour chaque s € [a,b], on a

F(s) = F(a) @ / ()t

Théoréme 2.10. [19] Si F : [a,b] — E' une application différentiable.
On note F*(t) = [F(t)]* = [Aa(t), \*(t)]. Alors, A\o(t) et \*(t) sont différentiables et
on a [F(t)]* = [X,(t), ' (2)].

Théoréme 2.11. [19] Si F : [a,b] — E*' est une application différentiable alors elle est

continue.

Théoréme 2.12. [19] Si F,G : [a,b] — E' sont des applications différentiables et
A€ R alors (F & G)(t) = F'(t) & G'(t) et (A\F)'(t) = AF'(t).

2.3 Etude d’équation différentielle & valeur dans E'

Nous considérons le probléme a valeur initiale floue suivant :

o(t) = f(t,z(t)) teT
o) — 20 € B (2.3.1)

ou la fonction f: T x E' — E' est une fonction continue et 7' = [a,b] C R.
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Définition 2.14. z: T — E' est une solution du probléeme a valeur initiale (2.3.1), si

et seulement si elle est continue et satisfait I’équation intégrale

z(t) = x(to) ® /t f(s,z(s))ds, pour tout t€T.

Théoréme 2.13. On suppose que f : T x E* — E' une fonction continue et il existe

k > 0 tel que
d(f(t,z), f(t,y)) < kd(z,y)

pour t € T, x,y € E'. Alors le probléme a valeur initiale flove (2.3.1) admet une

solution unique sur T.

Preuve. On note par C(T,E") Iensemble des applications continue définie sur T a
valeur dans E', avec T est un intervalle de R.
L’ensemble C(T, E') est métrisable par la distance suivante :

H(E, ) = supd(&(t), ¥ (1))

teT

pour £, € C(T, EY).
Comme (E',d) est un espace mélrique complet, alors une preuve standard s applique
pour montrer également que (C’(T, El), H) est un espace métrique complet.
Maintenant, soit (t1,y) un élément arbitraire de T x E* et n > 0 tel que nk < 1.

Nous allons montrer que le probléme o valeur initiale floue suivant :

?(t) = f(t,z(t), w(t) =y (2:3.2)

admet une solution unique sur lintervalle I, = [t1,t; + n].

Pour € € C(I1, EY), on définit GE sur I, par 'équation suivante :

GE =y + / (s, €(s)))ds.
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Ensuite, d’apres le corollaire (2.2), G¢ € C(I,, EY).
De plus, d’apres le théoréme(2.7) et la condition de Lipschitz de f on a :

H(GE ) = swpd( [ slssgds, [ 1Gs.006))

teT

IN

/t1+77 d(f(s, £(s)), f(s, 1/’(3))>d3

t1

k/tl+nd<§(s),w(s)>ds

t1

nkH (&, ).

IA

IN

pour tout &,¢ € C(I,, EY).

Par conséquent, d’aprés le principe de contraction de Banach, G admet un point fize
unique, qui par le lemme (2.14) est la solution désirée au probléeme (2.3.2).

Par ailleurs, ['intervalle T s’exprime comme une union d’une famille finie d’intervalles
I} avec la longueur de chaque intervalle inférieur a n. Le paragraphe précédent garantit
Pexistence d’une solution unique 4 (2.3.2) sur chaque intervalle Ij,. Assemblant ces

solutions nous donne la solution unique du (2.3.1) sur tout lintervalle T
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Chapitre 3

Sous-ensembles flous intuitionistiques

3.1 Introduction

Le concept des ensembles flous intuitionistiques développé par Atanassov est un outil
puissant pour traiter le vague. Une caractéristique importante des ensembles flous intuitio-
nistiques est qu'il attribue a chaque élément d'un degré d'appartenance et d'un degré de
non-appartenance, et ainsi, cette théorie constitue une extension de la théorie des ensembles

flous de Zadeh, qui attribue a chaque élément seulement un degré d’appartenance.

3.2 Notations et notions fondamentales

Définition 3.1. On définit un sous-ensemble flou intuitionistique A d’un univers X

par la donnée de deuz fonctions
pa s X —[0,1]

et

va: X —[0,1]
appelées respectivement fonction d’appartenance et fonction de non-appartenance de A,
qui vérifient

0 <pa(w) +va(z) <1, Voe X
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On peut représenter A sous la forme suivante :

A= {{z, pa(r),va(z)), 0 < pa(z) +valr) <1, z € X}

Pour chaque x € X, ma(x) =1 — pa(x) —va(x) est appelé Uindice d’incertitude.
On note F(X) I'espace de sous-ensembles floues intuitionistiques de X.

Remarque 3.1. Tout sous-ensemble flou est un sous-ensemble flou intuitionistique.
En effet, on a
O0<pa+rva=1

dans ce cas, on peut représenter A comme un sous-ensemble flou intuitionistique

A= {(z,pa(2),1 = pa(r)), © € X}

3.2.1 Caractéristiques d’un ensemble flou intuitionistique

Définition 3.2. Soit A un sous-ensemble flou intuitionistique d’un univers X.

- On appelle support de A noté S(A), (Supp(A)),ou A° I’ensemble
S(A) ={z € X|va(z) < 1}.
- On appelle noyau de A noté N(A) 'ensemble
N(A) ={z € X[ pa(z) =1, va(x) =0}.
- On appelle Hauteur de A notée H(A) le réel

H(A) =sup{ua(z)| z € X}.

3.2.2 Opérations sur les ensembles flous intuitionistiques

Soient A = {(z,pa(z),va(z)) | x € X} et B = {{z,up(x),vp(z)) | x € X} deux

ensembles flous intuitionistiques de X, alors :
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1 AC B &= (Vo € X) (uale) < ps(a) et va(x) > va(a)).

2. A=B <= (Vo € X) (AC Bet BC A).

3. A= {(r,vale). puale)) | 7 € X} .

4. AN B = {(z,min(ua(e), ps @), max(va(a), va(2))) | « € X}.

5. AUB = {(z,max(ua(z), up(x)), min(va(z),vp(x))) | x € X}.

6. A+ B = {(z,pa(x) + pp(r) = pa(z) - pp(x), valz) -vp(z)) | v € X}.

~l

- A B = {{z, pa(x) - pp(2), va(e) +vp(r) —valz) -vp(r)) | v € X}

3.3 Espace métrique flou intuitionistique

3.3.1 Distance de Melliani et Chadli

Dans la section on a présenté quelques distances donnée dans le cas ou X est discrét.
Dans cette section on va présenter la distance construite par Les professeurs S.Melliani et
L.S.Chadli dans [9], en utilisant la norme euclidienne et I'approche fonctionnelle.

Soit X un univers. Considérons |'application

. F(X) x F(X) — R*

(A, B) — [[ua — pBll2

[peall2 = \//X (,MA(w))Q dx

Lemme 3.1. dy définie une distance sur F.

ou

Il est clair que

Maintenant soit

F(X) x F(X) — R*
d": .

(A, B) — /llna — sl + va — vl + lIma — 7513
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Théoréme 3.1. di définie une distance sur IF(X).

Preuve. Par l'inégalité de Minkowski

2
lia = pol3 < (Iwa = mslle + s — oll2) VA, B.C € F(X)

puis par linégalité de Holder

lpa = pcllz < llpa = usllz + lus — pell; VA, B,C € IF(X)
de méme

lva —vells < llva —vsl3 + llve —vel3 VA, B,C € IF(X)
et

Ima = mell3 < llma — 7all3 + I — mell; VA, B,C € F(X)
Ce qui montre ['inégalité triangulaire.
En utilisant le lemme 3.1, on obtient le résultat.

Exemple 1. Soient A et B deuz sous-ensembles flous intuitionistiques définis par :
(

x—1  pourz€ll,2]
pa(@) =4 —x+3 pourxe 2, 3]

0 ailleurs

\
—iz+1  pourz € |0,2]

va(z) = {1z -1 pour x € [2,4]

0, ailleurs

(

iz pour x € [0, 1]

—itx+1 pourze|0,2]

ma(®) =iz —1  pourz € [2,3]

—ix+2 pourx € [3,4]

0 ailleurs
\
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r+3  pourx € [-3,—2]
pp(@) =9 —x—1 pourx € [~2,—1]

0 ailleurs

—5x—1 pourx € [—4, 2]
ve(r) =4 ix+1  pourx € [-2,0]

0 ailleurs

1r+2  pourx € [—4,-3

—5¢ —1 pour x € [-3, 2]

me(z) =S lr+1  pourw € [-2,-1]
—%x pour x € [—1,0]
0 atlleurs
\
B d I
FIGURE 3.1 —
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dies(A, B) = / () Pz + / 1) Pl

-3

t [+ [ s
t [ @+ [ ratoPas

—4
49

12

3.3.2 Distance sur IF;

Dans cette section on va construire une nouvelle métrique sur |'espace des sous-ensembles
flous intuitionistiques vérifiant certaines propriétés. Le travail sur F; permet de généraliser

le travail de Kaleva et Seikkala [17].

Généralités
Introduisons |'ensemble IF; défini comme suit :

Fi=Fi(R)={(u,v) :R—[0,1° | 0<u+v<1}

Vérifiant les conditions suivantes :
1. (u,v) est normale i.e il existe zg,z; € R tel que u(xy) =1 et v(zy) = 1.

2. (u,v) est convexe intuitionistique, i.e, u est convexe au sens flou et v concave au sens
flou.

Autrement dit Vz,y € R et Vte|0,1]

u(te + (1 = t)y) = min (u(z), u(y))

vtz + (1 = t)y) < max (v(z),v(y))

3. u est semi-continue supérieurement et v est semi-continue inférieurement.
4. Supp((u,v)) = cl({x € R:v(x) < 1}) est borné.

Chaque élément de F; est un nombre flou intuitionistique.
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Remarque 3.2. Lorsque u + v = 1, on trouve les mémes propriétés de la définition

d’un élément de E'.

Définition 3.3. Un nombre flou intuitionistique triangulaire (TIFN) A est un ensemble

ou intuitionistique de R dont la fonction d’appartenance est pa et la fonction de non
1

appartenance est vy :

pa(z) =

va(z) =

;

N/

\

T — aq
o — a1
a3 — T
a3 — as
0
g — T
as — a}
T — Q9
as — asp
1

st a1 <z <ay

st az < < as,
atlleurs.

si ay <z <a

si ay <z < aj,

atlleurs.

ol ay <ay <ay<ag <ay et pa(x) , va(r) < 0.5 pour pa(r) = va(r) Vo € R

ce nombre est noté

L !
Aripn = <a1>a2,a3,a1;a27@3>
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)
4 Qy a3 4

| 3 fonction d'appartenance

s | 3 fOnction de non appartenance

FIGURE 3.2 — Nombre flou intuitionistique triangulaire

Définition 3.4. Un nombre flou intuitionistique trapézoidal (TRIFN) A est un en-
semble flou intuitionistique de R avec la fonction d’appartenance est pa et la fonction

de non-appartenance est v :

(T — aq .
_ st o <x<ay
Qg — a1
1 st oas <x<as
NA<I> = a, — T )
— st a3 < x < ay,
a4y — as
0 sinon.
\
( a2 — X . /
—_ st oa; <x<ap
0 stoas <x<as
VA('I> - T — as . /
- st az3 < x < ay,
1 sinon.

Avec a1§a1§a2§a3§a4§a;

Ce nombre flou intuitionistique trapézoidal est noté par

! !
Argrirn = <CL1>GQ,CL3,G4;@170276L3,@4>
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| 3 fonction d'appartenance

e | 3 fonction de non appartenance

FIGURE 3.3 — Nombre flou intuitionistique trapézoidal

Définition 3.5. On définit [’élément neutre pour l’addition comme suit :
(1,0) sit=0

(0,1) si #0

Définition 3.6. Pour o € [0,1] et (u,v) € IFy, on définit les coupes supérieures et

0¢1,0)(t) =

inférieures de (u,v) comme suit :

[(u,wr:{xeR:v(az)gl—a}

et

On note
:@wy<® — inf{z € R |u(z) > a},
:<u,v> () = sup{z € R | u(x) > a},

:@wy<@ = if{z €R|v(z) <1-al,

:<u,v>_ () = sup{z eR |v(z) <1—a}
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Remarque 3.3.

1. Les a-coupes supérieures et inférieures d’un nombre flou intuitionistique sont des

intervalles fermé de R c-a-d

2. On peut considérer [(u,v)], comme [u|® et [(u,v)]* comme [1 —v]|* dans le cas

floue.

D’aprés les propriétés vérifiant par un élément de IF;, on a
Proposition 3.1. Pour tout (u,v),(u',v")y € IFy, on a

[{u, 0)], = [{w', )],

(u,v) = (u',v) < ,Va € 10,1]
[(u, v)]" = [(,v")]"

Dans |'espace IFq, on définit I'addition et la multiplication par un scalaire par :
(u,v)y & (W, V") = (uVu,v AV, VY (u,v), (W0 € Fy

avec

(uvu)(z) = Sup min (u(z), u'(y))

(vAV')(z) = inf max (v(z),v'(y))

z=zr+y

Au,v) = (Au, \w), VA € R, V(u,v), (u,v) € F
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souvent on note + a la place de &.

Par I'extension de Zadeh on a

(e, )] = (@] + @]
[A(u,w: = )\[(u,v)r (3.3.1)

(oo, v)] = [wo)] + @],
[A(u,w— = )\[(u,v)L (3.3.2)

BNe

Proposition 3.2. Pour tout a, B € [0,1] et (u,v) € IF,
(i) [woy] <]
(i) [(u,v)]a ot [(u, mr sont des ensembles convezes compacts non vides de R
(i) si @ < 8 alors [ (0] € [(w0)] e ()] €[]
(iv) Si an 7 alors [<u,v>] -N, [<u,v>] et [<u,v>]a:mn [<u,v>]a”

(o4 Qn

Soit a € [0, 1] on note par
My={zeR : ulx)>a} e M*={zeR : vx)<l-a}

Lemme 3.2. [30] Soit {Ma, a € [0,1] } et {Ma, a € 0, 1]} deux familles de sous-
ensembles de R satisfont(i)-(iv) dans la proposition 3.2, si u et v définit par

(

0 SiI¢M0
u(r) =

sup{a € [0,1] : z € M,} sixz e M,

(

1 six ¢ M°
v(x) =

|1 —sup{ae0,1] : =€ M} si x € MY

Alors il existe (u,v) € IFy tel que

[(u,v)], = My et [(u,v)]" = M
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Métrique sur IF;

Commencons par un lemme utilisable dans ce qui suit

Lemme 3.3. Soient (u,v), (u',v") € IF}.
/

Si I est une partie dense dans [0, 1], alors si [(u,v)]* = [(u/,0")]* et [{u, v)]o = [(v/,V)]a,

)
pour tout o € 1, alors (u,v) = (u',v').

Preuve. Soit a € [0,1], puisque I est dense dans [0, 1], il existe (c;); croissante dans

1, tend vers o, mais

et

Maintenant, soient (u,v), (u',v") € Fy, et p € [1, 0]

Considérons I'application

dp((u,v>,(z,w>) :(1 01 ‘ :(u,vﬁ:(a) - [(z,w>]:(a)’pda
i/()l :(u,v>_+(a)— :(z,w>—l+(a) pda
+i/01 [(u,0) @)= [z (o) Lda
+i/01 :(u,”>_l_(o‘)_ (z,w>:;(a)pda>p
Sipe|[l, oo,
et
d ((u vy, (z w}) = ioi&% [ u v)}:(a) - [(z,w)}:(a)’
1 1+ [ *
+Zoigg1 () z(g)_ (zw) z(a)
S [l [
#3,2 |[0] @ =[] @
Sip = 0.

44



Lemme 3.4. Pour tout p € [1,00], application d, est bien définie.

Preuve. Le point essentiel de la démonstration est que [(u,v)]* et [(u,v)], sont des
fonctions mesurables. Pour cela soit oy < a1 < ... < o < .. une suite d’éléments de
0, 1], telle que oy — o € [0, 1], d’oi [(u,v)]* =), [{w, v)]* et [(u,v)]0 = [{, V)]a,

ce qui montre bien la mésurabilité de ces deux fonctions.
Théoréme 3.2. Pour tout p € [1,00|, (IFy,d,) est un espace métrique.

Preuve. La symétrie et la transitivité sont des conséquences de celles de la distance de
Hausdorff et quelques propriétés de l'intégrale.

Il reste a démontrer que d, ((u,v), (W', v")) =0, alors (u,v) = (u',v).

Alors, si d, ((u,v), (u',v")) = 0, pour p # oo, il vient que [(u,v)]* = [(u/,v)]* et
[(u,v)]o = [(t,V")]a, presque partout, la densité de la partie ot celte éqalité est réalisée,
montre [’égalité partout.

L’égalité assez claire dans le cas de p = 0.

Exemple 2.
(
r—aq .
e 5L <z <ay
1 s1 as < x < as
u(z) =
a,—T :
waas S O3 <z <ay
\0 ailleurs
et
4
22=% s a) <x<ay
az—aj
0 st oas < x < as
v(x) = (3.3.3)
Tr—as . /
w—as st oaz <x < ay
1 atlleurs

\

Les coupes supérieures el inférieures du {u,v) = ay, as ag'a’ (05} a’ sont données
) 9 ) y Y1 » 3

par les formules suivantes

[(u, U}L = [al + alay — ay), a3 — alag — (12)]
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()] = [ + ala - ). 5 — ald; - )

ﬁ stoa; < v < a
1 stas <x<as
u(x) =

by—x :

o, St b3 < w < ay
\0 atlleurs

et

(b ]

b;:g’;; st V) <z <ay
0 St ng[ESbg

x—b3 N /
Vb S bs <x < b

1 ailleurs
\
Les coupes supérieures et inférieures du (u',v") = (b, be, bg; b}, ba, by) sont données par

les formules suivantes :

[<u', wL - [bl +a(by — b1), by — a(by — 52)]
[w,wr - [bQ (1= a)(by— B) by + (1 — a)(H, — b2)]

Pour a; = —1,a9 = 0,a3 = 1, a} = —2,a0 = 0,a5 = 2, by = 0,by = 1,b3 = 2 et

by =1,by = 1,05 = 4, on obtient, sip € [1,00)

9 % P _ 9 5 4P+l 1 gp+2 3\ p
2(p+ 1) )

d, ({(u,v), (u',v)) = <1 +
et

e (1, 0), ) =

Topologie induite

Définition 3.7. Soit (u,v) € IFy et r > 0. On appelle boule ouverte de centre (u,v) et
de rayon r, lensemble noté B({u,v),r), des éléments (u',v") € IFy, tels que

d, ((u,v), (W, v")) <r. Sid,((u,v),(W,v)) <r, i s’agit d’une boule fermée.
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Définition 3.8. Une suite ((un,v,))n d’éléments de IFy, est dite convergente vers
(u,v) € IFy, si
lim d, ((u,v), (un,v,,)) =0

n—oo

Définition 3.9. Une suite ((un, vy))n d’éléments de IFy, est dite de Cauchy, si

lim  d, (U, V), (Un,vy)) =0

n,Mm—00

Théoréme 3.3. Pour tout p € [1,00|, (IFy,d,) est un espace métrique complet.

Preuve. Pour montrer la complétude, soient, € > 0 et ((tun,V,))n, une suite de Cauchy
dans IF;.
— (i) Cas p =00, on a

sup | [(n, va)]}" (@) = [(up, )] (@) < €

a€(0,1]

et
sup |[{wn, vn)]F (@) = [(ur,, vp) [ (@) < e
a€e(0,1]

des que n,m assez grands. La complétude de R, assure que [{u,,v,)]; (o) —
di(@) et [(un, )] (@) — ¢, () et par application du lemme 3.2, on a ([¢1(), & ()]) pe (0.1
définie un nombre flou, de méme ([¢'(), ¢"()])

€ (0.1]’ définie un nombre flou,

i /() = T, ({0l ) e 7(0) = T ) ().
D’autre part ce qui précede, montre que {([¢1(), ¢ (a)]), ([¢'(a), ¢"(@)]), a € [0,1]},

définie un élément de IF.

— (ii) Cas p # oo, dans ce cas

[ sl (@) = G o (@) o <«
et 1
[ 117 (@) = Kt ) e <
Par théoréeme de Frechet-Reisz dans voir [7], page 94.
[(tn, va)]}" (@) — dn(a)
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et
[(tn, va)]7 (@) — ¢r(a)
dans LP((0, 1)).
Bt il existe une sous-suite ({un, , vn,))x telle que
[(tng, v )] (@) — ()
et
[(tnger Un)] (@) — (@)

presque partout.

Par application du lemme3.2 et lemme 3.5.4, il existe (u,v) € IFy tel que

[(u, )]* = [¢; (), ¢, ()]
et
[(u, )] = [8] (@), ¢, ()]

3.3.3 Différence de Hukuhara

Définition 3.10. [32] Soient (u,v) et (u',v") € IFy, la différence de Hukuhara entre

(u,v) et (u',v') est le nombre (z,w) (s’il existe) € IFy, tel que

(u,v) © (W, v") = (z,w) <= (u,v) = (u',v") & (z,w)

Les conditions d'existence de la différence (u,v) © (z,w) = (k, 1) sont

1. [(k,l)]a:[w,v)] @[(z,w)] et

e} e}
(

Si diam([(u,v)]) > diam([(z,w>]a> pour tout « € [0, 1]

[(k,l)]j(a) _ [<u,v>r<a) _ {<z,w>}j<a) (3.3.4)
(0] @ =[] @ - [Ee)] @
a condition que [(k,l)]j(c«) est croissante par rapport 3 «, [(k, [) ]:(a) est

+ +
décroissante par rapport a o et [(kz,l)]l (1) < [(k‘,l)]r (1).

48



Si diam([(u,v)]a> > diam([(z,w)]a) pour tout « € [0, 1]
[(k,l}];(a) - [(u,v)};(a) - [<z,w>};<a) (3.3.5)
kD] @ =] wo)] (@=|¢w] (@

a condition que [(k‘,l)];(a) est croissante par rapport a a, [(kz,lﬁ (o) est

T

décroissante par rapport 3 a et [(k,l>];(1) < [(k,w};(n.
Exemple 3. Soient A = (3,5,7.5;1.5,5,8) B = (2,3,4;1,3,4)
(Al = [3+20:7.5—250]  [Bla=[2+a;4—q]
[A]* = [1.5+3.50;8 — 3a]  [B]® = [1 +20;4 — q
diam([A]ls) = 4.5(1 — @) > diam([B]a) = 2(1 — )
diam([A]*) = 6.5(1 — a) > diam([B]*) = 3(1 — )
[Cla = [1 + ;3.5 — 1.50
[C]* = [0.5 + 1.50; 4 — 20

les conditions (3.3.4) et (3.5.5) sont satisfaites alors A© B =C

Théoréme 3.4. Soient (u,v), (z,w) € IF} deux NFI avec les o coupes sont don-
nées respectivement par [(u,v}] ,[(u,v)] et [(z,w>] ,[(z,w}] la H-difference

(u,v) © (z,w) € IFy existe si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(

diam([(u,v)h) zdz‘amq(z,w)}a) vV ael0,1]
(a) [(u, ’U>L+(a) - [(z, w>L+(a) est croissante par rapport 6 «
+ +
\ [(u, v) } ) () — [(z, w) } ) (o) est décroissante par rapport 4 «

et
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rdiamq(u,v}]a) 2dz’am([(z,w>r) Vael0,1]
(b) [(u, v)]l_(oz) - [(z,w)];(a) est croissante par rapport ¢ «
\ [(u, v) ] 7(04) — [(z,w}];(a) est décroissante par rapport & o
Preuve. On suppose que (a) et (b) sont satisfaites, alors

dmm([(u,v) a) > dz’am([(z,z@]a) vV ae|0,1]
[w0)] (@)= 0] @ b
[0 @ [w] @ N

avec

d’aprés Proposition 1.3.1., on en déduit que [(u,vﬁ O [(z,wﬁ existe dans E*.

« «

D’autre part, on a

(diamq u v)]a> > diam([(z,w}]a> Vael0,1]
()] (@)= |z (@ /
|[wo)] @ =[¢w)] @ N

avec



d’aprés Proposition 1.3.1., on en déduit que [(z,wﬁ o [(u,w} ewiste dans E*.
De plus, les conditions (3.5.4) et (3.3.5) sont satisfaites alors (u,v) O (z,w) € IFy eziste.

Proposition 3.3. Si la différence de Hukuhara existe, alors elle est unique.

3.4 Equation différentielle floue intuitionistique

3.4.1 Introduction

Dans cette section, on s'intéresse a la résolution des équations différentielles floues intui-
tionistiques qui ne sont qu'une généralisation des équations différentielles floues formulées
par Kalva([19]). Et pour atteindre cet objectif, on se base essentiellement sur les deux
travaux [30] et [32], dans lesquels la distance d,, p > 1 définie sur IF; a une grande
importance dans la déduction des résultats importants concernant la complétude de I'espace
métrique flou intuitionistique (1, d,). Ainsi on introduit quelques notions d'analyse comme
la continuité, la différentiabilité, la mesurabilité et I'intégrabilité des fonctions a valeur floue
intuitionistique et de réaliser quelques propriétés concernant ces notions. Alors, tous ces
concepts nous donnent des hypothéses adéquates pour prouver |'existence et I'unicité de
la solution de I'équation différentielle floue intuitionistique z'(t) = f(¢,z(t)) z(to) = 0.
Finalement, on va proposer une procédure pour la résolution des équations différentielles

floues intuitionistiques par la méthode des a-coupes.

3.4.2 Préliminaires

Définition 3.11. Soit F' : IF} — IFy une application floue intuitionistique et (u,v) €

IF,. F est dite continue en (u,v) si et seulement si :

(Ve > 0)(36 > 0)(V (2, w) € zp’l)(dw(@,m , (z,w>> < 5) = do (F((u,v}), F((z,w))) <e

o1



Définition 3.12. Soit I : [a,b] — IF) une application & valeur floue intuitionistique et

to € [a,b]. F est dite continue en ty si et seulement si :
(Ve > 0)(35 > 0) (Vt € [a, btel que |t —to |< 5) = d(F(t), F(ty)) <

Définition 3.13. On dit que F est une fonction floue intuitionistique continue sur

[a,b] si et seulement si elle est continue en tout point de [a,b].

Définition 3.14. Une application F' : [a,b] — IFy est dite différentiable en to € (a,b)

sl existe F'(to) € IFy tel que les deux limites :

fim F(to+ At) © F(ty) o lim F(ty) © F(ty — At)
At—0+ At At—0+ At

existent et qu’elles sont égales a F'(ty), appelée dérivée au sens de Hukuhara de F en

to. Ici, la limite est prise dans Uespace métrique (IFy, dy).

Définition 3.15. Soit F' : [a,b] — IFy application floue intuitionistique.
Soit P : [a,b] — IFy une application différentiable en tout point t € (a,b). P est dite

primitive de F' si sa dérivée au sens de Hukuhara est égale a F' i.e
Vte (a,b), P'(t)=F(t).

Théoréme 3.5. Soit F : [a,b] — IF, une application différentiable.

On note

Fo(t) = [F@)]* = [Aa(t), A*(D)],
Fo(t) = [F)la = [pa(t), p*(t)]-
Alors, Mo (t), A(t), a(t) et u*(t) sont différentiables et on a
[F(YT" = D 0), 30

et
[F(@)]a = (), 1 (2)]-
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Preuve. Montrons que l'application F, est différentiable.
On a

[F(t+h) © F(t)] = [Aa(t + h) — Xa(t), X(t + h) — X*(1)],
et

[F(t) © F(t — h)]* = [Aa(t) = Ao (t — h), A*(t) — A*(t — h)].

En divisant par h et passant a la limite, alors \,(t), \*(t) sont différentiables.

De la méme fagcon on montre que p,(t) et p*(t) sont différentiables.

Proposition 3.4. Soient I : [a,b] — IFy et G : [a,b] — IF} deux applications
différentiables. Si F' et G sont les deux primitives de la méme application et il existe

F(t) © G(t) pour tout t € (a,b), alors F(t) = G(t) & C, avec C € IFy une constante.

Preuve. Soit F(t) = G(t) ® C(t), en dérivant les deuz cotés, nous avons que
F'(t) = G'(t) @ C'(t), donc C'(t) = 01,0y pour chaque t € (a,b) ce qui implique que C

est une constante.
Théoréme 3.6. Si F' : [a,b] — IFF, est différentiable, alors elle est continue.

Preuve. Soit t,t + h € [a,b] avec h > 0.
On a

doo (F(t+ 1), F(t)) = doo(F(t+h)© F(t),0010))

F(t+h)o F(t)
h

< hdoo< ,F(t)) +hdoo(F/(7f)70<1,0>)>

ot h est assez petit de telle sorte que la H-différence F(t 4+ h) © F(t) existe.
Lorsque h — 0 le terme du coté droit tend vers 0y ) donc F' est continue a droite.

De la méme maniére on montre que F' est continue a gauche.

Définition 3.16. F': [a,b] — IFy est dite intégrablement bornée s’il existe une fonction

intégrable h : [a,b] — R telle que
| y |< h(t) pour tout y € Supp(F'(t)),t € [a,b].
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Définition 3.17. On dit que Uapplication F : [a,b] — IFy est fortement mesurable si
pour tout a € [0, 1], les applications F, : [a,b] — Py(R) définie par F,(t) = [F(t)] et
F* :[a,b] = Py(R) définie par F*(t) = [F(t)]* sont (Lebesgque) mesurables, ot Py (R)

est muni de la topologie issue de la métrique de Hausdorff dy.
Lemme 3.5. Si F': [a,b] — IFy est continue, alors elle est fortement mesurable.

Preuve. Soient ¢ > 0 et tg € [a,b], par la continuité de F il existe un § > 0 tel que
doo(F (1), F(to)) < e quand |t —1y|< 9
on a doo(F (), F(ty)) < e donc

[(FE)]F () = [F(to)[ ()] < e et [[F(B)]f (o) — [F(to)]i ()| < &

Par suite

max { |[(F()] (@) = [F(to)JF (@) PO (@) = [Fto)}f ()]} = dir (Falt), Fulto)) <&

quand | t — ty |< 0. Par conséquent F, est continue par rapport 4 la métrique de

Hausdorff. D’on F;Y(U) est ouvert, pour chaque ouvert U de Py(R).

De la méme maniére, on montre que F'* est mesurable.

Lemme 3.6. Soit F' : [a,b] — IFy une application fortement mesurable et on note
F,(t) = [/\a(t), )\a(t)}, Fo(t) = [,ua(t),uo‘(t)] pour a € [0,1]. Alors Aoy A%, fia, 1 sont

mesurables.

Preuve. Soit « € [0, 1] fizé, donc F, et F* sont des applications mesurables et ¢ valeur
dans un ensemble fermé.
Par conséquent, I, a une représentation de Castaing ([8])i-e., il existe une séquence g

des sélections mesurables telles que pour tout t € [a,b),

F,(t)={¢}, |k =1,2,..}

Mais & partir de la définition de F,(t), il en résulte que A\, = inf g et \* = sup g5

De la méme maniére, on montre que u® et p, sont mesurables, ce qui prouve le lemme.
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Définition 3.18. Soit A = [a,b], on suppose que F : A — IFy est intégralement bornée

et fortement mesurable pour chaque o € (0,1], on écrit

[/ F(t)dt] = / [F(t)],, dt = {/ fdt|f : A — R est une sélection mesurable de Fa} :
A N A

{ /A F(t)dtr = /A [F(t)]"dt = { / fdt|f : A — R est une sélection mesurable de FO‘} ,
st it ) € 1 s (0] = [, F0a]” [ 1wl] = [P0,

pour tout o € (0, 1]. Alors F est dite mtegmble sur A, et on écrit
fA t)dt ou ( f F(t

Remarque 3.4. — Si F(t) = (uy, vy) est intégrable, alors [ (uy,ve) = ([, [vr),
~ 8i F : |a,b] — IFy est intégrable alors en vue du lemme (3.6) [ F est obtenue en

intégrant les a-coupes :

[ Y e

Fult) = [F(O)]a = a2 F() = (PO = [nalt). } pour tout

Théoréme 3.7. Si F': [a,b] — IFy est une application fortement mesurable et

intégralement bornée, alors I est intégrable.

Preuve. On note M, = [ F, et M* = fFa, comme F' est fortement mesurable et

intégralement bornée, alors d’apres [6], il existe deux nombres flous u et 1 — v tel que
={zeR :ulx)>a} e M*={zecR : 1-v(z)>a}

Par conséquent, les propriétés (i)-(iii) du lemme (3.2) sont vérifiées.
De plus, comme F, C F* = [ F, C [ F* pour tout a € [0,1], par le lemme (3.2), il
existe unique (u,v) € IFy tel que [(u,vﬁ = [F* et [(u,v)} = [ F,, qui compléte

la preuve.

Corollaire 3.1. Si F' : [a,b] — IFy est continue, alors elle est intégrable.
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Preuve. On a F est continue, donc F est fortement mesurable.
Comme Supp(F) est continue, Supp(F(t)) € Py(R) pour tout t € [a,b] et [a,b] est
compact, alors |J Supp(F(t)) est compact. Par suite, F est intégralement bornée, qui

t€la,b]
complete la preuve.

Théoréme 3.8. Soit F : [a,b] — IFy une application intégrable et ¢ € [a,b]. Alors,

[refrefr

Preuve. Soient a € [0,1] et f est une sélection mesurable de F.

Comme fabf = facf + fcb f, alors on obtient

Lol el

D’autre part, on pose z = fac g1+ fcb g2 ol g1 sélection mesurable de F,, sur [a,c| et ga

sélection mesurable de F, sur [c,b]. alors f défini par

gi(t) if te€]a,d]
g2(t) if t€|eb].

ft) =

est une sélection mesurable de F, sur |a,b] et ff f= fac g1+ fcb go = z Par conséquent,
c b b
LAl
De la méme maniére on montre que
c @ b @ b «
LA =LA

Théoréme 3.9. Soient F,G : [a,b] — IFy deux applications intégrables et X € R. Alors

/( (t) & G(t))dt — / /G
2 /(AF( V)t A/F( \t,

3. d <F( ), G(t)) est intégrable,

/. do </ dt/G dt) /d <F(t),G(t)>dt.
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Preuve. Soit a € [0, 1], les a-coupes supérieures et inférieures de F'(t) et G(t) respecti-
vement données par F,(t), F*(t), Ga(t), G*(t) sont des ensembles compacts et convezes
de R. Alors d’apres Debreu[10] les intégrales suivantes [ Fo(t), [ F*(t) ,[ Ga(t) et
[ G*(t) sont additives, donc, on utilise les propriétés (3.3.1) et (3.3.2), on obtient

[Irw o6l = [Fw+ [ 6.
Jrwecar = [Fo+ [

Ce qui prouve la propriété 1.
Un raisonnement similaire donne 2.
Maintenant pour 3., on remarque que

doo<F(t),G(t)> gl sup dH([F(t)] , [G(t)} >+1 sup deF(t)r, [G(t)r)

0<a<l1 [e} « 2 0<a<l

Comme, 021;21 dy ( [F(t)] K [G(t)} a) et oilclugl dy ( [F(t)] a, [G(t)} a) sont intégrables

voir [Théoreme 4.3, (iii) [19]], done, dw <F(t), G(t)) est intégrable.

Finalement, par la définition de la métrique do, on a

w(fro. fow) = s | [1F0 / +4oi‘;zl)/ / GO @)
40?;21\/ / uoizta!/ / GO (o

< 103321 ] e ' 403221/ e el
+1,5, [ \ )|+ 5, f @7 )
< j/ioiggl\ufx@n;<a>_.K;@n;<aﬂ-+]/ioiggl\ufwwNi<a>—-K?@ﬂi(aw

# [ 3 [l @ (G0 @] + [ § s [FO)7 @ - G0 @)

4 gca<1

Ainsi,

doo (/F(t),/G(t)) < /doo (F(t),G(t))
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Lemme 3.7. Soient A € IFy et F : [a,b] — IF\ une application définie par F(s) = A
pour tout s € [a,b]. Alors fabF =(b—a)A

Preuve.

Ona{ / bF(s)ds} - / (F($)]ds — / (Alds = (b— o)Al

[ros] = [ = [ = oo

/abF(s)ds = (b—a)A.

d’ot

Corollaire 3.2. Si F': [a,b] — IF} est continue, alors fatF est lipschitzienne sur |a, b|.

Preuve. Soient s,t € [a,b] et on suppose que t < s. Donc,

doo(/aSF(T)dT, /:F(T)d7'> — d. (/atF(T)dTJr/:F(T)dT, /atF(T)dT)
< ([ Fnoun o)
< [ ax(FE0u00) )ar

puisque, |J Supp(F(t)) est compact, alors il existe M > 0 tel que |x| < M pour
t€la,b]

tout x € Supp(F(t)) et t € [a,b], ceci implique que dy (F(T), 0<170>(7')) < M, d’aprés le
lemme 3.7

Ainsi,

doo(/:F,/atF) < M(s—t)

Théoréme 3.10. Soit F : [a,b] — IFy une application continue. Alors pour t € [a,b],
Uintégrale G(t) = fj F est différentiable et G'(t) = F(t).

Preuve. On a F continue, donc F est intégrable.

Soit € > 0, pour h >0, on a
t+h
G(t + 1) O G(t) :/ F
t
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alors,

S| =

.. (%(G(Hh)oc;(t)),m)) - L ( /t t+hF(s)ds,hF(t))

. ( /t " ps)s. /t o F(t)ds)
/t L (F(s), F(t))

S|

IA
> =

Comme F est continue, donc

d. (%(G(t L) O G(1)), F(t)) <c

Par conséquent,

lim %(G(t L h)OG(H) = F(t)

h—0

et de méme

lim %(G(t) OG(t— b)) = F(t),

h—0

ce qui prouve le théoréme.

Théoréme 3.11. [15] Soit F' : [a,b] — IFy une application différentiable et on suppose

que la dérivée F' est intégrable sur [a,b]. Alors, pour chaque s € [a,b], on a

F(s) = F(a) ® / F'(t)dt.

3.4.3 Etude d’une équation différentiélle & valeur initiale dans

IF,

Existence et unicité de la solution

On considére I'équation différentielle a valeur initiale floue intuitionistique

2'(t) = f(t, (1))

I(to) = <ut07 Uto)

(3.4.1)
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avec z(t) € Fy est inconnu, to € I =[0,T] et f: I x F; — F;.
x(to) est un nombre flou intuitionistique.
Notons C(I,F;) I'ensemble des applications continues définies de I a valeurs dans F; et

définissons une métrique sur C'(I,F;) par :

D(f,g) = supdu (f(t), g(ﬂ)

tel

avec f,g € C(I,F,).
Théoréme 3.12. (C(I,1F}), D) est un espace métrique complet.

Preuve. Soit (f,), une suite de Cauchy dans (C(I,IFy), D) donc, pour tout ¢ > 0 il
existe N € N tel que pour tout n,q €N, onan,qg> N = D(f,, f,) <¢
c-a-d

Vn,q €N, n,q > N = supda(fu(t), fo(t)) < ¢
tel

Ce qui implique que

ANEN, Vn,geN, VteT, n,qg> N = du(fult), f,(1) < e.

Comme (IFy,d,) est un espace métrique complet voir [30] alors, il existe f(t) € IF,
pour tout t € I tel que doo(fn(t), f(t)) = 0 quand n — +oo. Ainsi, D(fn, f) — 0 quand
n — +0o0.

Il reste a montrer que f € C(I,IFy), donc¥n € N | Vi, to € I, on a
o (f(2), [(t0)) < doo(f (1), fu (1)) + doo(fn(t), fr(to)) + doo(fn(to), f(t0))
Pourn suffisamment grand et t appartenant au voisinage de to, on obtient f € C(I, IF}).

Définition 3.19. x : [ — IF} est une solution du probleme a valeur initiale (3.4.1), si

et seulement si elle est continue et satisfait [’équation intégrale

x(t) = x(ty) ® /tf(s;z:(s))ds, pour tout t € 1.
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Théoréme 3.13. On suppose que f : I x IF}, — IF est une application continue et il

existe une constante k > 0 telle que

avec k(T —

£ (s, ()7 () = [f (s, 9 ()] < k()] (@) = [y(s)]) ()]
[f (s, ()] () = [f (s, 9 ()] < klfz()]) (@) = [y(s)]) ()]
|[F (s, 2(s)] (@) = [f (s, y(s))] (@) < Kllz(s)] (@) = [y(s)]; ()]
[ (s, ()i (@) = [F(s,9(s))l (@) < Kl[z(s)]; (@) = [w(s)l; ()]

to) < 1, pour tout s € I,x,y € IFy. Alors le probléme a valeur initiale (3.4.1)

admet une solution unique sur I.

Preuve.

Pour x € C(1,1IF,), on définit Pz sur I par

szam@[f@uwd

Posons ¢(t) = Px(t) et ¥(t) = Px(t + h).

On a

Alors

1
D(p, ) = sup {— sup

D) = D(st) / fsx»wmm@éﬁ@mmw>

= ([ stsatas [ sts.atoas)
= s ([ st [ st stoas)

/t+h[f(s, z(s))]F (a)ds — /t:[f(s,x(s))]j(a)ds)

tel (4 0<ax<1
%Oi‘jﬁl/ [f(S,fv(S))]f(a)ds—/to [f (s, 2(5))]} (a)ds
+igg/ U@Mﬂhm%—luaammwﬂ
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1
+ — su
4 0<agl

| s atl@as - [[15ts, s

to

Ainsi

[ st as

|

/t+h[f(s,x(s)) ds‘ + — sup

4 0<a<l

1
D(p,v) = sup {— sup

tel 4 0<a<l

1
+—- su
4 0<ozI<)1

t+h
+ 1w / (5, 2(5))]; (c)ds

0<a<llJt

t+h
/ (s, 2(5)]; (e)ds

quand h — 0, D(p,v) — 0. donc Px € C(1,IF).
Maintenant, soient x,y € C(I,IFy), on a

D(Pz,Py) = D( (to) /fsx ))ds, z(to) ® /ttf(s,y(s))ds)

- oo s
SR QT

< swp / i 5.2t £, <>>)ds

tel

on obtient

t
1
D(Pzx, Py) < sup/ {— sup

tel 0<a<l

£ (s, 2()]F (@) = [F (s y(s)] ()]

1 sup [[F(s. 2]} () — [F(s. y()] ()]

4 0<a<l

(s, 2())]; (@) = [£(s,9(s))]s ()]

1
+-— sup
4 0<a<l1

(o) (@) = s (oDl )] s

1
+ — sup
4 0<a<l
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Alors

1
D(Px, Py) < sup(t — to) {— sup sup

b sup sup [[F(s.als))]} (@) = /(s u()) (@)
*i supsup [[f (s 2(5))); () = [f(s: y(s))l; ()

1
+ — sup sup
O<a<l tp<s<t

s a(s) ) = s 966D o)}

1
D(Pzx, Py) < (T —ty) sup {— sup

sel 0<a<l

[f(s,2(s))7 () = [f (s, 4(3))] ()

*3 sup [[ (s 2(s))l (@) = (s, y()] (0)
*i sup [[f(s@(s))] (@) - [f(s,5()]; (@)
i ip [f (s (s)]; (@) - [f<s,y<s>>]l<a>\}

D(Po, Py) < KT-t)sup { § sup [lo(9]F ) = ol )|+ s
45 s () (@) = W) ()] + § sup ()] (a) - [y(s)h(a)\}

Par conséquent D(Px, Py) < k(T —to)D(x,y).

Comme k(T — ty) < 1 donc P est une contraction et d’apres le principe de contraction

de Banach, Uapplication P admet un point fixe unique.
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Résolution d’une équation différentielle floue intuitionistique

Dans cette section, nous donnons une procédure pour résoudre |'équation différentielle

floue intuitionistique

(3.4.2)
w(to) = <ut0> Uto)

{ () = f(t,2(1))

On note les coupes supérieures et inférieures respectivement de z(t), z(to) et f(t, z(t)) .

Fa®)] = [o(t @) @), FOI @), (L) @ O @)

)] = (L) @, kO] @), k(62O @ 0] @)]

et on suit les étapes suivantes :

1. Résoudre le systéme

& O (@) = g(t (O (@), 2] (@) 5 [t (@)
& O (@) = h(t (O (@), O} (@) 5 [2(to)]} (o)
& O (@) = 1t [ (@), 2(0)); (@) 5 [t (@)
2 O] (@) = k(t @) (@), @) (@) 5 [2(to)]; (o)



2. On note

et

[ @O (@), 2] ()] = ML [0 (@), /0] (@) | = M.
Vérifier que ( M, M* ) et (M&,M’O‘ ) sont les coupes supérieures et inférieures

respectivement de z(t) et de 2/(¢).

3. Utiliser le lemme (3.2), qui assure I'existence d'un nombre flou intuitionistique

(u,v) € Fy tel que (u,v) = z(t) est la solution floue intuitionistique avec
w0) ] = [0 (@), l20); (@)

et

Exemple

On considére le probléme suivant :

{ z(t) + z(t) = 2exp(—t)zy , t>0

x(0) = xg

(3.4.3)

avec 79 = (—1,0,1;—3,0,2) est un nombre flou intuitionistique triangulaire.

En appliquant la méthode de la résolution proposée précédemment, nous obtenons le sys-

téme différentiel suivant :

[ ()] (@) + 2] (@) = 2(a = Nexp(=t) , [2(0)](a) =a—1

[ O () + [2(0)]F () =2(1 —a)exp(=t) , [2(0)[f(a) =1—a

'O (@) + [2()]7 (@) = 3(a = Dexp(=t) , [2(0)]; (a) = 3(a — 1)
[ @] (@) + [#(0)]; (a) = 3(1 —a)exp(—t) , [2(0)]; (o) = 3(1 — )



on trouve

(o)) (@) = (0 = 1)(1 -+ 20) exp(—1)
(et} (0) = (1~ a)(1 + 21) exp(~1)
[0 (0) = (a — 1Bt + 5) exp(~1)

(1)) (0) = (1 — a)(3t + ) exp(—1)

Par conséquent

[x(t)L - {(a —1)(1 4 2t) exp(—1), (1 — a)(1 + 2t) exp(—t)]

o

(= D)3t + g) exp(—t), (1 — ) (3t + g) exp(—t)]

On remarque que [z(t)]; (o) < [z(t)](a) et [z(t)]; (@) < [2(t)], (o) seulement si ¢ > —1

aussi,

et

[ (O (@) = (o= 1)(5 3 exp(—) < [/ (] (0) = (1 ) 5 — 36) exp(~1)

seulement si t < %
De plus, on a [x(t)] C [x(t)} pour tout a € [0, 1].

D’ou, z(t) définit la solution floue intuitionistique du probléme (3.4.3) sur l'intervalle [0, %]
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous sommes parvenus a la différence de Hukuhara des nombres flous
intuitionistiques [32] a introduire la notion de différentiabilité dans |'espace des nombres flous
intuitionistiques IF;, et a établir plusieurs résultats importants concernant cette nouvelle
notion. Ensuite, nous avons établi plusieurs résultats trés importants permettant d’assurer
I'existence et |'unicité de la solution d'une équation différentielle floue intuitionistique sous
certaines conditions, enfin nous avons proposé une procédure pour la résolution de ce type
d'équations EDFI.

Comme I'étude des équations différentielles a valeur initiale floue intuitionistique reste encore

un domaine moins développé, alors nous avons s'intéresser prochainement aux :

- Etude des problémes d'évolutions en utilisant la notion du semi-groupe flou intuitionis-

tique,
- Etude des équations différentielles fractionnaires a valeur initiale floue intuitionistique,

- Résolution numérique des équations différentielles floues intuitionistiques.
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