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RÉSUMÉ

Le but de ce travail de thèse est de contribuer à l’étude des équations différentielles frac-

tionnaires non locales. Ce type d’équations a un meilleur effet et avantage que les équations

différentielles classiques en modélisation des propriétés et de la mémoire des phénomènes

naturelles.

Tout d’abord, nous rappelons quelques ingrédients concernant le calcul fractionnaire, la

théorie des semi-groupes, la théorie des familles cosines, les transformations intégrales, les

fonctions spéciales, la théorie des ensembles flous et quelques résultats d’analyse fonctionnelle

sur lesquels s’appuient nos travaux décrits dans cette thèse.

Ensuite, nous nous intéressons à l’étude d’un problème de Cauchy, pour les équations diffé-

rentielles fractionnaires non locales du premier ordre avec une nouvelle dérivée fractionnaire

dite "dérivée fractionnaire conforme". Les résultats d’existence, unicité, dépendance continue

par rapport à la donnée initiale et régularité de la solution s’obtiennent à l’aide de la théorie

des semi-groupes combiné avec la théorie des points fixes.

Puis, nous exploitons la théorie des familles cosines et la théorie des points fixes pour mon-

trer l’existence, unicité, dépendance continue par rapport aux données initiales et régularité

de la solution d’un problème de Cauchy, pour les équations différentielles fractionnaires non

locales du second ordre avec la dérivée fractionnaire conforme. Nous avons aussi donné la so-

lution fondamentale implicite dans un cas concret des équations télégraphistes fractionnaires

non locales où la dérivée fractionnaire est prise au sens de Caputo.

Finalement, après avoir donné un sens à la dérivée et l’intégrale fractionnaires conformes

dans un cadre flou, nous traitons les questions d’existence, unicité et dépendance continue par

rapport à la donnée initiale de la solution d’un problème de Cauchy flou, pour les équations

différentielles fractionnaires non locales du premier ordre à retard.

Les mots-clés : Équations différentielles fractionnaires, Conditions non locales, Familles

d’opérateurs linéaires, Théorie des points fixes et Théorie des ensembles flous.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La théorie de la dérivée fractionnaire est une théorie très ancienne, qui remonte à une

conversation au 30 septembre 1695 entre L’Hôpital et Leibniz concernant la définition d’opé-

rateur dn(.)
dtn pour n = 1

2 . Ainsi, au fil du temps, certaines approches ont été données dans la

littérature comme la définition de Riemann-Liouville et celle de Caputo. Pour 0 < α < 1, la

dérivée fractionnaire d’une fonction x au sens de Riemann-Liouville est donnée par [56] :

RLDαx(t) =
1

Γ (1−α)
d
dt

∫ t

0

x(s)
(t − s)α

ds,

où Γ est la fonction Gamma d’ Euler. Nous remarquons que la dérivée au sens de Riemann-

Liouville d’une fonction constante n’est pas forçement nulle, mais cette propriété est vraie

pour la dérivée fractionnaire au sens de Caputo définie par [56] :

CDαx(t) =
1

Γ (1−α)

∫ t

0

x
′
(s)

(t − s)α
ds.

Il est clair que les deux définitions précédentes ne satisfont pas certaines propriétés de la

dérivée classique, comme la formule de Leibniz et la formule d’intégration par parties. Pour

cette raison, Khalil et autres ont donné une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire

appelée "dérivée fractionnaire conforme" et définie comme suit [36] :

dαx(t)
dtα

= lim
ε−→0

x(t + εt1−α)− x(t)
ε

.

Cette définition satisfait la majorité des propriétés de la dérivée classique, en citant la déri-

vée du produit et du quotient de deux fonctions, le théorème de Rolle, le théorème des ac-

croissements finis et la formule d’intégration par parties. Notons que la dérivée fractionnaire

conforme est meilleure que la dérivée classique pour les fonctions non régulières. En effet, par

exemple la fonction x(t) =
√
t n’est pas différentiable en 0+, mais elle est (α)−différentiable en

0+ pour α ≤ 1
2 . De plus, d

αx(0+)
dtα = 0 pour α < 1

2 et d
1
2 x(0+)

dt
1
2

= 1
2 .

Nous notons aussi, que la transformation standard de Laplace

L (x(t))(λ) :=
∫ +∞

0
e−λtx(t)dt, λ > 0,

n’est pas compatible avec la dérivée fractionnaire conforme. Pour cette raison, Abdeljawad a

introduit une transformation adaptée dite "transformation fractionnaire de Laplace" comme

7



suit [1] :

Lα(x(t))(λ) :=
∫ +∞

0
tα−1e−λ

tα
α x(t)dt, λ > 0, α ∈ (0,1).

La dérivée fractionnaire a trouvé ces applications en divers disciplines scientifiques, en citant

par exemple : hydrologie [8], diffusion anormale [14, 78], systèmes mécaniques [15, 24], tissus

biologiques [40], viscoélasticité [41], électronique [42], propagation des ondes [63], processus

de diffusion [65], économie [66], transport de neutron [70] et diélectriques [71]. Pour plus de

détails concernant l’historique et applications du calcul fractionnaire, on se réfère aux travaux

de Debnath [18], Kilbas et autres [37], Miller et Ross [45], Oldham et Spanier [51], Podlubny

[56], Samko et autres [62] et Zhou [77].

D’autre part, pour des raisons physiques, Byszewski a introduit la condition [10] :

x(0) = x0 + g(x),

appelée "condition non locale" comme une généralisation du cas classique x(0) = x0.

La condition non locale signifie que la donnée initiale n’est pas explicite et dépend de quelques

états futures du phénomène à étudier. La célèbre forme de la fonction g est donnée par [19] :

g(x) =
p∑
i=1

cix(ti),

quand l’auteur a utilisé cette forme pour décrire le phénomène de diffusion d’une petite quan-

tité de gaz dans un tube transparent. Aussi, une forme intégrale de g a été attachée à l’équation

de la chaleur par Olmstead et Roberts [52].

Par ailleurs, on trouve d’une manière naturelle que la notion de retard survient dans de

nombreux phénomènes non causaux, c’est-à-dire, que l’état future du phénomène dépend du

passé [26].

En réalité, la nature est pleine de notions vagues, c’est pour cette raison que Zadeh a in-

troduit une nouvelle théorie dite "théorie des ensembles flous" comme une généralisation de

la théorie des ensembles classiques pour modéliser la notion de vague [72]. Considérons un

exemple simple qu’on peut modéliser en utilisant la théorie des ensembles flous : si on s’in-

téresse aux états de la température de l’eau, en logique booléenne, on note, par exemple, la

valeur 1 si l’eau est chaude et la valeur 0 si elle est froide. Mais, que peut-on dire pour l’état

"tiède" ? Quel sens peut-on donner, par exemple, au terme "un peu chaude" ? Alors, dans cet

exemple, l’état "tiède" et "un peu chaude" sont des états intermédiaires vagues. En théorie

des ensembles flous, on peut associer, par exemple, la valeur 1
2 à l’état tiède. De même, on

classe les autres états intermédiaires, d’une manière graduelle, par des valeurs dans l’inter-

valle continu [0,1]. Ainsi, un ensemble flou est la donnée d’une fonction à valeur dans [0,1]

dite degré d’appartenance. Nous proposons aussi l’exemple des nombres réels proches de 1
2

8



comme étant un ensemble vague, qui peut avoir un degré d’appartenance défini comme suit :

µ(x) =



2x, 0 ≤ x ≤ 1
2 ,

−2x+ 2, 1
2 ≤ x ≤ 1,

0, alleur.

En fait, les concepts dérivée fractionnaire, condition non locale, condition retardée, condition

floue ont un meilleur effet et avantage que leurs formes standards en modélisation de la mé-

moire des phénomènes naturelles.

En conséquence, le sujet des équations différentielles fractionnaire à condition initiale, qui

prend en considération le problème de la mémoire, attire l’intérêt de plusieurs chercheurs

[6, 9, 10, 49, 64]. Le problème de Cauchy, pour les équations différentielles du premier ordre,

a été étudié par différentes méthodes telles que la méthode des semi-groupes fortement conti-

nus [10, 11, 44], quand les auteurs ont supposé que la partie linéaire est le générateur infini-

tésimal d’un semi-groupe fortement continu, la méthode des semi-groupes intégrés [9, 22] et

la méthode des semi-groupes d’extrapolation [9, 48] ont été considérés dans le cas non dense,

c’est-à-dire, que la partie linéaire est à domaine non dense et satisfait la condition de Hille-

Yosida. Pour plus de détails sur les équations différentielles à domaine non dense, on se réfère

aux travaux [2, 5, 16, 22, 25, 35, 48, 68].

La méthode des familles cosines [23, 27, 69] a été introduite pour étudier le problème de

Cauchy pour les équations différentielles du second ordre, quand les auteurs ont supposé que

la partie linéaire est le générateur infinitésimal d’une famille cosine fortement continue.

Cette thèse entre dans le cadre d’une contribution à l’étude des équations différentielles

fractionnaires non locales en quatre chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons brièvement quelques ingrédients concernant le

calcul fractionnaire, la théorie des semi-groupes, la théorie des familles cosines, les transfor-

mations intégrales, les fonctions spéciales, la théorie des ensembles flous et quelques résultats

d’analyse fonctionnelle, qui seront nécessaires dans la suite de cette thèse.

Dans le deuxième chapitre, nous considérons le problème de Cauchy pour l’équation

différentielle fractionnaire non locale du premier ordre de la forme suivante :

dαx(t)
dtα

= Ax(t) + f (t,x(t)), x(0) = x0 + g(x),

ce problème de Cauchy est considéré en trois cas, dans un premier temps, nous supposons que

la partie linéaire A est un opérateur sectoriel, puis nous établissons l’existence, l’unicité et la

dépendance continue par rapport à la donnée initiale de la solution "faible". En second cas, on

suppose que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu et on montre

l’existence, l’unicité, la régularité et la dépendance continue par rapport à la donnée initiale

9



de la solution faible. Dans le troisième cas, nous supposons seulement que A est un opérateur

de Hille-Yosida et nous utilisons deux approches, l’approche des semi-groupes intégrés et celle

des semi-groupes d’extrapolation, pour prouver l’existence et l’unicité de la solution intégrale.

En fin, nous appliquons les principaux résultats au modèle fractionnaire et non local de la

chaleur.

Dans le troisième chapitre, sous la condition que la partie linéaire A est le générateur

infinitésimal d’une famille cosine, nous montrons les résultats d’existence, d’unicité et de la

dépendance continue par rapport aux données initiales de la solution faible du problème de

Cauchy pour l’équation différentielle fractionnaire non locale du second ordre de la forme

suivante :
dα

dtα
dαx(t)
dtα

= Ax(t) +F(t,x(t),
dαx(t)
dtα

),

x(0) = x0 +G(x,
dαx
dtα

),
dαx(0)
dtα

= x1 +H(x,
dαx
dtα

).

Nous allons aussi donner la solution fondamentale implicite pour les deux équations aux déri-

vées partielles fractionnaires de formes suivantes :

au(t, `) + b
∂αu(t, `)
∂tα

+ c
∂
β
2

∂t
β
2

∂
β
2u(t, `)

∂t
β
2

=
∂2u(t, `)
∂`2 ,

au(t, `) + b
∂αu(t, `)
∂tα

+ c
∂βu(t, `)
∂tβ

=
∂2u(t, `)
∂`2 ,

avec les conditions initiales du type non locales suivantes respectivement

u(0, `) =
p∑
i=1

[aiu(ti , `) + bi
∂
β
2u(ti , `)

∂t
β
2

],
∂
β
2u(0, `)

∂t
β
2

=
p∑
i=1

[ciu(ti , `) + di
∂
β
2u(ti , `)

∂t
β
2

],

u(0, `) =
p∑
i=1

[aiu(ti , `) + bi
du(ti , `)
dt

],
∂u(0, `)
∂t

=
p∑
i=1

[ciu(ti , `) + di
du(ti , `)
dt

],

nous introduisons également, les conditions aux limites du type non locales suivantes respec-

tivement

u(t,0) =
p∑
i=1

[riu(t, `i) + si
∂
β
2u(t, `i)

∂t
β
2

], u(t,1) =
p∑
i=1

[ηiu(t, `i) +µi
∂
β
2u(t, `i)

∂t
β
2

],

u(t,0) =
p∑
i=1

[riu(t, `i) + si
du(t, `i)
dt

], u(t,1) =
p∑
i=1

[ηiu(t, `i) +µi
du(t, `i)
dt

],

notons que les deux formes précédentes ne sont pas équivalentes. De plus, nous signalons

qu’elles sont motivées par une célèbre équation hyperbolique du second ordre dite "équation

des télégraphistes", qui a un meilleur effet que l’équation de la chaleur en modélisation des

phénomènes naturelles d’aspect parabolique [20]. En effet, pour α = 1, β = 2, a = RG, b =

RC + LG et c = LC, avec R et G sont respectivement la résistance et la conductance de la

10



résistance, C est la capacité du condensateur et L est l’inductance de la bobine, on retrouve

l’équation des télégraphistes suivante :

RGu(t, `) + (RC +LG)
∂u(t, `)
∂t

+LC
∂2u(t, `)
∂t2

=
∂2u(t, `)
∂`2 .

L’équation des télégraphistes fractionnaire trouve ces applications en stochastique universelle

[30], électromagnétisme [58], théorie de la marche aléatoire [7], théorie des contraintes ther-

miques [57], points quantiques de nanotube de carbone semi-conducteur [29], structure de

l’image qui préserve le débruitage [74], la cinétique de réacteur [4] et les réactions de dif-

fusion [20]. L’équation des télégraphiques fractionnaire au sens de Caputo dans un cas par-

ticulier (β = 2α) a été résolu par plusieurs méthodes, en citant, par exemple, la méthode de

la transformation de Laplace [12], la méthode de décomposition d’Adomian [47], la méthode

de séparation des variables [13], la méthode d’homotopie [17, 38], la méthode de la transfor-

mation différentielle réduite [67] et la méthode des fonctions de la base radiale [28]. Comme

applications des résultats de ce chapitre, on propose les modèles fondamentaux fractionnaires

et non locaux pour l’équation des ondes et celle des télégraphistes.

Dans le quatrième chapitre, après avoir donné la définition et certains résultats concer-

nant les deux concepts de la dérivée et l’intégrale fractionnaires conformes dans le cadre flou,

nous allons exploiter la notion de semi-groupe flou fortement continu pour établir l’existence,

l’unicité et la dépendance continue par rapport à la donnée initiale de la solution faible pour

le problème de Cauchy fractionnaire avec une condition non locale-floue à retard de la forme

suivante :
dαx(t)
dtα

= Ax(t) + f (t,xt), x(σ ) = ϕ(σ ) + g(xt1 , ...,xtp)(σ ).

Pour plus de détails concernant le problème de Cauchy pour les équations différentielles floues,

on peut voir, par exemple, les travaux [3, 31, 32, 33, 44, 53, 54].

Nous terminons par quelques précisions sur les paramètres indiqués dans cette introduction

comme suit :

0 < τ, 0 < t ≤ τ, 0 < ` < 1, 0 < r, −r ≤ σ ≤ 0, 0 < α < 1, 1 < β < 2, 0 < a, 0 < b, 0 < c, p ∈ N,

0 < t1 < t2 < ... < tp < τ, 0 < `1 < `2 < ... < `p < 1, ai , bi , ci , di , ri , si , µi , ηi , i = 1, ...,p sont

des constantes réelles, A est un opérateur linéaire, x0, x1 sont deux éléments d’un espace

de Banach (X,‖ . ‖), xt est une fonction-mémoire donnée par la formule xt(σ ) = x(t + σ ), f , g,

h, ϕ, F, G, H sont des fonctions satisfaisant certaines hypothèses, d
αx(t)
dtα représente la dérivée

fractionnaire conforme d’ordre α, ∂αu
∂tα , ∂

β
2 u

∂t
β
2

et ∂βu
∂tβ

sont des dérivées partielles fractionnaires

prises au sens de Caputo.
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CHAPITRE

1

PRÉLIMINAIRE

Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement quelques ingrédients concernant le calcul frac-

tionnaire, les transformations intégrales, les fonctions spéciales, la théorie des semi-groupes,

la théorie des familles cosines, la théorie des ensembles flous et quelques résultats d’analyse

fonctionnelle, qui seront nécessaires dans la suite de cette thèse.

1.1 Dérivées et intégrales fractionnaires

Définition 1.1. [56] L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α ∈ (0,1) d’une

fonction x est définie par

RLIα(x)(t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

x(s)
(t − s)1−α ds.

Définition 1.2. [56] La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α ∈ (0,1) d’une

fonction x est définie par

RLDα(x)(t) =
1

Γ (1−α)
d
dt

∫ t

0

x(s)
(t − s)α

ds.

Définition 1.3. [56] La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction x est définie par

CDα(x)(t) =
1

Γ (1−α)

∫ t

0

ẋ(s)
(t − s)α

ds, α ∈ (0,1),

CDβ(x)(t) =
1

Γ (2− β)

∫ t

0

ẍ(s)
(t − s)β−1ds, β ∈ (1,2).

Remarque 1.1. Lorsque la limite lim
t−→0+

CDα(x)(t) existe, alors on note

CDα(x)(0) = lim
t−→0+

CDα(x)(t).
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Remarque 1.2. [56] La relation entre la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et celle

de Caputo est donnée par

CDα(x)(t) =RL Dα[x(t)− x(0)].

Le théorème suivant nous donne le lien entre l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

et la dérivée fractionnaire de Caputo [37].

Théorème 1.1. 1. Si x est continue dans le domaine de RLIα. Alors, nous avons

CDα(RLIα(x(t)) = x(t), α ∈ (0,1).

2. Si x est continûment différentiable dans le domaine de CDα. Alors, nous avons

RLIα(CDα(x(t)) = x(t)− x(0), α ∈ (0,1).

Définition 1.4. [36] La dérivée fractionnaire conforme d’ordre α ∈ (0,1) d’une fonction x à

t > 0 est définie par
dαx(t)
dtα

= lim
ε−→0

x(t + εt1−α)− x(t)
ε

.

Remarque 1.3. [36] Lorsque la limite précédente existe, on dira que x est (α)-différentiable

au point t.

De plus, si x est (α)-différentiable sur chaque intervalle du type (0, τ) et lim
t−→0+

dαx(t)
dtα

existe,

alors on note
dαx(0)
dtα

= lim
t−→0+

dαx(t)
dtα

.

Remarque 1.4. [36] En conséquence de la définition (1.4), si x est différentiable pour t > 0,

alors on aura
dαx(t)
dtα

= t1−α
dx(t)
dt

.

Définition 1.5. [36] L’intégrale fractionnaire conforme d’ordre α ∈ (0,1) d’une fonction x est

définie par

Iα(x)(t) =
∫ t

0
sα−1x(s)ds,

où l’intégrale est l’intégrale impropre habituelle de Riemann.

Théorème 1.2. [36] Si x est continue dans le domaine de Iα. Alors, nous avons

dαIα(x)(t)
dtα

= x(t).

Lemme 1.1. [1] Si x est différentiable. Alors, nous avons

Iα(
dαx
dtα

)(t) = x(t)− x(0).

Pour plus de détails concernant le calcul fractionnaire conforme, on se réfère à la référence

de base [36].
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1.2 Transformations intégrales et fonctions spéciales

Définition 1.6. [56] Soit x(t) une fonction définie sur l’intervalle [0,+∞), la fonction L(x(t))(λ)

de la variable λ définie par

L(x(t))(λ) :=
∫ +∞

0
e−λtx(t)dt, λ > 0,

s’appelle transformation de Laplace de x(t).

Proposition 1.1. [56] La transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo est donnée par

L(CDα(x)(t))(λ) = λαL(x(t))(λ)−λα−1x(0), α ∈ (0,1),

L(CDβ(x)(t))(λ) = λβL(x(t))(λ)−λβ−2ẋ(0)−λβ−1x(0), β ∈ (1,2).

Nous remarquons que la transformation de Laplace n’est pas compatible avec la dérivée

fractionnaire conforme. C’est pour cette raison, Abdeljawad a introduit la définition suivante

[1] :

Définition 1.7. La transformation fractionnaire de Laplace d’ordre α ∈ (0,1) d’une fonction x

est définie par

Lα(x(t))(λ) :=
∫ +∞

0
tα−1e−λ

tα
α x(t)dt, λ > 0.

Proposition 1.2. [1] Soit x(t) une fonction différentiable. Alors, la transformation fractionnaire

de Laplace de la dérivée fractionnaire conforme de x est donnée par

Lα(
dαx(t)
dtα

)(λ) = λLα(x(t))(λ)− x(0), α ∈ (0,1).

Proposition 1.3. [56] La transformation de Laplace du produit de convolution

(x ∗ y)(t) =
∫ t

0
x(t − s)y(s)ds,

de deux fonctions causales x(t) et y(t) est égale au produit de leurs transformations de Laplace

L((x ∗ y)(t))(λ) = L(x(t))(λ)L(y(t))(λ).

Remarque 1.5. Soient x(t) et y(t) deux fonctions définies sur l’intervalle [0,+∞), on a

Lα(x(
tα

α
))(λ) = L(x(t))(λ),

Lα(
∫ t

0
sα−1x(

tα − sα

α
)y(s)ds)(λ) = L(x(t))(λ)Lα(y(t))(λ).

Définition 1.8. [37] Les deux fonctions de Mittag-Leffler de paramètres un et deux sont défi-

nies respectivement comme suit

E(α)(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ (αn+ 1)
, (α, z ∈ C, R(α) > 0),

E(α,β)(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ (αn+ β)
, (α, β, z ∈ C, R(α) > 0).
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Remarque 1.6. [37] Nous avons les cas spéciaux suivants :

E(1)(z) = ez, E(α,1)(z) = E(α)(z), E(2,1)(z) = cosh(
√
z) et E(2,2)(z) = sinh(

√
z)√

z
.

Définition 1.9. [37] Nous définissons la fonction de densité W(α,β)(z) par

W(α,β)(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!Γ (αn+ β)
, (z,α,β ∈ C),

si α > −1, alors W(α,β)(z) est une série entière en z.

1.3 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés

Définition 1.10. [55] Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire.

1. On appelle spectre de A l’ensemble σ (A) défini par

σ (A) := {λ ∈ C, λI −A n’est pas bijectif},

2. le complémentaire de σ (A) dans C, noté %(A) s’appelle ensemble résolvant de A,

3. l’opérateur R(λ,A) := (λI −A)−1, λ ∈ %, est appelé la résolvante de A,

4. A est dit fermé si son graphe G(A) := {(x,Ax), x ∈D(A)} est fermé.

1.3.1 Famille-résolvante d’un opérateur sectoriel

Définition 1.11. [64] Un opérateur A : D(A) ⊂ X −→ X est dit sectoriel du type (M,ω,θ) s’il

existe M > 0, ω ∈ R et 0 < θ < π
2 tels que

1. A est linéaire, fermé et à domaine dense,

2. ∀λ <ω+ Sθ, la résolvante (λI −A)−1 de A existe,

3. ∀λ <ω+ Sθ, | (λI −A)−1 |≤ M
|λ−ω| ,

avec

ω+ Sθ := {ω+λ, λ ∈ C et | Arg(−λ) |< θ}.

Théorème 1.3. [64] Tout opérateur sectoriel du type (M,ω,θ) génère une famille-résolvante

(R(t))t≥0 donnée par

R(t) =
1

2πi

∫
γ
eλt(λI −A)−1dλ,

avec γ est un chemin quelconque choisit dans le complémentaire de ω+ Sθ.

1.3.2 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.12. [55] Soit (T (t))t≥0 une famille d’opérateurs linéaires et bornés sur un espace

de Banach (X,‖ . ‖). On dit que (T (t))t≥0 est un semi-groupe fortement continu, si

1. T (0) = I,
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2. T (t + s) = T (t)T (s), ∀ t, s ≥ 0,

3. ∀x ∈ X, lim
t−→0+

‖ T (t)x − x ‖ = 0.

Définition 1.13. [55]

1. Si T (t + s) = T (t)(T (s)), ∀t, s ∈ R, alors on dira que (T (t))t≥0 est un groupe.

2. Si lim
t−→0+

| T (t)− I | = 0, alors (T (t))t≥0 est dit uniformément continu.

Théorème 1.4. [55] Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur X. Alors,

1. lim
t−→+∞

1
t

ln(| T (t) |) = ω0 existe (−∞ ≤ ω0 < +∞),

2. pour tout ω > ω0 il existe une constante M > 0 telle que | T (t) |≤M exp(ωt), ∀t ≥ 0.

Définition 1.14. [55] Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur X.

On appelle générateur infinitésimal de (T (t))t≥0 l’opérateur linéaire A défini par

D(A) = {x ∈ X, lim
t−→0+

T (t)x − x
t

existe},

Ax = lim
t−→0+

T (t)x − x
t

, ∀x ∈D(A).

Théorème 1.5. [55] Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur X et (A,D(A)) son

générateur infinitésimal, alors

1. D(A) est un sous-espace vectoriel de X,

2. ∀x ∈D(A), T (t)x ∈D(A), ∀t ≥ 0,

3. ∀x ∈ X, lim
h−→0

1
h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x,

4. ∀x ∈ X, ∀t > 0,
∫ t

0
T (s)xds ∈D(A),

5. pour tout x ∈D(A) l’application t 7−→ T (t)x est différentiable et dT (t)x
dt = AT (t)x = T (t)Ax,

6. pour tout x ∈D(A), T (t2)x − T (t1)x =
∫ t2
t1
T (s)Axds =

∫ t2
t1
AT (s)xds,

7. D(A) est dense dans X,

8. A est un opérateur fermé.

Proposition 1.4. [55] Soit (T (t))t≥0 et (S(t))t≥0 deux semi-groupes fortement continus sur X de

générateurs infinitésimaux A et B respectivement. Si A = B, alors T (t) = S(t),∀t ≥ 0.

Théorème 1.6 (Hille-Yosida, [55]). Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire sur X, A est le géné-

rateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 vérifiant | T (t) |≤ M exp(ωt),

∀t ≥ 0 si et seulement si

1. D(A) est dense dans X et A est un opérateur fermé.

2. Pour tout λ ∈ C tel que R(λ) > ω,

i) λ ∈ %,

ii) | Rn(λ,A) |≤ M
(Re(λ)−ω)n , ∀n ∈ N.
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1.3.3 Semi-groupes intégrés

Un opérateur linéaire A sur X s’appelle opérateur de Hille-Yosida s’ il existe deux constantes

M ≥ 0 et ω ∈ R telles que,

1. ]ω,+∞[⊂ ρ(A),

2. (∀n ∈ N) (∀λ > ω), | R(λ,A)n |≤ M
(λ−ω)n .

On définit la part A0 de A par

D(A0) = {x ∈D(A), Ax ∈ X0 :=D(A)}, A0x = Ax, ∀ x ∈D(A0).

Définition 1.15. [5, 35] On appelle semi-groupe intégré toute famille (S(t))t≥0 d’opérateurs

linéaires bornés sur X vérifiant les propriétés suivantes :

1. S(0) = 0,

2. t 7−→ S(t) est fortement continu,

3. S(s)S(t) =
∫ s

0
(S(t + τ)− S(τ))dτ, pour tout t, s ≥ 0.

Définition 1.16. [35] Soit (S(t))t≥0 un semi-groupe intégré.

1. On dit que (S(t))t≥0 est exponentiellement borné, s’il existe deux constantes M ≥ 0 et ω ∈ R

telle que | S(t) |≤Meωt pour tout t ≥ 0.

2. (S(t))t≥0 est dit non dégénéré, si pour tout t ≥ 0, S(t)x = 0 implique x = 0.

3. (S(t))t≥0 est dit localement Lipschitzien continu si pour tout b > 0 il existe une constante

L ≥ 0 telle que | S(t)− S(s) |≤ L | t − s |, pour tous s, t ∈ [0,b].

Définition 1.17. [35] Un opérateur A s’appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe

intégré s’il existe ω ∈ R et une famille (S(t))t≥0 d’opérateurs exponentiellement bornés telles

que

1. ]ω,+∞[⊂ ρ(A),

2. S(0) = 0,

3. (λI −A)−1 = λ
∫ +∞

0
e−λtS(t)dt pour tout λ > ω.

Proposition 1.5. [5] Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe intégré (S(t))t≥0.

Alors, pour tous x ∈ X, y ∈D(A) et t > 0, nous avons

1.
∫ t

0
S(s)xds ∈D(A), S(t)y ∈D(A),

2. S(t)x = A
∫ t

0
S(s)xds+ tx, AS(t)y = S(t)Ay et S(t)y =

∫ t
0
S(s)Ayds+ ty.

Si x ∈ D(A), alors la fonction t 7−→ S(t)x est continûment différentiable et Ṡ(t) devient un

semi-groupe fortement continu dans D(A).

Théorème 1.7. [35] Les assertions suivantes sont équivalentes

1. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe intégré Lipschitzien continu (S(t))t≥0.

2. A est un opérateur de Hille-Yosida.
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1.3.4 Semi-groupes d’extrapolation

Lemme 1.2. [2] Soit A un opérateur de Hille-Yosida, alors

1. A0 génère un semi-groupe fortement continu (T0(t))t≥0 dans X0,

2. | T0(t) |≤M exp(ωt) pour tout t ≥ 0,

3. ρ(A) ⊂ ρ(A0),

4. R(λ,A0) = R(λ,A)|X0
, pour tout λ ∈ ρ(A) où R(λ,A)|X0

est la restriction de R(λ,A) à X0.

Pour λ0 ∈ ρ(A) fixé, nous définissons une nouvelle norme |.|−1 sur X0 par |x|−1 =‖ R(λ0,A0)x ‖.

D’après [68] les normes |.|−1 sont équivalentes pour tout λ ∈ ρ(A).

Soit X−1 le complété de (X0, |.|−1). L’opérateur (T0(t))t≥0 a une unique extension à un opérateur

linéaire borné (T−1(t))t≥0 à l’espace de Banach X−1 et (T−1(t))t≥0 est un semi-groupe fortement

continu dans X−1, dont le générateur infinitésimal est noté par (A−1,D(A−1)).

Définition 1.18. 1. On appelle (X−1, |.|−1) espace d’extrapolation.

2. Le semi-groupe (T−1(t))t≥0 est appelé semi-groupe d’extrapolation.

Lemme 1.3. [2] Nous avons les propriétés suivantes :

1. | T−1(t) |L(X−1)=| T0(t) |L(X0),

2. D(A−1) = X0,

3. A−1 : X0 −→ X−1 est l’unique extension continue de A0 : D(A0) ⊂ (X0,‖ . ‖) −→ (X−1, | . |−1) et

(λ0I −A−1) est une isométrie de (X0,‖ . ‖) à (X−1, | . |−1),

4. si λ ∈ ρ(A), alors (λI −A−1) est inversible et (λI −A−1)−1 ∈ L(X−1). En particulier, nous avons

λ ∈ ρ(A−1) et R(λ,A−1)|X0
= R(λ,A0),

5. l’espace X0 est dense dans (X−1, | . |−1), d’où l’espace d’extrapolation X−1 est aussi le com-

plété de (X, | . |−1) et nous avons X ↪→ X−1,

6. l’opérateur A−1 est une extension de A. En particulier, si λ ∈ ρ(A), alors

R(λ,A−1)|X0
= R(λ,A) et R(λ,A−1)(X) =D(A).

Nous terminons cette sous-section par la remarque suivante :

Remarque 1.7. [22] Pour tout x ∈D(A), nous avons lim
λ−→+∞

λ(λI −A)−1x = x.

1.4 Familles cosines d’opérateurs linéaires bornés

Définition 1.19. [69] Une famille (C(t))t∈R d’opérateurs linéaires et bornés sur X s’appelle

famille cosine fortement continue si et seulement si

1. C(0) = I,

2. C(s+ t) +C(s − t) = 2C(s)C(t), pour tous t, s ∈ R,
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3. t 7−→ C(t)x est continue pour chaque x fixé dans X.

Nous définissons aussi la famille sinus par

S(t)x :=
∫ t

0
C(s)xds.

Proposition 1.6. [69] Soit ((C(t))t∈R, (S(t))t∈R) une famille cosine fortement continue sur X.

Alors, nous avons les résultats suivants :

1. C(t) = C(−t) pour tout t ∈ R,

2. C(s), S(s), C(t) et S(t) commutent pour tous t, s ∈ R,

3. t 7−→ C(t)x est continue pour chaque x fixé dans X,

4. S(s+ t) + S(s − t) = 2S(s)C(t) pour tous t, s ∈ R,

5. S(s+ t) = S(s)C(t) + S(t)C(s) pour tous t, s ∈ R,

6. S(t) = −S(−t) pour tout t ∈ R,

7. il existe deux constantes K ≥ 1 et ω ≥ 0 telle que | C(t) |≤ K exp(ω | t |) pour tout t ∈ R,

8. | S(t)− S(s) |≤ K |
∫ t
s

exp(ω | r |) | dr pour tous t, s ∈ R.

Définition 1.20. [69] On appelle générateur infinitésimal d’une famille cosine fortement conti-

nue ((C(t))t∈R, (S(t))t∈R) l’opérateur A : X −→ X défini par

D(A) = {x ∈ X, t 7−→ C(t)x est continûment deux fois différentiable},

Ax =
d2C(0)x
dt2

.

Nous introduisons l’ensemble E défini par

E = {x ∈ X, t 7−→ C(t)x est une fonction continûment différentiable}.

Proposition 1.7. [69] Soit ((C(t))t∈R, (S(t))t∈R) une famille cosine sur X et (A,D(A)) son géné-

rateur infinitésimal, alors nous avons les résultats suivants :

1. D(A) est dense dans X et A est un opérateur fermé,

2. si x ∈ X et t, s ∈ R, alors
∫ t
s
S(r)xdr ∈D(A) et A

∫ t
s
S(r)xdr = C(t)x −C(s)x,

3. si x ∈ X et t, s ∈ R, alors
∫ t

0

∫ s
0
C(r)C(σ )xdrdσ ∈D(A) et

A

∫ t

0

∫ s

0
C(r)C(σ )xdrdσ =

1
2

[C(t + s)x −C(t − s)x],

4. si x ∈ X, alors S(t)x ∈ E,

5. si x ∈ E, alors S(t)x ∈D(A) et dC(t)
dt x = AS(t)x,

6. si x ∈D(A), alors C(t)x ∈D(A) et d2C(t)
dt2

x = AC(t)x = C(t)Ax,

7. si x ∈ E, alors lim
t−→0

AS(t)x = 0,

19



8. si x ∈ E, alors S(t)x ∈D(A) et d2S(t)
dt2

x = AS(t)x,

9. si x ∈D(A), alors S(t)x ∈D(A) et AS(t)x = S(t)Ax,

10. C(t + s)−C(t − s) = 2AS(t)S(s) pour tous t, s ∈ R.

Proposition 1.8. [69] Soit ((C(t))t∈R, (S(t))t∈R) une famille cosine de générateur infinitésimal

(A,D(A)) dans X et w la fonction donnée par

w(t) = C(t)x+ S(t)y +
∫ t

0
S(t − s)g(s)ds, t ∈ R,

avec g : R −→ X est une fonction continûment différentiable.

Si x ∈D(A) et y ∈ E, alors nous avons les résultats suivants :

1. w(t) ∈D(A) pour tout t ∈ R et w est deux fois différentiable,

2. d2w(t)
dt2

= Aw(t) + g(t) pour tout t ∈ R , w(0) = x et dw(0)
dt = y.

Proposition 1.9. [69] Soit ((C(t))t∈R, (S(t))t∈R) une famille cosine de générateur infinitésimal

(A,D(A)) dans X telle que | C(t) |≤ K exp(ω | t |), t ∈ R. Alors, pour tout λ ∈ C telle que Re(λ) > ω,

nous avons

λ2 ∈ ρ(A),

L(C(t))(λ)x = λ(λ2I −A)−1x, x ∈ X,

L(S(t))(λ)x = (λ2I −A)−1x, x ∈ X.

Théorème 1.8. [69] Soit A un opérateur sur X tel que
√
A existe et inversible. Alors, A est le

générateur infinitésimal d’une famille cosine ((C(t))t∈R, (S(t))t∈R), si et seulement si

1. D(
√
A) est dense dans X,

2. il existe M > 0 et ω ≥ 0 tels que

(a) pour tout λ > ω, λ2 ∈ ρ(A),

(b) λ 7−→ λ(λ2 −A)−1 et λ 7−→
√
A(λ2 −A)−1 sont infiniment dérivables sur (ω,+∞),

(c) pour tout n ∈ N, | (λ−ω)n+1

n!
dn

dλn [λ(λ2 −A)−1] |≤M, pour λ > ω,

(d) pour tout n ∈ N, | (λ−ω)n+1

n!
dn

dλn [
√
A(λ2 −A)−1] |≤M, pour λ > ω.

1.5 Théorie des ensembles flous

1.5.1 Notion d’ensemble flou

On appelle ensemble flou de Rn et on note A, la donnée d’une application µA : Rn −→ [0,1]

dite degré d’appartenance graduelle à A.

Soit a ∈ Rn, si µA(a) = 1 on dira que a appartient totalement à A et on dira que a n’appartient

pas à A si µA(a) = 0. Si 0 < µA(a) < 1 on dira que a a une appartenance partielle à A avec un

degré µA(a).
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Exemple 1.1. Soit µA l’application définie sur R par

µA(x) =


1− | x |, | x |≤ 1,

0, | x |≥ 1.

Nous avons 0 appartient totalement à A, 2 n’appartient pas à A et 1
4 a une appartenance

partielle à A avec un degré 3
4 .

Exemple 1.2. Soit B un sous ensemble de R.

On sait que B est caractérisé par sa fonction caractéristique donnée par

χB(x) =


1, x ∈ B,

0, x < B.

Ainsi, on peut considérer B comme un ensemble flou.

On notera par F(Rn) l’ensemble des sous-ensembles flous de Rn.

1.5.2 Principe d’extension

Le principe d’extension est un outil permettant d’étendre à F(Rn)×F(Rm) une relation définie

sur Rn ×Rm. En effet, si x : Rn ×Rm −→ Rp est une relation, on définit l’extension de Zadeh de x

par

x̂ : F(Rn)×F(Rm) −→ F(Rp)

avec

µx̂(A,B)(c) =


sup

(a,b)∈x−1({c})
min(µA(a),µB(b)), si x−1({c}) , ∅,

0, si x−1({c}) = ∅.

Pour plus de détails concernant le principe d’extension de Zadeh, nous nous référons aux

travaux [50, 61, 73].

Exemple 1.3. Soit + : R×R −→ R, (x,y) 7−→ x+ y. L’extension de Zadeh ⊕ de + est donnée par

⊕ : F(R)×F(R) −→ F(R),

µA⊕B(z) = sup
x+y=z

min(µA(x),µB(y)).

1.5.3 Coupe d’un ensemble flou

Soit A un ensemble flou de Rn. Pour γ ∈]0,1], la γ-coupe de A est définie par

[A]γ = {x ∈ Rn, µA(x) ≥ γ}.
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De plus, nous définissons l’exception suivante :

[A]0 = {x ∈ Rn, µA(x) > 0}.

Ainsi, la notion de la coupe est un outil permettant de construire d’un ensemble flou un en-

semble classique.

Exemple 1.4. Soit A l’ensemble flou défini par

µA(x) =


1− | x |, | x |≤ 1,

0, | x |≥ 1.

Nous avons [A]1 = {0}, [A]
1
2 = [−1

2 ,
1
2 ] et [A]0 = [−1,1].

1.5.4 Opérations sur les ensembles flous

Soient A et B deux ensembles flous de Rn et λ ∈ R. Grâce au principe d’extension, on peut

définir quelques opérations sur les ensembles flous comme suit :

A⊕B = sup
x+y=z

min(µA(x),µB(y)),

A	B = sup
x−y=z

min(µA(x),µB(y)),

A⊗B = sup
x×y=z

min(µA(x),µB(y)),

λ�A = sup
x×y=z

min(χ{λ}(x),µA(y)).

En se basant sur la notion de la coupe, on peut aussi définir les opérations suivantes :

[A⊕̇B]γ = [A]γ + [B]γ ,

[A	̇B]γ = [A]γ − [B]γ ,

[A⊗̇B]γ = [A]γ × [B]γ ,

[λ�̇A]γ = λ[A]γ .

1.5.5 Espace métrique flou

On désigne par P (Rn) la famille de tous les sous-ensembles de Rn et par Pk(Rn) la famille

de tous les sous-ensembles non vides, convexes et compacts de Rn. On définit l’addition et la

multiplication par un scalaire au sens de Minkowski dans P (Rn) comme suit :

A+B = {a+ b, (a,b) ∈ A×B},

λA = {λa, a ∈ A}.
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La métrique de Hausdorff dH dans Pk(Rn) est définie par

dH (B,A) = max[sup
b∈B

inf
a∈A
| b − a |,sup

a∈A
inf
b∈B
| b − a |],

avec | . | désigne la norme euclidienne habituelle dans Rn. Ensuite, il est clair que (Pk(Rn),dH )

devient un espace métrique complet et séparable [60].

On pose En := {A ∈ F(Rn), µA satisfait (1-4) ci-dessous},

1. µA est normal, c’est-à-dire, il existe un x0 ∈ Rn tel que µA(x0) = 1,

2. µA est convexe au sens flou, c’est-à-dire, µA(λx + (1 − λ)y) ≥ min{µA(x),µA(y)}, pour tous

x,y ∈ Rn et λ ∈ [0,1],

3. µA est semi-continu supérieurement,

4. {x ∈ Rn, µA(x) > 0} est compact dans Rn.

Notons que les éléments de E1 sont appelés nombres flous [39].

Soient A,B ∈ En. Alors, d’après (1− 4), on aura

[A]γ ∈ Pk(Rn),

A⊕B = A⊕̇B,

λ�A = λ�̇A.

Ainsi, on peut définir une métrique d sur En comme suit :

d(u,v) := sup
0≤γ≤1

dH ([u]γ , [v]γ ).

Pour tous u,v,w ∈ En, nous avons d(u +w,v +w) = d(u,v), de plus (En,d) est un espace métrique

complet [59].

1.5.6 Continuité d’une fonction à valeur floue

Définition 1.21. [53] Une fonction x : [0, τ] −→ En est dite continue en t0 ∈ [0, τ] si elle est

continue à t = t0 dans l’espace métrique (En,d), c’est-à-dire,

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀t ∈ [0, τ] tel que | t − t0 |< η, alors d(x(t),x(t0)) < ε.

Théorème 1.9. [61] Si x est continue, alors l’extension de Zadeh x̂ de x est aussi continue et

[x̂(A)]γ = x([A]γ ), ∀γ ∈ [0,1], ∀A ∈ F(Rn).

1.5.7 Dérivée et intégrale d’une fonction à valeur floue

Tout d’abord, notons que l’espace En n’est pas stable par la loi 	. Ainsi, nous allons intro-

duire une nouvelle loi de composition interne dite différence de Hukuhara et définie comme

suit [39] : pour u,v ∈ En, s’il existe w ∈ En tel que v = u +w, alors on note w = v 	H u et on

appellera w différence de Hukuhara de v et u.
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Définition 1.22. [31, 39] Une fonction x : [0, τ] −→ En est dite Hukuhara différentiable

à t ∈ [0, τ] s’il existe un élément dx(t)
dt ∈ E

n telles que les deux limites

lim
ε−→0+

1
ε

(x(t + ε)	H x(t)) et lim
ε−→0+

1
ε

(x(t)	H x(t − ε))

existent et sont égales à dx(t)
dt dans l’espace métrique (En,d).

Définition 1.23. [31, 39] Une fonction x : [0, τ] −→ En est dite fortement mesurable, si la

fonction multivoque xγ : [0, τ] −→ Pk(Rn), t 7−→ [x(t)]γ est Lebesgue mesurable, avec Pk(Rn) est

muni de la topologie générée par la métrique dH de Hausdorff.

On dira que x est intégrablement bornée, s’il existe une fonction intégrable h telle que

| s |≤ h(t) pour chaque s ∈ [x(t)]0.

Définition 1.24. [31, 39] Soit x : [0, τ] −→ En une fonction.

On définit et on note
∫ τ

0
x(t)dt, l’intégrale de x sur [0, τ] par

[∫ τ

0
x(t)dt

]γ
=
∫ τ

0
[x(t)]γdt

=
{∫ τ

0
s(t)dt | s : [0, τ] 7−→ Rn est une sélection mesurable de [x(t)]γ

}
.

Une fonction fortement mesurable et intégrablement bornée x : [0, τ] −→ En est dite intégrable

sur [0, τ] si
∫ τ

0
x(t)dt ∈ En.

Proposition 1.10. [31, 39] Soit x : [0, τ] −→ En une fonction intégrable et c ∈ [0, τ]. Alors, nous

avons ∫ τ

0
x(t)dt =

∫ c

0
x(t)dt +

∫ τ

c
x(t)dt.

Proposition 1.11. [31, 39] Soient x,y : [0, τ] −→ En deux fonctions intégrables, A ∈ En et λ ∈ R.

Alors, nous avons les propriétés suivantes :

1.
∫ τ

0
(x+ y)(t)dt =

∫ τ
0
x(t)dt +

∫ τ
0
y(t)dt,

2.
∫ τ

0
(λx)(t)dt = λ

∫ τ
0
x(t)dt,

3. t 7−→ d(y(t),x(t)) est intégrable,

4. d(
∫ τ

0
y(t)dt,

∫ τ
0
x(t)dt) ≤

∫ τ
0
d(y(t),x(t))dt,

5.
∫ τ

0
(A)(t)dt = tA.

Théorème 1.10. [31, 39] Si x : [0, τ] −→ En est continue, alors elle est intégrable sur [0, τ].

Théorème 1.11. [31, 39] Soit x : [0, τ] −→ En une fonction Hukuhara différentiable telle que
dx(t)
dt est intégrable sur [0, τ]. Alors, pour tout t ∈ [0, τ], nous avons

x(τ) = x(t) +
∫ τ

t
(
dx(s)
ds

)ds.
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1.5.8 Semi-groupes flous fortement continus

Définition 1.25. [44] Une famille (T (t))t≥0 d’opérateurs linéaires et bornés sur (En,d) est ap-

pelée semi-groupe flou fortement continu, si

1. T (0) = I,

2. T (t + s) = T (t)T (s) pour tous t, s ≥ 0,

3. lim
t−→0+

d(T (t)u,u) = 0, pour tout u ∈ En,

4. il existe deux constantes M > 0 et ω telle que,

d(T (t)v,T (t)u) ≤M exp(ωt)d(u,v), pour tous u,v ∈ En.

Définition 1.26. [44] On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe flou fortement

continu (T (t))t≥0 l’opérateur A : En −→ En défini par

D(A) = {x ∈ En, lim
h−→0+

T (h)x	H x
h

existe dans En},

Ax = lim
h−→0+

T (h)x	H x
h

.
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CHAPITRE

2

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

FRACTIONNAIRES NON LOCALES DU

PREMIER ORDRE

Notre objectif dans ce chapitre est de discuter certains résultats pour l’équation différen-

tielle fractionnaire non locale du premier ordre de la forme

dαx(t)
dtα

= Ax(t) + f (t,x(t)), x(0) = x0 + g(x), (2.1)

avec 0 < τ, 0 < t ≤ τ, d
αx(t)
dtα est la dérivée fractionnaire conforme d’ordre α ∈ (0,1), X est un

espace de Banach muni de la norme ‖ . ‖, x0 ∈ X, A : X −→ X est un opérateur linéaire, C

est l’espace de Banach des fonctions continues de [0, τ] à valeurs dans X muni de la norme

| x |= sup
t∈[0,τ]

‖ x(t) ‖, f : [0, τ]×X −→ X et g : C −→ X sont des fonctions satisfaisant certaines hypo-

thèses.

Le problème de Cauchy (2.1) est considéré en trois cas, dans un premier temps, nous sup-

posons que la partie linéaire A est un opérateur sectoriel, puis nous établissons l’existence,

l’unicité et la dépendance continue par rapport à la donnée initiale de la solution faible. Dans

le deuxième cas, on suppose que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu et on montre l’existence, l’unicité, la régularité et la dépendance continue par rapport

à la donnée initiale de la solution faible. Dans le troisième cas, nous supposons seulement que A

est un opérateur de Hille-Yosida et nous utilisons deux approches, l’approche des semi-groupes

intégrés et celle des semi-groupes d’extrapolation pour prouver l’existence et l’unicité de la so-

lution intégrale. En fin, nous appliquons les principaux résultats pour l’équation fractionnaire

non locale de la chaleur. Avant de présenter nos résultats, nous introduisons les hypothèses

suivantes :
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(H1) il existe une constante L > 0 telle que ‖ f (t,y) − f (t,x) ‖≤ L ‖ y − x ‖, pour tous x,y ∈ X et

t ∈ [0, τ],

(H2) la fonction f (.,x) : [0, τ] −→ X est continue, pour chaque x ∈ X,

(H3) il existe une constante K > 0 telle que ‖ g(y)− g(x) ‖≤ K | y − x |, pour tous x,y ∈ C,

(H4) la fonction f (t, .) : X −→ X est continue et pour tout r > 0 il existe une fonction

µr ∈ L∞([0, τ],R+) telle que sup
‖x‖≤r

‖ f (t,x) ‖≤ µr(t), pour tout t ∈ [0, τ],

(H5) x0 + g(x) ∈D(A), pour tout x ∈ C,

(H6) la fonction f est (α)−différentiable par apport à la première variable et différentiable par

apport à la seconde variable.

2.1 Solution faible d’un problème de Cauchy avec un opérateur secto-

riel

Supposons que A est un opérateur sectoriel et notons par (R(t))t≥0 sa famille résolvante.

2.1.1 Existence et unicité de la solution faible

Appliquons la transformation fractionnaire de Laplace à l’équation (2.1), on aura

Lα(x(t))(λ) = (λI −A)−1[x0 + g(x)] + (λI −A)−1Lα(f (t,x(t)))(λ).

Ensuite, par la transformation inverse fractionnaire de Laplace, on obtient la formule de Du-

hamel suivante :

x(t) = R(
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0
sα−1R(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

Nous remarquons que pour α = 1, on retrouve la formule de Duhamel classique [55]. Ainsi, on

peut proposer la définition suivante :

Définition 2.1. On dit que x ∈ C est une solution faible du problème de Cauchy (2.1), si

x(t) = R(
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0
sα−1R(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds, t ∈ [0, τ].

Théorème 2.1. Supposons que (H1)− (H3) sont vérifiées, si de plus

(
τα

α
L+K) sup

t∈[0,τ]
|R(
tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (2.1) admet une unique solution faible.

Démonstration. On définit l’opérateur Γ : C −→ C par

Γ (x)(t) = R(
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0
sα−1R(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.
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Soient x,y ∈ C, nous avons

Γ (y)(t)− Γ (x)(t) = R(
tα

α
)[g(y)− g(x)]

+
∫ t

0
sα−1R(

tα − sα

α
)[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Donc, on en déduit que

‖ Γ (y)(t)− Γ (x)(t) ‖≤ (
τα

α
L+K) sup

t∈[0,τ]
|R(
tα

α
)| | y − x | .

Et par suite, on obtient

| Γ (y)− Γ (x) |≤ (
τα

α
L+K) sup

t∈[0,τ]
|R(
tα

α
)| | y − x | .

Ainsi, Γ admet un unique point fixe dans C, qui est la solution faible du problème de Cauchy

(2.1).

2.1.2 Dépendance continue de la solution faible par rapport à la donnée initiale

Théorème 2.2. Supposons les même conditions du théorème (2.1).

Soient x0, y0 ∈ X et notons par x et y les deux solutions faibles associées à x0 et y0 respective-

ment. Alors, nous avons

| y − x |≤
α sup
t∈[0,τ]

|R(
tα

α
)|

α − sup
t∈[0,τ]

|R(
tα

α
)|(αK +Lτα)

‖ y0 − x0 ‖ .

Démonstration. On a

y(t)− x(t) = R(
tα

α
)[y0 − x0 + g(y)− g(x)]

+
∫ t

0
sα−1R(

tα − sα

α
)[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Alors, on obtient

‖ y(t)− x(t) ‖≤ sup
t∈[0,τ]

|R(
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +(K +

Lτα

α
) | y − x |].

Ainsi, on en déduit que

| y − x |≤ sup
t∈[0,τ]

|R(
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +(K +

Lτα

α
) | y − x |].

Et par conséquent, on aura

| y − x |≤
α sup
t∈[0,τ]

|R(
tα

α
)|

α − sup
t∈[0,τ]

|R(
tα

α
)|(αK +Lτα)

‖ y0 − x0 ‖ .
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2.2 Solution faible d’un problème de Cauchy avec un opérateur qui

génère un semi-groupe fortement continu

Maintenant, supposons que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu (T (t))t≥0.

2.2.1 Existence et unicité de la solution faible

Appliquons la transformation fractionnaire de Laplace à l’équation (2.1), on aura

Lα(x(t))(λ) = (λI −A)−1[x0 + g(x)] + (λI −A)−1Lα(f (t,x(t)))(λ).

Par la transformation inverse fractionnaire de Laplace, on trouve la formule de Duhamel sui-

vante :

x(t) = T (
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

Alors, nous introduisons la définition suivante :

Définition 2.2. On dit que x ∈ C est une solution faible du problème de Cauchy (2.1), si

x(t) = T (
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds, t ∈ [0, τ].

Théorème 2.3. Supposons que (H1)− (H3) sont vérifiées, si de plus

(
τα

α
L+K) sup

t∈[0,τ]
|T (

tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (2.1) admet une unique solution faible.

Démonstration. On peut utiliser les mêmes techniques de la preuve du théorème 2.1.

Maintenant, nous exploitons la compacité de (T (t))t>0, à fin d’affaiblir l’hypothèse (H1) et

la condition de contraction supposée dans le théorème (2.3), ainsi nous aurons seulement le

résultat d’existence suivant :

Théorème 2.4. Supposons que (T (t))t>0 est compact et (H2)− (H4) sont vérifiées, si de plus

K sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (2.1) a au moins une solution faible.

Démonstration. On choisit

r ≥
sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|[‖ x0 ‖ + ‖ g(0) ‖ +

τα

α
| µ |L∞([0,τ],R+)]

1−K sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|

.

Soit x ∈ Br := {x ∈ C, | x |≤ r} et considérons les deux opérateurs Γ1 et Γ2 définis par

Γ1(x)(t) = T (
tα

α
)[x0 + g(x)],
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Γ2(x)(t) =
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

En utilisant (H2) − (H4), on aura Γ1(x) + Γ2(y) ∈ Br pour tout x, y ∈ Br et Γ1 est une contraction

dans Br . Ensuite, montrons que Γ2 est continu et compact.

Continuité de Γ2 :

Soit (xn) ⊂ Br telle que xn −→ x dans Br . Par l’hypothèse (H4), on aura

‖ sα−1[f (s,xn(s))− f (s,x(s))] ‖≤ 2µ(s)sα−1,

f (s,xn(s) −→ f (s,x(s)) quand n −→ +∞.

D’autre part, on a

Γ2(xn)(t)− Γ2(x)(t) =
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)[f (s,xn(s))− f (s,x(s))]ds.

Donc, on obtient

| Γ2(xn)− Γ2(x) |≤ sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|
∫ τ

0
sα−1 ‖ f (s,xn(s))− f (s,x(s)) ‖ ds.

Ainsi, par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on aura

lim
n−→+∞

| Γ2(xn)− Γ2(x) |= 0.

Compacité de Γ2 :

Étape 1 : Montrons que {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

Fixons t ∈]0, τ[ et prenons ε ∈]0, t[. Ensuite, pour x ∈ Br , nous définissons l’opérateur Γ ε2 par

Γ ε2 (x)(t) =
∫ (tα−εα)

1
α

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

On peut écrire Γ ε2 comme suit

Γ ε2 (x)(t) = T (
εα

α
)
∫ (tα−εα)

1
α

0
sα−1T (

tα − sα − εα

α
)f (s,x(s))ds.

Comme (T (t))t>0 est compact, alors {Γ ε2 (x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

En utilisant (H4), on obtient

‖ Γ ε2 (x)(t)− Γ2(x)(t) ‖≤| µ |L∞([0,τ],R+) sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|ε

α

α
.

Ainsi, {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

D’autre part, on a {Γ2(x)(0), x ∈ Br} est un ensemble compact.

Finalement, {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X pour tout t ∈ [0, τ].

Étape 2 : Montrons que Γ2(Br) est équicontinu.
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Soient t1, t2 ∈]0, τ] tel que t1 < t2. Alors, on a

Γ2(x)(t2)− Γ2(x)(t1) =
∫ t1

0
sα−1[T (

tα2 − sα

α
)− T (

tα1 − sα

α
)]f (s,x(s))ds

+
∫ t2

t1

sα−1T (
tα2 − sα

α
)f (s,x(s))ds

= [T (
tα2 − t

α
1

α
)− I)]

∫ t1

0
sα−1T (

tα1 − sα

α
)f (s,x(s))ds

+
∫ t2

t1

sα−1T (
tα2 − sα

α
)f (s,x(s))ds.

Donc, on en déduit que

‖ Γ2(x)(t2)− Γ2(x)(t1) ‖≤
sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)| | µ |L∞([0,τ],R+)

α
[tα2 − t

α
1 + τα | T (

tα2 − t
α
1

α
)− I |].

Et par suite Γ2(x), x ∈ Bτ sont équicontinues.

D’après le théorème d’Arzela-Ascoli, on déduit que Γ2 est compact.

Finalement, le théorème du point fixe de Krasnoselskii nous donne l’existence d’un point fixe

de Γ1 + Γ2 dans C, qui est une solution faible du problème de Cauchy (2.1).

2.2.2 Dépendance continue de la solution faible par rapport à la donnée initiale

Théorème 2.5. Supposons les mêmes conditions du théorème (2.3).

Soient x0, y0 ∈ X et notons par x et y les deux solutions faibles associées à x0 et y0 respective-

ment. Alors, nous avons

| y − x |≤
α sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|

α − sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|(αK +Lτα)

‖ y0 − x0 ‖ .

Démonstration. On a

y(t)− x(t) = T (
tα

α
)[y0 − x0 + g(y)− g(x)]

+
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Alors, on aura

‖ y(t)− x(t) ‖≤ sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +(K +

Lτα

α
) | y − x |].

Ainsi, on en déduit que

| y − x |≤ sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +(K +

Lτα

α
) | y − x |].

Finalement, on obtient

| y − x |≤
α sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|

α − sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|(αK +Lτα)

‖ y0 − x0 ‖ .
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Nous proposons aussi un deuxième résultat de la dépendance continue de la solution faible

par rapport à la donnée initiale, qui est meilleur que celui donné dans le théorème (2.5).

Théorème 2.6. Supposons les mêmes conditions du théorème (2.5). Si de plus

K sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|exp(L sup

t∈[0,τ]
|T (

tα

α
)|τ

α

α
) < 1,

alors, nous avons

| y − x |≤
supt∈[0,τ] |T ( t

α

α )|

1−K sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|exp(L sup

t∈[0,τ]
|T (

tα

α
)|τ

α

α
)
‖ y0 − x0 ‖ .

Démonstration. On a

y(t)− x(t) = T (
tα

α
)[y0 − x0 + g(y)− g(x)]

+
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Alors, on en déduit que

‖ y(t)− x(t) ‖≤ sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +K | y − x | +L

∫ t

0
sα−1 ‖ y(s)− x(s) ‖ ds].

Par l’inégalité de Gronwall, on obtient

‖ y(t)− x(t) ‖≤ sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +K | y − x |]exp(L sup

t∈[0,τ]
|T (

tα

α
)|τ

α

α
).

Et par suite, on aura

| y(t)− x(t) |≤ sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +K | y − x |]exp(L sup

t∈[0,τ]
|T (

tα

α
)|τ

α

α
).

Ainsi, on trouve

| y(t)− x(t) |≤
sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|exp(L sup

t∈[0,τ]
|T (

tα

α
)|τ

α

α
)

1−K sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|exp(L sup

t∈[0,τ]
|T (

tα

α
)|τ

α

α
)
‖ y0 − x0 ‖ .

Remarque 2.1. Nous remarquons que

exp( l1τ
α

α sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|)

1− l2 sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|exp(

l1τ
α

α
sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|)
<

α

α − sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|(αl2 + l1τ

α)
.

Alors, le résultat du théorème (2.6) est meilleur que celui du théorème (2.5).
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2.2.3 Régularité de la solution faible

Définition 2.3. Une fonction (α)−différentiable x est dite solution (α)-classique du problème

de Cauchy (2.1), si les deux assertions suivantes sont satisfaites

1. dαx(t)
dtα = Ax(t) + f (t,x(t)),

2. x(0) = x0 + g(x).

Pour montrer l’existence de la solution (α)-classique, on aura besoin de l’hypothèse sui-

vante :

(H7) x0 + g(x) ∈D(A), pour tout x ∈ C.

Théorème 2.7. On suppose que les hypothèses (H1), (H3), (H6) et (H7) sont vérifiées, si de plus

(
τα

α
L+K) sup

t∈[0,τ]
|T (

tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (2.1) admet une unique solution (α)-classique.

Démonstration. Nous avons toutes les conditions du théorème (2.3). Alors, le problème de Cau-

chy (2.1) admet une unique solution faible notée x.

Ensuite, soit y la solution continue de l’équation intégrale suivante :

y(t) = T (
tα

α
)[A(x0 + g(x)) + f (0,x(0))] +

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)
∂αf

∂sα
(s,x(s))ds

+
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)
∂f

∂x
(s,x(s))y(s)ds.

Nous avons x(t+εt1−α)−x(t)
ε −→ y(t) quand ε −→ 0 pour t > 0.

Ainsi, t 7−→ f (t,x(t)) est continûment (α)−différentiable.

Et par suite, le problème de Cauchy suivant :

dαw(t)
dtα

= Aw(t) + f (t,x(t)), w(0) = x0 + g(x),

admet une unique solution (α)−classique. Comme x est l’unique solution faible de (2.1), on en

déduit que x ≡ w.

2.2.4 Étude d’un cas spécial de la condition non locale

Dans cette sous-section, nous allons étudier un cas spécial de la condition non locale donnée

par

g(x) =
p∑
i=1

cix(ti),

avec p ∈ N∗, c1, ..., cp sont des constantes réelles et 0 < t1 < t2 < ... < tp < τ.
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Proposition 2.1. Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées et de plus il existe une constante

ε ∈]0,1[ telle que

sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|

p∑
i=1

| ci |< ε,

alors le problème de Cauchy (2.1) admet une unique solution faible.

Démonstration. Soit Γ : C −→ C l’opérateur défini par

Γ (x)(t) = T (
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

Nous définissons une nouvelle norme | x |α dans C par

| x |α=| exp(
−θ(.)α

α
)x |,

avec

θ =

L sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|

ε − sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|

p∑
i=1

| ci |

.

Ensuite, pour tout x,y ∈ C, on a

Γ (y)(t)− Γ (x)(t) = T (
tα

α
)[g(y)− g(x)]

+
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Alors, on en déduit que

‖ Γ (y)(t)− Γ (x)(t) ‖ ≤ sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|[exp(

θtα

α
)
p∑
i=1

| ci |

+L
∫ t

0
sα−1 exp(θ

sα

α
)ds] | y − x |α .

Et par suite, on obtient

| Γ (y)− Γ (x) |α ≤ sup
t∈[0,τ]

|T (
tα

α
)|[

p∑
i=1

| ci | +
L
θ

] | y − x |α .

Ainsi, on trouve que

| Γ (y)− Γ (x) |α ≤ ε | y − x |α .

Finalement, on conclut que Γ admet un unique point fixe dans (C, | . |α).

2.3 Solution intégrale d’un problème de Cauchy avec un opérateur de

Hille-Yosida

Dans cette section, nous allons étudier le concept de la solution intégrale dans le cas d’un

opérateur à domaine non dense, par deux approches, appelées approche des semi-groupes

intégrés et approche des semi-groupes d’extrapolation.

Nous supposons que (H5) est vérifiée et A est un opérateur de Hille-Yosida.

34



Définition 2.4. Une fonction x ∈ C est dite solution intégrale du problème de Cauchy (2.1) si∫ t

0
sα−1x(s)ds ∈D(A), t ∈ [0, τ],

x(t) = x0 + g(x) +A(
∫ t

0
sα−1x(s)ds) +

∫ t

0
sα−1f (s,x(s))ds, t ∈ [0, τ].

Remarque 2.2. Nous avons

x(t) = lim
ε−→0

1
ε

∫ t+εt1−α

t
sα−1x(s)ds ∈D(A).

2.3.1 Étude de la solution intégrale par la méthode des semi-groupes intégrés

Notons par (S(t))t≥0 le semi-groupe intégré généré par A et appliquons la transformation

fractionnaire de Laplace à l’équation (2.1), on obtient

x(t) = Ṡ(
tα

α
)[x0 + g(x)] +

dα

dtα

∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

D’après la remarque 1.7, on aura

x(t) = Ṡ(
tα

α
)[x0 + g(x)] + lim

λ−→+∞

∫ t

0
sα−1Ṡ(

tα − sα

α
)λ(λI −A)−1f (s,x(s))ds.

Théorème 2.8. Supposons que (H1)− (H3) et (H5) sont vérifiées, si de plus

(
τα

α
ML+K) sup

t∈[0,τ]
|Ṡ(
tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (2.1) a une unique solution intégrale.

Démonstration. Soit Γ : C −→ C l’opérateur défini par

Γ (x)(t) = Ṡ(
tα

α
)[x0 + g(x)]

+ lim
λ−→+∞

∫ t

0
sα−1Ṡ(

tα − sα

α
)λ(λI −A)−1f (s,x(s))ds.

Pour tout x,y ∈ C, on a

Γ (y)(t)− Γ (x)(t) = Ṡ(
tα

α
)[g(y)− g(x)]

+ lim
λ−→+∞

∫ t

0
sα−1Ṡ(

tα − sα

α
)λ(λI −A)−1[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Donc, on en déduit que

‖ Γ (y)(t)− Γ (x)(t) ‖≤ (
τα

α
ML+K) sup

t∈[0,τ]
|Ṡ(
tα

α
)| | y − x | .

Ainsi, on obtient

| Γ (y)− Γ (x) |≤ (
τα

α
LM +K) sup

t∈[0,τ]
|Ṡ(
tα

α
)| | y − x | .

Et par suite, Γ admet un unique point fixe dans C.
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Théorème 2.9. Supposons que (Ṡ(t))t>0 est compact et les hypothèses (H2) − (H5) sont satis-

faites, si de plus

K sup
t∈[0,τ]

|Ṡ(
tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (2.1) a ou moins une solution intégrale.

Démonstration. On peut utiliser les mêmes techniques de la preuve du théorème 2.2.

2.3.2 Étude de la solution intégrale par la méthode des semi-groupes d’extrapolation

Notons par (T0(t))t≥0 le semi-groupe généré par A0 et appliquons la transformation fraction-

naire de Laplace pour l’équation (2.1), on obtient

x(t) = T0(
tα

α
)[x0 + g(x)] +

∫ t

0
sα−1T−1(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

Par la remarque 1.7, on aura

x(t) = T0(
tα

α
)[x0 + g(x)] + lim

λ−→+∞

∫ t

0
sα−1T0(

tα − sα

α
)λ(λI −A)−1f (s,x(s))ds.

Théorème 2.10. Supposons que (H1)− (H3) et (H5) sont vérifiées, si de plus

(
τα

α
ML+K) sup

t∈[0,τ]
|T0(

tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (2.1) a une unique solution intégrale.

Démonstration. Soit Γ : C −→ C l’opérateur défini par

Γ (x)(t) = T0(
tα

α
)[x0 + g(x)]

+ lim
λ−→+∞

∫ t

0
sα−1T0(

tα − sα

α
)λ(λI −A)−1f (s,x(s))ds.

Ensuite, pour tout x,y ∈ C, on a

Γ (y)(t)− Γ (x)(t) = T0(
tα

α
)[g(y)− g(x)]

+ lim
λ−→+∞

∫ t

0
sα−1T0(

tα − sα

α
)λ(λI −A)−1[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Donc, on en déduit que

‖ Γ (y)(t)− Γ (x)(t) ‖≤ (
τα

α
ML+K) sup

t∈[0,τ]
|T0(

tα

α
)| | y − x |τ .

Ainsi, on obtient

| Γ (y)− Γ (x) |≤ (
τα

α
LM +K) sup

t∈[0,τ]
|T0(

tα

α
)| | y − x | .

Et par suite, Γ admet un unique point fixe dans C.

Théorème 2.11. Supposons que (T0(t))t>0 est compact et les hypothèses (H2)− (H5) sont satis-

faites, si de plus

K sup
t∈[0,τ]

|Ṡ(
tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (2.1) a ou moins une solution intégrale.

Démonstration. On peut utiliser les mêmes techniques de la preuve du théorème 2.2.
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2.4 Application

Considérons l’équation fractionnaire non locale de la chaleur suivante :

∂
1
2 u(t,x)

∂t
1
2

= ∂2u(t,x)
∂x2 + a(t)u(t,x), (t,x) ∈]0,1[×]0,π[,

u(t,0) = u(t,π) = 0, t ∈ [0,1],

u(s,x) =
p∑
i=1

ciu(ti ,x), x ∈ [0,π],

(2.2)

avec p ∈ N∗, 0 < t1 < ... < tp < 1, c1, ..., cp sont des constantes réelles et a : [0,1] −→ R est une

fonction continue telle que

2 sup
t∈[0,1]

(a(t)) +
p∑
i=1

| ci |< 1.

Soit X = C([0,π],R) et A : X −→ X l’opérateur défini par

A =
∂(.)
∂x2 ,

D(A) = {u ∈ X, Au ∈ X et u(0) = u(π) = 0}.

Nous avons, D(A) = {u ∈ X, u(0) = u(π) = 0} , X et | (λI −A)−1 |≤ 1
λ pour tout

λ ∈ ρ(A) =]0,+∞[ ([48]). Alors, A est un opérateur de Hille-Yosida. De plus, la part A0 de A

génère un semi-groupe fortement continu (T0(t))t≥0 dans D(A) et | T0(t) |≤ 1.

Posons v(t)(x) = u(t,x), f (t,θ) = a(t)θ et g(v) =
p∑
i=1

ciu(ti , .). Alors, (2.2) peut s’écrire comme suit


d

1
2 v(t)

dt
1
2

= Av(t) + f (t,v(t)), t ∈]0,1[,

v(0) = g(v). .

(2.3)

Proposition 2.2. Le problème de Cauchy (2.3) admet une unique solution intégrale.

Démonstration. On peut utiliser le théorème (2.10).
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CHAPITRE

3

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

FRACTIONNAIRES NON LOCALES DU

SECOND ORDRE

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude du problème de Cauchy pour les équations

différentielles fractionnaires non locales du second ordre.

3.1 Solution faible d’un problème de Cauchy avec un opérateur qui

génère une famille cosine fortement continue

Dans cette section, on s’intéresse aux résultats d’existence, d’unicité et la dépendance

continue par rapport aux données initiales de la solution faible pour le problème de Cauchy

(3.1)− (3.2) suivant :

dα

dtα
dαx(t)
dtα

= Ax(t) +F(t,x(t),
dαx(t)
dtα

), (3.1)

x(0) = x0 +G(x,
dαx
dtα

),
dαx(0)
dtα

= x1 +H(x,
dαx
dtα

), (3.2)

avec 0 < τ, 0 < t ≤ τ, d
αx(t)
dtα est la dérivée fractionnaire conforme d’ordre α ∈ (0,1), (X,‖ . ‖) est

un espace de Banach, x0,x1 ∈ X, A : X −→ X est le générateur infinitésimal d’une famille cosine

((C(t))t∈R, (S(t))t∈R), C est l’espace de Banach des fonctions continues de [0, τ] à valeurs dans

X muni de la norme | x |= sup
t∈[0,τ]

‖ x(t) ‖, Cα est l’espace de Banach des fonctions continûment

(α)−différentiables de [0, τ] à valeurs dans X muni de la norme | x |α=| x | + | dαxdtα |, F : [0, τ]×X ×

X −→ X, G : Cα ×C −→ X et H : Cα ×C −→ X sont des fonctions satisfaisant certaines hypothèses.

Avant de présenter nos résultats, nous introduisons les hypothèses suivantes :

38



(H1) ils existent deux constantes L1 > 0 et L2 > 0 telle que

‖ F(t,y,v)−F(t,x,u) ‖≤ L1 ‖ y − x ‖ +L2 ‖ v −u ‖, pour tout x,y,u,v ∈ X et t ∈ [0, τ],

(H2) la fonction F(.,x,u) : [0, τ] −→ X est continue, pour tout x,u ∈ X,

(H3) ils existent deux constantes L3 > 0 et L4 > 0 telle que

‖ G(y,v)−G(x,u) ‖≤ L3 | y − x | +L4 | v −u |, pour tout x,y ∈ C et u,v ∈ Cα,

(H4) ils existent deux constantes L5 > 0 et L6 > 0 telle que

‖H(y,v)−H(x,u) ‖≤ L5 | y − x | +L6 | v −u |, pour tout x,y ∈ Cα et u,v ∈ C,

(H5) la fonctions t 7−→ C(t)(x0 +G(x, d
αx
dtα )) est continûment différentiable, pour tout x ∈ Cα,

(H6) la fonction F(t, ., .) : X ×X −→ X est continue et pour tout r > 0 il existe une fonction

µr ∈ L∞([0, τ],R+) telle que sup
‖x‖+‖y‖≤r

‖ F(t,x,y) ‖≤ µr(t), pour tout t ∈ [0, τ].

Ensuite, nous introduisons aussi les notations suivantes :

Θ1 := L3( sup
t∈[0,τ]

|AS(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|) + (L5 +L1

τα

α
)( sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|),

Θ2 := L4( sup
t∈[0,τ]

|AS(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|) + (L6 +L2

τα

α
)( sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|)),

θ1 := L3( sup
t∈[0,τ]

|AS(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|) +L5( sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|),

θ2 := L4( sup
t∈[0,τ]

|AS(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|) +L6( sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|).

3.1.1 Existence et unicité de la solution faible

Tout d’abord, appliquons la transformation fractionnaire de Laplace à l’équation (3.1), on

aura

Lα(x(t))(λ) = λ(λ2I −A)−1[x0 +G(x,
dαx
dtα

)] + (λ2I −A)−1[x1 +H(x,
dαx
dtα

)]

+ (λ2I −A)−1Lα(F(t,x(t),
dαx(t)
dtα

))(λ).

Par l’inversion de la transformation fractionnaire de Laplace, on obtient la formule de Duhamel

suivante :

x(t) = C(
tα

α
)[x0 +G(x,

dαx
dtα

)] + S(
tα

α
)[x1 +H(x,

dαx
dtα

)]

+
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds.

Nous remarquons que pour α = 1, nous retrouvons la formule de Duhamel classique [27, 69].

Ainsi, nous proposons la définition suivante :
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Définition 3.1. Une fonction x ∈ Cα est dite solution faible du problème de Cauchy (3.1)−(3.2),

si

x(t) = C(
tα

α
)[x0 +G(x,

dαx
dtα

)] + S(
tα

α
)[x1 +H(x,

dαx
dtα

)]

+
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds, t ∈ [0, τ].

Théorème 3.1. Supposons que (H1)− (H5) sont vérifiées, si de plus

max(Θ1,Θ2) < 1,

alors le problème de Cauchy (3.1)− (3.2) admet une unique solution faible.

Démonstration. On définit l’opérateur Γ : Cα −→ Cα par

Γ (x)(t) = C(
tα

α
)[x0 +G(x,

dαx
dtα

)] + S(
tα

α
)[x1 +H(x,

dαx
dtα

)]

+
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds.

Soient x,y ∈ Cα on a

Γ (y)(t)− Γ (x)(t) = C(
tα

α
)[G(y,

dαy

dtα
)−G(x,

dαx
dtα

)] + S(
tα

α
)[H(y,

dαy

dtα
)−H(x,

dαx
dtα

)]

+
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)[F(s,y(s),

dαy(s)
dtα

)−F(s,x(s),
dαx(s)
dtα

)]ds.

Donc, on en déduit que

‖ Γ (y)(t)− Γ (x)(t) ‖ ≤ [L3 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ (L5 +L1

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|] | y − x |

+ [L4 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ (L6 +L2

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|] |

dαy

dtα
− d

αx
dtα
| .

D’autre part, on a

dα

dtα
[Γ (y)(t)− Γ (x)(t)] = AS(

tα

α
)[G(y,

dαy

dtα
)−G(x,

dαx
dtα

)] +C(
tα

α
)[H(y,

dαy

dtα
)−H(x,

dαx
dtα

)]

+
∫ t

0
sα−1C(

tα − sα

α
)[F(s,y(s),

dαy(s)
dtα

)−F(s,x(s),
dαx(s)
dtα

)]ds.

Alors, on obtient

‖ d
α

dtα
[Γ (y)(t)− Γ (x)(t)] ‖ ≤ [L3 sup

t∈[0,τ]
|AS(

tα

α
)|+ (L5 +L1

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|] | y − x |

+ [L4 sup
t∈[0,τ]

|AS(
tα

α
)|+ (L6 +L2

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|] |

dαy

dtα
− d

αx
dtα
| .

Et par suite, on aura

| Γ (y)− Γ (x) |α≤max(Θ1,Θ2) | y − x |α .

D’où, Γ admet un unique point fixe dans Cα, qui est la solution faible du problème de Cauchy

(3.1)− (3.2).
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La compacité de (S(t))t>0 nous permet d’affaiblir l’hypothèse (H1) et la condition de contrac-

tion donnée dans le théorème (3.1), ainsi nous aurons le résultat d’existence suivant :

Théorème 3.2. Supposons que (S(t))t>0 est compact et (H2)− (H6) sont vérifiées, si de plus

max(θ1,θ2) < 1,

alors le problème de Cauchy (3.1)− (3.2) admet au moins une solution faible.

Démonstration. On pose

r0 =( sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|AS(

tα

α
)|)[‖ x0 ‖ + ‖ G(0,0) ‖]

+ ( sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|)[‖ x1 ‖ + ‖H(0,0) ‖ +

τα

α
| µ |L∞([0,τ],R+)].

Soit r ≥ r0
1−min(θ1,θ2) et posons Br = {x ∈ Cα, | x |α≤ r}.

Ensuite, pour x ∈ Br , on définit les deux opérateurs Γ1 et Γ2 par

Γ1(x)(t) = C(
tα

α
)[x0 +G(x,

dαx
dtα

)] + S(
tα

α
)[x1 +H(x,

dαx
dtα

)],

Γ2(x)(t) =
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds.

Les hypothèses (H2) − (H5) montrent que Γ1(x) + Γ2(y) ∈ Br pour tout x, y ∈ Br et Γ1 est une

contraction dans Br . Alors, il reste à montrer que Γ2 est continu et compact.

Continuité de Γ2 :

Soit (xn) ⊂ Br telle que xn −→ x dans Br . Alors, par l’hypothèse (H5), on aura

‖ sα−1[F(s,xn(s),
dαxn(s)
dtα

)−F(s,x(s),
dαx(s)
dtα

)] ‖≤ 2µr(s)s
α−1,

F(s,xn(s),
dαxn(s)
dtα

) −→ F(s,x(s),
dαx(s)
dtα

) quand n −→ +∞.

D’autre part, on a

Γ2(xn)(t)− Γ2(x)(t) =
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)[F(s,xn(s),

dαxn(s)
dtα

)−F(s,x(s),
dαx(s)
dtα

)]ds.

Donc, on en déduit que

| Γ2(xn)− Γ2(x) |α ≤ ( sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|)

×
∫ τ

0
sα−1 ‖ F(s,xn(s),

dαxn(s)
dtα

)−F(s,x(s),
dαx(s)
dtα

) ‖ ds.

En utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
n−→+∞

| Γ2(xn)− Γ2(x) |α= 0.

Compacité de Γ2 :
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Étape 1 : Montrons que {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

Fixons t ∈]0, τ[ et prenons ε ∈]0, t[. Ensuite, pour x ∈ Br , on définit l’opérateur Γ ε2 par

Γ ε2 (x)(t) =
∫ (tα−εα)

1
α

0
sα−1S(

tα − sα

α
)F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds.

Comme (S(t))t>0 est compact, alors {Γ ε2 (x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

D’après l’hypothèse (H6), on aura

‖ Γ ε2 (x)(t)− Γ2(x)(t) ‖≤| µr |L∞([0,τ],R+) ( sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|)ε

α

α
.

Alors, on en déduit que {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

Comme {Γ2(x)(0), x ∈ Br} est compact. Alors, {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X

pour tout t ∈ [0, τ].

Étape 2 : Montrons que Γ2(Br) est équicontinu.

Soit t1, t2 ∈]0, τ] tel que t1 < t2. On a

Γ2(x)(t2)− Γ2(x)(t1) =
∫ t1

0
sα−1[S(

tα2 − sα

α
)− S(

tα1 − sα

α
)]F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds

+
∫ t2

t1

sα−1S(
tα2 − sα

α
)F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds.

Alors, on en déduit que

‖ Γ2(x)(t2)− Γ2(x)(t1) ‖≤| µr |L∞([0,τ],R+) [
K

ω2 (exp(
ωtα2
α

)− exp(
ωtα1
α

)) + sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|(
tα2 − t

α
1

α
)].

Pour ω = 0, on aura

‖ Γ2(x)(t2)− Γ2(x)(t1) ‖≤| µr |L∞([0,τ],R+) (
Ktα1
α

+ sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|)[
tα2 − t

α
1

α
].

D’autre part, on a

dαΓ2(x)(t2)
dtα

− d
αΓ2(x)(t1)
dtα

=
∫ t1

0
sα−1[C(

tα2 − sα

α
)−C(

tα1 − sα

α
)]F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds

+
∫ t2

t1

sα−1C(
tα2 − sα

α
)F(s,x(s),

dαx(s)
dtα

)ds.

Alors, on obtient

‖ d
αΓ2(x)(t2)
dtα

− d
αΓ2(x)(t1)
dtα

‖≤ τ
α

α
| µr |L∞([0,τ],R+) [ sup

t∈[0,τ]
|AS(

tα

α
)|) + sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)|)][

tα2 − t
α
1

α
].

Ainsi, on en déduit que Γ2(x), x ∈ Br sont équicontinus.

D’après le théorème d’Arzela-Ascoli, on déduit que Γ2 est compact.

Finalement, le théorème du point fixe de Krasnoselskii nous donne un point fixe de Γ1 + Γ2 dans

Cα.

3.1.2 Dépendance continue de la solution faible par rapport aux données initiales

Théorème 3.3. On suppose les mêmes hypothèses du théorème (3.1).

Soient x0, y0, x1, y1 ∈ X et on note par x, y les deux solutions faibles associées à (x0,x1) et (y0, y1)
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respectivement. Alors,

| y − x |α≤
sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|AS(

tα

α
)|) ‖ y0 − x0 ‖ +( sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
) + sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
))| ‖ y1 − x1 ‖

1−max(Θ1,Θ2)
.

Démonstration. On a

y(t)− x(t) = C(
tα

α
)[y0 − x0 +G(y,

dαy

dtα
)−G(x,

dαx
dtα

)]

+ S(
tα

α
)[y1 − x1 +H(y,

dαy

dtα
)−H(x,

dαx
dtα

)]

+
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)[F(s,y(s),

dαy(s)
dtα

)−F(s,x(s),
dαx(s)
dtα

)]ds,

dα

dtα
[Γ (y)(t)− Γ (x)(t)] = AS(

tα

α
)[y0 − x0 +G(y,

dαy

dtα
)−G(x,

dαx
dtα

)]

+C(
tα

α
)[y1 − x1 +H(y,

dαy

dtα
)−H(x,

dαx
dtα

)]

+
∫ t

0
sα−1C(

tα − sα

α
)[F(s,y(s),

dαy(s)
dtα

)−F(s,x(s),
dαx(s)
dtα

)]ds.

Alors, on en déduit que

‖ Γ (y)(t)− Γ (x)(t) ‖ ≤ [L3 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ (L5 +L1

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|] | y − x |

+ [L4 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ (L6 +L2

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|] |

dαy

dtα
− d

αx
dtα
|

+ sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)| ‖ y0 − x0 ‖ + sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)| ‖ y1 − x1 ‖,

‖ d
α

dtα
(Γ (y)(t)− Γ (x)(t)) ‖ ≤ [L3 sup

t∈[0,τ]
|AS(

tα

α
)|+ (L5 +L1

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|] | y − x |

+ [L4 sup
t∈[0,τ]

|AS(
tα

α
)|+ (L6 +L2

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|] |

dαy

dtα
− d

αx
dtα
|

+ sup
t∈[0,τ]

|AS(
tα

α
)| ‖ y0 − x0 ‖ + sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)| ‖ y1 − x1 ‖ .

Ainsi, on aura

| y − x |α ≤Θ1 | y − x | +Θ2 |
dαy

dtα
− d

αx
dtα
|

+ ( sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|AS(

tα

α
)|) ‖ y0 − x0 ‖ +( sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
) + sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
))| ‖ y1 − x1 ‖ .

Finalement, on obtient

| y − x |α≤
sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ sup

t∈[0,τ]
|AS(

tα

α
)|) ‖ y0 − x0 ‖ +( sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
) + sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
))| ‖ y1 − x1 ‖

1−max(Θ1,Θ2)
.
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3.1.3 Étude d’un cas spécial d’équations du second ordre

Dans cette section, nous considérons le problème de Cauchy de la forme suivante :

dα

dtα
dαx(t)
dtα

= Ax(t) + f (t,x(t)), (3.3)

x(0) = x0 + g(x),
dαx(0)
dtα

= x1 + h(x), (3.4)

avec f : [0, τ]×X −→ X, g : C −→ C et h : C −→ C sont des fonctions données.

Ensuite, nous introduisons les hypothèses suivantes :

(h1) il existe une constante l1 > 0 telle que ‖ f (t,y) − f (t,x) ‖≤ l1 ‖ y − x ‖, pour tout x,y ∈ X et

t ∈ [0, τ],

(h2) la fonction f (.,x) : [0, τ] −→ X est continue, pour tout x ∈ X,

(h3) il existe une constante l2 > 0 telle que ‖ g(y)− g(x) ‖≤ l2 | y − x |, pour tout x,y ∈ C,

(h4) il existe une constante l3 > 0 telle ‖ h(y)− h(x) ‖≤ l3 | y − x |, pour tout x,y ∈ C,

(h5) la fonction f (t, .) : X −→ X est continue et pour tout r > 0 il existe une fonction

µr ∈ L∞([0, τ],R+) telle que sup
‖x‖≤r

‖ f (t,x) ‖≤ µr(t), pour tout t ∈ [0, τ].

Définition 3.2. On dit que x ∈ C est une solution faible du problème de Cauchy (3.3)− (3.4), si

x(t) = C(
tα

α
)[x0 + g(x)] + S(

tα

α
)[x1 + h(x)] +

∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds, t ∈ [0, τ].

Théorème 3.4. Supposons que (h1)− (h4) sont vérifiées, si de plus

l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ (l3 + l1

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (3.3)− (3.4) admet une unique solution faible.

Démonstration. Soit Γ : C −→ C l’opérateur défini par

Γ (x)(t) = C(
tα

α
)[x0 + g(x)] + S(

tα

α
)[x1 + h(x)] +

∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

Soient x,y ∈ C, on a

Γ (y)(t)− Γ (x)(t) = C(
tα

α
)[g(y)− g(x)] + S(

tα

α
)[h(y)− h(x)]

+
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Donc, on en déduit que

‖ Γ (y)(t)− Γ (x)(t) ‖≤ [l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ (l3 + l1

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|] | y − x | .

Ainsi, on obtient

| Γ (y)− Γ (x) |≤ [l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ (l3 + l1

τα

α
) sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|] | y − x | .

Alors, on en déduit que Γ admet un unique point fixe dans C.
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Théorème 3.5. Supposons que (S(t))t>0 est compact et (h2)− (h5) sont vérifiées, si de plus

l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ l3 sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)| < 1,

alors le problème de Cauchy (3.3)− (3.4) admet au moins une solution faible.

Démonstration. Soit r un rayon tel que

r ≥
sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|[‖ x0 ‖ + ‖ g(0) ‖] + sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|[τ

α

α
| µr |L∞([0,τ],R+) + ‖ x1 ‖ + ‖ h(0) ‖]

1− l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)| − l3 sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|

.

Ensuite, pour x ∈ Br := {x ∈ C, | x |≤ r}, on définit les deux opérateurs Γ1 et Γ2 par

Γ1(x)(t) = C(
tα

α
)[x0 + g(x)] + S(

tα

α
)[x1 + h(x)],

Γ2(x)(t) =
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

En utilisant les hypothèses (h2)−(h5), on obtient Γ1(x)+Γ2(y) ∈ Br pour tout x, y ∈ Br et Γ1 est une

contraction dans Br . Alors, il reste à montrer que Γ2 est continu et compact.

Continuité de Γ2 :

Soit (xn) ⊂ Br telle que xn −→ x dans Br . Alors, par l’hypothèse (h5), on aura

‖ sα−1[f (s,xn(s))− f (s,x(s))] ‖≤ 2µ(s)sα−1,

f (s,xn(s) −→ f (s,x(s)) quand n −→ +∞.

D’autre part, on a

Γ2(xn)(t)− Γ2(x)(t) =
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)[f (s,xn(s))− f (s,x(s))]ds, t ∈ [0, τ].

Alors, on en déduit que

| Γ2(xn)− Γ2(x) |≤ sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|
∫ τ

0
sα−1[f (s,xn(s))− f (s,x(s))]ds.

Par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
n−→+∞

| Γ2(xn)− Γ2(x) |= 0.

Compacité de Γ2 :

Étape 1 : Montrons que {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

Pour t ∈]0, τ[ fixé prenons ε ∈]0, t[, x ∈ Br et considérons l’opérateur Γ ε2 défini par

Γ ε2 (x)(t) =
∫ (tα−εα)

1
α

0
sα−1S(

tα − sα

α
)f (s,x(s))ds.

Comme (S(t))t>0 est compact, alors {Γ ε2 (x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

D’après l’hypothèse (H5), on aura

‖ Γ ε2 (x)(t)− Γ2(x)(t) ‖≤| µr |L∞([0,τ],R+) sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|ε

α

α
.
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Alors, on en déduit que {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X.

Comme {Γ2(x)(0), x ∈ Br} est compact, alors {Γ2(x)(t), x ∈ Br} est relativement compact dans X

pour tout t ∈ [0, τ].

Étape 2 : Montrons que Γ2(Br) est équicontinu.

Soit t1, t2 ∈]0, τ] tel que t1 < t2. On a

Γ2(x)(t2)− Γ2(x)(t1) =
∫ t1

0
sα−1[S(

tα2 − sα

α
)− S(

tα1 − sα

α
)]f (s,x(s))ds

+
∫ t2

t1

sα−1S(
tα2 − sα

α
)f (s,x(s))ds.

Ainsi, on en déduit que

‖ Γ2(x)(t2)− Γ2(x)(t1) ‖≤| µr |L∞([0,τ],R+) [
K

ω2 (exp(
ωtα2
α

)− exp(
ωtα1
α

)) + sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|(
tα2 − t

α
1

α
)].

Et par suite Γ2(x), x ∈ Bτ sont équicontinus.

D’après le théorème d’Arzela-Ascoli, on déduit que Γ2 est compact.

Finalement, le théorème du point fixe de Krasnoselskii nous donne l’existence d’un point fixe

de Γ1 + Γ2 dans C, qui est une solution faible du problème de Cauchy (3.3)− (3.4).

Maintenant, nous examinons la dépendance continue de la solution faible par rapport aux

données initiales.

Théorème 3.6. On suppose les mêmes hypothèses du théorème (3.4).

Soient x0, y0, x1, y1 ∈ X et notons par x, y les deux solutions faibles associées à (x0,x1) et (y0, y1)

respectivement. Alors,

| y − x |≤ α
α −L1τα −αL2 −αL3

[ sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)| ‖ y0 − x0 ‖ + sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)| ‖ y1 − x1 ‖].

Démonstration. On a

y(t)− x(t) = C(
tα

α
)[y0 − x0 + g(y)− g(x)] + S(

tα

α
)[y1 − x1 + h(y)− h(x)]

+
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Alors, on en déduit

‖ y(t)− x(t) ‖ ≤ sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +L2 | y − x |]

+ sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|[‖ y1 − x1 ‖ +(L3 +

L1τ
α

α
) | y − x |].

Ainsi, on obtient

| y − x | ≤ sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +L2 | y − x |]

+ sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|[‖ y1 − x1 ‖ +(L3 +

L1τ
α

α
) | y − x |].
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Et par suite, on aura

| y − x |≤ α
α −L1τα −αL2 −αL3

[ sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)| ‖ y0 − x0 ‖ + sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)| ‖ y1 − x1 ‖].

Nous allons proposer un deuxième résultat de la dépendance continue de la solution faible

par rapport aux données initiales, qui est meilleur que le celui donné dans le théorème (3.6).

Théorème 3.7. On suppose les mêmes hypothèses du théorème (3.4).

Soient x0, y0, x1, y1 ∈ X et notons par x, y les deux solutions faibles associées à (x0,x1) et (y0, y1)

respectivement. Si de plus

l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ l3 sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|]exp(

l1τ
α

α
sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|) < 1.

Alors, nous avons

| y − x |≤
[ sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)| ‖ y0 − x0 ‖ + sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)| ‖ y1 − x1 ‖

1− [l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ l3 sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|]exp(

l1τ
α

α
sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|)

]
exp(

l1τ
α

α
sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|).

Démonstration. On a

y(t)− x(t) = C(
tα

α
)[y0 − x0 + g(y)− g(x)] + S(

tα

α
)[y1 − x1 + h(y)− h(x)]

+
∫ t

0
sα−1S(

tα − sα

α
)[f (s,y(s))− f (s,x(s))]ds.

Alors, on en déduit que

‖ y(t)− x(t) ‖ ≤ sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +l2 | y − x |]

+ sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|[‖ y1 − x1 ‖ +l3 | y − x |]

+ l1 sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|
∫ t

0
sα−1 ‖ y(s)− x(s) ‖ ds.

En utilisant l’inégalité de Gronwall, on obtient

| y − x | ≤
[

sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|[‖ y0 − x0 ‖ +l2 | y − x |] + sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|[‖ y1 − x1 ‖ +l3 | y − x |]

]
× exp(

l1τ
α

α
sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|).

Ainsi, on aura

| y − x | ≤
[ sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)| ‖ y0 − x0 ‖ + sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)| ‖ y1 − x1 ‖

1− [l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ l3 sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|]exp(

l1τ
α

α
sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|)

]
exp(

l1τ
α

α
sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|).
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Remarque 3.1. Posons

C1 =

exp( l1τ
α

α sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|)

1− [l2 sup
t∈[0,τ]

|C(
tα

α
)|+ l3 sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|]exp(

l1τ
α

α
sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)|)
,

C2 =
α

α − l1τα sup
t∈[0,τ]

|S(
tα

α
)| −αl2 sup

t∈[0,τ]
|C(

tα

α
)| −αl3 sup

t∈[0,τ]
|S(
tα

α
)|
.

Comme C1 < C2, alors le résultat du théorème (3.7) est meilleur que celui du théorème (3.6).

3.2 Solution fondamentale implicite de deux équations aux dérivées

partielles fractionnaires non locales

Notre objectif dans cette section est de donner la solution fondamentale implicite pour les

deux équations différentielles fractionnaires non locales suivantes :

au(t, `) + b
∂αu(t, `)
∂tα

+ c
∂
β
2

∂t
β
2

∂
β
2u(t, `)

∂t
β
2

=
∂2u(t, `)
∂`2 , (3.5)

au(t, `) + b
∂αu(t, `)
∂tα

+ c
∂βu(t, `)
∂tβ

=
∂2u(t, `)
∂`2 , (3.6)

avec les conditions initiales non locales (3.7) et (3.8) respectivement

u(0, `) =
p∑
i=1

[aiu(ti , `) + bi
∂
β
2u(ti , `)

∂t
β
2

],
∂
β
2u(0, `)

∂t
β
2

=
p∑
i=1

[ciu(ti , `) + di
∂
β
2u(ti , `)

∂t
β
2

], (3.7)

u(0, `) =
p∑
i=1

[aiu(ti , `) + bi
∂u(ti , `)
∂t

],
∂u(0, `)
∂t

=
p∑
i=1

[ciu(ti , `) + di
∂u(ti , `)
∂t

]. (3.8)

Nous introduisons aussi les conditions aux limites non locales (3.9) et (3.10) respectivement

u(t,0) =
p∑
i=1

[riu(t, `i) + si
∂
β
2u(t, `i)

∂t
β
2

], u(t,1) =
p∑
i=1

[ηiu(t, `i) +µi
∂
β
2u(t, `i)

∂t
β
2

], (3.9)

u(t,0) =
p∑
i=1

[riu(t, `i) + si
∂u(t, `i)
∂t

], u(t,1) =
p∑
i=1

[ηiu(t, `i) +µi
∂u(t, `i)
∂t

], (3.10)

avec 0 < ` < 1, 0 < t < +∞, 0 < α < 1, 1 < β < 2, 0 < a, 0 < b, 0 < c, 0 < t1 < t2 < ... < tp < +∞,

0 < `1 < `2 < ... < `p < 1, ai , bi , ci , di , ri , si , µi , ηi , sont des constantes réelles où i = 1, ...,p, ∂
αu
∂tα , ∂

β
2 u

∂t
β
2

et ∂βu
∂tβ

sont des dérivées fractionnaires prises au sens de Caputo. Sans perdre de généralité, on

peut supposer que

u(t,0) = u(t,1) = 0, (3.11)
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En effet, on peut considérer v(t, `) = u(t, `)−u(t,0)− `(u(t,1)−u(t,0)).

Nous allons chercher des solutions à variables séparées. Pour ce faire, on pose u(t, `) = x(t)y(`),

alors (3.5) et (3.6) deviennent respectivement comme suit :

ax(t)y(`) + by(`)
∂αx(t)
∂tα

+ cy(`)
∂
β
2

∂t
β
2

∂
β
2 x(t)

∂t
β
2

= x(t)
∂2y(`)
∂`2 , (3.12)

ax(t)y(`) + by(`)
∂αx(t)
∂tα

+ cy(`)
∂βx(t)
∂tβ

= x(t)
∂2y(`)
∂`2 . (3.13)

Donc, il existe une constante λ2 telles que

(a+λ2)x(t) + b
∂αx(t)
∂tα

+ c
∂
β
2

∂t
β
2

∂
β
2 x(t)

∂t
β
2

= 0, (3.14)

(a+λ2)x(t) + b
∂αx(t)
∂tα

+ c
∂βx(t)
∂tβ

= 0, (3.15)

∂2y(`)
∂`2 = −λ2y(`). (3.16)

La solution de (3.16) est donnée par

y(`) = η cos(λ`) +µsin(λ`). (3.17)

En utilisant la condition (3.11), on obtient λn = nπ et yn(`) = sin(λn`).

Ensuite, on a

u(t, `) =
+∞∑
n=0

yn(`)xn(t), (3.18)

avec xn(t) est la solution de (3.19) et (3.20) respectivement

(a+λ2
n)xn(t) + b

∂αxn(t)
∂tα

+ c
∂
β
2

∂t
β
2

∂
β
2 xn(t)

∂t
β
2

= 0, (3.19)

(a+λ2
n)xn(t) + b

∂αxn(t)
∂tα

+ c
∂βxn(t)
∂tβ

= 0, (3.20)

avec les conditions non locales suivantes respectivement

xn(0) = 2
∫ 1

0
sin(λnσ )u(0,σ )dσ,

d
β
2 xn(0)

dt
β
2

= 2
∫ 1

0
sin(λnσ )

∂
β
2u(0,σ )

∂t
β
2

dσ, (3.21)

xn(0) = 2
∫ 1

0
sin(λnσ )u(0,σ )dσ,

dxn(0)
dt

= 2
∫ 1

0
sin(λnσ )

∂u(0,σ )
∂t

dσ. (3.22)

En appliquant la transformation de Laplace à l’équation (3.19), on obtient

L(xn(t))(s) =
bsα−1xn(0) + csβ−1xn(0) + cs

β
2−1 d

β
2 xn(0)

dt
β
2

a+ bsα + csβ +λ2
n

. (3.23)
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On peut écrire (3.23) comme suit

L(xn(t))(s) = bxn(0)
∫ +∞

0
[

+∞∑
n=0

(−1)n(r(a+λ2
n))ns−(α+2)n−1

n!

×
+∞∑
n=0

(−1)n(br)ns−2n−1

n!

+∞∑
n=0

(−1)n(cr)ns(β−α−2)n−1

n!
]dr

+ cxn(0)
∫ +∞

0
[

+∞∑
n=0

(−1)n(r(a+λ2
n))ns−(β+2)n−1

n!
(3.24)

×
+∞∑
n=0

(−1)n(br)ns(α−β−2)n−1

n!

+∞∑
n=0

(−1)n(cr)ns−2n−1

n!
]dr

+ c
d
β
2 xn(0)

dt
β
2

∫ +∞

0
[

+∞∑
n=0

(−1)n(r(a+λ2
n))ns−( β+4

2 )n−1

n!

×
+∞∑
n=0

(−1)n(br)ns
2α−β−4

2 n−1

n!

+∞∑
n=0

(−1)n(cr)ns
β−4

2 n−1

n!
]dr.

Par l’inversion de la transformation de Laplace, on déduit que

xn(t) = bxn(0)
∫ +∞

0
[W(α+2,1)(−(a+λ2

n)rtα+2)

∗W(2,1)(−brt2) ∗W(α−β+2,1)(−crtα−β+2))]dr

+ cxn(0)
∫ +∞

0
[W(β+2,1)(−(a+λ2

n)rtβ+2)

∗W(β−α+2,1)(−brtβ−α+2) ∗W(2,1)(−crt2)]dr (3.25)

+ c
d
β
2 xn(0)

dt
β
2

∫ +∞

0
[W( β+4

2 ,1)(−(a+λ2
n)rt

β+4
2 )

∗W( β−2α+4
2 ,1)(−brt

β−2α+4
2 ) ∗W( 4−β

2 ,1)(−crt
4−β

2 )]dr.
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Finalement, on en déduit que la solution fondamentale implicite de (3.5) est donnée par (3.26)

u(t, `) = 2b
+∞∑
0

∫ +∞

0

p∑
i=1

∫ 1

0
[W(α+2,1)(−(a+λ2

n)rtα+2)

∗ (W(2,1)(−brt2) ∗W(α−β+2,1)(−crtα−β+2)][aiu(ti ,σ ) + bi
∂
β
2u(ti ,σ )

∂t
β
2

]sin(λn`)sin(λnσ )dσdr

+ 2c
+∞∑
0

∫ +∞

0

p∑
i=1

∫ 1

0
[W(β+2,1)(−(a+λ2

n)rtβ+2)

∗W(β−α+2,1)(−brtβ−α+2) ∗W(2,1)(−crt2))][aiu(ti ,σ ) + bi
∂
β
2u(ti ,σ )

∂t
β
2

]sin(λn`)sin(λnσ )dσdr

(3.26)

+ 2c
+∞∑
0

∫ +∞

0

p∑
i=1

∫ 1

0
[(W(

β + 4
2

,1)(−(a+λ2
n)rt

β+4
2 )

∗W( β−2α+4
2 ,1)(−brt

β−2α+4
2 ) ∗W( 4−β

2 ,1)(−crt
4−β

2 )][ciu(ti ,σ ) + di
∂
β
2u(ti ,σ )

∂t
β
2

]sin(λn`)sin(λnσ )dσdr.

De même, on trouve la solution fondamentale implicite de (3.6) comme suit

u(t, `) = 2b
+∞∑
0

∫ +∞

0

p∑
i=1

∫ 1

0
[W(α+2,1)(−(a+λ2

n)rtα+2)

∗W(2,1)(−brt2) ∗W(α−β+2,1)(−crtα−β+2)][aiu(ti ,σ ) + bi
∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσdr

+ 2c
+∞∑
0

∫ +∞

0

p∑
i=1

∫ 1

0
[(W(β+2,1)(−(a+λ2

n)rtβ+2)

∗W(β−α+2,1)(−brtβ−α+2) ∗ (W(2,1)(−crt2)][aiu(ti ,σ ) + bi
∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσdr (3.27)

+ 2c
+∞∑
0

∫ +∞

0

p∑
i=1

∫ 1

0
[W(β+1,1)(−(a+λ2

n)rtβ+1)

∗W(β−α+1,1)(−brtβ−α+1) ∗W(1,1)(−crt)][ciu(ti ,σ ) + di
∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσdr.

Remarque 3.2. Si β = 2α et b2 < 4ac, alors dans ce cas spécial, les solutions fondamentales
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implicites de (3.5) et (3.6) sont données respectivement par (3.28) et (3.29)

u(t, `) = 2b
+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0
[
E(α,1)(zntα)−E(α,1)(zntα)

2ciIm(zn)
][aiu(ti ,σ ) + bi

∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ

+ 2
+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0
[
E(α,1−α)(zntα)−E(α,1−α)(zntα)

2iIm(zn)tα
][aiu(ti ,σ ) + bi

∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ

(3.28)

+ 2
+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0
[
E(α,1)(zntα)−E(α,1)(zntα)

2iIm(zn)
][ciu(ti ,σ ) + di

∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ,

u(t, `) = 2b
+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0
[
E(α,1)(zntα)−E(α,1)(zntα)

2ciIm(zn)
][aiu(ti ,σ ) + bi

∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ

+ 2
+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0
[
E(α,1−α)(zntα)−E(α,1−α)(zntα)

2iIm(zn)tα
][aiu(ti ,σ ) + bi

∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ

(3.29)

+ 2
+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0
[
E(α,2−α)(zntα)−E(α,2−α)(zntα)

2iIm(zn)tα−1 ][ciu(ti ,σ ) + di
∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ,

avec zn = 1
2c [−b+ i

√
4cn2π2 + 4ac − b2].

Remarque 3.3. Si la variable ` ∈ R, alors on peut utiliser la transformation de Laplace L en

temps et celle de Fourier F en espace pour trouver les solutions fondamentales implicites de

(3.5) et (3.6) respectivement comme suit

u(t,x) =
b

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

p∑
i=1

[W(α+2,1)(−(a+ ξ2)rtα+2))

∗W(2,1)(−brt2) ∗W(α−β+2,1)(−crtα−β+2)][aiF (u(ti , `))(ξ) + biF (
∂u(ti , `)
∂t

)(ξ)]e−ixξdrdξ

+
c

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

p∑
i=1

[W(β+2,1)(−(a+ ξ2)rtβ+2)

∗W(β−α+2,1)(−brtβ−α+2) ∗ (W(2,1)(−crt2)][aiF (u(ti , `))(ξ) + biF (
∂u(ti , `)
∂t

)(ξ)]e−ixξdrdξ (3.30)

+
c

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

p∑
i=1

[W( β+4
2 ,1)(−(a+ ξ2)rt

β+4
2 )

∗W( β−2α+4
2 ,1)(−brt

β−2α+4
2 ) ∗W( 4−β

2 ,1)(−crt
4−β

2 )][ciF (u(ti , `))(ξ) + diF (
∂
β
2u(ti , `)

∂t
β
2

)(ξ)]e−ixξdrdξ,
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u(t,x) =
b

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

p∑
i=1

[W(α+2,1)(−(a+ ξ2)rtα+2)

∗W(2,1)(−brt2) ∗W(α−β+2,1)(−crtα−β+2))][aiF (u(ti , `))(ξ) + biF (
∂u(ti , `)
∂t

)(ξ)]e−ixξdrdξ

+
c

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

p∑
i=1

[W(β+2,1)(−(a+ ξ2)rtβ+2)

∗W(β−α+2,1)(−brtβ−α+2) ∗W(2,1)(−crt2)][aiF (u(ti , `))(ξ) + biF (
∂u(ti , `)
∂t

)(ξ)]e−ixξdrdξ (3.31)

+
c

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

p∑
i=1

[W(β+1,1)(−(a+ ξ2)rtβ+1)

∗W(β−α+1,1)(−brtβ−α+1) ∗W(1,1)(−crt)][ciF (u(ti , `))(ξ) + diF (
∂u(ti , `)
∂t

)(ξ)]e−ixξdrdξ.

Remarque 3.4. 1. Le calcul précédent n’est pas évident si les dérivées fractionnaires sont

prises au sens conforme.

2. Si les dérivées fractionnaires sont prises au sens conforme, alors pour β = 2α et b2 < 4ac,

la solution fondamentale implicite de (3.5) est donnée par (3.32)

u(t, `) = 2e−
btα
2cα

+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0
cos(

√
4cn2π2 + 4ac − b2

2cα
tα)[aiu(ti ,σ ) + bi

∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ

+ 2be−
btα
2cα

+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0

sin(
√

4cn2π2+4ac−b2

2cα tα)
√

4cn2π2 + 4ac − b2
[aiu(ti ,σ ) + bi

∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ (3.32)

+ 4ce−
btα
2cα

+∞∑
n=0

p∑
i=1

∫ 1

0

sin(
√

4cn2π2+4ac−b2

2cα tα)
√

4cn2π2 + 4ac − b2
[ciu(ti ,σ ) + di

∂u(ti ,σ )
∂t

]sin(λn`)sin(λnσ )dσ.

Remarque 3.5. La solution fondamentale de l’équation télégraphique fractionnaire avec la

dérivée fractionnelle de Caputo, dans le cas particulier β = 2α, est largement étudiée en terme

de la fonction de Mittag-Leffler. Ici, nous avons donné sa solution fondamentale dans le cas

général. Cela nous donne plus de liberté pour choisir les paramètres sensibles α, β, a, b et c

en modélisation des phénomènes naturels. Nous notons également, que la forme (3.5) impose

une dérivée fractionnaire dans ses conditions initiales. Ainsi, la forme (3.6) est meilleure que

la forme (3.5).
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3.3 Application

Exemple 3.1. Considérons l’équation fractionnaire non locale des ondes suivante :

∂
1
2

∂t
1
2

∂
1
2 u(t,x)

∂t
1
2

= ∂2u(t,x)
∂x2 + a(t)u(t,x), (t,x) ∈]0,1[×]0,π[,

u(t,0) = u(t,π) = 0, t ∈ [0,1],

u(0,x) =
p∑
i=1

ciu(ti ,x), x ∈ [0,π],

d
1
2 u(0,x)

dt
1
2

=
p∑
i=1

ciu(ti ,x), x ∈ [0,π],

(3.33)

avec 0 < t1 < ... < tp < 1, c1, ..., cp sont des constantes réelles et a : [0,1] −→ R est une fonction

continue telle que

sup
t∈[0,1]

(a(t)) +
p∑
i=1

| ci |<
1
2
.

Soit X = L2([0,π]) et A : X −→ X l’opérateur défini par

A =
∂2(.)
∂x2 ,

D(A) = {u ∈H2(0,π), u(0) = u(π) = 0}.

Nous avons, A génère une famille cosine ((C(t))t∈R, (S(t))t∈R). De plus, | C(t) |≤ 1, | S(t) |≤ 1, pour

t ∈ [0,1] et (S(t))t>0 est compact [27].

Posons v(t)(x) = u(t,x), f (t,θ) = a(t)θ et g(v) = h(v) =
p∑
i=1

ciu(ti , .). Alors, l’équation (3.33) devient



d
1
2

dt
1
2

d
1
2 v(t)

dt
1
2

= Av(t) + f (t,v(t)), t ∈]0,1[,

v(0) = g(v),

dαv(0)
dtα = h(v),

(3.34)

d’après le théorème (3.4), on déduit que le problème de Cauchy (3.34) admet une unique solu-

tion faible.
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Exemple 3.2. Considérons l’équation fractionnaire non locale des télégraphistes suivante :

∂
1
2

∂t
1
2

∂
1
2 u(t,x)

∂t
1
2

= ∂2u(t,x)
∂x2 + a(t)u(t,x) + b(t)∂

1
2 u(t,x)

∂t
1
2
, (t,x) ∈]0,1[×]0,π[,

u(t,0) = u(t,π) = 0, t ∈ [0,1],

u(0,x) =
p∑
i=1

[ciu(ti ,x) + di
∂

1
2u(ti ,x)

∂t
1
2

], x ∈ [0,π],

∂
1
2 u(0,x)

∂t
1
2

=
p∑
i=1

[ciu(ti ,x) + di
∂

1
2u(ti ,x)

∂t
1
2

], x ∈ [0,π],

(3.35)

avec 0 < t1 < ... < tp < 1, c1, ..., cp,d1, ...,dp, sont des constantes réelles et a,b : [0,1] −→ R sont deux

fonctions continues telle que

max( sup
t∈[0,1]

(a(t)) +
p∑
i=1

| ci |, sup
t∈[0,1]

(b(t)) +
p∑
i=1

| di |) <
1
4
.

Soit X = L2([0,π]) et A : X −→ X l’opérateur défini par

A =
∂2(.)
∂x2 ,

D(A) = {u ∈H2(0,π), u(0) = u(π) = 0}.

Nous avons, A génère une famille cosine ((C(t))t∈R, (S(t))t∈R). De plus, | AS(t) |≤ 1, pour t ∈ [0,1].

Posons v(t)(x) = u(t,x), F(t,ϕ,ψ) = a(t)ϕ+b(t)ψ etG(v, d
1
2 v

dt
1
2

) =H(v, d
1
2 v

dt
1
2

) =
p∑
i=1

[ciu(ti ,x)+di
∂

1
2u(ti ,x)

∂t
1
2

].

Alors, l’équation (3.35) devient comme suit

d
1
2

dt
1
2

d
1
2 v(t)

dt
1
2

= Av(t) +F(t,v(t), d
1
2 v(t)

dt
1
2

), t ∈]0,1[,

v(0) = G(v, d
1
2 v

dt
1
2

),

dαv(0)
dtα =H(v, d

1
2 v

dt
1
2

),

(3.36)

d’après le théorème (3.1), on déduit que le problème de Cauchy (3.36) admet une unique solu-

tion faible.

Exemple 3.3. Pour α = 3
4 , β = 5

4 , R = 250Ω, G = 4.10−3Ω−1, C = 3,2.10−6F, L = 0,2H et u(0, `) =

∂u(0,`)
∂t = ∂

β
2 u(0,`)

∂t
β
2

= 2πδ, où δ représente la masse de Dirac. Nous avons, a = 1, b = 16.10−4,

55



c = 64.10−8, les deux formules (3.30) et (3.31) deviennent respectivement

u(t,x) = 32.10−4
∫ +∞

0

∫ +∞

0
[(W( 11

4 ,1)(−(1 + ξ2)rt
11
4 ))

∗ (W(2,1)(−16.10−4rt2))) ∗W( 3
2 ,1)(−64.10−8rt

3
2 )))cos(xξ)]drdξ

+ 128.10−8
∫ +∞

0

∫ +∞

0
[(W( 13

4 ,1)(−(1 + ξ2)rt
13
4 )))

∗ ((W( 5
2 ,1)(−16.10−4rt

5
2 ))) ∗ (W(2,1)(−64.10−8rt2)))cos(xξ)]drdξ (3.37)

+ 128.10−8
∫ +∞

0

∫ +∞

0
[W( 21

8 ,1)(−(1 + ξ2)rt
21
8 )))

∗ (W( 15
8 ,1)(−16.10−4rt

15
8 )) ∗W( 11

8 ,1)(−64.10−8rt
11
8 ))cos(xξ)]drdξ,

u(t,x) = 32.10−4
∫ +∞

0

∫ +∞

0
[(W( 11

4 ,1)(−(1 + ξ2)rt
11
4 ))

∗ (W(2,1)(−16.10−4rt2))) ∗W( 3
2 ,1)(−64.10−8rt

3
2 )))cos(xξ)]drdξ

+ 128.10−8
∫ +∞

0

∫ +∞

0
[(W( 13

4 ,1)(−(1 + ξ2)rt
13
4 )))

∗ ((W( 5
2 ,1)(−16.10−4rt

5
2 ))) ∗W(2,1)(−64.10−8rt2)))cos(xξ)]drdξ (3.38)

+ 128.10−8
∫ +∞

0

∫ +∞

0
[W( 9

4 ,1)(−(1 + ξ2)rt
9
4 )))

∗W( 3
2 ,1)(−16.10−4rt

3
2 )) ∗W(1,1)(−64.10−8rt))cos(xξ)]drdξ.
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CHAPITRE

4

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

FRACTIONNAIRES NON LOCALES À

RETARD DANS UN ESPACE MÉTRIQUE

FLOU

L’objectif principal de ce chapitre est d’établir, en utilisant la méthode des semi-groupes

flous fortement continus l’existence, l’unicité et la dépendance continue par rapport à la don-

née initiale de la solution faible pour le problème de Cauchy flou de la forme suivante :

dαx(t)
dtα

= Ax(t) + f (t,xt), t ∈ [0, τ], (4.1)

x(σ ) = ϕ(σ ) + g(xt1 , ...,xtp)(σ ), σ ∈ [−r,0], (4.2)

où 0 < τ, 0 < t1 < t2 < ... < tp < τ, d
αx(t)
dtα est la dérivée fractionnaire conforme floue d’ordre 0 < α <

1, C(.) est l’espace métrique complet des fonctions continues de [−r, .] à valeurs dans (En,d) muni

de la métrique d(.)(y,x) = sup
t∈[−r,.]

d(y(t),x(t)), pour x ∈ Cτ , on note par xt ∈ C0 la fonction-mémoire

définie par la formule xt(σ ) = x(t + σ ), A : En −→ En est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe flou fortement continu (T (t))t≥0, f : [0, τ]×C′ −→ En, ϕ : [−r,0] −→ En et g : C0×...×C0 −→ C0

sont des fonctions satisfaisant certaines hypothèses.

Tout d’abord, nous proposons le concept du calcul fractionnaire conforme dans le cadre flou.
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4.1 Dérivée et intégrale conformes floues

Dans cette section, nous donnons la définition et certains résultats concernant les deux

concepts de la dérivée et l’intégrale fractionnaires conformes floues.

Définition 4.1. Une fonction x : [0, τ] −→ En est dite (α)−différentiable en t ∈]0, τ] s’il existe un

élément dαx(t)
dtα ∈ E

n telles que les deux limites

lim
ε−→0+

1
ε

(x(t + εt1−α)	H x(t)) et lim
ε−→0+

1
ε

(x(t)	H x(t − εt1−α))

existent et sont égales à dαx(t)
dtα dans (En,d).

Si x est (α)−différentiable en chaque t ∈ (0, τ) et lim
t−→0+

dαx(t)
dtα

existe, alors on note

dαx(0)
dtα

= lim
t−→0+

dαx(t)
dtα

.

Proposition 4.1. Soit x : [0, τ] −→ En une fonction (α)−différentiable, alors elle est continue.

Démonstration. Soit h > 0, t ∈]0, τ] et ε = htα−1. Pour la continuité à droite, on a

d(x(t + h),x(t)) = d(x(t + εt1−α),x(t))

= d(x(t + εt1−α)	H x(t) + x(t),x(t))

= d(x(t + εt1−α)	H x(t), 0̂)

≤ εd(
1
ε

(x(t + εt1−α)	H x(t)),
dαx(t)
dtα

) + εd(
dαx(t)
dtα

, 0̂),

de même pour la continuité à gauche, on a

d(x(t − h),x(t)) ≤ εd(
1
ε

(x(t)	H x(t − εt1−α)),
dαx(t)
dtα

) + εd(
dαx(t)
dtα

, 0̂).

Par passage à la limite ε −→ 0+, on obtient le résultat.

Proposition 4.2. Soit x : [0, τ] −→ En une fonction différentiable, alors elle est (α)−différentiable,

de plus nous avons
dαx(t)
dtα

= t1−α
dx(t)
dt

.

Démonstration. Le résultat découle de deux égalités suivantes :

lim
ε−→0+

1
ε

(x(t + εt1−α)	H x(t)) = lim
h−→0+

t1−α

h
(x(t + h)	H x(t)),

lim
ε−→0+

1
ε

(x(t)	H x(t − εt1−α)) = lim
h−→0+

t1−α

h
(x(t)	H x(t − h)).

Proposition 4.3. Soient x,y : [0, τ] −→ En deux fonctions (α)−différentiables.

Alors, x+ y est (α)−différentiable, de plus nous avons

dα(x+ y)(t)
dtα

=
dαx(t)
dtα

+
dαy(t)
dtα

.
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Démonstration. Pour t ∈]0, τ]. Nous avons

lim
ε−→0+

d(
1
ε

((x+ y)(t + εt1−α)	H (x+ y)(t)),
dαx(t)
dtα

+
dαy(t)
dtα

)

= lim
ε−→0+

d(
1
ε

(x(t + εt1−α)	H x(t) + y(t + εt1−α)	H y(t))),
dαx(t)
dtα

+
dαy(t)
dtα

)

≤ lim
ε−→0+

d(
1
ε

(x(t + εt1−α)	H x(t)),
dαx(t)
dtα

) + lim
ε−→0+

d(
1
ε

(y(t + εt1−α)	H y(t)),
dαy(t)
dtα

)

= 0.

On peut aussi montrer que pour tout λ ∈ R, λx est (α)−différentiable et dα(λx)(t)
dtα = λd

αx(t)
dtα .

Théorème 4.1. Soit x : [0, τ] −→ En, une fonction (α)−différentiable avec [x(t)]γ = [xγ1 (t),xγ2 (t)].

Alors, x
γ
1 et x

γ
2 sont (α)−différentiables et [d

αx(t)
dtα ]γ = [d

αx
γ
1 (t)

dtα ,
dαx

γ
2 (t)

dtα ].

Démonstration. Il suffit d’utiliser les deux égalités suivantes :

[x(t + εt1−α)	H x(t)]γ = [xγ1 (t + εt1−α)− xγ1 (t),xγ2 (t + εt1−α)− xγ2 (t)],

[x(t)	H x(t − εt1−α)]γ = [xγ1 (t)− xγ1 (t − εt1−α),xγ2 (t)− xγ2 (t − εt1−α)].

Définition 4.2. Soit x : [0, τ] −→ En une fonction, l’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ (0,1) de

x, notée Iα(x)(t), est définie par

Iα(x)(t) =
∫ t

0
sα−1x(s)ds, t ∈ [0, τ],

où l’intégrale est l’intégrale impropre habituelle de Riemann.

Définition 4.3. Une fonction x : [0, τ] −→ En est dite (α)−intégrable sur [0, τ] si Iα(x)(t) ∈ En

pour tout t ∈ [0, τ].

Proposition 4.4. Soient x,y : [0, τ] −→ En deux fonctions (α)−intégrables, A ∈ En et λ ∈ R.

Alors,

1. Iα(x+ y)(t) = Iα(x)(t) + Iα(y)(t),

2. Iα(λx)(t) = λIα(x)(t),

3. t 7−→ d(x(t), y(t)) est (α)−intégrable,

4. d(Iα(x)(t), Iα(y)(t)) ≤ Iα(d(x,y))(t),

5. Iα(A)(t) = 1
α t
αA.

Démonstration. Appliquons la proposition (1.11) à la fonction t 7−→ tα−1x(t) sur [ε,τ] et passons

à la limite (ε −→ 0+).
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Proposition 4.5. Soit x : [0, τ] −→ En une fonction différentiable.

On suppose que la dérivée dαx
dtα est (α)−intégrable sur [0, τ].

Alors, pour tout t ∈]0, τ], nous avons

x(t) = x(0) + Iα(
dαx
dtα

)(t).

Démonstration. D’après la proposition (4.2) et le théorème (1.11), nous avons

x(0) + Iα(
dαx
dtα

)(t) = x(0) +
∫ t

0
s1−αsα−1(

dx(s)
ds

)ds

= x(0) +
∫ t

0
(
dx(s)
ds

)ds

= x(t).

Proposition 4.6. Soit x : [0, τ] −→ En une fonction continue et (α)−intégrable.

Alors, pour tout t ∈]0, τ], la fonction Iα(x)(.) est (α)−différentiable, de plus, nous avons

dα(Iα(x)(t))
dtα

= x(t).

Démonstration. On pose ϕ(t) :=
∫ t

0
sα−1x(s)ds. Soit ε > 0 très petit et t ∈]0, τ], alors on a

d(
1
ε

(ϕ(t + εt1−α)	H ϕ(t)),x(t)) =
1
ε
d(
∫ t+εt1−α

t
sα−1x(s)ds,

∫ t+εt1−α

t
tα−1x(t)ds)

≤ 1
ε

∫ t+εt1−α

t
d(sα−1x(s), tα−1x(t))ds.

Ainsi, on en déduit que d(1
ε (ϕ(t + εt1−α)	H ϕ(t)),x(t)) −→ 0 quand ε −→ 0+.

De même, on obtient

lim
ε−→0+

d(
1
ε

(ϕ(t)	H ϕ(t − εt1−α)),x(t)) = 0.

Maintenant, nous revenons à l’étude du problème de Cauchy (4.1)− (4.2).

4.2 Solution faible d’un problème de Cauchy

Avant d’étudier l’existence, l’unicité et la dépendance continue par rapport à la donnée ini-

tiale de la solution faible du problème du Cauchy (4.1)− (4.2), nous introduisons les hypothèses

suivantes :

(H1) il existe une constante L > 0 telle que d(f (t,yt), f (t,xt)) ≤ Ld(y(t),x(t)), x,y ∈ Cτ et t ∈ [0, τ],

(H2) la fonction f (.,xt) : [0, τ] −→ En est continue, x ∈ Cτ ,

(H3) il existe une constante K > 0 telle que d(g(yt1 , ..., ytn)(σ ), g(xt1 , ...,xtn)(σ )) ≤ Kd0(y,x), x,y ∈ Cτ
et σ ∈ [−r,0],

(H4) ϕ ∈ C0.
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4.2.1 Existence et unicité de la solution faible

Définition 4.4. Une fonction x ∈ Cτ est dite solution faible du problème de Cauchy (4.1)− (4.2),

si les deux assertions suivantes sont vérifiées

1. x(t) = T ( t
α

α )[ϕ(0) + g(xt1 , ...,xtp)(0)] +
∫ t

0
sα−1T ( t

α−sα
α )f (s,xs)ds, t ∈ [0, τ],

2. x(σ ) = ϕ(σ ) + g(xt1 , ...,xtp)(σ ), σ ∈ [−r,0].

Théorème 4.2. On suppose que les hypothèses (H1)− (H4) sont satisfaites, si de plus

(
τα

α
L+K)M sup

t∈[0,τ]
(exp(

ωtα

α
)) < 1,

alors le problème de Cauchy (4.1)− (4.2) admet une unique solution faible.

Démonstration. On définit l’opérateur Γ : Cτ −→ Cτ par

Γ (x)(t) = T (
tα

α
)[ϕ(0) + g(xt1 , ...,xtp)(0)] +

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,xs)ds, t ∈ [0, τ],

Γ (x)(σ ) = ϕ(σ ) + g(xt1 , ...,xtp)(σ ), σ ∈ [−r,0].

Pour tous x,y ∈ Cτ , on a

d(Γ (y)(t),Γ (x)(t)) = d(T (
tα

α
)g(yt1 , ..., ytp)(0),T (

tα

α
)g(xt1 , ...,xtp)(0))

+ d(
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,ys),

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,xs))ds,

d(Γ (y)(σ ),Γ (x)(σ )) = d(g(yt1 , ..., ytp)(σ ), g(xt1 , ...,xtp)(σ )).

Alors, on en déduit que

d(Γ (y)(t),Γ (x)(t)) ≤ (
τα

α
L+K)M sup

t∈[0,τ]
(exp(

ωtα

α
))dτ(y,x),

d(Γ (y)(σ ),Γ (x)(σ )) ≤ Kdτ(y,x).

Et par suite, on obtient

dτ(Γ (y),Γ (x)) ≤ (
τα

α
L+K)M sup

t∈[0,τ]
(exp(

ωtα

α
))dτ(y,x).

Ainsi, Γ admet un unique point fixe dans Cτ , qui est la solution faible du problème de Cauchy

(4.1)− (4.2).

4.2.2 Dépendance continue de la solution faible par rapport à la donnée initiale

Théorème 4.3. Supposons les mêmes conditions du théorème (4.2).

Soient ϕ, ψ ∈ C0 et notons par x, y les deux solutions faibles associées à ϕ et ψ respectivement.

Alors, nous avons

dτ(y,x) ≤max(

αM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))

α −M(αK +Lτα) sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))
,

1
1−K

)d0(ψ,ϕ).
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Démonstration. On a

d(y(t),x(t)) = d(T (
tα

α
)(ψ(0) + g(yt1 , ..., ytp)(0)),T (

tα

α
)(ϕ(0) + g(xt1 , ...,xtp)(0)))

+ d(
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,ys)ds,

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,xs)ds),

d(y(σ ),x(σ )) = d(ψ(σ ) + g(yt1 , ..., ytp)(σ ),ϕ(σ ) + g(xt1 , ...,xtp)(σ )).

Donc, on en déduit que

d(y(t),x(t)) ≤M sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))[d0(ψ,ϕ) + (K +

Lτα

α
) sup
t∈[0,τ]

d(y(t),x(t))],

d0(y,x) ≤ d0(ψ,ϕ) +Kd0(y,x).

Ainsi, on aura

sup
t∈[0,τ]

d(y(t),x(t)) ≤
αM sup

t∈[0,τ]
(exp(

ωtα

α
))

α −M(αK +Lτα) sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))
d0(ψ,ϕ),

d0(y,x) ≤ 1
1−K

d0(ψ,ϕ).

Finalement, on obtient

dτ(y,x) ≤max(

αM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))

α −M(αK +Lτα) sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))
,

1
1−K

)d0(ψ,ϕ).

Théorème 4.4. Supposons les mêmes conditions du théorème (4.2).

Soient ϕ, ψ ∈ C0 et notons par x, y les deux solutions faibles associées à ϕ et ψ respectivement.

Si de plus

KM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))exp(

LMτα

α
sup
t∈[0,τ]

exp(
ωtα

α
))) < 1,

alors, on aura

dτ(y,x) ≤max(

M sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))exp(

LMτα

α
sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
)))

1−KM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))exp(

LMτα

α
sup
t∈[0,τ]

exp(
ωtα

α
)))
,

1
1−K

)d0(ψ,ϕ).

Démonstration. Soit t ∈ [0, τ], alors on a

d(y(t),x(t)) ≤M sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))d(ψ(0) + g(yt1 , ..., ytp)(0),ψ(0) + g(xt1 , ...,xtp)(0))

+LM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))
∫ t

0
sα−1d(y(s),x(s))ds.
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Donc, on en déduit que

d(y(t),x(t)) ≤M sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))[d(ψ(0),ψ(0)) +Kdτ(y,x)]

+LM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))
∫ t

0
sα−1d(y(s),x(s))ds.

Ensuite, par l’inégalité de Gronwall, on aura

sup
t∈[0,τ]

d(y(t),x(t)) ≤
M sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))exp(

LMτα

α
sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
)))

1−KM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))exp(

LMτα

α
sup
t∈[0,τ]

exp(
ωtα

α
)))
d0(ψ,ϕ).

Ainsi, on obtient

dτ(y,x) ≤max(

M sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))exp(

LMτα

α
sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
)))

1−KM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))exp(

LMτα

α
sup
t∈[0,τ]

exp(
ωtα

α
)))
,

1
1−K

)d0(ψ,ϕ).

Remarque 4.1. On remarque que

exp(LMτ
α

α sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
)))

1−KM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))exp(

LMτα

α
sup
t∈[0,τ]

exp(
ωtα

α
)))
<

α

α −M(αK +Lτα) sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))
.

Donc, on en conclut que le théorème (4.4) est meilleur que le théorème (4.3).

4.2.3 Étude d’un cas spécial de la condition non locale

Dans cette sous-section, nous prenons

ϕ ≡ 0,

g(xt1 , ...,xtp)(σ ) =
p∑
i=1

| ci | x(ti + σ ),

avec p ∈ N∗, c1, c2, ..., cp sont des constantes réelles données et 0 < t1 < t2 < ... < tp < τ.

Proposition 4.7. Supposons que (H1)− (H2) sont satisfaites et il existe une constante ε ∈]0,1[

telle que

max(
p∑
i=1

| ci |,M
p∑
i=1

| ci | sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))) < ε,

alors le problème de Cauchy (4.1)− (4.2) admet une unique solution faible.

Démonstration. Considérons l’opérateur Γ : Cτ −→ Cτ défini par

Γ (x)(t) = T (
tα

α
)g(xt1 , ...,xtp)(0) +

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,xs)ds, t ∈ [0, τ]
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Γ (x)(σ ) = g(xt1 , ...,xtp)(σ ), σ ∈ [−r,0].

Ensuite, soit la métrique dα définie dans Cτ par

dα(y,x) = dτ(exp(
−θ | . |α

α
)y,exp(

−θ | . |α

α
)x),

avec

θ :=

LM sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))

ε −M
p∑
i=1

| ci | sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))

.

Pour tous x,y ∈ Cτ , on a

d(Γ (y)(t),Γ (x)(t)) ≤ d(T (
tα

α
)g(yt1 , ..., ytp)(0),T (

tα

α
)g(xt1 , ...,xtp)(0))

+ d(
∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,ys)ds,

∫ t

0
sα−1T (

tα − sα

α
)f (s,xs)ds).

Ainsi, on en déduit que

d(Γ (y)(t),Γ (x)(t)) ≤ sup
t∈[0,τ]

(exp(
ωtα

α
))[exp(

θtα

α
)
p∑
i=1

| ci | +L
∫ t

0
sα−1 exp(θ

sα

α
)ds]dα(y,x).

Et par suite, on aura

sup
t∈[0,τ]

d(Γ (y)(t),Γ (x)(t)) ≤ εdα(y,x).

Ainsi, on en déduit que

dα(Γ (y),Γ (x)) ≤ εdα(y,x).

Finalement, Γ admet un unique point fixe dans (Cτ ,dα).

4.3 Application

Considérons dans E1 le problème de Cauchy fractionnaire non local à retard suivant :
∂

1
2 x(t)

∂t
1
2

= 1
20x(t) + 1

1+t2xt, t ∈]0,1],

x(σ ) = 0̂ + 1
2x(1

2 + σ ) + 1
4x(1

4 + σ ), σ ∈ [−1,0].

(4.3)

Dans ce cas, nous avons f (t,xt) = 1
1+t2xt, g(x 1

2
,x 1

4
)(σ ) = 1

2x(1
2 + σ ) + 1

4x(1
4 + σ ), A = 1

20 , L = 1,

T (t) = exp( 1
20t), K = 3

4 , ω = 1
20 et M = 1.

Par la proposition (4.7), on déduit que le problème de Cauchy (4.3) admet une unique solution

faible.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Les concepts dérivée fractionnaire, condition initiale non locale, condition initiale floue re-

tardée ont un meilleur effet et avantage dans la modélisation des propriétés et de la mémoire

d’un phénomène naturel.

Dans cette thèse, nous avons exploité la théorie des semi-groupes, la théorie des familles co-

sines, les théorèmes de point fixe, les transformations intégrales, les fonctions spéciales et

quelques résultats d’analyse fonctionnelle pour étudier quelques équations différentielles frac-

tionnaires non locales.

Dans un premier temps, nous avons montré, par l’approche des semi-groupes, quelques résul-

tats d’existence, unicité, dépendance continue par rapport à la donnée initiale et régularité

de la solution d’un problème de Cauchy, pour les équations différentielles fractionnaires non

locales du premier ordre.

Puis, nous avons proposé quelques résultats d’existence, unicité, dépendance continue par rap-

port aux données initiales et régularité de la solution d’un problème de Cauchy, pour les équa-

tions différentielles fractionnaires non locales du second ordre, en se basant sur l’approche

des familles cosines. Nous avons aussi établi la solution fondamentale implicite de quelques

équations aux dérivées partielles fractionnaires à conditions non locales.

Finalement, nous avons étudié l’existence, unicité et dépendance continue par rapport à la

donnée initiale de la solution d’un problème de Cauchy flou, pour les équations différentielles

fractionnaires non locales du premier ordre à retard.

Comme perspectives, on se propose de contribuer à l’étude théorique et numérique des équa-

tions différentielles fractionnaires non locales, en se basant sur l’approche du calcul variation-

nel.
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Résumé : 

   Le but de ce travail de thèse est de contribuer à l'étude des équations différentielles 

fractionnaires non locales. Ce type d'équations a un meilleur effet et avantage que les 

équations différentielles classiques en modélisation des propriétés et de la mémoire des 

phénomènes naturelles. 

   Tout d'abord, nous rappelons quelques ingrédients concernant le calcul fractionnaire, la 

théorie des semi-groupes, la théorie des familles cosines, les transformations intégrales, les 

fonctions spéciales, la théorie des ensembles flous et quelques résultats d'analyse 

fonctionnelle sur lesquels s'appuient nos travaux décrits dans cette thèse. 

   Ensuite, nous nous intéressons à l'étude d'un problème de Cauchy, pour les équations 

différentielles fractionnaires non locales du premier ordre avec une nouvelle dérivée 

fractionnaire dite "dérivée fractionnaire conforme". Les résultats d'existence, unicité, 

dépendance continue par rapport à la donnée initiale et régularité de la solution 

s'obtiennent à l'aide de la théorie des semi-groupes combiné avec la théorie des points fixes. 

   Puis, nous exploitons la théorie des familles cosines et la théorie des points fixes pour 

montrer l'existence, unicité, dépendance continue par rapport aux données initiales et 

régularité de la solution d'un problème de Cauchy, pour les équations différentielles 

fractionnaires non locales du second ordre avec la dérivée fractionnaire conforme. Nous 

avons aussi donné la solution fondamentale implicite dans un cas concret des équations 

télégraphistes fractionnaires non locales où la dérivée fractionnaire est prise au sens de 

Caputo. 

   Finalement, après avoir donné un sens à la dérivée et l'intégrale fractionnaires conformes 

dans un cadre flou, nous traitons les questions d'existence, unicité et dépendance continue 

par rapport à la donnée initiale de la solution d'un problème de Cauchy flou, pour les 

équations différentielles fractionnaires non locales du premier ordre à retard. 

Les mots-clés :  

Équations différentielles fractionnaires, Conditions non locales, Familles d'opérateurs 

linéaires, Théorie des points fixes et Théorie des ensembles flous. 


