
 

 

 

UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE 

Faculté des Sciences et Techniques 

Béni-Mellal  

 

N° d’ordre : 126 / 2017 
 

Centre d’Études Doctorales : Sciences et Techniques 
Formation Doctorale : Mathématiques et Physique Appliquées 

 
 

 
THÈSE  

Présentée par 

AISSAM HADRI 

Pour l’obtention du grade de 
DOCTEUR 

Spécialité : Mathématiques  

 
 

 

Contribution à l’étude théorique et numérique par homogénéisation 

d’un problème de transfert de la chaleur dans un matériau composite 
 

 
 
 
Soutenue le 18/07/2017 à 10h devant la commission d’examen composée de : 
 
 
 

Président : Pr. Ahmed ZEGHAL PES FST - Béni Mellal 

Rapporteurs : Pr. Christophe BERTHON PES Université de Nantes 

  Pr. Abdelilah HAKIM PES FST - Marrakech 

  Pr. Mouhcine TILIOUA PH FST - ERRACHIDIA 

Examinateurs : Pr. Elhoussine AZROUL PES FS   - FES 

  Pr. Abdeljalil NACHAOUI PES Université de Nantes 

Directeur de thèse : Pr. Abdelkrim CHAKIB PES FST - Béni Mellal 

Membre invité : Pr. Mourad NACHAOUI PA FST - Béni Mellal 

 



Remerciements

En tout premier lieu, je remercie Allah sans Qui rien n’est possible.
Ensuite, je tiens à adresser mes vifs remerciements à mon directeur de thèse et encadrant le

professeur Abdelkrim Chakib pour l’aide compétente qu’il m’a apporté, pour sa patiente, sa rigueur
et ses encouragements qu’il m’a prodigués tout au long de ce travail. Malgré ses responsabilités, il a
toujours répondu présent, me montre ainsi la voie tout en me laissant une grande liberté de pensée
et d’action. Ses discussions utiles et fructueuses ont été un atout pour moi pour mener à bien les
travaux de cette thèse. J’ai eu ainsi la chance de travailler sous sa direction pendant ces années.
Merci.

Ensuite, toutes mes pensées de gratitude se dirigent vers mon co-encadrant Mourad Nachaoui
pour m’avoir encouragé et conseillé tout au long de ce travail. Ses discussions ont été d’intérêt
considérable.

Ce fut un grand honneur que les professeur Christophe Berthon, Abdelilah Hakim et Mouhcine
Tilioua, aient accepté de rapporter sur ma thèse. Merci pour vos remarques avisées et pour l’intérêt
que vous avez porté à mon travail.

Je remercie respectueusement le professeur Ahmed Zeghal, pour le temps qu’il a consacré à
examiner cette thèse et pour l’honneur qu’il m’a fait en présidant le jury.

Je tiens à remercier le professeur Elhoussine Azroul d’avoir participé en tant qu’examinateur à
mon jury de thèse, ainsi, l’intérêt que vous avez porté à mon travail.

Je remercie aussi le professeur Abdeljalil Nachaoui d’avoir participé à mon jury, et pour ses
discussions qui sont très précieuses et qui ont amélioré la qualité de mon travail.

Un grand merci aux membres du Laboratoire de Mathématiques et Applications, surtout le pro-
fesseur Amine Laghrib et les doctrants Mustapha, Hssaine, Abou-bakre, Hamid, Soufiane et Chouaib,
pour les bons moments que nous avons partagé.

Je tiens à remercier ma famille, en particulier mes parents pour leurs soutiens et leurs encoura-
gements. Ils ont été présents tout au long de ce travail, je ne serais certainement pas là sans eux.
Merci !

Un grand merci à mes frères et ma sœur pour leurs soutiens. Ils ont été présents tout au long de
ce travail.

Pour finir, que toute personne qui ait contribué de près ou de loin à la réalisation de cette thèse,
trouve ici l’expression de mes sincères sentiments.

1



Table des matières

Remerciements 1

Résumé 7

Introduction générale 8

1 Résultats préliminaires 13
1.1 Notations et définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.1 Les espaces Lp(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.2 Les espaces Cm(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.3 Espace de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.4 Injections de Sobolev et application trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.5 Quelques estimations et inégalités sur les espaces de Sobolev . . . . . . . . . . 18

1.3 Les espaces à valeurs vectorielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.3.1 Les espaces Lp(I, E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.3.2 Les espaces W 1,p(I, E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.3 Injection compacte dans les espaces Lp(I, E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4 Outils pour l’étude de problèmes évolutifs linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.5 Point fixe et degrés topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.5.1 Degré topologique de Brouwer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.5.2 Degré topologique de Leray-Schauder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.6 Introduction à l’homogénéisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.6.1 Problème modèle en homogénéisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.6.2 Inégalité de Sobolev et convergence à deux échelles . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Modélisation du problème 28
2.1 Matériaux composites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.1.1 Mise en forme des pièces composites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.1.2 Procédés de fabrication de structures composites . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.1.3 Enjeux et défis des matériaux composites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Transfert de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.1 Modes de transfert de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2



TABLE DES MATIÈRES 3

2.3 Modèle de transfert de la chaleur considéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.4 Formulation du problème à l’échelle locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4.1 L’approximation ε-périodique du matériau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.4.2 Position du modèle à l’échelle microscopique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3 Etude théorique par homogénéisation du problème 44
3.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.1.1 Géométrie du matériau composite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.1.2 Equations du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.1.3 Hypothèses sur les données et estimations de base . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2 Etude par homogénéisation des modèles d’échange thermique . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2.1 Etude du modèle avec terme d’échange radiatif lipschitzien . . . . . . . . . . . 50
3.2.2 Etude du modèle avec le terme d’échange radiatif |ufε |ufε . . . . . . . . . . . . 62
3.2.3 Etude du modèle avec le terme d’échange radiatif |ufε |pufε . . . . . . . . . . . 73

3.3 Identification du problème macroscopique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.3.1 Convergence forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4 Etude de l’approximation numérique du problème 90
4.1 Développement asymptotique et identification des correcteurs . . . . . . . . . . . . . 90
4.2 Approximation du problème d’homogénéisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.2.1 Approximation des problèmes cellulaires et problème homogénéisé pour l’équa-
tion de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.2.2 Approximation des problèmes cellulaires de transfert de la chaleur . . . . . . . 104
4.2.3 Approximation du problème homogénéisé et problème d’homogénéisation de

transfert de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
4.2.4 Algorithme multi-échelles en éléments finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
4.2.5 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

Conclusion 118



Table des figures

1.1 Répresentation de Dε en fonction de ε : la figure à droite pour ε = 1
100 au milieu pour

ε = 1
50 et à gauche ε = 1

25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1 Mise en forme des matériaux composites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2 Exemple de mise en forme de composites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3 Procédure de fabrication des composites basée sur moulage . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.4 Echelles caractéristiques d’une mousse architecturée d’aluminium, microstructure (De-

hoff et Babu, 2010), mésostructure et macrostructure (Wikipédia : Mousse métallique,
20/08/14) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.5 Explication analogique des trois modes de transfert de la chaleur . . . . . . . . . . . . 34
2.6 Conduction thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.7 Convection thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.8 Rayonnement thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.9 Exemple d’une cellule représentative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.10 Mise à l’échelle ε-périodique du domaine Ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.1 Reprèsentation de Ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.1 Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,05, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite). . 109

4.2 Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,1, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite). . . 110

4.3 Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,2, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite). . . 110

4.4 Magnitude de la différence des gradients de la solution d’homogénéisation et la solution
homogénéisée |∇(uε,h1 − u0,h1)| pour ε = 0.1 en t = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.5 Magnitude de la différence des gradients de la solution d’homogénéisation et la solution
homogénéisée en introduisant le correcteur d’ordre 1 |∇(uε,h1 − u0,h1 − εu1,h,h1)| pour
ε = 0.1 en t = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.6 Magnitude de la différence des gradients de la solution du problème microscopique et
la solution homogénéisée en introduisant le correcteur d’ordre 1 et d’ordre 2 |∇(uε,h1−
u0,h1 − εu1,h,h1 − ε2u2,h,h1)| pour ε = 0.1 en t = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.7 Variation des erreurs E0, E1 et E2 en fonction de ε pour t = 3. . . . . . . . . . . . . 113

4



TABLE DES FIGURES 5

4.8 La différence entre la solution du problème d’homogénéisation, la solution homogé-
néisée et les correcteurs (pour t = 2 en ε = 0.1) : la figure (à gauche) représente
(uε,h1 − u0,h1) et la figure (à droite) représente (uε,h1 − u0,h1 − εu1,h,h1) . . . . . . . . . 114

4.9 La différence entre la solution du problème d’homogénéisation, la solution homogé-
néisée et les correcteurs (pour t = 2 en ε = 0.1) : la figure représente (uε,h1 − u0,h1 −
εu1,h,h1 − ε2u2,h,h1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.10 Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,05, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite). . 115

4.11 Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,1, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite). . . 116

4.12 Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,25, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite). . 116



Liste des tableaux

4.1 Paramètres utilisés dans les simulations numériques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.2 Évolution de l’erreur E0 = ‖uε,h1 − u0,h1‖L2(Ωh) en fonction du temps et de ε. . . . . . 110
4.3 Évolution de l’erreur relative en fonction du temps pour ε = 0.09. . . . . . . . . . . . 111
4.4 L’évolution de l’erreur entre la solution exacte et la solution homogénéisée en fonction

de h1 pour ε = 0.1 en t = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.5 Évolution de l’erreur relative en fonction du temps pour ε = 0.1. . . . . . . . . . . . . 113
4.6 Évolution de l’erreur ‖uε,h1 − u0,h1‖L2(Ωh) en fonction du temps et de ε. . . . . . . . . 117
4.7 Évolution de l’erreur relative en fonction du temps pour ε = 0.1. . . . . . . . . . . . . 117

6



Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à une analyse multi-échelles d’un problème d’échange
thermique issu de la construction d’un matériau composite. Ce problème modélise l’évolution de la
température dans une pièce composite périodiquement distribuée, formée par un milieu hétérogène
composé de deux sous-domaines. Ce modèle est régi par un problème parabolique couplé, faisant
intervenir un champ de vecteur solution d’une équation de Stokes, en présence d’une condition de
transmission décrite par un terme d’échange radiatif non linéaire. Pour pallier ces difficultés, nous
nous appuyons sur la théorie de l’homogénéisation périodique pour fournir un moyen systématique
décrivant le comportement asymptotique de l’évolution de la température dans la pièce. Ceci dans le
but d’obtenir des modèles homogénéisés par un passage à la limite via la convergence à deux échelles.
Pour cela, nous proposons une étude théorique par homogénéisation de trois modèles physiques
correspondant à différents termes d’échange thermique non linéaires. Ainsi, nous établissons tout
d’abord quelques résultats d’estimations a priori sur la solution. Puis, en nous basant sur ces résultats,
nous étudions l’existence et l’unicité de la solution du problème d’homogénéisation, dans chacun des
cas, en utilisant le degré topologique de Leray-Schauder. Nous proposons, ensuite, un passage à
la limite dans le problème d’homogénéisation, à l’aide de la convergence à deux échelles, pour les
différents problèmes considérés. Nous identifions ainsi les problèmes homogénéisés associés à différents
termes d’échange thermique non linéaires. Finalement, nous proposons une étude de l’approximation
du problème d’homogénéisation, via un développement asymptotique et une discrétisation par la
méthode des éléments finis. Nous terminons par donner quelques résultats numériques qui montrent
l’efficacité de l’approche proposée.
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Introduction générale

Dans le but d’optimiser des structures en améliorant leurs performances, tout en réduisant
leurs coûts d’exploitation, les industriels de l’aéronautique, du transport terrestre et du bâtiment
s’orientent de plus en plus vers la réalisation des pièces de façon optimale en se basant sur des ma-
tériaux à multi-phases ou hétérogènes, nommés matériaux composites. Un matériau composite est
une combinaison microscopique de deux ou plusieurs matériaux différents, avec une interface entre
eux [19]. Les composites se sont progressivement imposés dans notre vie moderne grâce à leurs nom-
breux atouts. En effet, ils ont un très bon rapport poids/résistance mécanique, une bonne tenue au
vieillissement, en intérieur comme en extérieur et une insensibilité à la corrosion. Ils permettent aussi
l’obtention de formes complexes, ainsi que l’intégration de fonctions de bonnes propriétés d’isolation
thermique, électrique et phonique et même une bonne adaptation à l’esthétique des formes design.
En plus des avantages liés à leurs propriétés structurelles, les matériaux composites offrent une al-
ternative au métal. En effet, leur usage participe à la réduction de la consommation de carburant
fossile et à la baisse des gaz à effet de serre. Ceci explique les vastes domaines d’applications des
composites, que ce soit dans le domaine des transports aérien, maritime et ferroviaire, ou bien celui
du bâtiment, de l’automobile, des objets de décoration et d’ameublement, du sport et des loisirs ou
encore de l’aérospatiale [48, 58].

L’un des défis majeurs rencontrés dans les procédures de fabrication des composites est de pouvoir
disposer d’un matériau qui réalise un équilibre particulier des propriétés pour une gamme de donnée
d’applications [23]. En effet, il faut assurer un bon dosage des constituants, ce qui est primordial
pour assurer de bonnes propriétés mécaniques, garantir la forme de la pièce, assurer une température
adéquate, tout en minimisant le coût de fabrication. Ceci n’est possible que si l’on assure un bon
contrôle du cycle thermique qui accompagne le processus de fabrication. Il s’agit en fait de prendre
en compte plusieurs éléments, tels que l’aspect multi-échelles qui caractérise ces matériaux, les carac-
téristiques géométriques et la distribution des phases ainsi que les phénomènes physiques impliqués.
Notamment, l’écoulement du fluide lors de la construction de la pièce, mais aussi l’échange ther-
mique non linéaire qui est modélisé par la loi de Stefan-Boltzmann. Parmi les difficultés rencontrées
lors de la modélisation, on trouve aussi la détermination de la conductivité thermique effective qui
caractérise la pièce composite. Par ailleurs, dans le but de suggérer un moyen d’approximation de ce
type de problèmes, on peut envisager d’utiliser une méthode de résolution numérique d’un système
d’équations couplé (fluide / solide), qui modélise l’écoulement du fluide aussi bien que l’échange de
la température en fonction des paramètres physiques dans les deux phases et dans une géométrie
complexe du matériau. Cependant, ceci est très lourd, puisqu’elle demande de fortes hypothèses sur
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les données et un temps de calcul souvent prohibitif.

Pour surmonter ces difficultés, de nombreuses approches ont été proposées pour relever les défis
du comportement de matériaux composites. La première classe vise à effectuer des mesures expéri-
mentales avec un ou plusieurs dispositifs pour obtenir tous les composants du tenseur [36]. Quant à
la deuxième, elle consiste à faire une analyse des propriétés macroscopiques des matériaux compo-
sites à partir de quantités microscopiques. Cette approche a été initiée par les physiciens Rayleigh,
Maxwell et Einstein. Mais ce n’est que dans les années soixante-dix que les physiciens ont réussi à
formuler ce problème physique des structures composites de façon mathématique. Cette formulation
mathématique a introduit une nouvelle discipline dans le domaine de l’analyse asymptotique appelée
"la théorie de l’homogénéisation". L’objectif majeur de cette théorie est de fournir un moyen systéma-
tique qui modélise le comportement asymptotique d’un milieu hétérogène à l’échelle microscopique
par un modèle macroscopique homogène conservant les propriétés microscopiques associées au milieu
(voir par exemple [12, 55, 65]). Mathématiquement parlant, la théorie de l’homogénéisation assure la
convergence des solutions d’un problème aux limites donné, qui a des coefficients fortement oscillants
ou une géométrie complexe, vers la solution d’un problème aux limites avec des données simples.

Dans ce contexte, nous signalons que parmi les méthodes les plus répandues dans l’étude de
l’homogénéisation, nous trouvons celles qui ne sont pas mathématiquement rigoureuses. Notamment,
celle du Volume Elémentaire Représentatif (VER ou RVE en anglais) [17, 32, 33], c’est en fait une
méthode physique qui repose sur l’idée de calculer les moyennes des perturbations dans un volume
représentatif de l’hétérogénéité du système, puis de les utiliser ensuite pour décrire macroscopique-
ment le problème initialement décrit de manière microscopique. Il existe aussi la méthode utilisant
un développement asymptotique (voir [12]). Cette dernière est formelle et permet d’avoir une forme
explicite du modèle et de ses paramètres effectifs. Elle est généralement utilisée dans le cadre nu-
mérique, puisqu’elle donne plus d’information sur l’approximation du modèle. Tandis que, parmi les
méthodes mathématiquement rigoureuses, nous rencontrons celle utilisant la Γ-convergence intro-
duite par De Giorgi [20, 65] ou celle utilisant des fonctions tests oscillantes introduite par Tartar
[19, 65]. Cependant, ces deux méthodes présentent des limites lorsqu’il s’agit d’étudier des problèmes
d’homogénéisation compliqués. Une autre méthode rigoureuse est celle utilisant la convergence à deux
échelles, elle est introduite à la fin des années quatre-vingts par Nguetseng [55] et développée ensuite
par Allaire [3]. Cette méthode est mieux adaptée aux problèmes d’homogénéisation périodiques. D’où
l’intérêt que nous lui portons, puisque nous nous intéressons au cas des structures périodiquement
hétérogènes.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude par la méthode d’homogénéisation d’un
problème de transfert de la chaleur issu de la construction d’une pièce composite, caractérisée par
un matériau hétérogène et composée de deux sous-domaines, un état solide et un état fluide. A ce
stade, nous précisons que plusieurs contributions et travaux antérieurs sur l’homogénéisation des
problèmes aux limites sur des matériaux hétérogènes, dans le cas elliptique ou parabolique, linéaire
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ou non linéaire ont été développés. En effet, le problème elliptique dans le cas linéaire, correspondant
à différentes géométries ou échelles, a été étudié de manière approfondie (voir par exemple [7, 23, 51]).
Aussi l’homogénéisation dans le cas d’un opérateur elliptique en présence d’un terme non linéaire
dans un milieu perforé a été étudiée dans [25, 59, 68, 69]. Notons également que des problèmes
paraboliques avec des conditions aux limites non linéaires où la non linéarité est décrite par une
fonction lipschitzienne sont largement étudiés dans [28, 30, 54, 50, 62]. En particulier, les problèmes
paraboliques de transmission dont le flux sur la frontière interne du matériau est modélisé par des
lois qui sont soit linéaires ou non linéaires décrites par une fonction lipschitzienne ou bornée ont
été aussi étudiées dans [9, 27, 29, 39, 54]. Toutefois, les différentes études développées dans le cas
parabolique nécessistent des hypothèses de régularité un peu fortes sur les données et sur la solution.

De notre part, nous considérons un modèle de transfert de la chaleur dans un matériau composite
régi par une équation parabolique, faisant intervenir un champ de vecteur solution d’une équation de
Stokes. La difficulté majeure liée à la résolution de ce problème réside en général dans la présence d’un
échange thermique entre les sous-domaines qui est modélisé par une condition de transmission non
linéaire sur l’interface. Pour surmonter ces difficultés, nous nous appuyons sur la théorie d’homogé-
néisation périodique, afin de fournir un moyen systématique décrivant le comportement asymptotique
de l’évolution de la température dans la pièce. Ceci dans le but d’obtenir des modèles homogénéisés
sur un domaine homogène et avec des coefficients homogénéisés, en utilisant un passage à la limite
via la convergence à deux échelles [3, 55]. Pour cela, nous proposons une étude théorique par homo-
généisation de trois modèles physiques correspondant à différents termes d’échange thermique non
linéaires. Ainsi nous commençons, dans un premier lieu, par l’étude du modèle dans le cas où le
terme d’échange radiatif F est une fonction lipschitzienne et monotone, en utilisant un minimum de
régularité sur les données et sur la solution. Ensuite, nous considérons un modèle plus général qui
décrit une situation plysique plus concrète, à savoir le cas où le terme d’échange radiatif F n’est pas
nécessairement une fonction lipschitzienne. Plus précisément le cas où F (x) = x |x| qui vérifie, tout de
même, les hypothèses de monotonie et de continuité. Enfin, nous considérons le cas physique le plus
complexe qui décrit plusieurs lois, telles que la loi de Planck ou celle de Stefan-Boltzmann, à savoir
le cas où le terme d’échange radiatif est donné par F (x) = x |x|p, pour p ∈ N?. Ce terme peut aussi
modéliser les réactions cinétiques sur une interface entre deux particules (voir [26, 66]). Ainsi, l’étude
par la méthode d’homogénéisation des différents modèles considérés consiste tout d’abord à éta-
blir quelques résultats d’estimations a priori sur la solution des problèmes correspondant à différents
termes d’échange radiatif. Cette étape est cruciale et nécessite un traitement spécial, tout en utilisant
des espaces appropriés et en faisant appel à des outils d’analyse mathématique, comme le principe
du maximum, la positivité de la solution et sa bornitude sur le bord. Puis, en nous basant sur ces
résultats, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution du problème d’homogénéisation, dans
chacun des cas, en utilisant le degré topologique de Leray-Schauder. Ce dernier est consideré comme
un outil plus puissant et plus général et souvent plus facile à utiliser que les théorèmes classiques de
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points fixes [56]. Nous proposons, ensuite, un passage à la limite dans le problème d’homogénéisation,
via la convergence à deux échelles, pour les différents problèmes considérés. Ensuite, nous identifions
les problèmes homogénéisés associés à différents termes d’échange thermique non linéaires puis nous
étudions la convergence forte des problèmes d’homogénéisation. Nous terminons cette étude par pro-
poser une approximation des problèmes d’homogénéisation, via un développement asymptotique et
une discrétisation par la méthode des éléments finis. Ceci dans le but de montrer qualitativement l’ef-
ficacité du processus d’homogénéisation tout en illustrant numériquement la convergence en fonction
du paramètre d’échelle ε et grâce à la construction du correcteur du premier ordre par rapport à ε et
même celui du second ordre lorsque le terme d’échange thermique est décrit par une fonction assez
réguliére. Enfin nous donnons quelques résultats numériques qui montrent l’efficacité de l’approche
proposée.

Dans la suite, nous allons décrire brièvement le contenu de cette thèse.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques outils de base et nous présentons ainsi quelques
résultats préliminaires essentiels pour ce travail. Nous donnons quelques résultats fondamentaux, sur
les espaces de Sobolev, les espaces de Lebsgue à valeurs vectorielles et des injections et des inégalités
sur les espaces de Sobolev. Ensuite, nous présentons quelques outils de résolution des problèmes
non linéaires par la méthode de point fixe, notamment le degré topologique de Leray-Schauder.
Nous terminons ce chapitre en introduisant la théorie de l’homogénéisation et en donnant quelques
définitions et propriétés sur la convergence à deux échelles.

Le deuxième chapitre porte sur une description physique du modèle de transfert de la chaleur
lors de la construction d’une pièce par des matériaux composites. Ainsi, nous commençons, dans un
premier lieu, par donner une définition et une présentation physique des matériaux composites. Dans
ce cadre, nous donnons un aperçu sur l’intérêt des composites, leurs vastes champs d’applications,
leurs mises en forme et procédés de fabrication et leurs enjeux et défis. Ensuite, nous traitons le
phénomène de transfert de la chaleur en exposant ses trois modes classiques, puis nous donnons
la description du modèle de transfert de la chaleur considéré dans cette thèse. Finalement, nous
présentons la géométrie du matériau ainsi que la formulation mathématique du modèle à l’échelle
microscopique.

Dans le troisième chapitre, nous présentons une analyse multi-échelles du problème d’échange
thermique issu de la construction d’un matériau composite, dont la géométrie est périodiquement
distribuée par rapport à une cellule de référence. Pour cela, nous nous appuyons sur la théorie de
l’homogénéisation périodique pour proposer, d’une part, une étude mathématique de ce problème
et d’autre part, afin de fournir un moyen systématique décrivant le comportement asymptotique
de l’évolution de la température dans la pièce. Ainsi, nous proposons une étude théorique par ho-
mogénéisation de trois modèles physiques correspondant à différents termes d’échange thermique
non linéaires. Pour ce faire, nous commençons par montrer l’existence et l’unicité de la solution du
problème d’homogénéisation en utilisant le degré topologique de Leray Schauder. Nous proposons
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ensuite une étude de la convergence à deux échelles du problème d’homogénéisation. Nous terminons
ce chapitre par une identification du problème homogénisé et par une étude de la convergence forte
du problème d’homogénéisation.

Dans le dernier chapitre, nous proposons un développement asymptotique de la solution du pro-
blème d’homogénéisation. Nous identifions ainsi les équations homogénéisées associées au problème
d’homogénéisation et celles correspondant au correcteur du premier ordre et même celui du second
ordre, lorsque le terme d’échange thermique est décrit par une fonction assez régulière. Ensuite,
nous donnons les problèmes approchés par discrétisation via la méthode des éléments finis. Enfin,
nous donnons des résultats numériques illustrant la convergence en fonction du paramètre d’échelle
ε et justifiant qualitativement l’importance et l’efficacité de l’homogénéisation ainsi que l’utilité des
correcteurs du premier et du second ordre dans la convergence du processus d’homogénéisation.

Enfin, nous terminons cette thèse par une conclusion et perspectives.



Chapitre 1

Résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils de base et nous présentons quelques résultats
préliminaires essentiels pour ce travail. Nous donnons, en particulier, quelques résultats fondamentaux
sur les espaces de Sobolev, les espaces de Lebesgue à valeurs vectorielles et des injections et des
inégalités sur les espaces de Sobolev. Ensuite, nous présentons quelques outils de résolution des
problèmes non linéaires par la méthode de point fixe, notamment le degré topologique de Leray
Schauder. Nous terminons ce chapitre par introduire la théorie de l’homogénéisation et par donner
quelques définitions et propriétés sur la convergence à deux échelles.

1.1 Notations et définitions

Soit Ω un ouvert borné de Rd pour (d ∈ N?) de frontière assez régulière Γ = ∂Ω et soient ϕ et ψ
deux fonctions définies respectivement de Ω à valeurs dans R et Rd.

• On désigne par 〈., .〉 le produit scalaire dans Rd défini par :

〈x, y〉 =
d∑
i=1

xiyi pour tout x, y ∈ Rd, (1.1)

dont la norme associée est définie par :

|x| = 〈x, x〉 1
2 . (1.2)

• On note le gradient de ϕ par :

∇ϕ =
(
∂ϕ

∂x1
, . . . ,

∂ϕ

∂xd

)
. (1.3)

• Le laplacien de ϕ s’écrit :

∆ϕ =
d∑
i=1

∂2ϕ

∂x2
i

. (1.4)

• La divergence de ψ est notée par :

∇ · ψ =
d∑
i=1

∂ψi
∂xi

. (1.5)

13
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• On note la dérivée normale de ϕ par :

∇ϕ · ν = ∂ϕ

∂ν
(1.6)

où ν est la normale à Γ dirigée vers l’extérieur de Ω.

• Soit α = (α1, . . . , αd) un multi-indice dans Nd de longueur |α| = α1 + · · · + αd, la dérivée
partielle d’ordre |α| de ϕ notée Dαϕ, est définie par :

Dαϕ(x) = ∂|α|ϕ(x)
∂xα1

1 · · · ∂xαdd
(1.7)

• Soit n1 et n2 deux entiers naturels et soit Y = ]0, l1[×...×]0, ln1 [ avec li ∈ R, pour i = 1, . . . , n1.
Une fonction u définie de Rn1 dans Rn2 est dite Y -périodique, si elle admet la période li dans
la direction xi, c’est-à-dire

u(x+ kliei) = u(x), ∀x ∈ Rn1 , ∀k ∈ Z, et ∀i ∈ {1, ..., n1},

où ei est la ieme composante de la base canonique.

• On note par |Ω| la mesure de Lebesgue de Ω et par |Γ| la mesure de Lebesgue (d − 1)
dimensionnelle de Γ.

1.2 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous rappelons des définitions et des propriétés de quelques espaces fonc-
tionnels. Nous présentons, en particulier, quelques définitions des espaces de Sobolev, puis nous y
introduisons quelques injections de Sobolev, la notion de trace et quelques inégalités de Sobolev. Pour
cela, nous commençons par définir les espaces de Lebesgue. Nous renvoyons le lecteur par exemple,
à [1, 21, 46, 47], pour plus de détails à propos de ces espaces fonctionnels et de leurs propriétés.

1.2.1 Les espaces Lp(Ω)

Soit p ∈ [1,+∞[, on définit l’espace Lp(Ω) comme étant l’espace des fonctions mesurables dont
la pieme puissance est intégrable, au sens de Lebesgue. L’espace Lp(Ω) muni de la norme

‖ϕ‖p,Ω =
(∫

Ω
|ϕ|pdx

) 1
p

, (1.8)

est un espace de Banach.
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En particulier, pour p = 2, L2(Ω) est l’espace de Hilbert muni de la norme :

‖ϕ‖0,Ω =
(∫

Ω
|ϕ|2dx

) 1
2
, (1.9)

associée au produit scalaire :
(ϕ, ψ)0,Ω =

∫
Ω
ϕ(x)ψ(x)dx. (1.10)

L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables ϕ, dont la norme :

‖ϕ‖L∞(Ω) = inf
M⊂Ω
mesM=0

sup
x∈Ω\M

|ϕ(x)| ≡ ess sup
x∈Ω
|ϕ(x)| (1.11)

est finie. L∞(Ω) muni de la norme (1.11) est un espace de Banach.
Soit Y = ]0, l1[× ...× ]0, ld[ avec li ∈ R , pour tout i = 1, . . . , d, on définit l’espace Lp] (Y ) comme

étant l’espace des fonctions de Lploc(Rd) qui sont Y -périodiques. Il est défini comme suit

Lp] (Y ) = {u ∈ Lploc(Rd) / u est Y − périodique}.

Avant d’introduire les espaces de Sobolev, nous donnons quelques résultats sur les espaces de
fonctions de classe Cm, pour m ∈ N.

1.2.2 Les espaces Cm(Ω)

• On désigne par C(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω, muni de la norme suivante :

‖ϕ‖∞ = sup
x∈Ω
|ϕ(x)|. (1.12)

• Cm(Ω) est l’espace des fonctions, ϕ, qui ont des dérivées partielles Dαϕ continues sur Ω, pour
tout α ∈ Nd, tel que |α| ≤ m.

• On note par Cm
0 (Ω) le sous-espace de Cm(Ω) des fonctions qui s’annulent à l’infini.

• Cm(Ω̄) est un sous-espace de Cm(Ω) des fonctions ϕ telles que Dαϕ soit bornée et uniformé-
ment continue sur Ω, pour tout α ∈ Nd, tel que |α| ≤ m. Il est muni de la norme :

‖ϕ‖Cm(Ω̄) = max
0≤|α|≤m

sup
x∈Ω
|Dαϕ(x)| . (1.13)

• Pour 0 < λ ≤ 1, on désigne par Cm,λ(Ω̄) le sous-espace de Cm(Ω̄), des fonctions ϕ dont
les dérivées Dαϕ satisfont la condition de Hölder d’exposant λ, pour tout α ∈ Nd, telle que
|α| = m, i.e. il existe c > 0, telle que

|Dαϕ(x)−Dαϕ(y)| ≤ c|x− y|λ ∀x, y ∈ Ω (1.14)
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Cm,λ(Ω̄) est muni de la norme

‖ϕ‖Cm,λ(Ω̄) = ‖ϕ‖Cm(Ω̄) + max
|α|=m

sup
x,y∈Ω
x 6=y

|Dαϕ(x)−Dαϕ(y)|
|x− y|λ

. (1.15)

• Soit Y = ]0, l1[ × ... × ]0, ld[ avec li ∈ R , pour tout i = 1, . . . , d, on définit l’espace C∞] (Y )
comme étant l’espace des fonctions de C∞(Rd) qui sont Y -périodique. Il est défini comme suit

C∞] (Y ) = {u ∈ C∞(Rd) / u est Y − périodique}.

• On désigne par D(Ω) l’espace des fonctions indéfiniment dérivables à support compact dans
Ω, dont le dual topologique D′(Ω) est l’espace des distributions sur Ω.

• D(Ω̄) est l’espace des restrictions à Ω des fonctions de D(Rd).

Nous donnons maintenant quelques définitions et propriétés sur les espaces de Sobolev.

1.2.3 Espace de Sobolev

Soit m un entier naturel, on définit l’espace de Sobolev Hm(Ω) par

Hm(Ω) =
{
ϕ ∈ L2(Ω)/Dαϕ ∈ L2(Ω), pour tout |α| ≤ m

}
(1.16)

où Dα est la dérivée au sens des distributions d’ordre |α| de ϕ.
L’espace de Hilbert Hm(Ω) est muni de la norme :

‖ϕ‖m,Ω =
 ∑
|α|≤m

‖Dαϕ‖2
0,Ω dx

 1
2

. (1.17)

Pour tout réel s = m + σ avec m ∈ N et 0 < σ < 1, on définit Hs(Ω) comme étant l’espace des
fonctions ϕ ∈ Hm(Ω) qui vérifient :

∫ ∫
Ω×Ω

|Dαϕ(x)−Dαϕ(y)|2
|x− y|m+2σ dxdy < +∞ pour |α| = m. (1.18)

Hs(Ω) muni de la norme

‖ϕ‖s,Ω =
‖ϕ‖2

m,Ω +
∑
|α|=m

∫ ∫
Ω×Ω

|Dαϕ(x)−Dαϕ(y)|2
|x− y|m+2σ dx dy

 1
2

(1.19)

est un espace de Banach.
L’espace H1

0 (Ω) est défini comme étant l’adhérence de D(Ω) dans H1(Ω). Si la frontière Γ = ∂Ω
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est assez régulière, H1
0 (Ω) est défini par

H1
0 (Ω) =

{
ϕ ∈ H1(Ω) / γ(ϕ) = ϕ|Γ = 0

}
(1.20)

où γ désigne l’opérateur trace qui est une application linéaire et continue de H1(Ω) dans L2(Γ).
L’espace H1

0 (Ω) muni de la norme :
|ϕ|1,Ω = ‖∇ϕ‖0,Ω. (1.21)

est un espace de Hilbert, dont le dual topologique est H−1(Ω).
On note par Γ0 une partie de mesure non nulle de Γ, l’espace

H1
Γ0(Ω) =

{
ϕ ∈ H1(Ω) / ϕ|Γ0 = 0

}
(1.22)

muni de la norme (1.21) est aussi un espace de Hilbert.
Soit Y = ]0, l1[ × · · · × ]0, ld[ avec li ∈ R, pour tout i = 1, . . . , d. L’espace H1

] (Y ) est défini comme
étant la fermeture de C∞] (Y ) pour la norme de H1(Y ).

1.2.4 Injections de Sobolev et application trace

Nous donnons maintenant quelques injections de Sobolev et quelques résultats de continuité de
l’application trace sur Hm(Ω) et Hs(Ω), qui seront utiles par la suite. Voir par exemple [45, 46], pour
plus de détails.

Nous commençons par énoncer le théorème d’injection de Sobolev suivant :

Théorème 1.1 Soit Ω un domaine borné de Rd de frontière lipschitzienne.

i) Si 2m < d, alors Hm(Ω) s’injecte continûment dans Lp∗(Ω), où p∗ = 2d
d−2m , et l’injection de

Hm(Ω) dans Lq(Ω) est compacte pour tout q < p∗.

ii) L’espace Hs(Ω) s’injecte continûment dans Lp∗(Ω) pour tout p∗ vérfiant 1
p∗

= 1
2 −

s
2 .

iii) L’espace H1(Ω) s’injecte continûment et d’une manière compacte dans H1−δ(Ω), pour tout
0 < δ < 1

2 .

iv) Si k est un entier, tel que 0 ≤ k ≤ m − d
2 < k + 1, alors Hm(Ω) s’injecte continûment dans

Ck,α(Ω), pour α = m − d
2 − k, et l’injection de Hm(Ω) dans Ck,β(Ω) est compacte pour tout

β < α.

Nous énonçons également un résultat sur la continuité de l’opérateur trace.

Théorème 1.2 Soit Ω un ouvert borné de Rd de frontière lipschitzienne, alors il existe une unique
application γ linéaire et continue, définie de

i) H1(Ω) dans L2(∂Ω).
ii) H1−δ(Ω) dans L2(∂Ω), pour tout 0 < δ < 1

2 .
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iii) H1−δ(Ω) dans H 1
2−δ(∂Ω), pour tout 0 < δ < 1

2 .
iv) H1(Ω) dans Lq(∂Ω), pour tout 1 ≤ q < p∗, avec p∗ = 2(d−1)

(d−2) si d ≥ 3, et p∗ = 2 si d = 2.
v) H1−δ(Ω) dans L 1

δ (∂Ω), pour tout 0 < δ < 1
2 et pour d = 2.

1.2.5 Quelques estimations et inégalités sur les espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques estimations d’interpolation sur les applications traces
et quelques inégalités sur les espaces de Sobolev. Pour plus de détails voir [42, 45, 52].

Lemme 1.1 Soit Ω un ouvert borné de Rd de frontière lipschitzienne, alors il existe une constante
C > 0, telle que

‖γ(u)‖L2(∂Ω) ≤ C‖u‖
1
2
L2(Ω)‖u‖

1
2
H1(Ω), ∀u ∈ H1(Ω), tel que

∫
Ω
udx = 0. (1.23)

En particulier, pour d = 2 et pour tout 0 < δ < 1
2 , il existe deux constantes strictement positives

C1 et C2, telles que

‖γ(u)‖
L

1
δ (∂Ω)

≤ C1‖u‖H1−δ(Ω) ≤ C2‖u‖δL2(Ω)‖u‖1−δ
H1(Ω), ∀u ∈ H1−δ(Ω). (1.24)

Nous énonçons ensuite un résultat sur l’inégalité de Poincaré.

Théorème 1.3 Soit Ω un ouvert borné connexe de frontière lipschitzienne. Il existe une constante
strictement positive C, telle que

‖u− 1
|Ω|

∫
Ω
u dx‖L2(Ω) ≤ C

(
i=d∑
i=1
‖∂iu‖2

L2(Ω)

) 1
2

, ∀u ∈ H1(Ω). (1.25)

Comme conséquence de ce résultat nous avons :

Corollaire 1.1 Il existe une constante C > 0 telle que

‖u‖L2(Ω) ≤ C

(
i=d∑
i=1
‖∂iu‖2

L2(Ω)

) 1
2

, ∀u ∈ H1
Γ0(Ω). (1.26)

Nous énonçons également un résultat connu sous le nom du lemme de Gronwall.

Lemme 1.2 Soit φ, ϕ deux fonctions de [a, b] −→ R+ continues. Supposons qu’il existe C > 0, telle
que

ϕ(t) ≤ C +
∫ t

a
φ(s)ϕ(s)ds, ∀t ∈ [a, b],

alors
ϕ(t) ≤ C exp

(∫ t

a
ϕ(s)ds

)
, ∀t ∈ [a, b].
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1.3 Les espaces à valeurs vectorielles

Dans cette section, nous présentons certaines propriétés des espaces de Lebesgue et des espaces
de Sobolev à valeurs vectorielles. Ces derniers jouent un rôle important dans l’étude des problèmes
évolutifs (voir par exemple [1, 22, 70]).

Soient p ∈ [1,+∞[, I un intervalle de R et E un espace de Banach muni de la norme ‖.‖E.

1.3.1 Les espaces Lp(I, E)

Définition 1.1 L’espace Lp(I, E) est défini par :

Lp(I, E) =
{
u : I −→ E mesurable /

∫
I
‖u(t)‖pEdt <∞

}
.

Il est muni de la norme
‖u‖Lp(I,E) =

(∫
I
‖u(t)‖pEdt

) 1
p

.

Si p = +∞, l’espace L∞(I, E) est défini par

L∞(I, E) = {u : I −→ E mesurable / ∃C > 0, ‖u(t)‖E ≤ C pour presque tout t} ,

et muni de la norme

‖u‖L∞(I,E) = inf {C > 0 / ‖u(t)‖E ≤ C pour presque tout t} .

Nous avons alors les résultats suivants (voir par exemple [22, 70]).

Proposition 1.1 Pour tout p, q et r ∈ [1,+∞[, on a

i) Soit u une fonction mesurable définie de I à valeurs dans E, alors u ∈ Lp(I, E) si et seulement
s’il existe une fonction v ∈ Lp(I), telle que ‖u(t)‖E ≤ v pour presque tout t ∈ I.

ii) Si E s’injecte continûment dans F , alors Lp(I, E) s’injecte continûment dans Lp(I, F ).

iii) Si p, q et r sont des réels tels que p ≤ r ≤ q, alors Lp(I, E) ∩ Lq(I, E) ⊂ Lr(I, E). De plus si
I est borné, on a Lp(I, E) s’injecte continûment dans Lq(I, E) pour tout q ≤ p.

Proposition 1.2 Pour tout p ∈ [1,+∞[, on a

i) Lp(I, E) est un espace de Banach.

ii) L’espace D(I, E) est dense dans Lp(I, E), où D(I, E) est l’espace des fonctions définies sur I
à valeurs dans E, de classe C∞ et à support compact dans I.

Théorème 1.4 On suppose que l’intervalle I est ouvert, alors pour tout p ∈]1,+∞[, on a
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i) Si E est réflexif, alors l’espace Lp(I, E) est réflexif et son dual est l’espace Lq(I, E ′), avec
1
q

+ 1
p

= 1 et E ′ est le dual de E.

ii) Si E est séparable, alors l’espace Lp(I, E) est séparable.

Dans la suite, nous allons introduire les espaces de Sobolev à valeurs vectorielles.

1.3.2 Les espaces W 1,p(I, E)

Définition 1.2 On définit l’espace W 1,p(I, E) par :

W 1,p(I, E) =
{
u ∈ Lp(I, E) / ∂u

∂t
∈ Lp(I, E)

}
.

Il est muni de la norme
‖u‖W 1,p(I,E) = ‖u‖Lp(I,E) + ‖∂u

∂t
‖Lp(I,E)

Remarque 1.1 D’une manière générale, on utilise souvent pour la résolution des problèmes évolu-
tifs, l’espace suivant

W 1,p(I, E, F ) =
{
u ∈ Lp(I, E) / ∂u

∂t
∈ Lq(I, F )

}
,

muni de la norme ‖u‖W 1,p(I,E) = ‖u‖Lp(I,E) + ‖∂u
∂t
‖Lq(I,F ), où les espaces E et F sont des Banach.

En particulier, dans la plupart des cas F est considéré comme le dual topologique de l’espace E. Plus
précisément, on utilise souvent l’espace W (0, T ), pour I = (0, T ) avec T > 0, défini par

W (0, T ) =
{
u ∈ Lp(0, T, E) : ∂u

∂t
∈ Lq(0.T, E ′)

}
.

Nous avons les propriétés suivantes (voir par exemple [22, 70]).

Proposition 1.3 Pour tout p ∈ [1,+∞[, on a

i) W 1,p(I, E) est un espace de Banach.

ii) Si E est séparable alors W 1,p(I, E) est séparable.

iii) Si E est séparable réflexif alors W 1,p(I, E) est réflexif.

iv) C∞([0, T ], E) dense dans W 1,p(0, T ;E), où C∞([0, T ], E) est l’ensemble des fonctions de classe
C∞ définies de [0, T ] à valeurs dans E.

Nous avons également le résultat suivant (voir [22]).

Lemme 1.3 Soient E un espace de Banach et F un espace de Hilbert, tels que E ⊂ F , avec injection
continue, et que E dense dans F . On suppose que F ′ s’identifie à F (de sorte que E ⊂ F = F ′ ⊂ E ′).
Soit u ∈ L2(I, E), tel que ∂u

∂t
∈ L2(I, E ′), alors u ∈ C(I, F ) et, pour tout t1, t2 ∈ I, on a
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2
∫ t2

t1

〈
∂u

∂t
, u

〉
dt = ‖u(t2)‖F + ‖u(t1)‖F .

1.3.3 Injection compacte dans les espaces Lp(I, E)

Les résultats de compacité les plus connus sur les espaces à valeurs vectorielles sont ceux d’Aubin
[10] et de Simon [64]. Le premier suppose la réflexivité des espaces, tandis que celui de Simon
généralise le résultat dans le cas de non-réflexivité. Ces résultats sont très importants, en particulier
lorsqu’il s’agit d’étudier certaines équations aux dérivées partielles.

Lemme 1.4 (Simon)
Soit p ∈]1,+∞[ et soient V , E et F des espaces de Banach tels que V ↪→ E ↪→ F (injections
continues). Si A est une partie bornée dans W 1,p(0, T ;F ), alors A est relativement compacte dans
C([0, T ];F ).

Dans le cas de l’espace W =
{
u ∈ Lp([0, T ], E) : ∂u

∂t
∈ Lq([0, T ], F )

}
, le théorème suivant donne

un résultat similaire connu sous le nom du lemme d’Aubin-Simon, dont la démonstration se trouve
par exemple dans [10].

Lemme 1.5 (Aubin-Simon)
Soient E, V et F des espaces de Banach tels que E ⊂ V ⊂ F . On suppose que l’injection E ↪→ V

est compacte et que l’injection V ↪→ F est continue. Soient p ∈ [1,+∞] et q ∈ [1,+∞], alors

i) Si p < +∞, alors l’injection W ↪→ Lp([0, T ], V ) est compacte.

ii) Si p = +∞ et 1 < q, alors l’injection W ↪→ C([0, T ], V ) est compacte.

1.4 Outils pour l’étude de problèmes évolutifs linéaires

Dans cette section, nous présentons un résultat qui sert à montrer l’existence et l’unicité d’une
solution des problèmes évolutifs linéaires. C’est en fait l’analogue du lemme de Lax-Milgram pour
les problèmes elliptiques (voir par exemple [22]).

Soit V et H deux espaces de Hilbert, tels que V ⊂ H ⊂ V ′, dont les normes respectives sont
notées par ‖‖V et ‖‖H . Soit T > 0 un réel fixé, on considère la forme bilinéaire a(t;u, v) : V ×V → R
définie p.p. t ∈ [0, T ] qui vérifie les propriétés suivantes :

(H1) Pour tout u et v ∈ V l’application t→ a(t;u, v) est mesurable.

(H2) Il existe une constante M > 0, telle que

|a(t;u, v)| ≤M‖u‖V ‖v‖V pour p.p. t ∈ [0, T ] , ∀u, v ∈ V.
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(H3) Il existe deux constantes α > 0 et C > 0, telles que

a(t; v, v) ≥ α‖u‖2
V − C‖u‖2

H pour p.p. t ∈ [0, T ] , ∀u, v ∈ V.

Nous avons alors le résultat suivant

Lemme 1.6 Soit f ∈ L2(0, T ;V ′) et u0 ∈ H, on suppose que la forme a satisfait les hypothèses
(H1)− (H3), alors le problème variationnel suivant


〈
du
dt
, v
〉

+ a(t, u, v) = 〈f, v〉 ,

et u(0) = u0.
(1.27)

admet une unique solution u appartenant C([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;H) et de plus du
dt
∈ L2(0, T ;V ′).

1.5 Point fixe et degrés topologiques

Dans cette section nous donnons quelques résultats sur la théorie de point fixe. Nous présentons en
particulier quelques défintions et propriétés sur le degré topologique qui est une notion géométrique
très utile en analyse fonctionnelle non linéaire. Pour plus de détails voir par exemple [43]

1.5.1 Degré topologique de Brouwer

Soit x0 ∈ Ω ⊂ Rd, si f est différentiable en x0, on note par Jf (x0) = det f ′(x0) le jacobien de f
en x0.

Définition 1.3 Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné et f ∈ C1(Ω̄). On désigne par

S := {x ∈ Ω; Jf (x) = 0},

l’ensemble des points singuliers de f et on suppose que p 6∈ f(∂Ω) ∪ f(S). On définit alors le degré
topologique par :

deg(f,Ω, p) =
∑

x∈f−1(p)
sgnJf (x),

où sgnJf (x) est le signe de Jf (x) ; avec deg(f,Ω, p) = 0 si f−1(p) = ∅.

Nous avons alors le résultat cité dans la référence suivante [21], qui rappelle quelques propriétés du
degré topologique de Brouwer.

Théorème 1.5 Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné et f : Ω̄→ Rd une application continue. Si p 6∈ f(∂Ω),
alors il existe un entier deg(f,Ω, p) satisfaisant les propriétés suivantes :

1. (Normalité) deg(I,Ω, p) = 1 si et seulement si p ∈ Ω, où I note l’application identité ;
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2. (Solvabilité) Si deg(f,Ω, p) 6= 0, alors f(x) = p admet au moins une solution dans Ω ;

3. (Invariance par homotopie ) ∀ t ∈ [0, 1] ft : Ω̄ → Rd est continue et p 6∈ ∪
t∈[0,1]

ft(∂Ω), alors
deg(ft,Ω, p) ne dépend pas de t ∈ [0, 1];

4. (Additivité) Supposons que Ω1 et Ω2 sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts de Ω et
p 6∈ f(Ω̄\ Ω1 ∪ Ω2). Alors

deg(f,Ω, p) = deg(f,Ω1, p) + deg(f,Ω2, p);

5. deg(f,Ω, p) est constant sur toute composante connexe de Rd\f(∂Ω).

En 1934, Leray et Schauder (cf. [43]) ont généralisé le degré topologique de Brouwer à des espaces
de Banach de dimension infinie. Ainsi, ils ont défini ce qu’on appelle le degré topologique de Leray-
Schauder. Ce résultat est devenu un outil très efficace pour montrer différents résultats d’existence
pour les équations aux dérivées partielles non linéaires.

1.5.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Pour introduire cette notion du degré de Leray-Schauder, nous avons besoin de quelques résultats
et définitions [56].

Lemme 1.7 Soient E un espace de Banach, Ω ⊂ E un ouvert borné et T : Ω̄ 7→ E une application
continue compacte. Alors, pour tout ε > 0, il existe un espace de dimension finie noté F et une
application continue Tε : Ω̄ 7→ F telle que

‖Tεx− Tx‖ < ε pour tout x ∈ Ω̄.

Définition 1.4 Soient E un espace de Banach, Ω ⊂ E un ouvert borné et T : Ω̄ 7→ E une application
continue compacte. Supposons maintenant que 0 6∈ (I − T )(∂Ω). Alors, il existe ε0 > 0 tel que pour
ε ∈ (0, ε0), le degré de Brouwer deg(I − Tε,Ω ∩ Fε, 0) est bien défini, où Tε est défini comme dans le
lemme 1.7. Par conséquent, nous définissons le degré de Leray-Schauder par

deg(I − T,Ω, 0) = deg(I − Tε,Ω ∩ Fε, 0).

Théorème 1.6 Le degré de Leray-Schauder possède les propriétés suivantes :

1. (Normalité) deg(I,Ω, 0) = 1 si et seulement si 0 ∈ Ω ;

2. (Solvabilité) Si deg(I − T,Ω, 0) 6= 0 alors Tx = x a une solution dans Ω ;

3. (Invariance par homotopie) Soit Tt : [0, 1] × Ω̄ 7→ E continu compact et Ttx 6= x pour tout
(t, x) ∈ [0, 1]× ∂Ω. Alors deg(I − Tt,Ω, 0) ne dépend pas de t ∈ [0, 1] ;
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4. (Additivité) Soit Ω1 et Ω2 deux sous-ensembles disjoints ouverts de Ω et

0 6∈ (I − T )(Ω̄− Ω1 ∪ Ω2).

Alors
deg(I − T,Ω, 0) = deg(I − T,Ω1, 0) + deg(I − T,Ω2, 0).

1.6 Introduction à l’homogénéisation

L’analyse des propriétés macroscopiques des matériaux composites à partir de quantités micro-
scopiques a été initiée par les physiciens Rayleigh, Maxwell et Einstein. Mais ce n’est que dans les
années soixante-dix que les physiciens ont réussi à formuler le problème physique des structures com-
posites de façon mathématique. Cette formulation mathématique a initié une nouvelle discipline dans
le domaine de l’analyse asymptotique appelée "la théorie de l’homogénéisation". L’objectif majeur de
la théorie d’homogénéisation est de fournir un moyen systématique qui modélise le comportement
asymptotique d’un milieu microscopiquement hétérogène par un modèle macroscopique homogène
conservant les propriétés microscopiques associées aux milieux. Mathématiquement parlant, la théo-
rie de l’homogénéisation donne la convergence des solutions d’un problème aux limites donné, qui a
des coefficients fortement oscillants ou une géometrie complexe vers la solution d’un problème aux
limites avec des données simples.

1.6.1 Problème modèle en homogénéisation

Afin de mieux comprendre cette théorie de l’homogénéisation, nous considérons un problème mo-
dèle simple en homogénéisation périodique. Pour cela, soit Ω ⊂ Rd un domaine borné et supposons
que les hétérogénéités de Ω sont très petites et régulièrement réparties. Soit ε > 0 le paramètre repré-
sentant le rapport de la variable macroscopique par rapport à la variable microscopique. Considérons
le problème aux limites suivant


−∇.(Dε∇uε) = f, dans Ω,

uε = 0, sur ∂Ω,
(1.28)

où la fonction Dε(x) = D(x, x
ε
) pour p.p. x ∈ Ω et elle est périodique (voir [19, 5]). Ici x désigne la

variable macroscopique et x
ε
est la variable microscopique. Pour bien illustrer ce modèle simple, nous

considérons le cas où Ω = ]−π, π[ et Dε(x) = 0.8 ∗ cos(x) + ε sin(x
ε
). Pour les différentes valeurs de

ε, la fonction Dε est présentée graphiquement dans la figure 1.1. La variation à l’échelle macro est
donnée par le terme 0.8 cos(x), tandis que l’oscillation à l’échelle micro est décrite par ε sin(x

ε
). En

faisant tendre ε vers 0, nous rendons les oscillations de plus en plus petites. La simulation numérique
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Figure 1.1 – Répresentation de Dε en fonction de ε : la figure à droite pour ε = 1
100 au milieu pour

ε = 1
50 et à gauche ε = 1

25 .

du modèle (1.28) est difficile en raison des micro oscillations. Pour y remédier, nous considérons une
démarche qui consiste à determiner un problème aux limites homogénéisé, qui contient un effet moyen
des micro oscillations au lieu de l’impliquer explicitement dans le problème. Notons ce problème aux
limites 

−∇.(D∗∇u) = f, dans Ω,

u = 0, sur ∂Ω,
(1.29)

où D∗ est le coefficient homogénéisé. L’équation homogénéisée (1.29) ainsi obtenue est mieux adaptée
aux simulations numériques et la solution de (1.29) est une approximation de la solution de (1.28).
Cependant, la convergence de uε quand ε tend vers 0 doit être établie. Dans ce contexte, nous précisons
que plusieurs méthodes ont été proposées pour l’étude de ce type de convergence. Notamment, la
méthode utilisant un développement asymptotique de uε [12], celle utilisant les fonctions de test
oscillantes [65, 19] et la méthode utilisant la convergence à deux échelles [3, 5], etc.

Dans ce travail de thèse, nous allons intéresser au cas des structures périodiquement hétérogènes.
Ceci est dicté par l’application industrielle que nous considérons. Ainsi, dans le but d’étudier la
convergence de uε quand ε tend vers 0, nous optons pour la convergence à deux échelles, puisqu’elle
est mieux adaptée au poblèmes périodiques. Cette dernière est introduite dans le paragraphe suivant.

1.6.2 Inégalité de Sobolev et convergence à deux échelles

Dans ce paragraphe, nous présentons, tout d’abord, quelques inégalités sur les espaces de Sobo-
lev définis sur les domaines périodiques, puis nous donnons des définitions et des propriétés sur la
convergence à deux échelles.

Soit Ω un ouvert borné de Rd (d = 2 ou 3). On décompose Ω en N(ε) cellules élémentaires toutes
égales, à une translation près, à Y = ]0, ε[d.

On note par ε la période du domaine. On considère également Ωε un milieu perforé obtenu à partir
de Ω auquel on retire une collection de trous identiques de manière périodique. Ces perforations sont
présentes en nombre N(ε) de trous et notés (Trkε ) avec k = 1, ..., N(ε). La frontière de ces trous est
definie par Γε, c’est-à-dire Γε = ∩k=N(ε)

k=1 (Trkε ) et Γ = ∂Tr.
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Nous donnons alors les estimations suivantes sur les espaces de Sobolev définis sur Γε et Ωε (voir
[7]).

Lemme 1.8 i) Il existe une constante positive C indépendante de ε, telle que

‖u‖L2(Ωε) ≤ C‖∇u‖L2(Ωε), ∀u ∈ H1(Ωε), tel que u = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ωε. (1.30)

ii) Il existe deux constantes positives C1 et C2 indépendantes de ε, telles que

√
ε‖u‖L2(Γε) ≤ C1‖u‖H1−δ(Ωε), ∀u ∈ H1(Ωε), (1.31)

et
ε‖u‖2

L2(Γε) ≤ C2(‖u‖2
L2(Ωε) + ε2‖∇u‖2

L2(Ωε)), ∀u ∈ H1(Ωε). (1.32)

Nous allons maintenant rappeler quelques résultats sur la convergence à deux échelles qui vont nous
servir par la suite dans les passages à la limite par homogénéisation [3, 50].

Définition 1.5 Soit uε une suite bornée dans L2(0, T ;L2(Ω)). On dit que uε converge à deux échelles
vers u0(t, x, y) dans L2(0, T ;L2(Ω, L2(Y ))). S’il existe une sous-suite notée encore uε, telle que pour
toute fonction test ϕ(t, x, y) ∈ D(0, T ;D(Ω;C∞] (Y ))), on a :

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω
uε(t, x)ϕ(t, x, x

ε
)dxdt = 1

| Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Y
u0(t, x, y)ϕ(t, x, y)dydxdt. (1.33)

Ainsi, nous avons les résultats suivants

Lemme 1.9 i) Pour toute suite bornée uε de L2(0, T ;L2(Ω)), on peut extraire une sous-suite
notée encore uε et il existe u0(t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω, L2(Y ))), tel que la suite uε converge à
deux-échelles vers u0 et

‖u0‖L2(0,T ;Ω×Y ) ≤ lim
ε→0
‖uε‖L2(0,T ;Ω).

ii) Pour toute suite bornée uε de L2(0, T ;H1(Ω)), on peut extraire une sous-suite notée encore uε
et il existe u0(t, x, y) dans L2(0, T ;L2(Ω))et u1(t, x, y) dans L2(0, T ;L2(Ω, H1

] (Y )/R)), tels que
la suite uε converge à deux-échelles vers u0 et ∇uε converge à deux-échelles vers ∇xu0 +∇yu1.

Nous donnons ensuite quelques résultats de compacité dans le cas où uε est définie sur Γε ⊂ Ω, pour
plus de détails, voir [6, 53].

Définition 1.6 On dit qu’une suite bornée uε de L2(0, T ;L2(Γε)) est convergente à deux échelles
vers la fonction u0(t, x, y) dans L2(0, T ;L2(Ω, L2(Γ))), s’il existe une sous-suite notée encore uε, telle
que pour toute fonction ϕ(t, x, y) ∈ D(0, T ;D(Ω;C∞] (Γ))), on a :

lim
ε→0

ε
∫ T

0

∫
Γε
uε(t, x)ϕ(t, x, x

ε
) dσxdt = 1

| Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Γ
u0(t, x, y)ϕ(t, x, y) dσydxdt. (1.34)
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Nous énonçons également les résultats suivants, qui servent à montrer la convergence forte à partir
de la convergence à deux échelles (voir [49]).

Théorème 1.7 Soit p tel que 1 ≤ p < +∞ , q le conjugué de p et soit (uε) une suite dans Lp(Ω)
qui converge à deux échelles vers u0. Alors

lim
ε→0

∫
Ω
uε(x)ϕ(x, x

ε
)dx = 1

| Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Y
u0(x, y)ϕ(x, y)dydx. (1.35)

pour toute fonction ϕ de la forme ϕ(x, y) = ϕ1 (x)ϕ2(y), où ϕ1 ∈ Lsq(Ω) et ϕ2 ∈ Ltq] (Y ) avec
1 ≤ s, t ≤ ∞, tel que 1

s
+ 1

t
= 1.

Théorème 1.8 Soit p tel que 1 ≤ p < +∞ et supposons que ϕ est de la forme ϕ(x, y) = ϕ1(x)ϕ2(y),
où ϕ1 ∈ Lsp(Ω) et ϕ2 ∈ Ltp] (Y ) avec 1 ≤ s, t ≤ ∞, tel que 1

s
+ 1

t
= 1. Alors ϕ(x, x

ε
) ∈ Lp(Ω) et

ϕ(x, x
ε

)→ ϕ1(x)
∫
Y
ϕ(y)dy faiblement dans Lp(Ω).



Chapitre 2

Modélisation du problème

Dans ce chapitre, nous présentons une description physique du modèle de transfert de la chaleur
lors de la construction d’une pièce par des matériaux composites. Ainsi, nous commençons, dans un
premier lieu, par donner une définition et une présentation physique des matériaux composites. Dans
ce cadre, nous donnons un aperçu sur l’intérêt des composites, leurs vastes champs d’applications,
leurs mises en forme et procédés de fabrication et leurs enjeux et défis. Ensuite, nous traitons le
phénomène de transfert de la chaleur en exposant ses trois modes classiques, puis nous donnons
la description du modèle de transfert de la chaleur considéré dans cette thèse. Finalement, nous
présentons la géométrie du matériau ainsi que la formulation mathématique du modèle à l’échelle
microscopique.

2.1 Matériaux composites

Les matériaux composites se sont progressivement imposés dans notre vie moderne grâce à leurs
nombreux atouts. En effet, ils ont un très bon rapport poids/résistance mécanique, une bonne tenue
au vieillissement, en intérieur comme en extérieur et une insensibilité à la corrosion. Ils permettent
aussi l’obtention de formes complexes, ainsi que l’intégration de fonctions de bonnes propriétés d’iso-
lation thermique, électrique et phonique et même une bonne adaptation à l’esthétique des formes
design. Ceci explique leurs vastes domaines d’applications que ce soit en transports aérien, maritime
et ferroviaire, ou bien en bâtiment, automobiles, objets de décoration et d’ameublement, sport et
loisirs ou encore aérospatiale [48].

Alors qu’est-ce qu’un matériau composite ? Une définition superficielle pourrait être : un matériau
composite est celui dans lequel deux matériaux (ou plus) sont liés ensemble pour former un troisième
matériau. Cette définition est très large et loin d’être précise. En effet, pratiquement tous les alliages
métalliques, les polymères et la céramique satisfont cette large définition d’un matériau composite car
tous ces matériaux contiennent plus d’un type d’atome élémentaire. Par conséquent, avant d’utiliser
l’appellation matériau composite, des caractéristiques importantes qui prennent en considération
l’échelle physique doivent être satisfaites. Ainsi, tout d’abord, les deux constituants doivent être
présents dans des proportions raisonnables. Ensuite, les phases constitutives devraient avoir des
propriétés distinctement différentes, de sorte que les propriétés du composite soient sensiblement
différentes des propriétés des constituants. Enfin, un composite synthétique est généralement produit

28
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en mélangeant délibérément et en combinant les constituants par divers moyens.

L’utilisation des matériaux composites n’est pas due uniquement à leurs propriétés structurelles,
mais également à leur usage comme alternative au métal. Ainsi, ils participent à la réduction de
la consommation de carburant fossile et à la baisse des gaz à effet de serre. Il est aussi préférable
d’utiliser des composites à matrice thermoplastique plutôt qu’à matrice thermodurcissable pour une
meilleure recyclabilité. Ceci dans le but de répondre aux nouvelles exigences environnementales tout
en préservant les caractéristiques et performances mécaniques ou en améliorant la conductivité élec-
trique ou thermique de ces composites. Un autre avantage de l’usage des composites est qu’ils peuvent
être à la fois légers et forts. En choisissant une combinaison appropriée de matrices et de matériaux
de renforcement, un nouveau matériau peut être produit de telle sorte qu’il réponde exactement aux
exigences d’une application particulière. Les composites offrent également une flexibilité de concep-
tion car beaucoup d’entre eux peuvent être moulés en formes complexes. Pour plus d’informations
sur les composites nous renvoyons le lecteur aux références classiques, qui sont assez nombreuses en
nous contentant de citer [36, 48, 60].

2.1.1 Mise en forme des pièces composites

Un produit composite représente l’assemblage de deux ou plusieurs matériaux non miscibles. La
nouvelle structure ainsi obtenue a des propriétés physiques bien supérieures à celles caractérisant les
matériaux de base. Les matériaux composites sont généralement constitués de deux à trois compo-
sants de base (voir Fig 2.1). Ainsi, la mise en forme des pièces à partir des matériaux composites
doivent obéir aux phases suivantes :

• Le renfort : Phase discontinue et souvent filamentaire à très hautes caractéristiques méca-
niques, qui assure le principal des contraintes mécaniques du composite (résistance et rigidité,
tenue aux chocs).
• La matrice : Phase continue qui assure la cohésion, transfère et répartit les contraintes, protège

des agressions extérieures et commande la mise en œuvre.
• Charges et additifs : adhérence fibre/matrice, pigments de coloration...
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Figure 2.1 – Mise en forme des matériaux composites

En général, dans tous les matériaux composites, le renfort est intégré dans un matériau qui joue le
rôle de matrice (voir Fig 2.2). La matrice peut être polymère, métallique ou céramique. En effet,
les matériaux composites sont souvent classés en se référant au matériau de matrice utilisé, plutôt
qu’au matériau de renforcement. Par conséquent les composites peuvent être classés en trois types
principaux, basés sur :
• des matrices organiques, qui sont des résines polymères,
• des matrices métalliques
• des matériaux composites à matrice céramique.

Habituellement, le matériau de renfort régit la rigidité et la résistance d’un composite, tandis que le
matériau de la matrice gouverne habituellement la stabilité thermique.

Figure 2.2 – Exemple de mise en forme de composites

2.1.2 Procédés de fabrication de structures composites

De manière générale, les procédés utilisés pour la fabrication de structures composites entrent tous
dans la catégorie très vaste du moulage (voir Fig 2.3). Cependant, les principes physico-chimiques
employés diffèrent d’une famille à l’autre. Schématiquement, les matrices thermoplastiques et mé-
talliques sont fondues puis moulées avec leurs renforts, tandis que les matrices thermodurcissables
et céramiques sont directement synthétisées sur place, autour de leurs renforts, à partir de réactifs
fluides. Ceci est résumé en deux grandes étapes :
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• Disposer les fibres et la matrice liquide dans un moule.

• Solidifier la matrice.

Figure 2.3 – Procédure de fabrication des composites basée sur moulage

2.1.3 Enjeux et défis des matériaux composites

L’un des défis importants rencontré lors des procédures de fabrication des composites est de
pouvoir disposer d’un matériau qui réalise un équilibre particulier des propriétés pour une gamme
donnée d’applications. En effet, il faut assurer le dosage correct des constituants. Ceci est primordial
pour assurer de bonnes propriétés mécaniques, garantir la forme de la pièce et assurer une température
adéquate, tout en minimisant le coût de fabrication. Ceci n’est possible que si l’on assure un bon
contrôle du cycle thermique qui accompagne le processus de fabrication tout en prenant en compte
plusieurs éléments :
• Tout d’abord il faut prendre en considération l’aspect multi-échelles qui caractérise ces maté-

riaux (voir Fig. 2.4).
— L’échelle macroscopique : c’est l’échelle de la structure, où l’on reconnaît la géométrie de

la structure de l’application. On y trouve également les propriétés physiques apparentes.
— L’échelle mésoscopique : c’est l’échelle à laquelle on distingue une structure interne au

matériau, distribution, taille et forme des phases.
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— L’échelle microscopique : c’est l’échelle des constituants des différentes phases du matériau
hétérogène qui peut elle-même être hétérogène.

• Les caractéristiques géométriques et la distribution des phases ainsi que les phénomènes phy-
siques impliqués tels que l’écoulement du fluide lors de la construction de la pièce, mais aussi
l’échange thermique non linéaire qui est modélisé par la loi de Stefan-Boltzmann.

Figure 2.4 – Echelles caractéristiques d’une mousse architecturée d’aluminium, microstructure (De-
hoff et Babu, 2010), mésostructure et macrostructure (Wikipédia : Mousse métallique, 20/08/14)

La solution la plus adoptée pour surmonter ces difficultés, est basée sur la théorie d’homogénéisation
périodique qui consiste à modéliser le milieu en utilisant un paramètre représentant le rapport entre
l’échelle microscopique et l’échelle macroscopique [34].

2.2 Transfert de la chaleur

Le transfert de la chaleur est le résultat de la variation spatiale de la température dans un
milieu donné ou dans un milieu adjacent. Il se produit, en général, dès qu’il y a une différence de
température dans un même milieu ou entre plusieurs milieux. Ainsi l’énergie thermique, qui en résulte,
peut être stockée, convertie vers ou à partir d’autres formes d’énergie, ou tout simplement échangée
avec l’environnement. Le transfert de la chaleur se produit dans de nombreux systèmes naturels et
techniques. Il est même omniprésent et actif dans une mesure ou dans une autre. Par exemple, le
transfert de la chaleur se produit constamment de notre circulation sanguine vers l’air autour de nous.
De même l’eau chauffée est évacuée de notre corps pour réchauffer la pièce dans laquelle nous nous
trouvons. Si nous quittons la pièce, un léger mouvement (convection) de l’air continuera à exister car
les murs ne peuvent jamais être parfaitement isothermes. De tels processus se déroulent dans toute
la vie qu’elle soit végétale ou animale et dans l’air qui nous entoure. Ils se produisent également dans
toute la terre, qui est chaude au cœur et se refroidit autour de sa surface [63].

2.2.1 Modes de transfert de la chaleur

Il existe trois modes classiques de transfert de la chaleur à savoir : le transfert de la chaleur dans
les matériaux (conduction : gérée par la loi de Fourier), le transfert de la chaleur dans un fluide
(convection : gérée par la loi de refroidissement de Newton) et le transfert de la chaleur dans l’espace
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vide (rayonnement : géré par la loi de Stefan-Boltzmann sur le refroidissement d’un corps dans un
grand environnement). Ainsi, la chaleur ne peut être transférée que par trois concepts : conduction,
convection et rayonnement. La figure 2.5 montre une analogie qui pourrait être utile pour mieux
comprendre ces concepts [44].

Conduction thermique

C’est le transfert de chaleur par contact physique. Elle se produit, par exemple, lorsque vous
appuyez avec votre main sur un volet de fenêtre, lorsque vous placez un pot d’eau sur un élément
actif ou lorsque vous placez un fer dans le feu. En bref, la conduction se produit dès qu’il y a une
différence de chaleur entre deux milieux ou entre deux points distincts dans le même milieu (voir
Fig 2.6).

On peut également définir la conduction comme étant un transfert de la chaleur qui se produit
au moyen d’une agitation moléculaire dans un matériau sans aucun mouvement de la matière dans
son ensemble [57].

On considère l’exemple d’une tige de métal d’extrémité soumise à une température plus élevée,
L’énergie sera transférée par la tige vers l’extrémité la plus froide, car les particules de vitesse plus
élevées entreront en collision avec les plus lentes avec un transfert net d’énergie. Ainsi, le flux q qui
en résulte est régi par la loi de la conduction de la chaleur, également connue sous le nom la loi de
Fourier donnée par

q = −K∇T,

où T est la température et K est le tenseur de conductivité thermique.

Convection thermique

La convection est un transfert de chaleur par un mouvement de masse d’un fluide tel que de l’air
ou de l’eau ou encore du gaz [11]. En effet, l’énergie thermique est transférée des lieux chauds aux
endroits froids par convection. La convection se produit alors, lorsque les zones plus chaudes d’un
liquide ou d’un gaz se déplacent dans les zones froides. Le liquide ou le gaz le plus frais prend alors la
place des zones les plus chaudes qui se sont déplacées. Il en résulte un modèle de circulation continue.
L’eau bouillante dans une bouilloire est un bon exemple de ces courants de convection (voir fig 2.7).

La convection peut se produire naturellement : convection naturelle ou à cause d’un dispositif
de déplacement : convection forcée. Un exemple simple de la convection naturelle se produit dans
l’atmosphère, lorsque la surface de la terre est chauffée par le soleil, l’air chaud monte et l’air frais
se déplace pour remplir la place libérée.

Un exemple de la convection forcée est celui du ventilateur qui est un dispositif qui produit
artificiellement le mouvement de l’air. L’air dans ce cas se déplace en raison de la rotation du
ventilateur.
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Figure 2.5 – Explication analogique des trois modes de transfert de la chaleur



2.2. TRANSFERT DE LA CHALEUR 35

Figure 2.6 – Conduction thermique

Figure 2.7 – Convection thermique
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Figure 2.8 – Rayonnement thermique

La loi de la convection thermique est connue sous le nom la loi de Newton. Dans ce cas le flux
d’énergie q, produit par l’échange de chaleur entre un fluide en mouvement de température Tf et une
surface de température Ts, est donné par :

q = h(Ts − Tf ),

où h est le coefficient d’échange. Pour plus d’informations sur ce mode de transfert d’énergie, on
renvoie le lecteur à [11, 38, 41].

Rayonnement thermique

Le rayonnement est un phénomène de transfert de la chaleur qui n’exige pas de contact entre la
source de chaleur et l’objet chauffé comme c’est le cas avec la conduction et la convection. La chaleur
peut donc être transmise dans l’espace vide par rayonnement thermique. Il s’agit d’un rayonnement
de type électromagnétique. Dans le processus de rayonnement, aucune masse n’est échangée et au-
cun milieu n’est requis. En effet, le transfert d’énergie est réalisé par des ondes. Tous les matériaux
émettent et absorbent de manière continue des ondes électromagnétiques ou des photons. Ils aug-
mentent ou ils diminuent ainsi leurs niveaux d’énergie moléculaire. Ainsi, le rayonnement se transmet
d’un milieu à un autre par le déplacement des ondes électromagnétiques ou des photons qui peuvent
parcourir de longues distances sans la moindre interaction avec un milieu [35, 61]. L’exemple le plus
simple de transfert de la chaleur par rayonnement est celui de la chaleur qui se dégage à partir du
soleil (voir Fig 2.8). L’échange thermique par rayonnement se fait suivant un processus général qui
dépend de trois éléments :

• L’émission qui se traduit par la conversion de l’énergie fournie à la source en énergie électro-
magnétique
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• La transmission de cette énergie électromagnétique se fait par propagation des ondes avec
éventuellement absorption par le milieu traversé.

• La réception qui se traduit par la conversion du rayonnement électromagnétique incident en
énergie thermique (absorption).

Par conséquent, le rayonnement subit une variation quantitative et qualitative au cours de sa propa-
gation. De plus, le rayonnement a une influence sur la matière traversée (chauffage, donc modification
de la structure) qui influe rétroactivement sur le rayonnement (émission). Il s’en suit que le rayon-
nement apparait souvent comme une fonction de la température non linéaire, non locale, décrite
par des équations différentielles (intégro-différentielles). En plus de la température, le transfert ra-
diatif dépend de l’émissivité du milieu, de la longueur d’onde et de la direction du rayonnement.
Cette multiplicité de dépendance de paramètres rend difficile la résolution générale du transfert du
rayonnement tant d’un point de vue théorique que numérique.

Le flux de rayonnement par unité de temps émis d’une surface est proportionnel à la quatrième
puissance de la température absolue et peut être exprimé avec la loi Stefan-Boltzmann comme suit

q = eσT 4

où T est la température absolue de la surface, e est le coefficient d’émissivité de la surface et σ
est la constante de Stefan-Boltzmann. Lorsque e = 1, une paroi émettant un tel flux est dite corps
noir ou radiateur parfait. Un corps noir est défini comme étant un corps hypothétique qui absorbe
complètement toutes les longueurs d’ondes des rayonnements thermiques qui s’y rattachent. De tels
corps ne reflètent pas la lumière et apparaissent donc noirs si leurs températures sont suffisamment
faibles pour ne pas être auto-lumineuses. Tous les corps noirs chauffés à une température donnée
émettent des rayonnements thermiques. Le spectre d’émission de tels corps a été décrit par Max
Planck [61].

En pratique l’émissivité e est inférieure à 1. Elle varie avec la longueur d’onde, la direction
d’émission et la température de surface. Ainsi, un corps est dit :

• gris si son émissivité est indépendante de la longueur d’onde,
• à émission diffuse si son émissivité est indépendante de la direction d’émission,
• gris et diffusant si son émissivité est indépendante de la longueur d’onde et de la direction

d’émission.

Après avoir présenté un aperçu sur les matériaux composites et les modes de transfert de la
chaleur, nous allons décrire, dans la section suivante, le modèle mathématique de transfert de la
chaleur entre deux phases d’une pièce composite, que nous allons étudier dans cette thèse. Comme
nous allons le voir ce modèle fait intervenir les trois modes de transfert présentés précédemment.
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2.3 Modèle de transfert de la chaleur considéré

Nous nous sommes intéressés à un problème de transfert de la chaleur dans un milieu poreux
périodique Ω, qui est un sous ensemble ouvert et borné de Rd (d = 2 ou 3) de frontière lipschitzienne.
L’ouvert Ω est divisé en deux composantes

Ω = Ωf ∪ Ωs,

où Ωs est la partie solide et Ωf représente la partie fluide. Nous supposons que la conductivité
thermique du milieu occupant Ωf est Kf et celle du milieu occupant Ωs est Ks. Ainsi on écrit.

K =


Kf dans Ωf ,

Ks dans Ωs.

Par conséquent, la température inconnue u peut être décomposée, elle même, en deux parties, la
première étant la température du fluide (décrite par uf ), tandis que la seconde est la température de
la partie solide (notée par uS). Alors u s’écrit comme suit :

u =


uf dans (0, T )× Ωf ,

us dans (0, T )× Ωs.

Le mode de transfert de la chaleur dans la partie solide est la conduction thermique qui est
modélisée par une loi de Fourier. Grâce à cette loi, nous pouvons modéliser les échanges de la
chaleur par conduction au sein d’un solide en utilisant le vecteur densité de courant thermique J , qui
représente la chaleur transmise à travers une surface par unité de temps. La loi de Fourier donne une
expression du vecteur courant de densité thermique en fonction de la variation de la température us

Le vecteur J est proportionnel au taux de variation de la température dans la direction de la
conductivité thermique Ks qui est caractéristique du matériau et qui dépend de la température du
matériau.

Donc J s’écrit sous la forme
J = −Ks∇us

A partir du premier principe de la thermodynamique, nous obtenons l’équation mathématique
qui modélise le transfert d’énergie par conduction thermique ; c’est-à-dire que l’enthalpie du système
est égale à l’échange de la chaleur avec l’extérieur plus les sources internes. Grâce à la loi de Fourier,
cette équation s’écrit :

ρsCs
p

∂us

∂t
= ∇.(Ks∇uf ) +Gs

où ρs est la masse volumique du matériau Ωs, Cs
p sa capacité calorifique et Gs est la puissance
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correspondant aux sources internes. ∂
∂t

est la dérivée par rapport au temps.

Dans la partie fluide, nous prenons en compte le transfert de la chaleur par conduction en plus de
la convection thermique, due à la différence de température entre les deux milieux. Ceci se traduit par
un déplacement macroscopique de particules à une vitesse V . Ainsi, ce mode de transfert thermique
propre aux matériaux fluides est donné par

ρfCf
p (∂u

f

∂t
+ V · ∇uf ) = ∇ · (Kf∇uf ) +Gf .

où ρf est la masse volumique du matériau Ωf , Cf
p sa capacité calorifique, Gf est la puissance cor-

respondant aux sources internes et la vitesse est régie sur Ωf par une équation de Stokes avec une
viscosité µ 

µ∆V +∇p = g dans Ωf ,

∇ · V = 0 dans Ωf ,

V = 0 sur ∂Ωf ,

(2.1)

où p est la pression du fluide et g représente les forces portées par le fluide.

L’échange thermique entre les deux milieux Ωs et Ωf produit par le rayonnement thermique est
décrit par un terme non linéaire. Ainsi la continuité de la température sur l’interface Γ s’exprime
comme suit :

us(t, x) = uf (t, x)

−Ks∇us · n1 = −Kf∇uf · n2 + F (uf )

où n1 et n2 sont les vecteurs normaux extérieur et intérieur à Γ.

Dans l’étude mathématique que nous allons proposer, une attention particulière sera donnée à
ces équations et plus précisément au terme de radiation qui est modélisé par F (uf ). Par conséquent,
notre étude théorique et numérique par homogénéisation sera consacrée à trois types de radiations
qui correspondent à des situations physiques associées aux réactions cinétiques généralisant la loi de
Stefan-Boltzmann et la loi de Newton. Notamment, les cas où :

• F est lipschitzienne.
• F (uf ) = σ|uf |uf .
• F (uf ) = σ|uf |puf (avec p un entier, tel que p ∈ N∗).

où σ est la constante de Stefan-Boltzmann.
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Par conséquent, la température inconnue u est solution de


∂uf

∂t
−∇ · (Kf∇uf ) + V · ∇uf = 0 dans (0, T )× Ωf ,

∂us

∂t
−∇ · (Ks∇us) = 0 dans (0, T )× Ωs,

us(t, x) = uf (t, x) sur (0, T )× Γ,

−Ks∇us · n1 = −Kf∇uf · n2 + F (uf ) sur (0, T )× Γ

uf (t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

u(0, x) = uin sur Ω.

(2.2)

avec uin est une fonction donnée et V est la vitesse du fluide solution du problème (2.1).

2.4 Formulation du problème à l’échelle locale

Dans cette section, nous présentons une description mathématique du problème à l’échelle micro-
scopique. Ainsi, nous commençons, dans un premier temps, par la description de la structure poreuse
que nous considérons. A ce stade, l’hypothèse physique principale que la géométrie du matériau est
périodique et, par conséquent, la propriété d’invariance par translation peut être appliquée. Nous
allons, par la suite, donner une description mathématique des processus locaux.

2.4.1 L’approximation ε-périodique du matériau

En ce qui concerne la question du comportement microscopique du matériau composite occupant
Ω, nous supposons que les hétérogénéités sont très faibles par rapport à la taille et qu’elles sont
uniformément réparties. C’est une hypothèse réaliste pour une large gamme d’applications [19]. Du
point de vue mathématique, on peut modéliser cette distribution en supposant qu’elle soit périodique
(voir Fig 2.10). Cette périodicité peut être représentée par un paramètre assez petit noté ε.
Considérons Y = ]0, l1[× ...× ]0, ld[ ⊂ Rd une cellule représentative décomposée en deux parties, Yf
qui représente le milieu fluide, et Ys qui représente le milieu solide, tels que

Y = Yf ∪ Ys,

dont la frontière de Ys, notée Γ = ∂Ys, est supposée lipschitzienne et Yf est supposée connexe (voir
Fig 2.9).
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Figure 2.9 – Exemple d’une cellule représentative

Figure 2.10 – Mise à l’échelle ε-périodique du domaine Ω

Puisque le domaine Ω peut être considéré comme une réunion par translations réduites des Y , on
définit ces translations comme suit

Y k
i := kl + Yi, k ∈ Zd,

où kl = (k1l1, ..., kdld) et i = s, f . Quant aux translations des frontières des Y s, elles sont définies
comme suit

Γk := kl + Γ,

Grâce à cette construction on peut définir une correspondance entre x ∈ Ω et y ∈ Y de la manière
suivante

∀x ∈ Ω,∃k ∈ Zd et ∃y ∈ Y tels que x = ε(kl + y).



42 CHAPITRE 2. MODÉLISATION DU PROBLÈME

Nous définissons l’ensemble Zε par

Zε =
{
k ∈ Zd/εY k

i ∩ Ω 6= ∅, i = s, f
}
.

Puis nous supposons que
∂Ω ∩ ( ∪

k∈Zd
(εΓk)) = ∅. (2.3)

On peut donc définir les deux parties de Ω et leurs interfaces

Ωi
ε = Ω ∩ ( ∪

k∈Zε
(εY k

i )), i = s, f, Γε = ∂Ωs
ε (2.4)

A partir de (2.3), il est clair que
∂Ω ∩ Γε = ∅, (2.5)

et à partir de (2.4), on obtient
Ω = Ωf

ε ∪ Ωs
ε .

2.4.2 Position du modèle à l’échelle microscopique

Dans le but de donner la description mathématique du problème à l’échelle microscopique, consi-
dérons ε > 0 le paramètre de périodicité et notons par uε, la température qui règne dans le milieu Ω,
définie par

uε =


ufε dans (0, T )× Ωf

ε ,

usε dans (0, T )× Ωs
ε .

Le problème que nous allons étudier dans cette thèse, consiste à trouver uε solution du problème
suivant : 

∂ufε
∂t
−∇ · (Kf

ε∇ufε ) + Vε · ∇ufε = 0 dans (0, T )× Ωf
ε ,

∂usε
∂t
−∇ · (Ks

ε∇usε) = 0 dans (0, T )× Ωs
ε ,

usε(t, x) = ufε (t, x) sur (0, T )× Γε,

−Ks
ε∇usε .n1 = −Kf

ε∇ufε .n2 + εF (ufε ) sur (0, T )× Γε
ufε (t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

uε(0, x) = uin sur Ω,

(2.6)

où le tenseur de conductivité dans la partie fluide Kf
ε est défini par

Kf
ε = Kf (t, x, x

ε
), t ∈ ]0, T [ , x ∈ Ωf

ε ,
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et Ks
ε le tenseur de conductivité dans la partie solide est défini par

Ks
ε = Ks(t, x, x

ε
), t ∈ ]0, T [ , x ∈ Ωs

ε .

et Vε est la vitesse du fluide
Vε(x) = V (x, x

ε
) dans Ωf

ε ,

telle que Vε solution de l’équation de Stokes dans Ωf
ε .



Chapitre 3

Etude théorique par homogénéisation du
problème

Dans ce chapitre, nous présentons une analyse multi-échelles d’un problème d’échange thermique
issu de la construction d’un matériau composite. Ce problème modélise l’évolution de la température
dans une pièce composite, dont sa gèométrie est périodiquement distribuée par rapport à une cellule
de référence. Ainsi, la pièce est formée par un milieu hétérogène composé de deux sous-domaines. Ce
modèle est régi par un problème parabolique, faisant intervenir un champ de vecteur solution d’une
équation de Stokes. La difficulté majeure liée à la résolution de ce problème réside en général dans
la présence d’un échange thermique entre les sous-domaines qui est modélisé par une condition de
transmission non linéaire sur l’interface. Pour pallier cette difficulté, nous nous appuyons sur la théorie
de l’homogénéisation périodique pour proposer, d’une part, une étude mathématique de ce problème
et d’autre part, afin de fournir un moyen systématique décrivant le comportement asymptotique
de l’évolution de la température dans la pièce. Pour cela, nous proposons une étude théorique par
homogénéisation de trois modèles physiques correspondant à différents termes d’échange thermique
non linéaires. Ainsi, nous commençons par montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème
d’homogénéisation en utilisant le degré topologique de Leray Schauder. Nous proposons ensuite une
étude de la convergence à deux échelles du problème d’homogénéisation. Nous terminons ce chapitre
par une identification du problème homogénéisé et par une étude de la convergence forte du problème
d’homogénéisation.

3.1 Position du problème

Dans ce paragraphe, nous commençons encore une fois par rappeler la une description de la
géométrie ε-périodique de la micro structure. Ensuite, nous exposons la formulation mathématique
décrivant le modèle microscopique d’évolution de la température dans chaque composante du maté-
riau. Nous terminons par donner quelques hypothèses sur les données et quelques résultats de base
utiles pour la suite de ce travail.

44
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3.1.1 Géométrie du matériau composite

Soit {ε} une suite de nombres réels strictement positifs destinée à tendre vers 0. On considère un
matériau composite Ω, qui est un ouvert borné de Rd, pour (d = 2, 3) de frontière ∂Ω lipschitzienne,
divisé en deux composantes liquide et solide (voir figure 3.1).
Ceci signifie que Ω est décrit comme suit

Figure 3.1 – Reprèsentation de Ω.

Ω = Ωf
ε ∪ Ωs

ε ,

avec
Γε = ∂Ωs

ε et ∂Ω ∪ Γε = ∂Ωf
ε . (3.1)

Les microstructures de Ωi
ε (pour i = s, f) et Γε sont périodiques. Elles sont générées par la répétition

des cellules de référence Yi (pour i = s, f) et Γ. Ces cellules de références Yf et Ys sont deux ouverts
non vides de Y = ]0, l1[× ...× ]0, ld[ ⊂ Rd, vérifiant

Y = Yf ∪ Ys.
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On suppose que la frontière Γ = ∂Ys est lipschitzienne et que Yf est connexe. On définit Y k
i (la

translation de Yi) par
Y k
i := kl + Yi, k ∈ Zd,

où kl = (k1l1, ..., kdld) et i = s, f . Sa frontière est définie par

Γk := kl + Γ.

Ainsi on définit les composantes de Ω et leurs frontières comme suit

Ωi
ε = Ω ∩ ( ∪

k∈Zε
(εY k

i )), i = s, f, (3.2)

et
Γε = ∪

k∈Zε
(εΓki ), (3.3)

où l’ensemble Zε est donné par

Zε =
{
k ∈ Zd/εY k

i ∩ Ω 6= ∅, i = s, f
}
.

En se basant sur ces définitions et constructions, on définit une correspondance entre x ∈ Ω et y ∈ Y
de la manière suivante

∀x ∈ Ω, ∃k ∈ Zd et ∃y ∈ Y tels que x = ε(kl + y),

de plus, le domaine Ω est défini par
Ω = ∪

k∈Zε
(εY k). (3.4)

3.1.2 Equations du modèle

Dans cette section, nous allons rappeler tout d’abord les équations microscopiques associées au
modèle d’échange thermique dans une pièce composite. Ces équations décrivent le comportement
microscopique de la température entre les deux composants du matériau Ω. Ainsi, la température
inconnue uε peut être décomposée en deux parties, la première étant la température du fluide notée
par ufε , tandis que la seconde est la température du solide notée usε . La température uε s’écrit alors

uε =


ufε dans (0, T )× Ωf

ε ,

usε dans (0, T )× Ωs
ε .
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En tenant compte de la continuité de uε sur l’interface Γε, le transfert radiatif ente les deux compo-
santes de Ω est modélisé par une condition aux limites du type

−Ks
ε∇usε .n1 = −Kf

ε∇ufε .n2 + εσF (ufε ), sur (0, T )× Γε,

où n1 et n2 sont respectivement les normales extérieure et intérieure à Γε, σ est la constante de Stefan-
Boltzemann et F désigne la fonction qui modélise l’échange radiatif entre les deux composantes de
Ω.
Ainsi le modèle décrivant le problème de transfert de la chaleur dans un matériau composite est
donné par 

∂ufε
∂t
−∇ · (Kf

ε∇ufε ) + Vε · ∇ufε = 0 dans (0, T )× Ωf
ε ,

∂usε
∂t
−∇ · (Ks

ε∇usε) = 0 in (0, T )× Ωs
ε ,

usε(t, x) = ufε (t, x) sur (0, T )× Γε,

−Ks
ε∇usε .n1 = −Kf

ε∇ufε .n2 + εσF (ufε ) sur (0, T )× Γε,

ufε (t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

ufε (0, x) = ufin sur Ωf
ε ,

usε(0, x) = usin sur Ωs
ε ,

(3.5)

où ufin et usin sont des fonctions données,Kf
ε etKs

ε désignent respectivement le tenseur de conductivité
dans la partie fluide et liquide définis respectivement par

Kf
ε = Kf (t, x, x

ε
), t ∈ ]0, T [ , x ∈ Ωf

ε

et
Ks
ε = Ks(t, x, x

ε
), t ∈ ]0, T [ , x ∈ Ωs

ε ,

et Vε est la vitesse du fluide définie par

Vε(x) = V (x, x
ε

) dans Ωf
ε ,

telle que V est Y -périodique et que V (x, y) est solution de l’équation de Stokes suivante dans Ωf
ε :


−ε2µ∆Vε +∇pε = gε dans Ωf

ε ,

∇.Vε = 0 dans Ωf
ε ,

Vε = 0 sur ∂Ωf
ε ,

(3.6)

où pε est la pression du fluide, gε désigne la densité de force exercée par le fluide et µ est la viscosité
du fluide. C’est une constante positive mise en échelle par ε2.
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Nous précisons que dans ce chapitre nous allons étudier trois modèles différents associés à trois
types d’échange radiatif correspondant à différentes expressions de la fonction d’échange F . Selon
ces expressions, nous posons les hypothèse nécessaires sur les données, puis nous introduisons les
espaces les plus appropriés pour l’étude de l’existence et l’unicité de la solution du modèle (3.5) et
permettant un passage à la limite rigoureux par homogénéisation.

3.1.3 Hypothèses sur les données et estimations de base

Dans cette section, nous donnons quelques hypothèses communes sur les données du modèle
pour les différents types d’échanges radiatifs, puis nous définissons la solution faible du problème
d’homogénéisation (3.5). Nous donnons ensuite quelques estimations sur la solution de l’équation de
Stokes.
Nous commençons alors par introduire les hypothèses suivantes sur les données et les paramètres du
modèle.

(H1) Les tenseurs Ks(t, x, y), Kf (t, x, y) sont respectivement dans L∞(0, T ;L∞(Ω;L∞(Y s)))
et L∞(0, T ;L∞(Ω;L∞(Y f ))). Ils sont aussi périodiques, symétriques et ils vérifient les condi-
tions suivantes

∀v ∈ Rd, ∀t ∈ ]0, T [ , ∀x ∈ Ω, ∀y ∈ Yf , α1|v|2 ≤
d∑

i,j=1
Kf (t, x, y)vivj,

et
∀v ∈ Rd, ∀t ∈ ]0, T [ , ∀x ∈ Ω, ∀y ∈ Ys, α2|v|2 ≤

d∑
i,j=1

Ks(t, x, y)vivj,

où 0 < αi, pour i = 1, 2, sont des constantes données.

(H2) Les seconds membres des conditions initiales ufin (resp. usin) sont dans L∞(Ωf
ε ) (resp. L∞(Ωs

ε)).

(H3) La fonction F est continue, F (0) = 0 et pour tout t1, t2 dans R, (F (t1)−F (t2))(t1− t2) ≥ 0.

Dans la suite, afin d’étudier l’existence et l’unicité du problème d’homogénéisation (3.5), nous don-
nons la définition de sa solution faible qui est énoncée comme suit

Définition 3.1 Sous les hypothèses (H1)− (H3), on dit que uε est une solution faible de (3.5), si

uε = (ufε |Ωfε , u
s
ε|Ωsε) ∈ L

2(0, T ;H1
0 (Ω)), ∂uε

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) et uε vérifie

〈∂u
f
ε

∂t
, wfε 〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+ 〈∂u

s
ε

∂t
, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx (3.7)
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+
∫

Ωfε
Vε∇ufεwfε dx+ ε σ

∫
Γε
F (ufε )wfε dσx = 0, ∀wε = (wfε |Ωfε , w

s
ε |Ωsε) ∈ L

2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Nous donnons maintenant quelques estimations a priori sur la solution de l’équation de Stokes qui
sont très utiles par la suite. Ainsi, on note par (Vε, pε) la solution de (3.6), définie sur Ωf

ε , nous avons
d’une part Vε ∈ H2(Ωf

ε )∩H1
0 (Ωf

ε ). D’autre part, elle satisfait les estimations, données dans le lemme
suivant (voir [2, 4, 67])

Lemme 3.1 Il existe une extension (
∼
V ε,

∼
pε) de la solution (Vε, pε) qui satisfait les estimations sui-

vantes
‖
∼
V ε‖L2(Ω)d + ε‖∇

∼
V ε‖L2(Ω)d×d ≤ C,

‖∼pε‖L2(Ω)/R ≤ C,

et
‖Vε‖L2(Ωfε )d + ε‖∇Vε‖L2(Ωfε )d×d ≤ C,

où C est une constante générique positive indépendante de ε.

3.2 Etude par homogénéisation des modèles d’échange ther-
mique

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le problème d’homogénéisation (3.5) pour les différents
types de fonctions d’échange radiatif F . Ceci dans le but d’obtenir des modèles homogénéisés sur un
domaine homogène et avec des coefficients homogénéisés, en utilisant un passage à la limite via la
convergence à deux échelles. Pour cela, nous montrons tout d’abord quelques résultats d’estimations a
priori sur la solution. Ensuite, en se basant sur ces résultats, nous proposons une étude de l’existence
et de l’unicité de la solution du problème d’homogénéisation (3.5), dans chacun des cas, en utilisant
le degré topologique de Leray-Schauder. Nous terminons cette étude, par un passage à la limite
dans le problème d’homogénéisation (3.5), quand ε tend vers 0, en utilisant la convergence à deux
échelles, pour les différents termes d’échange radiatif. Ainsi nous commençons, dans un premier lieu,
par l’étude du modèle dans le cas où le terme d’échange radiatif F est une fonction lipschitzienne
(voir [15]). Ensuite, nous considérons un modèle plus général qui décrit une situation physique plus
concrète, à savoir le cas où le terme d’échange radiatif F n’est pas nécessairement une fonction
lipschitzienne. Plus précisément le cas où F (x) = x |x| qui satisfait les hypothèses de monotonie et
de continuité (voir [16]). Enfin, nous considérons le cas physique le plus complexe qui décrit plusieurs
lois, telles que la loi de Planck ou celle de Stefan-Boltzmann, à savoir le cas où le terme d’échange
radiatif est donné par F (x) = x |x|p, pour p ∈ N∗.
Dans toute la suite de ce travail, nous notons par C une constante générique strictement positive.
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3.2.1 Etude du modèle avec terme d’échange radiatif lipschitzien

Nous considérons le problème d’homogénéisation pour le modèle avec terme d’échange radiatif
lipschitzien dont la formulation faible s’écrit
Trouver uε = (ufε |Ωfε , u

s
ε|Ωsε) ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) et ∂uε
∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) solution de

〈∂u
f
ε

∂t
, wfε 〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+ 〈∂u

s
ε

∂t
, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx (3.8)

+
∫

Ωfε
Vε∇ufεwfε dx+ ε σ

∫
Γε
F (ufε )wfε dσx = 0, ∀wε = (wfε |Ωfε , w

s
ε |Ωsε) ∈ L

2(0, T ;H1
0 (Ω)),

où F est une fonction lipschitzienne.
Dans la suite, nous allons étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.8). Pour ce
faire, nous établissons quelques estimations a priori sur la solution qui vont nous servir également
pour étudier les convergences nécessaires pour l’identification du problème homogénéisé.

Résultat d’existence et d’unicité du problème d’homogénéisation

Pour montrer l’existence de la solution du problème (3.8), nous utilisons le degré topologique de
Leray-Schauder. Pour cela, nous commençons par montrer le lemme suivant

Lemme 3.2 Supposons que les hypothèses (H1)− (H3) sont satisfaites, alors il existe une constante
C, indépendante de ε, telle que la solution faible du problème microscopique (3.8) satisfait l’estimation
a priori suivante

‖uε‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C, (3.9)

et
‖uε‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) ≤ C. (3.10)

Démonstration
En prenant dans la formulation variationnelle (3.8) w = uε et en intégrant par rapport à t ∈ (0, τ)
avec τ ∈ (0, T ], on aura

1
2‖u

f
ε (τ)‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖u

s
ε(τ)‖2

L2(Ωsε) +
∫ τ

0

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇ufε dxdt+

∫ τ

0

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇usεdxdt

+
∫ τ

0

∫
Ωfε
Vε.∇ufε ufε dxdt+ εσ

∫ τ

0

∫
Γε
F (ufε )(ufε )dσxdt ≤ C.

Puis, en utilisant le fait que ∇ · Vε = 0, la coercivité de Kf et Ks et l’hypothèse (H3), on obtient
l’inégalité suivante

‖uε‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖∇uε‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C.

Pour montrer la deuxième estimation, on définit M par M = max(‖ufin‖L∞(Ωfε ), ‖u
s
in‖L∞(Ωsε)) qui est

bien défini, puisque les valeurs initiales sont des fonctions de L∞.
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En prenant comme fonctions tests wfε = (ufε−M)+ et wsε = (usε−M)+, dans la formulation faible (3.8),
on obtient

〈∂u
f
ε

∂t
, (ufε −M)+〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇(ufε −M)+dx

+ 〈∂u
s
ε

∂t
, (usε −M)+〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇(usε −M)+dx

+
∫

Ωfε
Vε∇ufε (ufε −M)+dx+ εσ

∫
Γε
F (ufε )(ufε −M)+dσx = 0.

Par suite, on aura

〈∂(ufε −M)+

∂t
, (ufε −M)+〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε )

∫
Ωfε
Kf
ε (∇(ufε −M)+)2dx

+ 〈∂(usε −M)+

∂t
, (usε −M)+〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε (∇(usε −M)+)2dx

+
∫

Ωfε
Vε∇(ufε −M)+(ufε −M)+dx+ εσ

∫
Γε
LM(ufε −M)+dσx

= −εσ
∫

Γε
(F (ufε )− LM)(ufε −M)+dσx,

avec L est la constante de Lipschitz de la fonction F.
Ensuite, en utilisant le fait que F est lipschitzienne et que ∇.Vε = 0 dans Ωf

ε puis à l’aide de la
coercivité de Ks et Kf , on obtient

1d
2dt‖(u

f
ε −M)+‖2

L2(Ωfε ) + 1d
2dt‖(u

s
ε −M)+‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇(ufε −M)+‖2
L2(Ωfε )

+ α2‖∇(usε −M)+‖2
L2(Ωsε) + εσ

∫
Γε
LM(ufε −M)+dσx

≤ εLσ
∫

Γε
(ufε −M)2

+dσx,

d’après le lemme 1.8, on aura

1d
2dt‖(u

f
ε −M)+‖2

L2(Ωfε ) + 1d
2dt‖(u

s
ε −M)+‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇(ufε −M)+‖2
L2(Ωfε )

+ α2‖∇(usε −M)+‖2
L2(Ωsε) + εσ

∫
Γε
LM(ufε −M)+dσx

≤ CLσ(
∫

Ωfε
(ufε −M)2

+dx+ ε2
∫

Ωfε
∇(ufε −M)2

+dx).

Par suite, on trouve

1d
2dt‖(u

f
ε −M)+‖2

L2(Ωfε ) + 1d
2dt‖(u

s
ε −M)+‖2

L2(Ωsε) + (α1 − ε2CL)‖∇(ufε −M)+‖2
L2(Ωfε )

+ α2‖∇(usε −M)+‖2
L2(Ωsε) + εσ

∫
Γε
LM(ufε −M)+dσx

≤ CLσ
∫

Ωfε
(ufε −M)2

+dx.
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Pour ε assez petit, en intégrant par rapport au temps et en utilisant l’inégalité de Granwall, on
obtient

‖(ufε −M)+‖2
L2(Ωfε ) ≤ 0.

Par conséquent, pour tout t ∈ [0, T ], nous avons ufε (t, x) ≤ C. Par suite, on aura

usε(t, x) ≤ C, t ∈ [0, T ] .

Montrons maintenant que pour tout t ∈ [0, T ], nous avons uiε(t, x) ≥ 0, pour i = s, f . Pour ce faire,
prenons comme fonctions tests wfε = −(ufε )− et wsε = −(usε)− dans la formulation faible (3.8), on
aura

− 〈∂u
f
ε

∂t
, (ufε )−〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) −

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇(ufε )−dx− 〈

∂us

∂t
, (usε)−〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε)

−
∫

Ωsε
Ks
ε∇usε∇(usε)−dx−

∫
Ωfε
Vε∇ufε (ufε )−dx− εσ

∫
Γε
F (ufε )(ufε )−dσx = 0.

Ainsi, en utilisant la définition de (ufε )− et (usε)−, on obtient

〈∂(ufε )−
∂t

, (ufε )−〉(H1
∂Ω(Ωfε ))′,H1

∂Ω(Ωfε ) +
∫

Ωfε
Kf
ε (∇(ufε )−)2dx+ 〈∂(usε)−

∂t
, (usε)−〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε)

+
∫

Ωsε
Ks
ε (∇(usε)−)2dx+

∫
Ωfε
Vε∇(ufε )−(ufε )−dx = εσ

∫
Γε
F (ufε )(ufε )−dσx.

En utilisant le fait que F est lipschitzienne et que ∇.Vε = 0 dans Ωf
ε , puis à l’aide de la coercivité de

Ks et Kf , on obtient

1d
2dt‖(u

f
ε )−‖2

L2(Ωfε ) + 1d
2dt‖(u

s
ε)−‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇(ufε )−‖2
L2(Ωfε ) + α2‖∇(usε)−‖2

L2(Ωsε) (3.11)

= εσL
∫

Γε
(ufε )2

−dσx,

d’après le lemme 1.8, on aura

1d
2dt‖(u

f
ε )−‖2

L2(Ωfε ) + 1d
2dt‖(u

s
ε)−‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇(ufε )−‖2
L2(Ωfε ) + α2‖∇(usε)−‖2

L2(Ωsε) (3.12)

≤ σCL
(∫

Ωfε
(ufε )2

−dx+ ε2
∫

Ωfε
∇(ufε )2

−dx
)
.

Par suite, on trouve
1d
2dt‖(uε)−‖

2
L2(Ω) + (α− ε2σCL)‖∇(uε)−‖2

L2(Ω) (3.13)

≤ σCL
∫

Ω
(uε)2

−dx.
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Pour ε très petit, en intégrant par rapport au temps et en utilisant l’inégalité de Granwall, on obtient

‖(uε)−‖2
L2(Ω) ≤ 0.

Par conséquent, pour tout t ∈ [0, T ], nous avons uiε(t, x) ≥ 0, pour i = s, f. Ce qui permet de
conclure.

Nous allons maintenant montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.8).

Théorème 3.1 Supposons que les hypothèses (H1)− (H3) sont satisfaites, le problème (3.8) admet
une unique solution dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Démonstration
Notons tout d’abord que, pour tout uε fixé dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)), le problème variationnel

〈∂u
f
ε

∂t
, wfε 〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+〈∂u

f
ε

∂t
, wfε 〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx (3.14)

= −
∫

Ωfε
Vε∇ufεwfε dx−

∫
Γε
εF (ufε )wfε dσx,∀wε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)),

avec ∂uε
∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), admet une unique solution uε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), grâce au lemme 1.6.
Définissons maintenant l’opérateur suivant

G : L2(0, T ;H1
0 (Ω)) −→ L2(0, T ;H1

0 (Ω))

uε 7−→ uε,

où uε est l’unique solution du problème (3.14). Alors on a bien que l’opérateur G est bien défini.
Afin de prouver l’existence de la solution du problème (3.8), il faut montrer que l’opérateur G admet
un point fixe. Ceci implique, en utilisant le degré topologique de Leray Schauder, qu’il faut montrer
que G est compact, continu et trouver R > 0, tel qu’il n’existe aucune solution de u − λG(u) = 0
satisfaisant ‖u‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) = R, pour tout λ ∈ [0, 1].
Tout d’abord, dans le but de monter la continuité de l’opérateur G, considérons une suite uε,n dans
L2(0, T,H1

0 (Ω)), telle que
uε,n −→

n→∞
uε dans L2(0, T,H1

0 (Ω))

et prouvons que
G(uε,n) −→

n→∞
G(uε) dans L2(0, T,H1

0 (Ω)).

En effet, soit uε,n (respectivement uε) l’unique solution du problème (3.14) associé à uε,n (respec-
tivement à uε). En soustrayant les deux formulations associées à uε,n et uε, on obtient l’équation
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suivante

〈∂u
f
ε

∂t
−
∂ufε,n
∂t

, wfε 〉(H1
∂Ω(Ωfε ))′,H1

∂Ω(Ωfε ) + 〈∂u
s
ε

∂t
−
∂usε,n
∂t

, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +
∫

Ωfε
Kf
ε (∇ufε −∇ufε,n)∇wfε dx

+
∫

Ωsε
Ks
ε (∇usε −∇ufε,n)∇wsεdx =

∫
Ωfε
Vε∇(ufε,n − ufε )wfε dx+

∫
Γε
ε(F (ufε,n)− F (ufε ))wfε dσx.

En prenant wfε = ufε − ufε,n, wsε = usε − usε,n et en intégrant par rapport à t, on aura

∫ T

0
〈∂u

f
ε

∂t
−
∂ufε,n
∂t

, ufε − ufε,n〉(H1
∂Ω(Ωfε ))′,H1

∂Ω(Ωfε )dt+
∫ T

0
〈∂u

s
ε

∂t
−
∂usε,n
∂t

, usε − usε,n〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε)dt

+
∫ T

0

∫
Ωfε
Kf
ε (∇ufε −∇ufε,n)(∇ufε −∇ufε,n)dxdt+

∫ T

0

∫
Ωsε
Ks
ε (∇usε −∇ufε,n)(∇usε −∇usε,n)dxdt

=
∫ T

0

∫
Ωfε
Vε∇(ufε,n − ufε )(ufε − ufε,n)dxdt+

∫ T

0

∫
Γε
ε(F (ufε,n)− F (ufε ))(ufε − ufε,n)dσxdt.

Or d’après le théorème 1.1, on a H1
∂Ω(Ωf

ε ) s’injecte continûment et dense dans L2(Ωf
ε ) (respective-

ment H1(Ωs
ε) s’injecte continûment et dense dans L2(Ωs

ε)). De plus L2(Ωf
ε ) s’injecte continûment dans

(H1
∂Ω(Ωf

ε ))′ (respectivement L2(Ωs
ε) s’injecte continûment dans (H1(Ωs

ε))′) et ∂u
f
ε

∂t
∈ L2(0, T ; (H1

∂Ω(Ωf
ε ))′)

(respectivement ∂usε
∂t
∈ L2(0, T ; (H1(Ωs

ε))′). Donc d’après le lemme 1.3, nous avons les résultats sui-
vants

1
2‖u

f
ε (T )− ufε,n(T )‖2

L2(Ωfε ) =
∫ T

0
〈∂u

f
ε

∂t
−
∂ufε,n
∂t

, ufε − ufε,n〉(H1
∂Ω(Ωfε ))′,H1

∂Ω(Ωfε )dt

et
1
2‖u

s
ε(T )− usε,n(T )‖2

L2(Ωsε) =
∫ T

0
〈∂u

s
ε

∂t
−
∂usε,n
∂t

, usε − usε,n〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε)dt.

Par suite

1
2‖u

f
ε (T )− ufε,n(T )‖2

0,Ωfε
+ 1

2‖u
s
ε(T )− usε,n(T )‖2

0,Ωsε + α1‖∇ufε −∇ufε,n‖2
L2(0,T ;L2(Ωfε ))

+ α2‖∇usε −∇usε,n‖2
L2(0,T ;L2(Ωsε)) ≤

∫ T

0

∫
Ωfε
Vε∇(ufε,n − ufε )(ufε,n − ufε )dxdt (3.15)

+ ε
∫ T

0

∫
Γε

(F (ufε,n)− F (ufε ))(ufε − ufε,n)dσxdt.

Ainsi en notant les termes à droite de l’inégalité comme suit

I1 =
∫ T

0

∫
Ωfε
Vε(∇ufε,n −∇ufε )(ufε − ufε,n)dxdt, I2 =

∫ T

0

∫
Γε
ε(F (ufε,n)− F (ufε ))(ufε − ufε,n)dσxdt,

et en utilisant le fait que Vε ∈ H1
0 (Ωf

ε ) et que l’injection de H1
0 (Ωf

ε ) dans L4(Ωf
ε ) est continue (ceci

d’après le théorème 1.1), puis en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

|I1| ≤ ‖Vε‖L4(Ωfε )

∫ T

0
‖ufε (t)− ufε,n(t)‖L4(Ωfε )‖∇u

f
ε,n(t)−∇ufε (t)‖L2(Ωfε )dt.
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En utilisant, encore une fois, l’inégalité de Hölder et l’injection continue de H1
0 (Ωf

ε ) dans L4(Ωf
ε ), on

aura
|I1| ≤ C‖Vε‖H1

0 (Ωfε )‖u
f
ε − ufε,n‖L2(0,T ;Wε)‖∇ufε,n −∇ufε ‖L2(0,T ;L2(Ωfε )).

D’aprés le lemme 3.1 on trouve,

|I1| ≤ C‖ufε − ufε,n‖L2(0,T ;Wε)‖∇ufε,n −∇ufε ‖L2(0,T ;L2(Ωfε )).

D’autre part, on a
|I2| ≤

∫ T

0

∫
Γε
ε(F (ufε,n)− F (ufε ))(ufε − ufε,n)dσxdt,

or comme F est lipschitzienne, alors l’inégalité de Hölder permet d’avoir

|I2| ≤ C‖ufε − ufε,n‖L2(0,T ;L2(Γε))‖ufε − ufε,n‖L2(0,T ;L2(Γε)).

Ainsi, grâce au théorème 1.2, on obtient

|I2| ≤ C‖ufε − ufε,n‖L2(0,T ;(H1
∂Ω(Ωfε ))‖u

f
ε − ufε,n‖L2(0,T ;(H1

∂Ω(Ωfε )),

Donc l’inégalité (3.15) s’écrit comme suit

1
2‖u

f
ε,n(T )− ufε (T )‖2

0,Ωfε
+ 1

2‖u
s
ε,n(T )− usε(T )‖2

0,Ωsε + α1‖∇ufε,n −∇ufε ‖2
L2(0,T ;Ωfε ) (3.16)

+ α2‖∇usε,n −∇usε‖2
L2(0,T ;Ωsε) ≤ C‖ufε − ufε,n‖L2(0,T ;(H1

∂Ω(Ωfε ))‖u
f
ε − ufε,n‖L2(0,T ;(H1

∂Ω(Ωfε )),

ce qui implique que

‖∇uε,n −∇uε‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖uε − uε,n‖L2(0,T ;H1

0 (Ω))‖uε − uε,n‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)). (3.17)

Or, puisqu’on a uε,n converge vers uε dans L2(0, T,H1
0 (Ω)), on conclut que G est continu.

Montrons maintenant queG est compact. Pour cela, soit (uε,n)n une suite bornée dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

et soit uε,n = G(uε,n) l’unique solution de (3.14) associée à uε,n. En prenant, comme fonction test
wε = uε,n dans la formulation variationnelle (3.14) et en intégrant par rapport à t, on obtient

1
2(‖ufε,n(T )‖2

L2(Ωfε ) + ‖usε,n(T )‖2
L2(Ωsε)) + α1‖∇ufε,n‖2

L2(0,T ;L2(Ωfε )) + α2‖∇usε,n‖2
L2(0,T ;L2(Ωsε))

≤ C‖∇ufε,n‖L2(0,T,L2(Ωfε ))‖∇u
f
ε,n‖L2(0,T,L2(Ωfε )) + 1

2
(
‖ufin‖2

L2(Ωfε ) + ‖usin‖2
L2(Ωsε)

)
(3.18)

ce qui entraîne que
‖∇uε,n‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖∇uε,n‖L2(0,T ;L2(Ω)) + C,
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En utilisant l’inégalité de Young [40], on obtient

‖∇uε,n‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C.

On montre aussi que

‖
∂ufε,n
∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ωfε )) ≤ C.

En effet, soit wfε dans L2(0, T ;H1
0 (Ωf

ε )). En prenant wε = (wfε , 0) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) comme fonction

test dans l’équation (3.14), on trouve

〈∂u
f
ε

∂t
, wfε 〉(H−1(Ωfε ))′,H1

0 (Ωfε ) +
∫

Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+

∫
Ωfε
Vε∇ufεwfε dx = 0. (3.19)

Donc

‖∂u
f
ε

∂t
‖H−1(Ωfε ) = sup

φ∈H1
0 (Ωfε ),‖φ‖=1

|〈∂u
f
ε

∂t
, φ〉|

≤ sup
φ∈H1

0 (Ωfε ),‖φ‖=1
(|
∫

Ωfε
Kf
ε∇ufε∇φdx|+ |

∫
Ωfε
V∇ufεφdx|).

En utilisant l’inégalité de Hölder, on aura

‖∂u
f
ε

∂t
‖H−1(Ωfε ) ≤ sup

φ∈H1
0 (Ωfε ),‖φ‖=1

(‖Kf
ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u

f
ε ‖L2(Ωfε )‖∇φ‖L2(Ωfε )

+ ‖Vε‖L4(Ωfε )‖∇u
f
ε ‖L2(Ωfε )‖φ‖L4(Ωfε )).

Or puisque l’injection de H1
0 (Ωf

ε ) dans L4(Ωf
ε ) est continue, on a

‖∂u
f
ε

∂t
‖H−1(Ωfε ) ≤ sup

φ∈H1
0 (Ωfε ),‖φ‖=1

(‖Kf
ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u

f
ε ‖L2(Ωfε )‖∇φ‖L2(Ωfε )

+ C‖∇Vε‖L2(Ωfε )‖∇u
f
ε ‖L2(Ωfε )‖∇φ‖L2(Ωfε )),

et comme Kf
ε ∈ L∞(Ωf

ε ) et Vε ∈ H1
0 (Ωf

ε ), alors on a

‖∂u
f
ε

∂t
‖H−1(Ωfε ) ≤ C‖∇ufε ‖L2(Ωfε ).

En intégrant de 0 à T , on obtient

‖∂u
f
ε

∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ωfε )) ≤ C‖∇ufε ‖L2(0,T ;L2(Ωfε )) ≤ C.
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Or d’après le théorème 1.2, on a l’injection de H1
∂Ω(Ωf

ε ) dans L2(Ωf
ε ) est compacte et l’injection de

L2(Ωf
ε ) dans H−1(Ωf

ε ) est continue. Donc d’après le lemme 1.5, on peut extraire une sous-suite, notée
encore (uε,n)n qui converge dans L2(0, T ;L2(Ωf

ε )).
Aussi grâce à l’injection compacte de H1

∂Ω(Ωf
ε ) dans H1−δ(Ωf

ε ) pour tout 0 < δ < 1
2 et l’injection

continue de H1−δ(Ωf
ε ) dans H−1(Ωf

ε ), et d’après le lemme 1.5, on peut extraire une sous-suite, notée
encore (uε,n)n qui converge dans L2(0, T ;H1−δ(Ωf

ε )). Par suite, en utilisant la continuité de l’opérateur
trace de H1−δ(Ωf

ε ) dans L2(Γε), on aura la suite (uε,n)n converge dans L2(0, T ;L2(Γε)).
Soit maintenant uε,n et uε,m deux sous-suites de uε,n qui sont respectivement unique solution de
la formulation (3.14) associée à uε,n et à uε,m. En soustrayant ces deux formulations, on obtient
l’équation suivante

‖∇uε,n −∇uε,m‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖∇ufε,n −∇ufε,m‖L2(0,T ;L2(Ωfε ))‖u

f
ε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Ωfε ))

+ε‖F (ufε,n)− F (ufε,m)‖L2(0,T ;L2(Γε))‖ufε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Γε)).

En utilisant le fait que F est lipschitzienne et que l’opérateur trace est continu, on aura

‖∇uε,n −∇uε,m‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖ufε,n − ufε,m‖L2(0,T ;H1

∂Ω(Ωfε ))(‖u
f
ε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Ωfε ))

+ ‖ufε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Γε))).

Donc

‖∇uε,n −∇uε,m‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ 2Csup

m
(‖ufε,m‖L2(0,T ;H1

∂Ω(Ωfε )))(‖u
f
ε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Ωfε ))

+ ‖ufε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Γε))).

D’où la suite uε,n est de Cauchy dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Ce qui montre que G est compact.

Puisque G est continu et compact, pour montre que G admet un point fixe. On considère la boule
ouverte B, définie par :

B = {uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), ‖uε‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) < R}

avec R = C + 1. L’opérateur G n’admet pas de point fixe sur ∂B. Donc deg[I −G,B, 0] est défini et
indépendant de λ. Par l’utilisation du théorème 1.6, puisque G0 correspond au problème suivant :

〈∂u
f
ε

∂t
, wfε 〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) + 〈∂u

s
ε

∂t
, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx = 0

(3.20)
qui admet une unique solution uε, grâce au lemme 1.6, donc

deg[I −G0, B, 0] = 1.
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Par suite
deg[I −G1, B, 0] = 1.

Par concésquent, il existe uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), tel que G1(uε) = uε et de plus ∂uε

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Pour montrer l’unicité de la solution, on suppose que u1
ε et u2

ε sont deux solutions du problème
(3.8), ainsi en soustrayant les deux formulations associées aux solutions u1

ε et u2
ε , on trouve

∫ τ

0

〈
(∂u

f,1
ε

∂t
− ∂uf,2ε

∂t
), wfε

〉
(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε )

dt+
∫ τ

0

〈
(∂u

s,1
ε

∂t
− ∂us,2ε

∂t
), wsε

〉
(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε)

dt

+
∫

Ωfε
Kf
ε (∇uf,1ε −∇uf,2ε )∇wfε dx+

∫
Ωsε
Ks
ε (∇us,1ε −∇us,2ε )∇wsεdx

+
∫

Ωfε
Vε∇(uf,1ε − uf,2ε )wfε dx+ εσ

∫
Γε

(F (uf,1ε )− F (uf,2ε ))wfε dσx = 0.

En prenant alors wfε = uf,1ε − uf,2ε et wsε = us,1ε − us,2ε , puis en intégrant par rapport à t, on obtient

1
2(‖u1

ε(τ)− u2
ε(τ)‖L2(Ωfε ) + ‖us,1ε (τ)− us,2ε (τ)‖L2(Ωsε)) +

∫ τ

0

∫
Ωfε
Kf
ε |∇(uf,1ε − uf,2ε )|2dxdt

+
∫ τ

0

∫
Ωsε
Ks
ε |∇(us,1ε − us,2ε )|2dxdt+

∫ τ

0

∫
Ωfε
Vε∇(uf,1ε − uf,2ε )(uf,1ε − uf,2ε )dxdt

+ εσ
∫ τ

0

∫
Γε

(F (uf,1ε )− F (uf,2ε ))(uf,1ε − uf,2ε )dσxdt = 0.

Or puisque ∇.Vε = 0, on aura

1
2(‖u1

ε(τ)− u2
ε(τ)‖L2(Ωfε ) + ‖us,1ε (τ)− us,2ε (τ)‖L2(Ωsε)) +

∫ τ

0

∫
Ωfε
Kf
ε |∇(uf,1ε − uf,2ε )|2dxdt

+
∫ τ

0

∫
Ωsε
Ks
ε |∇(us,1ε − us,2ε )|2dxdt+ εσ

∫ τ

0

∫
Γε

(F (uf,1ε )− F (uf,2ε ))(uf,1ε − uf,2ε )dσxdt = 0.

Donc, en utilisant le fait que Kf
ε , K

s
ε sont coercives et l’hypothèse (H2), on obtient que

‖u1
ε − u2

ε‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ 0.

D’où le résultat.

Résultats de la convergence à deux échelles

Afin de montrer le résultat de la convergence à deux échelles du problème d’homogénéisation,
nous aurons besoin de certaines estimations à priori sur la solution uε et sur sa dérivée par rapport
au temps ∂uε

∂t
. Ceci fait l’objet du lemme suivant.

Lemme 3.3 Nous avons les estimations suivantes :

‖uε‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) + ‖∇uε‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C (3.21)



3.2. ETUDE PAR HOMOGÉNÉISATION DES MODÈLES D’ÉCHANGE THERMIQUE 59

‖∂uε
∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C (3.22)

Démonstration
La première estimation a déjà été établie dans la preuve du lemme 3.2. Il reste alors à montrer l’es-
timation sur ∂uε

∂t
. Pour cela, en prenant comme fonction test dans la formulation variationnelle (3.8),

la fonction wε ∈ L2(0, T,H1
0 (Ω)), telle que wε = (wfε , wsε) ∈ L2(0, T,H1

∂Ω(Ωf
ε )) × L2(0, T,H1(Ωs

ε)),
on aura

|〈∂uε
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| = |〈

∂ufε
∂t

, wfε 〉(H1
∂Ω(Ωfε ))′,H1

∂Ω(Ωfε ) + 〈∂u
s
ε

∂t
, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε))|.

En utilisant ensuite l’inégalité de Hölder à la formulation variationnelle, pour tout t ∈ [0, T ], on
obtient

|〈∂uε(t)
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε (t)‖L2(Ωfε )‖∇w

f
ε (t)‖L2(Ωfε )

+ |
∫

Ωfε
Vε∇ufεwfε dx |

+ ‖Ks
ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u

s
ε(t)‖L2(Ωsε)‖∇w

s
ε(t)‖L2(Ωsε)

+ |ε
∫

Γε
F (ufε (t))wfε (t)dσx|.

D’après le caractére lipschitizien de F et ∇.Vε = 0, on aura

|〈∂uε(t)
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε (t)‖L2(Ωfε )‖∇w

f
ε (t)‖L2(Ωfε )

+ |
∫

Ωfε
Vεu

f
ε∇wfε dx |

+ ‖Ks
ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u

s
ε(t)‖L2(Ωsε)‖∇w

s
ε(t)‖L2(Ωsε)

+ εC
∫

Γε
|ufε (t)||wfε (t)|dσx,

puis en utilisant, encore une fois, l’inégalité de Hölder, on obtient

|〈∂uε(t)
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε (t)‖L2(Ωfε )‖∇w

f
ε (t)‖L2(Ωfε )

+ ‖Vε‖L2(Ωfε )‖u
f
ε (t)‖L∞(Ωfε )‖∇w

f
ε (t)‖L2(Ωfε )

+ ‖Ks
ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u

s
ε(t)‖L2(Ωsε)‖∇w

s
ε(t)‖L2(Ωsε)

+ ε‖ufε (t)‖L2(Γε)‖wfε (t)‖L2(Γε).

D’après le lemme 1.8 et plus précisément l’inégalité (1.32), on a

‖∇wfε ‖L2(Ωfε ) ≤ ‖∇wε‖L2(Ω), ‖∇wsε‖L2(Ωsε) ≤ ‖∇wε‖L2(Ω) et
√
ε‖u‖L2(Γε) ≤ C‖∇u‖L2(Ωfε ),
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ce qui entraîne que

|〈∂uε(t)
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε (t)‖L2(Ωfε )‖∇wε(t)‖L2(Ω)

+ ‖Vε‖L2(Ωfε )‖u
f
ε (t)‖L∞(Ωfε )‖∇wε(t)‖L2(Ω)

+ ‖Ks
ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u

s
ε(t)‖L2(Ωsε)‖∇wε(t)‖L2(Ω)

+ C‖∇ufε (t)‖L2(Ωfε )‖∇wε(t)‖L2(Ω).

Par définition de H−1 et en utilisant une intégration par rapport au temps, le lemme 3.1 et les
estimations suivantes

‖ufε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωfε )) ≤ C et ‖∇uε‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C,

on aura

‖∂uε
∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ω) ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωfε ))‖∇u
f
ε ‖L2(0,T ;L2(Ωfε )) + C‖Ṽε‖L2(Ω)‖ufε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωfε ))

+ ‖Ks
ε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωsε))‖∇u

s
ε‖L2(0,T ;L2(Ωsε)) + C‖∇ufε ‖L2(0,T ;L2(Ωfε )).

≤ C.

Dans la suite, en utilisant les estimations ci-dessus, nous montrons les résultats de la convergence
à deux échelles suivants.

Lemme 3.4 Supposons que les hypothèses (H1) − (H3) sont satisfaites, alors de la suite uε de
solutions du problème d’homogénéisation, on peut extraire une sous-suite notée encore uε et il existe
deux fonctions u0 (solution du problème homogénéisé (3.58)) et u1, tels que quand ε tend vers 0, nous
avons :

1. uε ⇀ u0 faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

2. ∂uε
∂t

⇀ ∂u0
∂t

faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

3. uε → u0 fortement dans L2(0, T ;H1−δ(Ω)) pour tout 0 < δ < 1
2 ,

de plus
√
ε‖uε − u0‖L2(0,T ;L2(Γε)) tend vers 0.

4. uε converge à deux échelles vers u0(t, x) dans L2(0, T ;L2(Ω)).

5. χsε∇usε converge à deux échelles vers χs(y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y)),
avec u1(t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)).

6. χfε∇ufε converge à deux échelles vers χf (y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y)),
avec u1(t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)).
où χsε(x) = χs(x

ε
) ( resp. χfε (x)) la fonction caractéristique de Ωs

ε ( resp. Ωf
ε ) et χs(y) ( resp.

χf (y)) celle de Y s( resp. Y f ).
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Démonstration
La preuve des assertions 1. et 2. est une conséquence directe du fait que uε est bornée dans L2(0, T ;H1

0 (Ω))
et que ∂uε

∂t
bornée L2(0, T ;H−1(Ω)). Il en découle donc qu’il existe une sous-suite notée uε, telle

que uε converge faiblement vers u0 dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et ∂uε

∂t
converge faiblement vers ∂u0

∂t
dans

L2(0, T ;H−1(Ω)).
Pour montrer 3., nous utilisons l’injection continue de H1−δ(Ω) dans H−1(Ω) et l’injection com-

pacte de H1
0 (Ω) dans H1−δ(Ω), avec 0 < δ < 1

2 . En effet, puisque nous avons uε est borné dans
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) et ∂uε
∂t

est bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)), d’après le lemme 1.5, il existe une sous-
suite notée uε qui converge fortement vers u0 dans L2(0, T ;H1−δ(Ω)). Ensuite, d’après le lemme 1.8,
nous avons le résultat de continuité de l’opérateur trace sur les surfaces d’oscillation suivant

√
ε‖uε − u0‖L2(0,T ;L2(Γε)) ≤ C‖uε − u0‖L2(0,T ;H1−δ(Ωfε )) ≤ C‖uε − u0‖L2(0,T ;H1−δ(Ω)),

et donc
lim
ε→0

√
ε‖uε − u0‖L2(0,T ;L2(Γε)) = 0.

Ce qui prouve 3.
Quant à la preuve de l’assertion 4., elle découle directement du lemme 1.9. En effet, puisque

nous avons uε est bornée dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), donc d’après le lemme 1.9, on peut en extraire une

sous-suite, telle que χfε ufε qui converge à deux échelles vers χfu0 dans L2(0, T ;L2(Ω)) et χfε (∇uε)
converge à deux échelles vers χf (∇xu0 +∇yu1), avec u1 ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)). Ce qui montre
5..

Il reste juste à montrer l’assertion 6.. Pour cela, comme on a usε est bornée dans L∞(0, T, L2(Ωs
ε))

et ∇usε est bornée dans L2(0, T, L2(Ωs
ε))), on aura usε est bornée dans L2(0, T,H1(Ωs

ε)). Ainsi d’une
manière similaire à la preuve de 5., on peut en extraire une sous-suite telle que χsεusε converge à deux
échelles vers χsu0 in L2(0, T ;L2(Ω)), et χsε(∇uε) converge à deux échelles vers χs(∇xu0 +∇yu1), avec
u1 ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)). D’où le résultat.
Nous allons maintenant montrer le résultat de convergence associé au terme non linéaire sur la

frontière.

Lemme 3.5 Soit uε la solution du problème (3.8) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), qui converge à deux échelles

vers u0, alors on a

lim
ε→0

εσ
∫ T

0

∫
Γε
F (ufε )φfε dσxdt = σ | Γ |

| Y |

∫ T

0

∫
Ω
F (u0(t, x))φf0(t, x)dxdt,

pour tout φfε ∈ D(0, T ;D(Ω;C∞] (Γ))) qui s’écrit

φfε (t, x,
x

ε
) = φf0(t, x) + ε φf1(t, x, x

ε
).
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Démonstration
Pour montrer cette convergence, nous utilisons tout d’abord la décomposition suivante :

ε
∫ T

0

∫
Γε
F (ufε )(φ

f
0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt = I1 + I2,

avec
I1 = ε

∫ T

0

∫
Γε
F (u0)(φf0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt,

et
I2 = ε

∫ T

0

∫
Γε

(F (ufε )− F (u0))(φf0(t, x) + εφf1(t, x, x
ε

))dσxdt.

Nous avons d’une part l’intégrale I1 converge vers

σ

|Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Γ
F (u0)φ0(t, x)dσydxdt = σ | Γ |

| Y |

∫ T

0

∫
Ω
F (u0(t, x))φf0(t, x)dxdt.

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

|I2| ≤ ε(
∫ T

0

∫
Γε
|φ0|2dσxdt)

1
2

(∫ T

0

∫
Γε
|F (ufε )− F (u0)|2dσxdt

) 1
2

+ε2
(∫ T

0

∫
Γε
|φ1|2dσxdt

) 1
2
(∫ T

0

∫
Γε
|F (ufε )− F (u0)|2dσxdt

) 1
2

.

or puisque uε converge vers u0 dans L2(0, T ;L2(Γε)), alors on a

lim I2
ε→0

= 0.

Ce qui nous permet de conclure.

3.2.2 Etude du modèle avec le terme d’échange radiatif |ufε |ufε

Dans cette section, nous étudions le modèle de transfert de la chaleur avec un terme de radiations
sous la forme F (x) = |x|x qui n’est pas nécessairement une fonction lipschitzienne, mais qui vérifie
la condition de la monotonie et de la continuité. Nous proposons une étude de l’existence et de
l’unicité de la solution du problème d’homogénéisation en utilisant le degré topologique de Leray
Schauder. Pour cela, nous faisons appel à quelques outils d’analyse mathématique, tels que le principe
du maximum, la positivité de la solution et sa bornitude sur le bord. Ensuite, nous établissons le
résultat de la convergence à deux échelles.

Considérons tout d’abord la formulation faible du problème qui s’écrit

Trouver uε = (ufε |Ωfε , u
s
ε|Ωsε) ∈ L

2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)) et ∂uε

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω))
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solution de

〈∂u
f
ε

∂t
, wfε 〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+ 〈∂u

s
ε

∂t
, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx (3.23)

+
∫

Ωfε
Vε∇ufεwfε dx+ ε σ

∫
Γε
|ufε |ufε wfε dσx = 0, ∀wε = (wfε |Ωfε , w

s
ε |Ωsε) ∈ L

2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Remarque 3.1 Notons que dans la formulation faible (3.23), nous cherchons à trouver une solu-
tion uε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)), ceci dans le but d’assurer le fait que le terme∫
Γε
|ufε |ufεwfε dσx est bien défini. Ce qui est en fait garantit grâce à un résultat de bornitude de ufε sur

le bord Γε prouvé, par la suite, dans le lemme 3.8.

Nous allons maintenant étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.23). Pour ce
faire nous établissons quelques estimations a priori sur la solution qui vont nous servir également
pour étudier les convergences nécessaires pour l’identification du problème homogénéisé.

Résultat d’existence et d’unicité du problème d’homogénéisation

Pour montrer l’existence de la solution du problème (3.23), nous utilisons le degré topologique
de Leray-Schauder. Pour cela, nous commençons par montrer quelques lemmes sur des estimations
a priori et quelques résultats de bornitude et de positivité de la solution.

Lemme 3.6 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites, alors il existe une constante
C > 0, indépendante de ε, telle que la solution faible du problème microscopique (3.23) satisfait
l’estimation a priori suivante

‖uε‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C. (3.24)

Démonstration
En prenant w = uε, dans la formulation variationnelle (3.23) et par intégration en t sur (0, τ) avec
τ ∈ (0, T ], on aura

1
2‖u

f
ε (τ)‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖u

s
ε(τ)‖2

L2(Ωsε) +
∫ τ

0

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇ufε dxdt+

∫ τ

0

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇usεdxdt

+
∫ τ

0

∫
Ωfε
Vε.∇ufε ufε dxdt+ εσ

∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |(ufε )2dσxdt ≤ C.

Puis, en utilisant le fait que ∇ · Vε = 0 et la coercitivité de Kf
ε et Ks

ε , on obtient l’inégalité suivante

1
2‖u

f
ε (τ)‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖u

s
ε(τ)‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇ufε ‖2
L2(0,τ ;L2(Ωfε )) + α2‖∇usε‖2

L2(0,τ ;L2(Ωsε))

+ εσ‖ufε ‖3
L3(0,τ ;L3(Γε)) ≤ C.
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Alors, on a
‖uε‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖∇uε‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) + εσ‖ufε ‖3
L3(0,T ;L3(Γε)) ≤ C.

Dans le deuxième lemme, nous visons à montrer la bornitude et la positivité de ufε et usε , en
utilisant le principe du maximum.

Lemme 3.7 Si uε est solution de (3.23), alors pour tout t ∈ [0, T ], il existe une constante C > 0
indépendante de ε, telle que

0 ≤ uiε(t, x) ≤ C, pour i = s, f. (3.25)

Démonstration
Définissons tout d’abord M = max(‖ufin‖L∞(Ωfε ), ‖u

s
in‖L∞(Ωsε)) qui est bien défini, puisque les données

initiales sont des fonctions de L∞.
En prenant les fonctions tests wfε = (ufε −M)+ et wsε = (usε −M)+ dans la formulation faible (3.23),
on obtient

〈∂u
f
ε

∂t
, (ufε −M)+〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇(ufε −M)+dx

+ 〈∂u
s
ε

∂t
, (usε −M)+〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇(usε −M)+dx

+
∫

Ωfε
Vε∇ufε (ufε −M)+dx+ εσ

∫
Γε
|ufε |ufε (ufε −M)+dσx = 0.

Par suite, on aura

〈∂(ufε −M)+

∂t
, (ufε −M)+〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε )

∫
Ωfε
Kf
ε (∇(ufε −M)+)2dx

+ 〈∂(usε −M)+

∂t
, (usε −M)+〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε (∇(usε −M)+)2dx

+
∫

Ωfε
Vε∇(ufε −M)+(ufε −M)+dx+ εσ

∫
Γε
|ufε |(ufε −M)2

+dσx

+ εσ
∫

Γε
|ufε |M(ufε −M)+dσx = 0,

puis, en intégrant par rapport au temps et en utilisant la coercivité de Ks et Kf et le fait que
∇.Vε = 0 dans Ωf

ε , on obtient

1
2‖(u

f
ε −M)+‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖(u

s
ε −M)+‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇(ufε −M)+‖2
L2(0,τ ;L2(Ωfε ))

+ α2‖∇(usε −M)+‖2
L2(0,τ ;L2(Ωsε)) + εσ

∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |(ufε −M)2

+dσxdt

+ εσ
∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |M(ufε −M)+dσxdt ≤ 0.

Par conséquent pour tout t ∈ [0, T ], nous avons uiε(t, x) ≤ C, pour i = s, f .
Il reste alors à montrer que pour tout t ∈ [0, T ], nous avons uiε(t, x) ≥ 0, pour i = s, f . Pour cela, en
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prenant les fonction tests wfε = −(ufε )− et wsε = −(usε)− dans la formulation faible (3.23), on aura

− 〈∂u
f
ε

∂t
, (ufε )−〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε )dx−

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇(ufε )−dx− 〈

∂us

∂t
, (usε)−〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε)

−
∫

Ωsε
Ks
ε∇usε∇(usε)−dx−

∫
Ωfε
Vε∇ufε (ufε )−dx− εσ

∫
Γε
|ufε |ufε (ufε )−dσx = 0.

Ainsi, en utilisant la définition de (ufε )− et (usε)−, on obtient

〈∂(ufε )−
∂t

, (ufε )−〉(H1
∂Ω(Ωfε ))′,H1

∂Ω(Ωfε ) +
∫

Ωfε
Kf
ε (∇(ufε )−)2dx+ 〈∂(usε)−

∂t
, (usε)−〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε)

+
∫

Ωsε
Ks
ε (∇(usε)−)2dx+

∫
Ωfε
Vε∇(ufε )−(ufε )−dx+ εσ

∫
Γε
|ufε |(ufε )2

−dσx = 0,

puis, en intégrant par rapport au temps et en utilisant la coercivité de Ks et Kf et le fait que
∇.Vε = 0 dans Ωf

ε , on obtient

1
2‖(u

f
ε )−‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖(u

s
ε)−‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇(ufε )−‖2
L2(0,τ ;L2(Ωfε )) + α2‖∇(usε)−‖2

L2(0,τ ;L2(Ωsε)) (3.26)

+εσ
∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |(ufε )2

−dσxdt ≤ 0.

Par conséquent, pour tout t ∈ [0, T ], nous aurons uiε(t, x) ≥ 0, pour i = s, f . Ce qui achève la preuve
de ce lemme.
Nous allons maintenant montrer un résultat clé qui nous permet d’avoir la bornitude de la solution
sur le bord. Ce dernier a été donné, sans démonstration, comme remarque dans [24]. Il va en fait
nous servir tout au long de l’étude de l’existence de ce problème.

Lemme 3.8 Soit Ω un ouvert borné de Rd de frontière lipschitzienne. Si u appartient à H1(Ω) ∩
L∞(Ω), alors u appartient à L∞(∂Ω) et

‖u‖L∞(∂Ω) ≤ ‖u‖L∞(Ω).

Démonstration
Soit u ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω). En utilisant la technique de régularisantion et de troncature, considérons
la suite suivante

un = ρn ∗ α̃u ∈ C(Ω), avec α̃u ∈ H1(Rd),

où (ρn)n est une suite régularisante, α est une fonction dans C1
c (Ω), qui verifie 0 ≤ α ≤ 1 et α =

1 au voisinage de Kn ⊂ Ω, avec

Kn = {x ∈ Rd, tel que ‖x‖ ≤ n et dist(x,Ωc) ≥ 2
n
} et

⋃
n∈N?

Kn = Ω
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f̃ désigne l’extension de la fonction f par 0 en dehors de Ω et Ωc est le complémentaire de Ω dans
Rd. Alors on a

supp(un) ⊂ supp(ρn) + supp(α̃u).

Ce qui entraîne que

supp(un) ⊂ B(0, 1
n

) +Kn ⊂ Ω

et
‖un − u‖L2(Ω) = ‖un − α̃u‖L2(Rd) = ‖ρn ∗ α̃u− α̃u‖L2(Rd) −→

n→+∞
0.

Aussi d’après [13], on a
∇un −→ ∇u in L2(Ω).

En utilisant la définition de la suite régularisante, on a

‖un‖L∞(Ω) = ‖ρn ∗ α̃u‖L∞(Rd) ≤ ‖ρn‖L1(Rd)‖α̃u‖L∞(Rd),

où ‖ρn‖L1(Rd) = 1, alors pour tout n, on a

‖un‖L∞(Ω) ≤ ‖α̃u‖L∞(Rd) ≤ ‖u‖L∞(Ω).

Ainsi on a montré qu’il existe une suite (un) telle que

un → u dans H1(Ω)

et
|un| ≤M = ‖u‖L∞(Ω) p.p. x ∈ Ω.

En utilisant la continuité de l’opérateur trace, on a

un → u dans L2(∂Ω).

Montrons alors que
|un| ≤M p.p x ∈ ∂Ω.

Supposons que ce résultat est faux. Ceci entraîne qu’il existe n0 ∈ N et x0 ∈ ∂Ω, tels que

|un0(x0)| > M.

Définissons alors la fonction H par

H(x) = (|un0(x)| −M)+ pour tout x ∈ Ω.
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Or comme on a H(x0) 6= 0, en utilisant le fait que H est continue dans Ω, donc il existe Ox0 un
voisinage ouvert de x0, tel queH(x) 6= 0, pour tout x ∈ Ox0 et Ox0∩Ω 6= ∅. Ce qui est en contradiction
avec le fait que pour tout n, on a

|un| ≤M p.p. x ∈ Ω.

Par suite on a
|un| ≤M p.p. x ∈ ∂Ω.

En appliquant le théorème de Lebesgue, on peut extraire de la suite (un)n une sous-suite notée encore
(un)n telle que

un(x) converge vers u(x) pour p.p. x ∈ ∂Ω, lorsque n→∞.

Alors finalement, on a
|u| ≤M p.p. x ∈ ∂Ω.

Par conséquent
‖u‖L∞(∂Ω) ≤ ‖u‖L∞(Ω).

Les trois résultats qu’on a montrés précédemment sont très utiles pour étudier l’existence et l’unicité
de la solution du problème (3.23). Nous avons alors le résultat suivant

Théorème 3.2 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites, alors le problème (3.23)
admet une unique solution dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)).

Démonstration
Notons tout d’abord que pour tout uε fixé dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)), le problème
variationnel

〈∂u
f
ε

∂t
, wfε 〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+ 〈∂u

s
ε

∂t
, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) (3.27)

+
∫

Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx+

∫
Ωfε
Vε∇ufεwfε dx+ εσ

∫
Γε
|ufε |ufεwfε dσx = 0, ∀wε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)),

avec ∂uε
∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), admet une unique solution uε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)) ;
grâce au lemme 1.6. Ainsi, en utilisant la même preuve que celle du lemme 3.7, on aura uε est dans
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)).
Définissons maintenant l’opérateur suivant

G : L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)) −→ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω))

uε 7−→ uε,
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où uε est l’unique solution du problème (3.27). Il est simple de voir que l’opérateur G est bien défini.
Afin de prouver l’existence de la solution du problème (3.8), il faut montrer que l’opérateur G admet
un point fixe. Ceci en utilisant le degré topologique de Leray Schauder, qu’il faut montrer que G est
compact, continu et trouver R > 0, tel qu’il n’existe aucune solution de u − λG(u) = 0 satisfaisant
‖u‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) = R, pour tout λ ∈ [0, 1].
Tout d’abord, dans le but de monter la continuité de l’opérateur G, on considère la suite uε,n dans
L2(0, T,H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)), telle que

uε,n −→
n→∞

uε in L2(0, T,H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)),

et prouvons que

G(uε,n) −→
n→∞

G(uε) dans L2(0, T,H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)).

En effet, Soit uε,n (respectivement uε) l’unique solution associée à uε,n (respectivement à uε) de la
formulation (3.27).
En utilisant les mêmes techniques que dans la preuve de la continuité de l’opérateur de point fixe
dans le cas du problème avec terme de radiation lipschitzien, et d’après le lemme 1.8 et le lemme 3.8,
il existe C indépendante de n et ε, telle que

1
2‖u

f
ε,n(τ)− ufε (τ)‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖u

s
ε,n(τ)− usε(τ)‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇ufε,n −∇ufε ‖2
L2(0,τ ;Ωfε )

+ α2‖∇usε,n −∇usε‖2
L2(0,τ ;Ωsε) + εσ

∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |(ufε − ufε,n)2dσxdt

≤ C‖ufε − ufε,n‖L2(0,τ ;H1
∂Ω(Ωfε ))‖u

f
ε − ufε,n‖L2(0,τ ;H1

∂Ω(Ωfε )),∀τ ∈ (0, T ] .

Par suite

‖∇uε,n −∇uε‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖uε − uε,n‖L2(0,T ;H1

0 (Ω))‖uε − uε,n‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)). (3.28)

Or, puisqu’on a uε,n converge vers uε dans L2(0, T,H1
0 (Ω)), on conclut que G est continu.

Montrons maintenant que l’opérateur G est compact. Pour cela, soit (uε,n)n une suite bornée dans
L2(0, T ;H1

0 (Ω))∩L∞(0, T ;L∞(Ω)) et soit uε,n = G(uε,n) l’unique solution du problème (3.27) associée
à uε,n. En prenant, comme fonction test wε = uε,n dans la formulation (3.27) et en intégrant par
rapport à t, on obtient

1
2‖u

f
ε,n(τ)‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖u

s
ε,n(τ)‖2

L2(Ωsε) + +α1‖∇ufε,n‖2
L2(0,τ ;Ωfε ) + α2‖∇usε,n‖2

L2(0,τ ;Ωsε) (3.29)

+εσ
∫ τ

0

∫
Γε
|ufε,n|(ufε,n)2dσxdt ≤ C,



3.2. ETUDE PAR HOMOGÉNÉISATION DES MODÈLES D’ÉCHANGE THERMIQUE 69

ce qui entraîne que
‖∇uε,n‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C.

Ainsi, en faisant un choix convenable de la fonction test dans l’équation (3.27), et en procédant de la
même manière que pour la preuve de l’estimation de la dérivée par rapport au temps de la solution,
dans le cas du terme de radiation lipschitzien, on obtient

‖
∂ufε,n
∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ωfε )) ≤ C.

Or d’après le théorème 1.2, on a l’injection de H1
∂Ω(Ωf

ε ) dans H1−δ(Ωf
ε ) est compacte, pour tout

0 < δ < 1
2 et l’injection de H1−δ(Ωf

ε ) dans H−1(Ωf
ε ) continue. Donc d’après le lemme 1.5, on peut

extraire une sous-suite notée encore (uε,n)n qui converge dans L2(0, T ;H1−δ(Ωf
ε )). Par suite, en uti-

lisant la continuité de l’opérateur trace de H1−δ(Ωf
ε ) dans L2(Γε), la suite (uε,n)n converge dans

L2(0, T ;L2(Γε)).
Soit maintenant uε,n et uε,m deux sous-suites de (uε,n)n qui sont respectivement l’unique solution de
la formulation (3.27) associée à uε,n, respectivement à uε,m. Donc en utilisant le lemme 1.8, le lemme
3.8 et la continuité de l’opérateur trace, on trouve

‖∇uε,n −∇uε,m‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖ufε,n − ufε,m‖L2(0,T ;H1

∂Ω(Ωfε ))‖u
f
ε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Γε))

+ C‖ufε,n − ufε,m‖2
L2(0,T ;L2(Γε)),

D’où

‖∇uε,n −∇uε,m‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ 2Csup

m
(‖ufε,m‖L2(0,T ;H1

∂Ω(Ωfε )))‖u
f
ε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Γε))

+ C‖ufε,n − ufε,m‖2
L2(0,T ;L2(Γε)).

Par suite (uε,n) est une suite de Cauchy dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Ce qui montre que l’opérateur G est

compact.
Puisque G est continu et compact, pour montrer que G admet un point fixe, on considère la boule
ouverte B, définie par :

B = {uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)), ‖uε‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) < R}
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avec R = C + 1. L’opérateur G n’admet pas de point fixe sur ∂B. Donc deg[I −G,B, 0] est défini et
indépendant de λ. En utilisant le théorème 1.6, puisque G0 correspond au problème suivant :

〈∂u
f
ε

∂t
, wfε 〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) + 〈∂u

s
ε

∂t
, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx

+
∫

Ωfε
Vε∇ufεwfε dx = 0

qui admet une unique solution uε, grâce au lemme 1.6, donc

deg[I −G0, B, 0] = 1.

Par suite
deg[I −G1, B, 0] = 1.

Par concésquent, il existe uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)), tel que G1(uε) = uε et de plus

∂uε
∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Pour terminer, notons que l’étude de l’unicité de la solution du problème (3.23) se fait de la même
manière que celle dans le cas du problème (3.8), tout en remarquant bien évidemment que la fonction
F (x) = |x|x satisfait les hypothèses F (0) = 0 et la monotonie. Ceci achève la preuve du théorème.

Résultats de la convergence à deux échelles

Afin de montrer le résultat de la convergence à deux échelles, nous aurons besoin de certaines
estimations a priori sur la solution uε et sur sa dérivée par rapport au temps ∂uε

∂t
. Ceci fait l’objet du

lemme suivant.

Lemme 3.9 Nous avons les estimations suivantes :

‖uε‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) + ‖∇uε‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (3.30)

‖∂uε
∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C. (3.31)

Démonstration
La première estimation est déjà établie dans la preuve du lemme 3.6 et du lemme 3.7. Il reste
alors à montrer l’estimation sur ∂uε

∂t
. Pour cela, en prenant comme fonction test dans la formulation

variationnelle (3.23) la fonction wε ∈ L2(0, T,H1
0 (Ω)), telle que wε = (wfε , wsε) ∈ L2(0, T,H1

∂Ω(Ωf
ε ))×

L2(0, T,H1(Ωs
ε)), on aura

|〈∂uε
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| = |〈

∂ufε
∂t

, wfε 〉(H1
∂Ω(Ωfε ))′,H1

∂Ω(Ωfε ) + 〈∂u
s
ε

∂t
, wsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε))|.
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En utilisant ensuite l’inégalité de Hölder à la formulation variationnelle, pour tout t ∈ [0, T ], on
obtient

|〈∂uε(t)
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε (t)‖L2(Ωfε )‖∇w

f
ε (t)‖L2(Ωfε )

+ |
∫

Ωfε
Vε∇ufεwfε dx |

+ ‖Ks
ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u

s
ε(t)‖L2(Ωsε)‖∇w

s
ε(t)‖L2(Ωsε)

+ ε
∫

Γε
|ufε (t)||ufε (t)||wfε (t)|dσx.

Alors

|〈∂uε(t)
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε (t)‖L2(Ωfε )‖∇w

f
ε (t)‖L2(Ωfε )

+ |
∫

Ωfε
Vεu

f
ε∇wfε dx |

+ ‖Ks
ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u

s
ε(t)‖L2(Ωsε)‖∇w

s
ε(t)‖L2(Ωsε)

+ ε
∫

Γε
|ufε (t)|2|wfε (t)|dσx,

d’après le lemme 3.8 et la première estimation 3.30 du lemme 3.9, on aura

‖ufε ‖L∞(0,T ;L∞(Γε)) ≤ C.

Ainsi en utilisant l’inégalité de Hölder, on trouve

|〈∂uε(t)
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε (t)‖L2(Ωfε )‖∇w

f
ε (t)‖L2(Ωfε )

+ ‖Vε‖L2(Ωfε )‖u
f
ε (t)‖L∞(Ωfε )‖∇w

f
ε (t)‖L2(Ωfε )

+ ‖Ks
ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u

s
ε(t)‖L2(Ωsε)‖∇w

s
ε(t)‖L2(Ωsε)

+ εσC‖ufε (t)‖L2(Γε)‖wfε (t)‖L2(Γε).

Or d’après le lemme 1.8, on a

‖∇wfε ‖L2(Ωfε ) ≤ ‖∇wε‖L2(Ω), ‖∇wsε‖L2(Ωsε) ≤ ‖∇wε‖L2(Ω) and
√
ε‖u‖L2(Γε) ≤ C‖∇u‖L2(Ωfε ),

ce qui entraîne que

|〈∂uε(t)
∂t

, wε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)| ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε (t)‖L2(Ωfε )‖∇wε(t)‖L2(Ω)

+ ‖Vε‖L2(Ωfε )‖u
f
ε (t)‖L∞(Ωfε )‖∇wε(t)‖L2(Ω)

+ ‖Ks
ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u

s
ε(t)‖L2(Ωsε)‖∇wε(t)‖L2(Ω)

+ σC ‖∇ufε (t)‖L2(Ωfε )‖∇wε(t)‖L2(Ω).



72 CHAPITRE 3. ETUDE THÉORIQUE PAR HOMOGÉNÉISATION DU PROBLÈME

Selon la définition de H−1 et en utilisant l’intégration par rapport au temps, le lemme 3.1 et les
estimations suivantes

‖ufε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωfε )) ≤ C et ‖∇uε‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C,

on aura

‖∂uε
∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ω) ≤ ‖Kf

ε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωfε ))‖∇u
f
ε ‖L2(0,T ;L2(Ωfε )) + C‖Ṽε‖L2(Ω)‖ufε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωfε ))

+ ‖Ks
ε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωsε))‖∇u

s
ε‖L2(0,T ;L2(Ωsε)) + C‖ufε ‖L∞(0,T ;L∞(Γε))‖∇ufε ‖L2(0,T ;L2(Ωfε )).

≤ C.

D’où le résultat.
Nous allons maintenant énoncer les résultats de convergence à deux échelles suivants, dont la preuve
se base sur les estimations ci-dessus et est analogue à celle du lemme 3.4.

Lemme 3.10 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites, alors de la suite uε de
solutions du problème d’homogénéisation, on peut extraire une sous-suite notée encore uε et il existe
deux fonctions u0 (solution du problème homogénéisé (3.58)) et u1, tel que quand ε tend vers 0, nous
avons :

1. uε ⇀ u0 faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

2. ∂uε
∂t

⇀ ∂u0
∂t

faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

3. uε → u0 fortement dans L2(0, T ;H1−δ(Ω)) pour tout 0 < δ < 1
2 ,

de plus
√
ε‖uε − u0‖L2(0,T ;L2(Γε)) tend vers 0.

4. uε converge à deux échelles vers u0(t, x) dans L2(0, T ;L2(Ω)).

5. χsε∇usε converge à deux échelles vers χs(y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y)) avec
u1(t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)).

6. χfε∇ufε converge à deux échelles vers χf (y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y)) avec
u1(t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)).
où χsε(x) = χs(x

ε
) ( resp. χfε (x)) la fonction caractéristique de Ωs

ε ( resp. Ωf
ε ) et χs(y) ( resp.

χf (y)) celle de Y s( resp. Y f ).

Nous montrons, par la suite, le résultat de la convergence associé au terme non linéaire sur la frontière.

Lemme 3.11 Soit uε la solution du problème (3.23) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), qui converge a deux

échelles vers u0. Alors on

lim
ε→0

εσ
∫ T

0

∫
Γε
|ufε |ufεφfε dσxdt = σ | Γ |

| Y |

∫ T

0

∫
Ω
|u0(t, x)|u0(t, x)φ(t, x)dxdt.
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pour tout φfε ∈ D(0, T ;D(Ω;C∞] (Γ))) qui s’écrit

φfε (t, x,
x

ε
) = φf0(t, x) + ε φf1(t, x, x

ε
).

Démonstration
Pour montrer cette convergence, nous utilisons tout d’abord la décomposition suivante :

ε
∫ T

0

∫
Γε
|ufε |(φ

f
0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt = I1 + I2,

avec
I1 = εσ

∫ T

0

∫
Γε
|ufε |u0(φf0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt,

et
I2 = εσ

∫ T

0

∫
Γε
|ufε |(ufε − u0)(φf0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt.

Nous avons d’une part uε qui converge à deux échelles vers u0. Donc l’intégrale I1 converge vers

σ

| Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Γ
|u0|u0φ0(t, x)dσydxdt = σ | Γ |

| Y |

∫ T

0

∫
Ω
|u0(t, x)|u0(t, x)φ(t, x)dxdt.

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

|I2| ≤ εσ

(∫ T

0

∫
Γε
|ufεφ0|2dσxdt

) 1
2
(∫ T

0

∫
Γε
|ufε − u0|2dσxdt

) 1
2

(3.32)

+ ε2σ

(∫ T

0

∫
Γε
|ufεφ1|2dσxdt

) 1
2
(∫ T

0

∫
Γε
|ufε − u0|2dσxdt

) 1
2

. (3.33)

or puisque uε converge vers u0 dans L2(0, T ;L2(Γε)), alors on a

lim I2
ε→0

= 0.

Ce qui nous permet de conclure.

3.2.3 Etude du modèle avec le terme d’échange radiatif |ufε |pufε
Dans cette section, nous étudions le modèle de transfert de la chaleur (3.5) en deux dimensions

avec un terme de radiation F sous la forme |ufε |pufε , pour tout p ∈ N∗. Ce modèle correspond
à un cas physique plus complexe décrivant plusieurs lois, telles que la loi de Planck ou celle de
Stefan-Boltzmann. Dans le but d’étudier, dans la suite, l’existence et l’unicité de la solution du
problème d’homogénéisation (3.5) associé à ce modèle, nous aurons besoin de quelques hypothèses
supplémentaires sur les données, pour avoir un peu plus de régularité sur la solution. Ces hypothèses
sont énoncées comme suit
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(H4) La dérivée des tenseurs de conductivité (∂tKf
ε , ∂tK

s
ε ) est bornée indépendamment de ε dans

L∞(0, T ;L∞(Ωf
ε ))× L∞(0, T ;L∞(Ωs

ε)) .

(H5) Le second membre de la condition initiale ufin (resp. usin) est dans L∞(Ωf
ε )∩H1

0 (Ωf
ε ) (resp. est

dans L∞(Ωs
ε) ∩H1

0 (Ωs
ε)), ainsi que

∂ufin
∂t

(resp. ∂u
s
in

∂t
) est dans L∞(Ωf

ε ) (resp. est dans L∞(Ωs
ε)).

Nous donnons tout d’abord la définition d’une solution faible du problème d’homogénéisation (3.5).

Définition 3.2 Sous les hypothèses (H1), (H4) et (H5), on dit que uε est une solution faible de
(3.5), si elle vérifie

∀uε = (ufε |Ωfε , u
s
ε|Ωsε) ∈ L

2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)) et ∂uε

∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tel que

∫
Ωfε

∂ufε
∂t

wfε dx+
∫

Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+

∫
Ωsε

∂usε
∂t

wsεdx+
∫

Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx (3.34)

+
∫

Ωfε
Vε∇ufεwfε dx+ εσ

∫
Γε
F (ufε )wfε dσx = 0, ∀wε = (wfε |Ωfε , w

s
ε |Ωsε) ∈ L

2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Remarque 3.2 1. Dans la définition 3.2, nous cherchons à trouver une solution uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))∩

L∞(0, T ;L∞(Ω)), ceci dans le but d’assurer le fait que le terme
∫

Γε
|ufε |pufεwfε dσx est bien dé-

fini. Ceci est en fait garanti grâce au lemme 3.8.

2. Dans la suite nous allons montrer que le problème (3.34) admet une solution unique uε, telle
que ∂uε

∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Ceci puisque le passage à la limite par la méthode de la convergence

à deux échelles nécessite une telle régularité sur la solution uε. Mais en fait le résultat d’exis-
tence que nous donnons reste valable dans le cas où nous cherchons à déterminer uε telle que
∂uε
∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Résultat d’existence et d’unicité du problème d’homogénéisation

Dans cette section, pour montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème d’homogénéi-
sation (3.34), nous utilisons le degré topologique de Leray-Schauder. Pour cela, nous commençons
par donner des estimations qui sont demontrées dans le lemme suivant

Lemme 3.12 Supposons que les hypothèses (H1), (H4) et (H5) sont satisfaites. Alors il existe une
constante C, indépendante de ε, telle que la solution du problème microscopique (3.34) satisfait les
estimations a priori suivantes

‖uε‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C. (3.35)

‖uε‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) ≤ C. (3.36)
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Démonstration
En prenant comme fonction test w = uε, dans la formulation variationnelle (3.34) et en intégrant par
rapport à t ∈ (0, τ) avec τ ∈ (0, T ], on aura

1
2‖u

f
ε (τ)‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖u

s
ε(τ)‖2

L2(Ωsε) +
∫ τ

0

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇ufε dxdt+

∫ τ

0

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇usεdxdt

+
∫ τ

0

∫
Ωfε
Vε.∇ufε ufε dxdt+ εσ

∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |p(ufε )2dσxdt ≤ C.

Puis, en utilisant le fait que ∇ · Vε = 0 et la coercivité de Kf et Ks, on obtient l’inégalité suivante

1
2‖u

f
ε (τ)‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖u

s
ε(τ)‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇ufε ‖2
L2(0,τ ;L2(Ωfε )) + α2‖∇usε‖2

L2(0,τ ;L2(Ωsε))

+ εσ‖ufε ‖
p+2
Lp+2(0,τ ;Lp+2(Γε)) ≤ C.

Alors, on a
‖uε‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖∇uε‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) + εσ‖ufε ‖

p+2
Lp+2(0,T ;Lp+2(Γε)) ≤ C.

D’où
‖uε‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) ≤ C.

Pour montrer la deuxième estimation, on définit M par M = max(‖ufin‖L∞(Ωfε ), ‖u
s
in‖L∞(Ωsε)) qui est

bien défini, puisque les valeurs initiales sont des fonctions de L∞.
En prenant comme fonctions tests wfε = (ufε − M)+ et wsε = (usε − M)+, dans la formulation
faible (3.34), on obtient

∫
Ωfε

∂ufε
∂t

(ufε −M)+dx+
∫

Ωfε
Kf
ε∇ufε∇(ufε −M)+dx

+
∫

Ωsε

∂usε
∂t

(usε −M)+dx+
∫

Ωsε
Ks
ε∇usε∇(usε −M)+dx

+
∫

Ωfε
Vε∇ufε (ufε −M)+dx+ εσ

∫
Γε
|ufε |pufε (ufε −M)+dσx = 0.

Par suite, on aura

∫
Ωfε

∂(ufε −M)+

∂t
(ufε −M)+dx+

∫
Ωfε
Kf
ε (∇(ufε −M)+)2dx

+
∫

Ωsε

∂(usε −M)+

∂t
(usε −M)+dx+

∫
Ωsε
Ks
ε (∇(usε −M)+)2dx

+
∫

Ωfε
Vε∇(ufε −M)+(ufε −M)+dx+ εσ

∫
Γε
|ufε |p(ufε −M)2

+dσx

+ εσ
∫

Γε
|ufε |pM(ufε −M)+dσx = 0,



76 CHAPITRE 3. ETUDE THÉORIQUE PAR HOMOGÉNÉISATION DU PROBLÈME

Ensuite, en intégrant par rapport au temps et à l’aide de la coercivité de Ks et Kf puis en utilisant
le fait que ∇.Vε = 0 dans Ωf

ε , on obtient

1
2‖(u

f
ε −M)+‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖(u

s
ε −M)+‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇(ufε −M)+‖2
L2(0,τ ;L2(Ωfε ))

+ α2‖∇(usε −M)+‖2
L2(0,τ ;L2(Ωsε)) + εσ

∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |p(ufε −M)2

+dσxdt

+ εσ
∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |pM(ufε −M)+dσxdt ≤ 0.

Par conséquent, pour tout t ∈ [0, T ], nous avons uiε(t, x) ≤ C, pour i = s, f.

Montrons maintenant que pour tout t ∈ [0, T ], nous avons uiε(t, x) ≥ 0, pour i = s, f . Pour ce faire,
prenons comme fonctions tests wfε = −(ufε )− et wsε = −(usε)− dans la formulation faible (3.34). Ainsi
on aura

−
∫

Ωfε

∂ufε
∂t

(ufε )−dx−
∫

Ωfε
Kf
ε∇ufε∇(ufε )−dx−

∫
Ωsε

∂us

∂t
(usε)−dx

−
∫

Ωsε
Ks
ε∇usε∇(usε)−dx−

∫
Ωfε
Vε∇ufε (ufε )−dx− εσ

∫
Γε
|ufε |pufε (ufε )−dσx = 0.

Ainsi, en utilisant la définition de (ufε )− et (usε)−, on obtient

∫
Ωfε

∂(ufε )−
∂t

(ufε )−dx+
∫

Ωfε
Kf
ε (∇(ufε )−)2dx+

∫
Ωsε

∂(usε)−
∂t

(usε)−dx

+
∫

Ωsε
Ks
ε (∇(usε)−)2dx+

∫
Ωfε
Vε∇(ufε )−(ufε )−dx+ εσ

∫
Γε
|ufε |p(ufε )2

−dσx = 0,

puis en intégrant par rapport au temps et en utilisant la coercivité deKs etKf et le fait que∇.Vε = 0
dans Ωf

ε , on obtient

1
2‖(u

f
ε )−‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖(u

s
ε)−‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇(ufε )−‖2
L2(0,τ ;L2(Ωfε )) + α2‖∇(usε)−‖2

L2(0,τ ;L2(Ωsε)) (3.37)

+εσ
∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |p(ufε )2

−dσxdt ≤ 0.

Par conséquent, pour tout t ∈ [0, T ], nous avons uiε(t, x) ≥ 0, pour i = s, f. Ce qui achève la preuve
du lemme.
Nous avons alors le résultat d’existence et d’unicité du problème d’homogénéisation.

Théorème 3.3 Supposons que les hypothèses (H1), (H4) et (H5) sont satisfaites, alors le problème
(3.34) admet une unique solution dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)).

Démonstration
Avant de donner la démonstration de ce résultat, notons tout d’abord que pour tout uε fixé dans
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L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)), le problème variationnel

∫
Ωfε

∂ufε
∂t

wfε dx+
∫

Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+

∫
Ωsε

∂usε
∂t

wsεdx+
∫

Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx (3.38)

∫
Ωfε
Vε∇ufεwfε dx+ εσ

∫
Γε
|ufε |pufεwfε dσx = 0,∀wε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)),

avec ∂uε
∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω)), admet une unique solution uε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) (voir [22]). Ensuite, en
utilisant le lemme 3.12, on aura que uε est dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)).

Définissons maintenant l’opérateur suivant

G : L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)) −→ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω))

uε 7−→ uε,

où uε est l’unique solution du problème (3.38). On a bien que l’opérateur G est bien défini.
Afin de prouver l’existence de la solution du problème (3.34), il faut montrer que l’opérateur G admet
un point fixe. Ceci, en utilisant le degré topologique de Leray Schauder, qu’il faut montrer que G est
compact, continu et trouver R > 0, tel qu’il n’existe aucune solution de u − λG(u) = 0 satisfaisant
‖u‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) = R, pour tout λ ∈ [0, 1].
Tout d’abord, dans le but de montrer la continuité de l’opérateur G, considérons une suite uε,n dans
L2(0, T,H1

0 (Ω)), telle que
uε,n −→

n→∞
uε dans L2(0, T,H1

0 (Ω))

et prouvons que
G(uε,n) −→

n→∞
G(uε) dans L2(0, T,H1

0 (Ω))

En effet, soit uε,n (respectivement uε) l’unique solution du problème (3.38) associée à uε,n (respecti-
vement à uε).
En soustrayant les deux formulations associées à uε,n et uε, on obtient l’équation suivante

∫
Ωfε

(∂u
f
ε

∂t
−
∂ufε,n
∂t

)wfε dx+
∫

Ωsε
(∂u

s
ε

∂t
−
∂usε,n
∂t

)wsεdx+
∫

Ωfε
Kf
ε (∇ufε −∇ufε,n)∇wfε dx

+
∫

Ωsε
Ks
ε (∇usε −∇ufε,n)∇wsεdx+

∫
Ωfε
Vε∇(ufε − ufε,n)wfε dx+

∫
Γε
εσ(|ufε |pufε − |ufε,n|pufε,n)wfε dσx = 0.
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En prenant wfε = ufε − ufε,n, wsε = usε − usε,n et en intégrant par rapport à t ∈ (0, τ ] avec τ ∈ (0, T ], on
obtient

∫ τ

0

∫
Ωfε

(∂u
f
ε

∂t
−
∂ufε,n
∂t

)(ufε − ufε,n)dxdt+
∫ τ

0

∫
Ωsε

(∂u
s
ε

∂t
−
∂usε,n
∂t

)(usε − usε,n)dxdt (3.39)

+
∫ τ

0

∫
Ωfε
Kf
ε (∇ufε −∇ufε,n)∇(ufε − ufε,n)dxdt+

∫ τ

0

∫
Ωsε
Ks
ε (∇usε −∇ufε,n)∇(usε − usε,n)dxdt

+
∫ τ

0

∫
Ωfε
Vε∇(ufε − ufε,n)(ufε − ufε,n)dxdt+

∫ τ

0

∫
Γε
εσ(|ufε |pufε − |ufε,n|pufε,n)(ufε − ufε,n)dσxdt = 0.

Or puisque ∇.Vε = 0, on aura

∫ τ

0

∫
Ωfε

(∂u
f
ε

∂t
−
∂ufε,n
∂t

)(ufε − ufε,n)dxdt+
∫ τ

0

∫
Ωsε

(∂u
s
ε

∂t
−
∂usε,n
∂t

)(usε − usε,n)dxdt (3.40)

+
∫ τ

0

∫
Ωfε
Kf
ε (∇ufε −∇ufε,n)∇(ufε − ufε,n)dxdt+

∫ τ

0

∫
Ωsε
Ks
ε (∇usε −∇ufε,n)∇(usε − usε,n)dxdt

+
∫ τ

0

∫
Γε
εσ|ufε |p(ufε − ufε,n)2dσxdt

= −
∫ τ

0

∫
Γε
εσufε,n(|ufε,n|p − |ufε |p)(ufε − ufε,n)dσxdt. (3.41)

D’autre part, en utilisant une démonstration analogue à celle du lemme 3.12, nous aurons les deux
estimations suivantes

‖∇uε,n‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖uε,n‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) ≤ C, (3.42)

et
‖∇uε,n‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖uε,n‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) ≤ C. (3.43)

DE même, d’après le lemme 3.8, nous avons

‖uε,n‖L∞(0,T ;L∞(Γε)) ≤ C et ‖uε,n‖L∞(0,T ;L∞(Γε)) ≤ C. (3.44)

Donc, il existe C indépendante de n, telle que

1
2‖u

f
ε,n(τ)− ufε (τ)‖2

L2(Ωfε ) + 1
2‖u

s
ε,n(τ)− usε(τ)‖2

L2(Ωsε) + α1‖∇ufε,n −∇ufε ‖2
L2(0,τ ;Ωfε )

+ α2‖∇usε,n −∇usε‖2
L2(0,τ ;Ωsε) + εσ

∫ τ

0

∫
Γε
|ufε |p(ufε − ufε,n)2dσxdt

≤ C‖ufε − ufε,n‖L2(0,τ ;H1
∂Ω(Ωfε ))‖u

f
ε − ufε,n‖L2(0,τ ;H1

∂Ω(Ωfε )),∀τ ∈ (0, T ] .

Or, puisqu’on a uε,n converge vers uε dans L2(0, T,H1
0 (Ω)), on conclut que G est continu.

Montrons maintenant queG est compact. Pour cela, soit (uε,n)n une suite bornée dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

et soit uε,n = G(uε,n) l’unique solution de (3.38) associée a uε,n, d’après (3.43), on a

‖∇uε,n‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C.
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Nous allons maintenant montrer que ∂uε,n
∂t

est bornée dans L2(0, T ;L2(Ω)).
C’est à dire que

‖∂uε,n
∂t
‖L2(0,T ;L2(Ωfε )) ≤ C.

En effet, en prenant comme fonction test wε = (∂u
f
ε,n

∂t
,
∂usε,n
∂t

) (voir [22]) dans (3.38), on aura

∫
Ωfε

(
∂ufε,n
∂t

)2dx+
∫

Ωsε
(
∂usε,n
∂t

)2dx+
∫

Ωfε
Kf
ε∇ufε,n∇

∂ufε,n
∂t

dx+
∫

Ωfε
Vε∇ufε,n

∂ufε,n
∂t

dx (3.45)

+
∫

Ωsε
Ks
ε∇usε,n∇

∂usε,n
∂t

dx+ εσ
∫

Γε
|ufε,n|pufε,n

∂ufε,n
∂t

dx = 0.

En développant chaque terme de l’équation ci-dessus, on obtient

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε,n∇

∂ufε,n
∂t

dx = 1
2
d

dt

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε,n∇ufε,ndx−

1
2

∫
Ωfε
∂tK

f
ε∇ufε,n∇ufε,ndx

et ∫
Ωsε
Ks
ε∇usε,n∇

∂usε,n
∂t

dx = 1
2
d

dt

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε,n∇usε,ndx−

1
2

∫
Ωsε
∂tK

s
ε∇usε,n∇usε,ndx,

Puis en remplaçant alors ces termes dans (3.45), on trouve

∫
Ωfε

(
∂ufε,n
∂t

)2dx+
∫

Ωsε
(
∂usε,n
∂t

)2dx+ 1
2
d

dt

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε,n∇ufε,ndx

+ 1
2
d

dt

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε,n∇usε,ndx = 1

2

∫
Ωfε
∂tK

f
ε∇ufε,n∇ufε,ndx

+ 1
2

∫
Ωsε
∂tK

s
ε∇usε,n∇usε,ndx−

∫
Ωfε
Vε∇ufε,n

∂ufε,n
∂t

dx− εσ
∫

Γε
|ufε,n|pufε,n

∂ufε
∂t

dx.

Ensuite, en intégrant par rapport à t ∈ (0, τ), pour τ ∈ (0, T ] et en utilisant la coercivité de Kf et
Ks, on obtient

‖∂uε,n
∂t
‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) + α‖∇uε(τ)‖2

L2(Ω) ≤ α‖∇uε,n(0)‖2
L2(Ω)

+ 1
2‖∂tK

f
ε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωfε ))‖∇u

f
ε,n‖2

L2(0,T ;L2(Ωfε )) + 1
2‖∂tK

s
ε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωsε,n))‖∇usε,n‖2

L2(0,T ;L2(Ωsε,n))

+ ‖Vε‖L∞(Ωfε )‖∇u
f
ε,n‖L2(0,T ;L2(Ωfε ))‖

∂ufε,n
∂t
‖L2(0,T ;L2(Ωfε ))

+ |εσ
∫ τ

0

∫
Γε
|ufε,n|pufε,n

∂ufε,n
∂t

dx|.

Or puisqu’on a Vε appartient à H1
0 (Ωf

ε ) ∩H2(Ωf
ε ), d’après l’injection continue de H1

0 (Ωf
ε ) ∩H2(Ωf

ε )
dans L∞(Ωf

ε ), en dimension 2 puis en utilisant l’inégalité de Young et le lemme 3.8, nous obtenons



80 CHAPITRE 3. ETUDE THÉORIQUE PAR HOMOGÉNÉISATION DU PROBLÈME

l’estimation suivante

1
2‖
∂uε,n
∂t
‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) + α‖∇uε,n(τ)‖2

L2(Ω) ≤ α‖∇uε,n(0)‖2
L2(Ω)

+ 1
2‖∂tK

f
ε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωfε ))‖∇u

f
ε,n‖2

L2(0,T ;L2(Ωfε )) + 1
2‖∂tK

s
ε ‖L∞(0,T ;L∞(Ωsε))‖∇u

s
ε,n‖2

L2(0,T ;L2(Ωsε))

+ 1
2‖Vε‖

2
L∞(Ωfε )‖∇u

f
ε,n‖2

L2(0,T ;L2(Ωfε ))

+ εσC‖ufε,n‖
p
L∞(0,T ;L∞(Γε))‖u

f
ε,n(T )− ufε,n(0)‖2

L∞(Γε).

Or d’après le théorème 1.2, on a l’injection de H1
∂Ω(Ωf

ε ) in H1−δ(Ωf
ε ) est compacte pour 0 < δ < 1

2 et
l’injection de H1−δ(Ωf

ε ) dans L2(Ωf
ε ) est continue. Donc à partir du lemme 1.5, on peut extraire une

sous-suite notée encore (uε,n)n qui converge vers L2(0, T ;H1−δ(Ωf
ε )). Or puisque l’opérateur trace de

H1−δ(Ωf
ε ) dans L2(Γε) est continue, alors la sous-suite (uε,n)n converge dans L2(0, T ;L2(Γε)).

Soit alors uε,n et uε,m deux sous-suites de (uε,n)n qui sont respectivement l’unique solution de la
formulation (3.38) associée à uε,n et à uε,m.
Ainsi, en utilisant le lemme 3.8 et la continuité de l’opérateur trace, on trouve

‖∇uε,n −∇uε,m‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖ufε,n − ufε,m‖L2(0,T ;H1

∂Ω(Ωfε ))‖u
f
ε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Γε))

+ C‖ufε,n − ufε,m‖2
L2(0,T ;L2(Γε)),

alors

‖∇uε,n −∇uε,m‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ 2Csup

m
(‖ufε,m‖L2(0,T ;H1

∂Ω(Ωfε )))‖u
f
ε,n − ufε,m‖L2(0,T ;L2(Γε))

+ C‖ufε,n − ufε,m‖2
L2(0,T ;L2(Γε)).

D’où la suite uε,n est de Cauchy dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Ce qui montre que G est compact.

Puisque G est continu et compact, pour montreR que G admet un point fixe, on considère la boule
ouverte B, définie par :

B = {uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)), ‖uε‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) < R}

avec R = C + 1. L’opérateur G n’admet pas de point fixe sur ∂B. Donc deg[I −G,B, 0] est défini et
indépendant de λ. En utilisant le théorème 1.6, puisque G0 correspond au problème suivant :

∫
Ωfε

∂ufε
∂t

wfε dx+
∫

Ωfε

∂usε
∂t

wsεdx+
∫

Ωfε
Kf
ε∇ufε∇wfε dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇wsεdx+

∫
Ωfε
Vε∇ufεwfε dx = 0, (3.46)

qui admet une solution unique uε (voir [22]), alors

deg[I −G0, B, 0] = 1.
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Donc
deg[I −G1, B, 0] = 1.

Par conséquent, il existe uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), tel que G1(uε) = uε et de plus ∂uε

∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Ce qui montre l’existence du point fixe.
Pour terminer, notons que l’étude de l’unicité de la solution du problème (3.34) se fait de la même
manière que celle dans le cas du problème (3.8), tout en remarquant bien évidemment que la fonction
F (x) = |x|px satisfait les hypothèses F (0) = 0 et la monotonie. Ceci achève la preuve du théorème.

Résultats de la convergence à deux échelles

Afin de montrer le résultat de la convergence à deux échelles, nous aurons besoin de certaines
estimations a priori sur la solution uε et sur sa dérivée par rapport au temps ∂uε

∂t
. Ceci fait l’objet du

lemme suivant.

Lemme 3.13 Si uε est solution de (3.34), alors pour tout t ∈ [0, T ], il existe une constante C > 0,
telle que

‖uε‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C. (3.47)

‖uε‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) ≤ C. (3.48)

‖∂uε
∂t
‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖∇∂uε

∂t
‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (3.49)

Démonstration
La première et la deuxième estimation ont déjà été établies dans la preuve du lemme 3.12. Il reste
alors à montrer l’estimation sur ∂uε

∂t
. Pour cela, en dérivant par rapport au temps l’équation associée

à la formulation variationnelle (3.34) et en prenant comme fonction test wε = (∂u
f
ε

∂t
, ∂u

s
ε

∂t
), on aura

1d
2dt

∫
Ωfε

(∂u
f
ε

∂t
)2dx+ 1d

2dt

∫
Ωsε

(∂u
s
ε

∂t
)2dx+

∫
Ωfε

∂(Kf
ε∇ufε )
∂t

∇∂u
f
ε

∂t
dx+

∫
Ωfε
Vε∇

∂ufε
∂t

∂ufε
∂t

dx (3.50)

+
∫

Ωsε

∂(Ks
ε∇usε)
∂t

∇∂u
s
ε

∂t
dx+ εσ

∫
Γε

∂(|ufε |pufε )
∂t

∂ufε
∂t

dx = 0.

En développant chaque terme de l’équation ci-dessus et en utilisant le fait que ∇.Vε = 0, on obtient

∫
Ωfε

∂(Kf
ε∇ufε )
∂t

∇∂u
f
ε

∂t
dx =

∫
Ωfε
Kf
ε∇

∂ufε
∂t
∇∂u

f
ε

∂t
dx+

∫
Ωfε
∂tK

f
ε∇ufε∇

∂ufε
∂t

dx,

∫
Ωsε

∂(Ks
ε∇usε)
∂t

∇∂u
s
ε

∂t
dx =

∫
Ωsε
Ks
ε∇

∂usε
∂t
∇∂u

s
ε

∂t
dx+

∫
Ωsε
∂tK

s
ε∇usε∇

∂usε
∂t

dx,
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∫
Ωfε
Vε∇

∂ufε
∂t

∂ufε
∂t

dx = 0

et
εσ
∫

Γε

∂(|ufε |pufε )
∂t

∂ufε
∂t

dx = εσ(
∫

Γε
(p|ufε |p + |ufε |p)(

∂ufε
∂t

)2dx.

Ainsi en remplaçant ces termes dans (3.50), on trouve

1d
2dt

∫
Ωfε

(∂u
f
ε

∂t
)2dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇

∂ufε
∂t
∇∂u

f
ε

∂t
dx+

∫
Ωfε
∂tK

f
ε∇ufε∇

∂ufε
∂t

dx

+ 1d
2dt

∫
Ωsε

(∂u
s
ε

∂t
)2dx

∫
Ωsε
Ks
ε∇

∂usε
∂t
∇∂u

s
ε

∂t
dx+

∫
Ωsε
∂tK

s
ε∇usε∇

∂usε
∂t

dx (3.51)

+ εσ(
∫

Γε
(p|ufε |p + |ufε |p)(

∂ufε
∂t

)2dx = 0.

Ensuite, en intégrant par rapport à t ∈ (0, τ), pour τ ∈ (0, T ], et en utilisant la coercivité de Kf et
Ks et l’inégalité de Hölder, on aura

1d
2dt‖

∂ufε
∂t
‖2
L2(Ωfε ) + α1‖∇

∂ufε
∂t
‖2
L2(Ωfε ) + 1d

2dt‖
∂usε
∂t
‖2
L2(Ωsε) + α2‖∇

∂usε
∂t
‖2
L2(Ωsε)

≤ ‖∂tKf
ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u

f
ε ‖L2(Ωfε )‖∇

∂ufε
∂t
‖L2(Ωfε ) + ‖∂tKs

ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u
s
ε‖L2(Ωsε)‖∇

∂usε
∂t
‖L2(Ωsε)

+ εσ(p+ 1)‖ufε ‖
p
L∞(Γε)‖

∂ufε
∂t
‖2
L2(Γε).

Puis en utilisant le lemme 1.8, on trouve

1d
2dt‖

∂ufε
∂t
‖2
L2(Ωfε ) + α1‖∇

∂ufε
∂t
‖2
L2(Ωfε ) + 1d

2dt‖
∂usε
∂t
‖2
L2(Ωsε) + α2‖∇

∂usε
∂t
‖2
L2(Ωsε)

≤ ‖∂tKf
ε ‖L∞(Ωfε )‖∇u

f
ε ‖L2(Ωfε )‖∇

∂ufε
∂t
‖L2(Ωfε ) + ‖∂tKs

ε ‖L∞(Ωsε)‖∇u
s
ε‖L2(Ωsε)‖∇

∂usε
∂t
‖L2(Ωsε)

+ Cσ(p+ 1)‖ufε ‖
p
L∞(Γε)(‖

∂ufε
∂t
‖2
L2(Ωfε ) + ε2‖∇∂u

f
ε

∂t
‖2
L2(Ωfε )).

D’après l’hypothèse (H4), on obtient

1d
2dt‖

∂uε
∂t
‖2
L2(Ω) + α‖∇∂uε

∂t
‖2
L2(Ω) ≤ C‖∇uε‖L2(Ω)‖∇

∂uε
∂t
‖L2(Ω)

+ Cσ(p+ 1)‖ufε ‖
p
L∞(Γε)(‖

∂ufε
∂t
‖2
L2(Ω) + ε2‖∇∂uε

∂t
‖2
L2(Ω)). (3.52)

En utilisant l’inégalité de Young et le lemme 3.8, nous obtenons l’estimation suivante

1d
2dt‖

∂uε
∂t
‖2
L2(Ω) + (α− ε2Cσ(p+ 1)− α

2 )‖∇∂uε
∂t
‖2
L2(Ω) ≤

1
2α‖∇uε‖

2
L2(Ω)

+ Cσ(p+ 1)‖∂uε
∂t
‖2
L2(Ω). (3.53)
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Pour ε assez petit, en intégrant par rapport au temps et en utilisant l’inégalité de Granwall, on aura

‖∂uε
∂t
‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (3.54)

Ensuite, on conclut que
‖∂∇uε

∂t
‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (3.55)

D’où le résultat.
Nous allons maintenant énoncer les résultats de convergence à deux échelles suivants, dont la preuve
se base sur les estimations ci-dessus.

Lemme 3.14 Supposons que les hypothèses (H1), (H4) et (H5) sont satisfaites, alors de la suite
uε de solutions du problème d’homogénéisation, on peut extraire une sous-suite notée encore uε et il
existe deux fonctions u0 (solution du problème homogénéisé (3.58)) et u1, tels que quand ε tend vers
0, nous avons :

1. uε ⇀ u0 faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

2. ∂uε
∂t

⇀ ∂u0
∂t

faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω)).

3. uε → u0 fortement dans L2(0, T ;H1−δ(Ω)) pour tout 0 < δ < 1
2 ,

de plus
√
ε‖uε − u0‖L2(0,T ;L2(Γε)) tend vers 0.

4. uε → u0 fortement dans C([0, T ];H1−δ(Ω)) pour tout 0 < δ < 1
2 ,

de plus uε → u0 fortement dans L∞(0, T ;L 1
δ (Γε)) pour 0 < δ ≤ 1

2 .

5. uε converge à deux échelles vers u0(t, x) dans L2(0, T ;L2(Ω)).

6. χsε∇usε converge à deux échelles vers χs(y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y)) avec
u1(t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)).

7. χfε∇ufε converge à deux échelles vers χf (y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y)) avec
u1(t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)).
oú χsε(x) = χs(x

ε
) ( resp. χfε (x)) la fonction caractéristique de Ωs

ε ( resp. Ωf
ε ) et χs(y) ( resp.

χf (y)) celle de Y s( resp. Y f ).

Démonstration
Les assertions de 1. à 3. et celles de 5. à 7. se démontrent de la même façon que le lemme 3.4.
Il reste alors à montrer l’assertion 4. En utilisant le lemme 3.13, comme on a uε est bornée dans
L2(0, T ;H1

0 (Ω)), ∂uε
∂t

est bornée dans L∞(0, T ;L2(Ω)) et ∇∂uε
∂t

est bornée dans L2(0, T ;L2(Ω)). Donc
uε ∈ H1(0, T,H1

0 (Ω)), or comme on a H1(0, T,H1
0 (Ω)) s’injecte continûment dans C([0, T ], H1

0 (Ω)),
alors

uε ∈ V =
{
u ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω))

}
.

Par suite, il existe une sous-suite notée uε qui converge fortement vers u0 dans C([0, T ];H1−δ(Ω)),
pour 0 < δ ≤ 1

2 . Ensuite, d’après le théorème 1.2 l’espace H1−δ(Ω) s’injecte continûment dans



84 CHAPITRE 3. ETUDE THÉORIQUE PAR HOMOGÉNÉISATION DU PROBLÈME

L
1
δ (Γε) et H1−δ(Ω) s’injecte continûment dans L2(Γε), donc uε converge fortement vers u0 dans

C(0, T ;L 1
δ (Γε)), pour 0 < δ ≤ 1

2 . Ce qui termine la preuve.
Nous allons montrer maintenant le résultat de convergence associé au terme non linéaire sur la
frontière.

Lemme 3.15 Soit uε la solution du problème (3.34) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), qui converge à deux

échelles vers u0. Alors

lim
ε→0

εσ
∫ T

0

∫
Γε
|ufε |pufεφfε dσxdt = | Γ | σ

| Y |

∫ T

0

∫
Ω
|u0(t, x)|pu0(t, x)φ(t, x)dxdt,

pour tout p ∈ N∗ et pour tout φfε ∈ D(0, T ;D(Ω;C∞] (Γ))) qui s’écrit

φfε (t, x,
x

ε
) = φf0(t, x) + ε φf1(t, x, x

ε
).

Démonstration
Pour montrer cette convergence, nous utilisons la décomposition suivante :

εσ
∫ T

0

∫
Γε
|ufε |pufε (φ

f
0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt = I1 + I2,

avec
I1 = εσ

∫ T

0

∫
Γε
|u0|pufε (φ

f
0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt,

et
I2 = εσ

∫ T

0

∫
Γε
ufε (|ufε |p − |u0|p)(φf0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt.

D’une part, d’après l’assertion 4. du lemme précédent, on a u0 appartient L∞(0, T ;L
1
2p (Γε)) et 0 <

1
2p ≤

1
2 . Ceci implique que

|u0|p(φf0(t, x) + εφf1(t, x, x
ε

)) ∈ L2(0, T ;L2(Γε)).

Ainsi en utilisant la convergence à deux échelles de uε vers u0, on aura

lim
ε→0

εσ
∫ T

0

∫
Γε
|u0|pufε (φ

f
0(t, x) + εφf1(t, x, x

ε
))dσxdt = σ

|Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Γ
|u0|pu0φ

f
0(t, x)dσydxdt (3.56)

= | Γ | σ
| Y |

∫ T

0

∫
Ω
|u0(t, x)|pu0(t, x)φ(t, x)dxdt.

D’autre part, on a

|I2| ≤ εσ

(∫ T

0

∫
Γε
|
(
|ufε |p−1 + |ufε |p−2|u0|+ ...+ |u0|p−2|ufε |

)
φ0|2dσxdt

) 1
2
(∫ T

0

∫
Γε
|ufε − u0|2dσxdt

) 1
2
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+ε2σ
(∫ T

0

∫
Γε
|
(
|ufε |p−1 + |ufε |p−2|u0|+ ...+ |u0|p−2|ufε |

)
φ1|2dσxdt

) 1
2
(∫ T

0

∫
Γε
|ufε − u0|2dσxdt

) 1
2

.

Donc en utilisant le fait que u0 dans L∞(0, T ;L
1
2p (Γε)), uε dans L∞(0, T ;L∞(Γε)) et uε converge vers

u0 dans L2(0, T ;L2(Γε)), on aura
lim
ε→0

I2 = 0.

3.3 Identification du problème macroscopique

Dans cette section, en utilisant les résultats obtenus dans la section précédente, nous identifions
le problème macroscopique commun pour les différents modèles correspondant à différents termes
de radiations, notés tout court par F . Pour cela nous aurons besoin du problème macroscopique
dérivant de l’équation de Stokes, donné dans le résultat suivant (voir [2, 4]) et qui va nous servir
pour l’identification du problème macroscopique de notre modèle.

Théorème 3.4 L’extension (
∼
V ε,

∼
pε) de la solution du problème de Stokes (3.6) converge à deux

échelles vers (V0(x, y), p(x)) l’unique solution du problème suivant :



∇yp1(x, y) +∇xp(x)− µ∆yyV0(x, y) = g(x) dans Ω× Y f ,

∇y.V0(x, y) = 0 dans Ω× Y f ,

∇x.(
∫
Y V0(x, y)dy) = 0 dans Ω,

V0(x, y) = 0 sur Ω× Y s,

(
∫
Y V0(x, y)dy).n = 0 sur ∂Ω,

y → V0(x, y) et p1(x, y), Y − périodique.

(3.57)

Ainsi, en se basant sur les différentes convergences des termes non linéaires obtenues précédemment
et la formulation du problème macroscopique de Stokes, nous pouvons identifier les problèmes aux
limites macroscopiques. Ce résultat est énoncé dans le théorème suivant.

Théorème 3.5 Soit uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) la solution du problème d’homogénéisation (3.8). Alors, il

existe une sous-suite notée encore uε, u0(t, x) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et u1(t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω;H1

] (Y )/R)),
tels que

i) uε converge à deux échelles vers u0(t, x).
ii) χsε(x)∇usε converge à deux échelles vers χs(y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y)).
iii) χfε (x)∇ufε converge à deux échelles vers χf (y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y)).

où χsε(x)( resp. χfε (x)) est la fonction caractéristique de Ωs
ε( resp. Ωf

ε ) et χs(y)( resp. χf (y)) la
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fonction caractéristique Ys( resp. Yf ) et u0(t, x) est la solution du problème



|Yf |+|Ys|
|Y |

∂u0(t,x)
∂t
−∇.(K∗∇u0(t, x)) + V ∗∇u0(t, x) + |Γ|

|Y |F (u0(t, x)) = 0 dans (0, T )× Ω,

u0(t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

u0(0, x) = uin sur Ω.

(3.58)

où K∗(t, x) est le tenseur de conductivité homogénéisé donné par :

K∗i,j = 1
| Y |

∫
Yf

Kf (t, x, y)(ei +∇wfi (y))(ej +∇wfj (y))dy (3.59)

+ 1
| Y |

∫
Ys
Ks(t, x, y)(ei +∇wsi (y))(ej +∇wsj(y))dy, pour i, j ∈ {1, ..., d},

avec

wj =


wsj dans Ys,

wfj dans Yf ,
pour j ∈ {1, ..., d} (3.60)

est la solution du système suivant



−∇.(Ks(t, x, y)(ej +∇wsj)) = 0 dans Ys
−∇.(Kf (t, x, y)(ej +∇wfj )) = 0 dans Yf
−Ks(t, x, y)(ej +∇wsj).n = −Kf (t, x, y)(ej +∇wfj ).n sur Γ

wsj = wfj sur Γ

wfj est Y − périodique

wsj est Y − périodique

(3.61)

V ∗ est la vitesse homogénéisée définie par

V ∗ = 1
| Y |

∫
Yf

V0(x, y)dy, (3.62)

et u1(t, x, y) désigne le correcteur d’ordre 1 défini par :

u1(t, x, y) =
d∑
j=1

wj(y)∂u0(t, x)
∂xj

. (3.63)

Démonstration
Les trois premières convergences à deux échelles sont prouvées dans le lemme 3.14. Cependant, les
passages à la limite par la convergence à deux échelles nécessitent un bon choix des fonctions tests,
pour obtenir les résultats qu’il faut. Considérons donc la fonction test φε ∈ C∞0 (0, T ;C∞0 (Ω)) telle
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que
φε(t, x) = φ0(t, x) + εφ1(t, x, x

ε
),

où (φ0, φ1) ∈ C∞0 (0, T ;C∞0 (Ω))× C∞0 (0, T ;C∞0 (Ω, C∞] (Y ))), et

φi =


φsi in (0, T )× Ωs

ε ,

φfi in (0, T )× Ωf
ε ,

pour i = 0, 1.

Notons tout d’abord qu’en raison de l’analogie entre ufε and usε , nous n’allons identifier les problèmes
aux limites que pour ufε . Ensuite, ceux de usε peuvent être obtenus en utilisant les mêmes techniques.
En effet, en utilisant la convergence à deux échelles de uε vers u0(t, x), on obtient le résultat de
convergence suivant

lim
ε→0

∫ T

0
〈∂u

f
ε (t, x)
∂t

, φfε 〉H1
∂Ω(Ωfε )′ ,H1

∂Ω(Ωfε )dt = lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω
uεχ

f (x
ε

)∂φε
∂t

dxdt

= lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω
uεχ

f (x
ε

)(∂φ0(t, x)
∂t

+ ε
∂φ1(t, x, x

ε
)

∂t
)dxdt

= | Yf |
| Y |

∫ T

0

∫
Ω
u0(t, x)∂φ0(t, x)

∂t
dxdt

= | Yf |
| Y |

∫ T

0

∫
Ω

∂u0(t, x)
∂t

φ0(t, x)dxdt.

Ensuite, à partir de la convergence à deux échelles de ∇uε vers ∇xu0 +∇yu1, on a

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇φfε dxdt = 1

|Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Yf

Kf (t, x, y)∇xu0(t, x)(∇xφ0(x, t) +∇yφ1(t, x, y))dydxdt

+ 1
|Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Yf

Kf (t, x, y)∇yu1(t, x, y)(∇xφ0(x, t) +∇yφ1(t, x, y))dydxdt.

En utilisant les deux résultats de convergences ci-dessus et la convergence à deux échelles de Vε vers
V0(x, y) et d’après le théorème 3.4, nous obtenons les résultats suivants

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω
χfε (x)Vε∇uε(φ0(t, x)+εφ1(t, x, x

ε
))dxdt = − 1

|Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Y f
V0(x, y)u0(t, x)(∇xφ0+∇yφ1)dxdt.

(3.64)
Puis du fait que ∇y.V0(x, y) = 0, on en déduit que

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω
χfε (x)Vε∇uε(φ0(t, x) + εφ1(t, x, x

ε
))dxdt = − 1

|Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Y f
V0(x, y)u0(t, x)(∇xφ0 +∇yφ1)dydxdt

= 1
|Y |

∫ T

0

∫
Ω

∫
Y f
V0(x, y)∇xu0(t, x)φ0dydxdt.
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Ainsi en utilisant le lemme 3.5 et les résultats précédents, on obtient le problème aux limites suivant

0 = |Yf |
|Y |

∫ T
0
∫
Ω
∂u0(t,x)

∂t
φ0(t, x)dxdt+ |Ys|

|Y |
∫ T

0
∫

Ω
∂u0(t,x)

∂t
φ0(t, x)dxdt

+ 1
|Y |
∫ T

0
∫

Ω
∫
Yf
Kf (t, x, y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y))(∇xφ0(x, t) +∇yφ1(t, x, y))dydxdt

+ 1
|Y |
∫ T
0
∫

Ω
∫
Ys
Ks(t, x, y)(∇xu0(t, x) +∇yu1(t, x, y))(∇xφ0(x, t) +∇yφ1(t, x, y))dydxdt

+ 1
|Y |
∫ T

0
∫

Ω
∫
Yf
V0(x, y)∇xu0φ0(t, x)dydxdt+ |Γ|σ

|Y |
∫ T

0
∫

Ω F (u0)φ0(t, x)dσydxdt.

Il reste à prendre φ0 = 0 pour obtenir le problème cellulaire (3.61) et aussi φ1 = 0 pour obtenir le
problème homogénéisé (3.58).
Maintenant, dans le but de démontrer l’unicité de la solution du problème homogénéisé (3.58), nous
supposons que u1

0 et u2
0 sont deux solutions du problème (3.58). En soustrayant les formulations

faibles associées aux solutions u1
0 et u2

0, on obtient

| Yf | + | Ys |
| Y |

〈∂u
1
0

∂t
− ∂u2

0
∂t

, w〉(H−1(Ω),H1
0 (Ω) +

∫
Ω
K∗(∇u1

0 −∇u2
0)∇wdx

+
∫

Ω
V ∗∇(u1

0 − u2
0)wdx+ | Γ | σ

| Y |

∫
Ω

(F (u1
0(t, x))− F (u2

0(t, x)))wdx = 0.

Prenons alors w = u1
0 − u2

0 et intégrons par rapport à t. On aura alors

1
2
| Yf | + | Ys |
| Y |

‖u1
0(τ)− u2

0(τ)‖L2(Ω + +
∫ τ

0

∫
Ω
K∗|∇(u1

0 − u2
0)|2dxdt.

+
∫ τ

0

∫
Ω
V ∗∇(u1

0 − u2
0)(u1

0 − u2
0)dxdt+ | Γ | σ

| Y |

∫ τ

0

∫
Ω

(F (u1
0(t, x))− F (u2

0(t, x)))(u1
0 − u2

0)dxdt = 0.

Ainsi en utilisant le fait que ∇.V ∗ = 0 dans Ω, K∗ est coercive et que F est monotone, on aura

‖u1
0 − u2

0‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ 0.

Ce qui achève la preuve du théorème.

3.3.1 Convergence forte

Les résultats de la section précédente ne donnent qu’une forte convergence de uε mais une faible
convergence du gradient ∇uε de uε. Nous souhaitons améliorer cette faible convergence afin d’obtenir
une convergence forte dans L2(0, T ;L2(Ω)). Ceci nécessite généralement des hypothèses de régularité
supplémentaires, en particulier que le terme correcteur u1 appartienne à l’espace H1

0 (Ω). En fait
cette exigence semble être satisfaite si la solution homogénéisée u0 et les solutions des problèmes
cellulaires wj sont régulières. De plus, la convergence nécessite également que ∇yu1(t, x, y) soit dans
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L2(0, T ;L2(Ω;C](Y )) et que Ki
ε(t, x) = Ki(t, x

ε
) au lieu de Ki

ε(t, x) = Ki(t, x, x
ε
) pour i = f, s. L’ap-

proche que nous utiliserons pour obtenir les résultats de convergence forte se base sur la convergence
à deux échelles. Nous avons alors le résultat

Théorème 3.6 Supposons que u1 est régulier. Alors nous avons
La suite (∇uε(t, x)−∇xu0(t, x)−∇yu1(t, x, x

ε
))ε>0 converge fortement vers 0 dans L2(0, T ;L2(Ω)).

Demonstration
Posons

I1 = α
∫ T

0

∫
Ω
|∇uε(t, x)−∇xu0(t, x)−∇yu1(t, x, x

ε
)|2dxdt.

En utilisant le fait que ∇.Vε = 0 et la coercivité de Kf et Ks, on obtient

I1 ≤
∫ T

0

∫
Ωfε
Kf
ε |∇ufε (t, x)−∇xu0(t, x)−∇yu

f
1(t, x, x

ε
)|2dxdt

+
∫ T

0

∫
Ωsε
Ks
ε |∇usε(t, x)−∇xu0(t, x)−∇yu

s
1(t, x, x

ε
)|2dxdt

= −ε
∫ T

0

∫
Γε
σF (ufε )ufε dσxdt−

1
2

∫
Ωfε
|ufε (T, x)|2dxdt+ 1

2

∫
Ωfε
|ufε (0, x)|2dxdt− 1

2

∫
Ωsε
|usε(T, x)|2dxdt

+ 1
2

∫
Ωsε
|usε(0, x)|2dxdt

∫ T

0
+
∫

Ωfε
Kf
ε |∇xu0 +∇yu

f
1(t, x, x

ε
)|2dxdt

+
∫ T

0

∫
Ωsε
Ks
ε |∇xu0 +∇yu

s
1(t, x, x

ε
)|2dxdt

− 2
∫ T

0

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε (∇u0 +∇uf1(t, x, x

ε
))dxdt− 2

∫ T

0

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε(∇xu0 +∇yu

s
1(t, x, x

ε
))dxdt.

Donc d’après les résultats de convergence à deux échelles obtenus dans le lemme 3.4, le théorème 1.7
et le théorème 1.8, on aura le résultat suivant

I1 ≤ − |Γ|
|Y |

∫ T

0

∫
Ω
σF (u0)u0dxdt−

| Y f |
2 | Y |

∫
Ω
|u0(T, x)|2dxdt+ | Y

f |
2 | Y |

∫
Ω
|u0(0, x)|2dxdt

− | Y s |
2 | Y |

∫
Ω
|u0(T, x)|2dxdt+ | Y

s |
2 | Y |

∫
Ω
|u0(0, x)|2dxdt−

∫ T

0

∫
Ω
K∗|∇u0|2dxdt, (3.65)

Finalement, l’expression (3.65) est exactement la formulation variationnelle du problème homogenéisé
(3.58) pour la fonction test u0. Ceci implique donc que

lim
ε−→0
∇(uε − u0 − εu1) = 0 dans L2(0, T ;L2(Ω)).

Ce qui achève la preuve du résultat de la convergence forte.



Chapitre 4

Etude de l’approximation numérique du
problème

Dans ce chapitre, nous proposons un développement asymptotique de la solution du problème
d’homogénéisation. Nous identifions ainsi les équations homogénéisées associées au problème d’ho-
mogénéisation et celles correspondant au correcteur du premier ordre et même celui du second ordre,
lorsque le terme d’échange thermique est décrit par une fonction assez régulière. Ensuite, nous pro-
posons une discrétisation des problèmes ainsi obtenus via la méthode des éléments finis. Enfin, nous
donnons des résultats numériques illustrant la convergence en fonction du paramètre d’échelle ε
et justifiant qualitativement l’importance et l’efficacité de l’homogénéisation ainsi que l’utilité des
correcteurs du premier et du second ordre dans la convergence du processus d’homogénéisation.

4.1 Développement asymptotique et identification des cor-
recteurs

Avant de donner le développement asymptotique de la solution du problème d’homogénéisation
et d’identifier les correcteurs, notons tout d’abord qu’à la fin du chapitre précédent, nous avons
utilisé la convergence à deux échelles pour identifier la solution homogénéisée u0 et le correcteur
du premier ordre. Ainsi dans ce chapitre, nous proposons une autre approche formelle basée sur le
développement asymptotique qui va nous permettre d’identifier également le correcteur du second
ordre permettant d’améliorer nettement la qualité de la solution, ceci en rajoutant des hypothèses
de régularité supplémentaires sur les données.
Nous commençons tout d’abord par rappeler les équations du modèle de transfert thermique dont

90
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nous cherchons à déterminer le modèle homogénéisé correspondant.


∂ufε
∂t
−∇ · (Kf

ε∇ufε ) + Vε · ∇ufε = 0 dans (0, T )× Ωf
ε ,

∂usε
∂t
−∇ · (Ks

ε∇usε) = 0 dans (0, T )× Ωs
ε ,

usε(t, x) = ufε (t, x) sur (0, T )× Γε,

−Ks
ε∇usε .n1 = −Kf

ε∇ufε .n2 + εσF (ufε ) sur (0, T )× Γε
ufε (t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

uε(0, x) = uin sur Ω.

(4.1)

avec uin est une fonction donnée.
Le tenseur de conductivité dans la partie fluide Kf

ε est défini par

Kf
ε = Kf (t, x, x

ε
), t ∈ ]0, T [ , x ∈ Ωf

ε ,

et Ks
ε le tenseur de conductivité dans la partie solide, défini par

Ks
ε = Ks(t, x, x

ε
), t ∈ ]0, T [ , x ∈ Ωs

ε .

Les vecteurs nf et ns sont respectivement les normales intérieure et extérieure au bord Γε.

Vε(x) = V (x, x
ε

) dans Ωf
ε ,

telle que Vε est la solution de l’équation de Stockes définie dans Ωf
ε comme suit


−ε2µ∆Vε +∇pε = g dans Ωf

ε ,

∇.Vε = 0 dans Ωf
ε ,

Vε = 0 sur ∂Ωf
ε ,

(4.2)

où pε est la pression du fluide et gε sont les forces exercées sur le fluide.
Dans la suite, nous allons donner un développement asymptotique à deux échelles de uε la solu-
tion du problème (4.1). L’objectif de l’homogénéisation, basée sur la méthode du développement
asymptotique à deux échelles, est d’introduire d’abord les variables macroscopiques et microsco-
piques désignées respectivement par x et y = x

ε
, puis de supposer que la solution uε de (4.1) est

donnée par la série suivante (voir [12])

uε = u0(t, x) + εu1(t, x, x
ε

) + ε2u2(t, x, x
ε

) + o(ε2), (4.3)
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où les fonctions ui(t, x, y), pour i = 1, 2, sont Y -périodiques par rapport à la variable y. La fonction
u0 désigne le profil homogénéisé de uε. Les fonctions u1 et u2 sont respectivement les correcteurs
du premier et du second ordre. Ensuite, il faut insérer le développement (4.3) dans la formulation
variationnelle faible du problème (4.1). Ainsi une succession d’équations est déduite pour les termes
u0, u1 et u2. Par conséquent, selon nos besoins de précision, nous pouvons approcher la solution uε
soit par la solution homogénéisée u0, soit par (u0 + εu1), en utilisant le correcteur du premier ordre
ou bien par (u0 + εu1 + ε2u2), en utilisant le correcteur du deuxième ordre.
Avant d’énoncer notre résultat principal concernant l’application de la méthode du développement
asymptotique pour le problème (4.1), on aura besoin des deux lemmes suivants qui sont respective-
ment donnés dans [7, 8, 31] et dans [37].

Lemme 4.1 Sous les mêmes hypothèses sur la géométrie définies dans le chapitre 2 et pour toute
fonction f régulière, nous avons

ε
∫

Γε
f(x, x

ε
)dx = 1

|Y |

∫
Ω

∫
Γ
f(x, y)dσydx+ o(ε2),

et

∫
Ωfε
f(x, x

ε
)dx = 1

|Y |

∫
Ω

∫
Yf

f(x, y)dxdy + o(ε2).

Le deuxième lemme nous permet d’avoir l’expression du problème homogénéisé de l’équation de
Stokes défini comme suit.

Lemme 4.2 Notons par (
∼
V ε,

∼
pε) l’extension sur Ω de la solution du problème (4.2). Alors (

∼
V ε,

∼
pε)

converge à deux échelles vers (V0(x, y), p0(x)) l’unique solution du problème suivant :



∇yp1(x, y) +∇xp0(x)− µ∆yyV0(x, y) = g(x) dans Ω× Yf ,

∇y.V0(x, y) = 0 dans Ω× Yf ,

∇x.(
∫
Y V0(x, y)dy) = 0 dans Ω,

V0(x, y) = 0 sur Ω× Ys,

(
∫
Y V0(x, y)dy).n = 0 sur ∂Ω,

y 7→ V0(x, y) Y − périodique,

y 7→ p1(x, y) Y − périodique.

(4.4)
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où n est la normale extérieure au bord ∂Ω. Cette équation peut s’écrire sous la forme suivante :


V0(x, y) = 1
µ

d∑
j=1

Uj(gj −
∂p0

∂xj
),

p1(x, y) =
d∑
j=1

qj(gj −
∂p0

∂xj
),

∇y.V0(x, y) = 0 dans Ω× Yf ,

∇x.(
∫
Y V0(x, y)dy) = 0 dans Ω,

V0(x, y) = 0 sur Ω× Ys,

(
∫
Y V0(x, y)dy).n = 0 sur ∂Ω,

y 7→ V0(x, y) Y − périodique,

y 7→ p1(x, y) Y − périodique.

(4.5)

où Uj et qj, pour j ∈ {1, ..., d}, sont les solutions des problèmes suivants


−∆Uj +∇qj = ej dans Yf ,

∇.Uj = 0 dans Yf ,

Uj.n
f
3 = 0 sur ∂Yf ,

Uj est Y − périodique,

qj est Y − périodique.

(4.6)

où ej est le jéme vecteur de la base canonique et nf3 est le vecteur normal sur ∂Yf .

Remarque 4.1 Dans le but de calculer, par la suite, des approximations numériques de p0 et V0,
comme V0 est solution du problème


∇x.(

∫
Y V0(x, y)dy) = 0 dans Ω,

(
∫
Y V0(x, y)dy).n = 0, sur ∂Ω,

(4.7)

et n remplaçant dans (4.7) l’expression de V0 donnée par

V0(x, y) = 1
µ

d∑
j=1

Uj(gj −
∂p0

∂xj
)

on aura p0 est solution du problème

∇x.( 1

µ
ρ (g −∇p0)) = 0 dans Ω,

1
µ
ρ (g −∇p0).n = 0, sur ∂Ω.

(4.8)
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avec
ρij = 1

|Y |

∫
Y f
Uiei dy.

Ainsi, il suffit de calculer une approximation de p0 comme solution approchée de (4.8) puis d’endéduire
la valeur approchée de V0.

En utilisant le lemme 4.1 et le lemme 4.2, nous établissons le résultat suivant :

Théorème 4.1 Supposons que uε la solution du problème (4.1) satisfait le développement (4.3). Alors

i) Le terme d’ordre zéro, u0, du développement asymptotique de uε la solution du problème (4.1),
est solution du problème homogénéisé suivant


|Yf |+|Ys|
|Y |

∂u0(t,x)
∂t
−∇.(K∗∇u0(t, x)) + V ∗∇u0(t, x) + σ |Γ||Y |F (u0(t, x)) = 0 dans (0, T )× Ω,

u0(t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

u0(0, x) = uin sur Ω.
(4.9)

où K∗(t, x) est le tenseur de conductivité homogénéisé donné par :

K∗i,j = 1
| Y |

∫
Yf

Kf (t, x, y)(ei +∇wfi (y))(ej +∇wfj (y))dy (4.10)

+ 1
| Y |

∫
Ys
Ks(t, x, y)(ei +∇wsi (y))(ej +∇wsj(y))dy, pour i, j ∈ {1, ..., d},

avec

wj =


wsj dans Ys,

wfj dans Yf ,
pour j ∈ {1, ..., d} (4.11)

est la solution du système suivant



−∇.(Ks(t, x, y)(ej +∇wsj)) = 0 dans Ys.

−∇.(Kf (t, x, y)(ej +∇wfj )) = 0 dans Yf .

−Ks(t, x, y)(ej +∇wsj).ns = −Kf (t, x, y)(ej +∇wfj ).nf sur Γ,

wsj = wfj sur Γ,

wfj est Y − périodique,

wsj est Y − périodique.

(4.12)

La vitesse homogénéisée V ∗ est définie par

V ∗ = 1
| Y |

∫
Yf

V0(x, y)dy, (4.13)

avec V0 est la solution du problème de Stokes définie dans le lemme 4.2.
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ii) Le correcteur du premier ordre u1(t, x, y) est défini par :

u1(t, x, y) =
d∑
j=1

wj(y)∂u0(t, x)
∂xj

. (4.14)

iii) Le correcteur du second ordre u2 est solution du problème cellulaire suivant,



−∇y.(Kf (∇yu
f
2 +∇xu

f
1)) = ∇x.(Kf (∇yu

f
1 +∇xu0))− ∂u0

∂t
− V0(x, y)∇xu0 dans Yf ,

−∇y.(Ks(∇yu
s
2 +∇xu

s
1)) = ∇x.(Ks(∇yu

s
1 +∇xu0))− ∂u0

∂t
dans Ys,

−Kf (∇yu
f
2 +∇xu

f
1).nf + σF (u0) = −Ks(∇yu

s
2 +∇xu

s
1).ns sur Γ,

us2 = uf2 sur Γ,

uf2 est Y − périodique,

us2 est Y − périodique.
(4.15)

où nf et ns sont respectivement les normales extérieure et intérieure à l’interface Γ.

Démonstration
Tout d’abord, nous rappelons la formulation variationnelle du problème (4.1) donnée par Trouver uε =
(ufε |Ωfε , u

s
ε|Ωsε) ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) et ∂uε
∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) vérifiant

〈∂u
f
ε

∂t
, φfε 〉(H1

∂Ω(Ωfε ))′,H1
∂Ω(Ωfε ) +

∫
Ωfε
Kf
ε∇ufε∇φfε dx+ 〈∂u

s
ε

∂t
, φsε〉(H1(Ωsε))′,H1(Ωsε) +

∫
Ωsε
Ks
ε∇usε∇φsεdx (4.16)

+
∫

Ωfε
Vε∇ufεφfε dx+ ε σ

∫
Γε
F (ufε )φfε dσx = 0, ∀φε = (φfε |Ωfε , φ

s
ε|Ωsε) ∈ L

2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Considérons les deux développements asymptotiques de uε et de la fonction test φε qui sont définis
respectivement comme suit

uε = u0(t, x) + εu1(t, x, x
ε

) + ε2u2(t, x, x
ε

) + o(ε2), (4.17)

et
φε = φ0(t, x) + εφ1(t, x, x

ε
) + ε2φ2(t, x, x

ε
) + o(ε2), (4.18)

avec

ui =


ufi sur Ωf

ε ,

usi sur Ωs
ε ,

(4.19)

et

φi =


φfi sur Ωf

ε ,

φsi sur Ωs
ε .

(4.20)
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Nous utilisons une idée de J.L.Lions [7] qui consiste à insérer les deux formules de développement
asymptotique (4.17) et (4.18) dans la formulation variationnelle (4.16). Ceci va nous permettre de
tronquer cette formulation à un ordre inférieur et de simplifier considérablement les calculs. Ainsi,
en regroupant les termes du même ordre de multiplicité en ε, nous obtenons :
Pour ε0, on trouve les termes suivants

∫
Ωfε

∂u0

∂t
φ0dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇xu0∇xφ0dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇xu0∇xφ0dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇xu0∇yφ1dx

+
∫

Ωfε
Kf
ε∇yu1∇xφ0dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇yu1∇yφ1dx

+
∫

Ωfε
Vε∇xu0φ0dx+

∫
Ωfε
Vε∇yu1φ0dx

+
∫

Ωsε

∂u0

∂t
φ0dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇xu0∇yφ1dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇yu1∇xφ0dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇yu1∇yφ1dx+ o(ε2).

Pour ε1, on trouve les termes suivants

∫
Ωfε

∂u0

∂t
φ1dx+

∫
Ωfε

∂u1

∂t
φ0dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇xu0∇xφ1dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇xu0∇yφ2dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇xu1∇xφ0dx

+
∫

Ωfε
Kf
ε∇xu1∇yφ1dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇yu1∇xφ1dx

+
∫

Ωfε
Kf
ε∇yu1∇yφ2dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇yu2∇xφ0dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇yu2∇yφ1dx

+
∫

Ωsε

∂u0

∂t
φ1dx+

∫
Ωsε

∂u1

∂t
φ0dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇xu0∇xφ1dx+

∫
Ωfε
Kf
ε∇yu1∇xφ1dx

+
∫

Ωsε
Ks
ε∇xu0∇yφ2dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇xu1∇xφ0dx

+
∫

Ωsε
Ks
ε∇xu1∇yφ1dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇yu1∇yφ2dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇yu2∇xφ0dx+

∫
Ωsε
Ks
ε∇yu2∇yφ1dx

+
∫

Ωfε
Vε∇xu0φ1dx+

∫
Ωfε
Vε∇xu1φ0dx+

∫
Ωfε
Vε∇yu1φ1dx+

∫
Ωfε
Vε∇yu2φ0dx+ o(ε2).

Pour le traitement du terme de radiation non linéaire sur le bord, on supposze que F est de classe
C1, on aura le développement limité suivant

F (u0 + εu1 + ε2u2) = F (u0) + (εu1 + ε2φ1)F ′(u0) + o(ε2).

Par suite

εσ
∫

Γε
F (u0 + εu1 + ε2u2)(φ0 + εφ1 + ε2φ2)dσx = εσ

∫
Γε
F (u0)(φ0 + εφ1)dσx

+ε2σ
∫

Γε
u1F

′(u0)φ0dσx + o(ε2)
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Ainsi, en utilisant le lemme 4.1, l’expression en ε0 devient

1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

∂u0

∂t
φ0dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇xu0∇yφ1dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇xu0∇xφ0dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇yu1∇xφ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇yu1∇yφ1dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

V0(x, y)∇xu0φ0dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

V0(x, y)∇yu1φ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇xu0∇xφ0dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys

∂u0

∂t
φ0dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇xu0∇yφ1dx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇yu1∇xφ0dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇yu1∇yφ1dydx+ o(ε2).

Aussi l’expression en ε1 devient

1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

∂u0

∂t
φ1dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Yf

∂u1

∂t
φ0dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇xu0∇xφ1dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇xu0∇yφ2dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇xu1∇xφ0dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf
ε∇xu1∇yφ1dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf
ε∇yu1∇yφ2dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf
ε∇yu2∇xφ0dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf
ε∇yu2∇yφ1dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇yu1∇xφ1dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇yu1∇xφ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇xu0∇xφ1dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇xu0∇yφ2dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks
ε∇xu1∇xφ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇xu1∇yφ1dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇yu1∇yφ2dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇yu2∇xφ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇yu2∇yφ1dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Yf

V (x, y)∇xu0φ1dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

V0(x, y)∇xu1φ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys

∂u0

∂t
φ1dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys

∂u1

∂t
φ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

V0∇yu1φ1dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

V0∇yu2φ0dydx+ o(ε2).

Puis en appliquant le lemme 4.1 pour le terme de radiation, on obtient, pour ε0 :

σ

|Y |

∫
Ω

∫
Γ
F (u0)φ0dσydx

et pour ε1 :
σ

|Y |

∫
Ω

∫
Γ
F (u0)φ1dσydx+ σ

|Y |

∫
Ω

∫
Γ
u1F

′(u0)φ0dσydx.

Nous allons maintenant identifier, à partir de l’équation d’ordre ε0, les problèmes de la cellule, le
problème homogénéisé et l’expression du correcteur du premier ordre. En effet, en prenant φ0 = 0,
on trouve

1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇xu0∇yφ1dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇yu1∇yφ1dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇xu0∇yφ1dx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇yu1∇yφ1dydx = 0.



98 CHAPITRE 4. ETUDE DE L’APPROXIMATION NUMÉRIQUE DU PROBLÈME

Par conséquent, l’expression du correcteur du premier ordre et les problèmes de la cellule qui en
découle s’écrivent :

u1(t, x, y) =
d∑
j=1

wj(y)∂u0(t, x)
∂xj

où wj, pour j = 1, ..., d, définie par

wj =


wsj dans Ys,

wfj dans Yf ,
(4.21)

est la solution du problème :


−∇.(Ks(t, x, y)(ej +∇wsj)) = 0 dans Ys.

−∇.(Kf (t, x, y)(ej +∇wfj )) = 0 dans Yf .

−Ks(t, x, y)(ej +∇wsj).ns = −Kf (t, x, y)(ej +∇wfj ).nf sur Γ,

wsj = wfj sur Γ,

wfj est Y − périodique,

wsj est Y − périodique.

(4.22)

Ensuite, nous allons identifier le problème homogénéisé (4.9). En effet, en prenant φ1 = 0 dans les
termes d’ordre ε0, on obtient

1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

∂u0

∂t
φ0dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇yu1∇xφ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

Kf∇xu0∇φ0dydx+ + 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

V0(x, y)∇xu0φ0dydx+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Yf

V0(x, y)∇yu1φ0dydx

1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys

∂u0

∂t
φ0dydx+ 1

|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇yu1∇xφ0dydx

+ 1
|Y |

∫
Ω

∫
Ys
Ks∇xu0∇φ0dydx+ σ

|Y |

∫
Ω

∫
Γ
F (u0)φ0dσydx = 0.

Finalement, en utilisant le fait que wj, pour j = 1, ..., d, est solution du problème (4.22) et l’expression
du correcteur du premier ordre, on trouve que u0 est solution du problème



|Yf |+|Ys|
|Y |

∂u0(t,x)
∂t
−∇.(K∗∇u0(t, x)) + V ∗∇u0(t, x) + σ |Γ||Y |F (u0(t, x)) = 0 dans (0, T )× Ω,

u0(t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

u0(0, x) = uin sur Ω.
(4.23)

avec K∗(t, x) est le tenseur de conductivité homogénéisé donné par :

K∗i,j = 1
| Y |

∫
Yf

Kf (t, x, y)(ei +∇wfi (y))(ej +∇wfj (y))dy (4.24)
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+ 1
| Y |

∫
Ys
Ks(t, x, y)(ei +∇wsi (y))(ej +∇wsj(y))dy, i, j = 1, ..., d,

et V ∗ désigne la vitesse homogénéisée, définie comme suit

V ∗ = 1
| Y |

∫
Yf

V0(x, y)dy, (4.25)

Maintenant, dans le but d’identifier le correcteur du deuxième ordre u2, prenons φ0 = 0 et φ2 = 0
dans les termes d’ordre ε1, on obtient alors u2 solution du système suivant



−∇y.(Kf (∇yu
f
2 +∇xu

f
1)) = ∇x.(Kf (∇yu

f
1 +∇xu0))− ∂u0

∂t
− V0(x, y)∇xu0 dans Yf ,

−∇y.(Ks(∇yu
s
2 +∇xu

s
1)) = ∇x.(Ks(∇yu

s
1 +∇xu0))− ∂u0

∂t
dans Ys,

−Kf (∇yu
f
2 +∇xu

f
1).nf + σF (u0) = −Ks(∇yu

s
2 +∇xu

s
1).ns sur Γ,

us2 = uf2 sur Γ,

uf2 est Y − périodique,

us2 est Y − périodique.

(4.26)

Ce qui achève la preuve du théorème.

Remarque 4.2 Notons que les résultats obtenus dans le théorème 4.1, notamment l’expression de
εu1 et le fait que u0 est solution du problème homogénéisé (4.9) sont bien justifiés rigoureusement
via la convergence à deux échelles dans le chapitre précédent.
Notons également que les résultats du théorème 4.1 sont obtenus formellement sous l’hypothèse que F
est de classe C1. Dans le cas où cette hypothèse n’est pas satisfaite, en l’occurrence les cas physiques
concrets que nous avons considérés dans cette thèse, on peut se contenter à d’identifier juste u0 et
le correcteur du premier ordre, u1, qui sont identifiés grâce à la convergence à deux échelles dans le
chapitre précédent.

Nous allons par la suite donner une formule explicite du correcteur du second ordre en utilisant la
linéarité du problème (4.15), tout en essayant d’avoir des hypothèses de compatibilité sur les données
qui vont nous permettre d’avoir l’unicité des solutions des problèmes cellulaires.

Corollaire 4.1 Supposons Ki
ε(t, x) = Ki(t, x

ε
), pour i = f, s. Le correcteur du second ordre u2 est

donné par

u2(t, x, y) =
d∑

i=1,j=1
wij

∂2u0

∂xi∂xj
+D(y)F (u0) +

d∑
i=1

d∑
j=1

θi,j(gj −
∂p0

∂xj
)∂u0

∂xi
, (4.27)
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où D, wij et θij, pour i, j = 1, ..., d sont solutions respectives des problèmes suivants



−∇y.(Kf∇yD
f (y)) = − |Γ|σ2|Yf |

dans Yf ,

−∇y.(Ks∇yD
s(y)) = − |Γ|σ2|Ys| dans Ys,

−Kf∇yD
f .nf = −Ks∇yD

f .ns + σ sur Γ,

Df = Ds sur Γ,

Df est Y − périodique,

Ds est Y − périodique,

(4.28)



−∇y.(Kf∇yw
f
ij) = ∇y.(Kfeiw

f
j ) +Kf

i,j + (Kf )tei.∇yw
f
j −

|Y |
|Yf |+|Ys|

K∗ij dans Yf ,

−∇y.(Ks∇yw
s
ij) = ∇y.(Kseiw

s
j) +Ks

i,j + (Ks)tei.∇yw
s
j −

|Y |
|Yf |+|Ys|

K∗ij dans Ys,

−(Kf∇yw
f
ij +Kfeiw

f
j ).nf = −(Ks∇yw

s
ij +Kseiw

s
j).ns sur Γ,

wfij = wsij sur Γ,

wfij est Y − périodique,

wsij est Y − périodique

(4.29)

et 

−∇y.(Kf∇yθ
f
i,j) = −1

2 |Γ|Uiej dans Yf ,

−∇y.(Ks∇yθ
s
i,j) = 0 dans Ys,

−Ks∇yθ
s
i,j.n

s = −Kf∇yθ
f
i,j.n

f +
∫
Yf
Uiejdy sur Γ,

θfi,j = θsi,j sur Γ,

θfi,j est Y − périodique,

θsi,j est Y − périodique.

(4.30)

Remarquons que les problèmes cellulaires peuvent être présentés sous la forme générale suivante


−∇y.(Kf∇yΦf (y)) = gf dans Yf ,

−∇y.(Ks∇yΦs(y)) = gs dans Ys,

−Kf∇yΦf (y).nf = −Kf∇yΦs(y).ns + gΓ sur Γ

Φf (y) = Φs(y) sur Γ,

Φf (y) est Y − périodique,

Φs(y) est Y − périodique.

pour i = 1, ..., d. (4.31)

Ainsi, le résultat d’existence et d’unicité du problème type (4.31) est donné dans le lemme suivant.
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Lemme 4.3 Sous les conditions de compatibilité suivantes


∫
Yf

gfdy + 1
2

∫
Γ
gΓdσy = 0,∫

Ys
gsdy + 1

2

∫
Γ
gΓdσy = 0,

(4.32)

le problème (4.31) admet une solution unique dans H1
] (Y )/R.

Démonstration
Notons tout d’abord que la formulation variationnelle du problème (4.31) est donnée par


Trouver Φ ∈ H1

] (Y )/R, tel que ,

a(Φ,W ) = L(W ),

pour tout W ∈ H1
] (Y )/R.

(4.33)

où
a(Φ,W ) =

∫
Yf

KfΦf (y)W fdy +
∫
Ys
KsΦs(y)W sdy

et
L(W ) =

∫
Yf

gfW
fdy +

∫
Ys
gsW

sdy +
∫

Γ
gΓW

sdy.

Puisque la semi norme ‖∇W‖L2(Y ) définit une norme dans l’espace H1
] (Y )/R (voir [5, 37]), la preuve

de la coercivité et de la continuité de la forme bilinéaire a est évidente.
Montrons maintenant la continuité de la forme linéaire L. En utilisant les conditions de compatibi-
lité (4.32). On a alors

L(W ) =
∫
Yf

(W f − 1
|Yf |

∫
Yf

W fdy)gfdy +
∫

Γ
(W f − 1

|Yf |

∫
Yf

W fdy)1
2gΓdσy

+
∫
Ys

(W s − 1
|Ys|

∫
Ys
W sdy)gsdy +

∫
Γ
(W s − 1

|Ys|

∫
Ys
W sdy)1

2gΓdσy. (4.34)

Ainsi, en appliquant l’inégalité de Hölder, nous aurons

|L(W )| ≤ ‖W f − 1
|Yf |

∫
Yf

W fdy‖L2(Yf )‖gf‖L2(Yf ) + ‖W s − 1
|Ys|

∫
Ys
W sdy‖L2(Ys)‖gs‖L2(Ys)(4.35)

+ C‖W s − 1
|Ys|

∫
Ys
W sdy‖L2(Γ)‖gΓ‖L2(Γ) + ‖W f − 1

|Yf |

∫
Yf

W fdy‖L2(Γ)‖gΓ‖L2(Γ)

Puis en utilisant le lemme 1.3 et lemme 1.1, nous obtenons

|L(W )| ≤ C‖∇W f‖L2(Yf )‖gf‖L2(Yf ) + C‖∇W s‖L2(Ys)‖gs‖L2(Ys) (4.36)

+ C‖∇W f‖L2(Yf )‖gΓ‖L2(Γ) + C‖∇W s‖L2(Ys)‖gΓ‖L2(Γ).
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Donc
|L(W )| ≤ C‖∇W‖L2(Y ).

Ce qui nous permet de conclure grâce au lemme de Lax-Milgram que le problème (4.31) admet une
unique solution dans H1

] (Y )/R. D’où le résultat.
Dans la section suivante, nous allons présenter la méthodologie d’approximation de notre modèle
de transfert de la chaleur en se basant sur la méthode d’homogénéisation et une discrétisation par
éléments finis.

4.2 Approximation du problème d’homogénéisation

Dans cette section, nous allons étudier numériquement le comportement asymptotique du pro-
blème de transfert de chaleur (4.1). Ceci dans le but d’illustrer les résultats de la convergence théo-
rique, obtenus dans le chapitre précédent, et de discuter l’efficacité de la procédure d’homogénéisation.
Pour cela, nous allons comparer les résultats numériques du modèle microscopique bidimensionnel
avec le modèle homogénéisé. L’approximation numérique des problèmes de cellules ainsi que des pro-
blèmes microscopiques et du problème homogénéisé, est basée sur un schéma d’Euler implicite pour
la discrétisation en temps et par la méthode des éléments finis P1 pour la discrétisation en espace.
L’étude de la convergence se fait en variant ε, le paramètre d’échelle, dans le modèle microscopique.
Ainsi, pour la détermination du modèle homogénéisé, nous allons décrire la procédure algorithmique
généralement utilisée pour étudier le comportement asymptotique. Finalement, nous allons présenter
quelques résultats numériques qui confirment l’efficacité de l’approche développée dans cette thèse.
Nous allons en particulier mettre l’accent sur l’amélioration apportée par les correcteurs du premier
et du second ordre.

4.2.1 Approximation des problèmes cellulaires et problème homogénéisé
pour l’équation de Stokes

Nous commençons, dans un premier lieu, par l’approximation numérique par éléments finis des
problèmes de cellules associés au problème de Stokes (4.6). Ensuite, nous donnons le problème ap-
proché associé au problème de Stokes homogénéisé (4.5).
Considérons alors une discrétisation de la cellule Yf en construisant sa triangulation τhf , telle que
Y
hf
f = ∪

0≤i≤Nt,f
τhf où hf > 0 et Nt,f le nombre de triangles. Soit

Whf = {vhf ∈ C(Y hf
f )/vhf/τhf ∈ P1b, pour tout τhf ⊂ Y

hf
f , vhf − Y

hf
f périodique et vhf/Γ = 0}
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où P1b est l’espace des polynômes de degré 1 à bulle [14].

Phf = {phf ∈ C(Y hf
f )/phf/τhf ∈ P1, pour tout τhf ⊂ Y

hf
f , phf − Y

hf
f périodique et

∫
Y
hf
f

phfdy = 0}.

Notons par Whf et Phf les espaces approchés de dimension finie associés respectivement aux espaces

V] =
{
v ∈ H1

] (Y )/v/Γ = 0
}
.

et
P] =

{
p ∈ L2

] (Y )/
∫
Yf

pdy = 0
}
.

Ainsi la formulation variationnelle discrète des problèmes cellulaires est donnée par


Trouver Ui,hf dans W d
hf

et phf dans Phf tel que
d∑
j=1

∫
Y
hf
f

∇Ui,j,hf∇(φi,j,hf )dy −
∫
Y
hf
f

phf∇.φi,hfdy =
∫
Y
hf
f

eiφi,hfdy,∫
Y
hf
f

phf∇.Ui,hfdy = 0,

∀φi,hf ∈ W d
hf
, qhf ∈ Phf et ∀i = {1, ..., d},

(4.37)

Nous donnons tout d’abord le problème approché satisfait par la pression homogénéisée et ensuite
nous calculons la valeur approchée de la vitesse homogénéisée. Pour cela, construisons une triangula-
tion τh1 de Ω, tel que Ωh1 = ∪

0<i<Nh1
t

τh1 , où h1 > 0 et Nh1
t le nombre de triangles. La valeur approchée

de la pression homogénéisée est obtenue comme solution du problème approché suivant


Trouver p0,h1 dans W ∗
h1 , tel que∫

Ωh1

∫
Y
hf
f

1
µ

d∑
j=1

Ui,hf (gj −
∂p0,h1

∂xj
)∇φh1dydx = 0,

∀φh1 ∈ W ∗
h1 .

(4.38)

où
W ∗
h1 = {vh1 ∈ C(Ωh1)/vh1/τh1

∈ P1, pour T ⊂ Ωh1}.

D’après l’équation (4.5), l’approximation de la vitesse homogénéisée est donc donnée comme suit

V0,h1 = 1
µ

d∑
j=1

Ui,hf (gj −
∂p0,h1

∂xj
).

Notons que pour calculer la vitesse et la pression solution du problème d’homogénéisation de Stokes,
nous approchons l’équation (4.2) de la même manière que l’équation (4.6).
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4.2.2 Approximation des problèmes cellulaires de transfert de la chaleur

Nous commençons par discrétiser la cellule Y . Pour ce faire, nous construisons sa triangulation
τh telle que Y h = ∪

0≤i≤Nt
τh où h > 0 et Nt le nombre des triangles. Soit

Wh = {vh ∈ C(Y h)/vh/τh ∈ P1, pour τh ⊂ Y h et vh − Y h périodique }

l’espace de dimension finie associé à H1
] (Y ). Notons que nous utilisons ici la méthode des éléments

finis conforme [18]. La formulation variationnelle discrète des problèmes cellulaires est donnée par


Trouver wj,h dans Wh tel que
∫
Y h
Kh(ej +∇wj,h)∇φhdy = 0,

∀φh ∈ Wh et ∀j = 1, ..., d,
(4.39)

où Kh = χY h
f
Kf
h + χY hs K

s
h avec Kf

h (resp. Ks
h) est une approximation de Kf (resp. Ks). En utilisant

la solution du problème (4.39), nous calculons K∗h par la formule suivante :

K∗i,j,h = 1
| Y h |

∫
Y h
Kh(ei +∇wi,h)(ej +∇wj,h)dy, pour i, j = 1, ..., d. (4.40)

Ensuite, notons par V ∗h , λ∗1 et λ∗2 les quantités définies comme suit

V ∗h = 1
| Y h |

∫
Y h
V dy, , λ∗1 =

| Y h
f | + | Y h

s |
| Y h |

et λ∗2 = 1
| Y h |

. (4.41)

Alors á partir des problèmes cellulaires approchés (4.39) ainsi que des paramètres approchés (4.40) et
(4.41), nous obtenons les problèmes variationnels discrets correspondant aux modèles (4.29), (4.28)
et (4.30) définis respectivement comme suit


Trouver wi,j,h dans Wh tel que∫
Y h
Kh(∇wij,h)∇φhdy =

∫
Y h

(Kheiwj,h)∇yφhdy +
∫
Y h

(Ki,j,h + (Kh)tei.∇ywj,h −
1
λ∗1
K∗ij,h)φhdy,

∀φh ∈ Wh et ∀i, j = 1, ..., d,
(4.42)



Trouver Dh dans Wh tel que∫
Y h
Kh∇Dh∇φhdy = −

∫
Y h
f

| Γ | σ
2 | Yf |

φhdy −
∫
Y hs

| Γ | σ
2 | Ys |

φhdy +
∫

Γh
σφhdσy,

∀φh ∈ Wh,

(4.43)
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et 

Trouver θj,h dans Wh tel que∫
Y h
Kh(ej +∇θj,h)∇φhdy =

∫
Y h
f

(−1
2 |Γ|Uh,iej)φhdy +

∫
Γ
(Uh,iej)φhdσy,

∀φh ∈ Wh et ∀j = 1, ..., d,

(4.44)

4.2.3 Approximation du problème homogénéisé et problème d’homogé-
néisation de transfert de la chaleur

Dans le but de donner des approximations des problèmes homogénéisés et des problèmes mi-
croscopiques, nous commençons tout d’abord par une discrétisation de l’intervalle du temps [0, T ]
donnée comme suit

[0, T ] = ∪j=Mn=1 [tn−1, tn], avec ∆t = tn − tn−1 = T

M + 1 .

Ensuite, en utilisant une semi-discrétisation par rapport au temps, via un schéma d’Euler implicite,
pour le problème homogénéisé (4.9) et en écrivant sa formulation variationnelle, on obtient



Trouver un+1
0 ' u0(tn+1, x) ∈ H1

0 (Ω),∀n = 0, ...,M − 1, tel que
1

∆t

∫
Ω
λ∗1u

n+1
0 φ+K∗h∇un+1

0 ∇φ+ V ∗h∇un+1
0 φ+ σ|Γh|

|Y h|
F (un0 )φdx

− 1
∆t

∫
Ω
λ∗1u

n
0φdx = 0,∀φ ∈ H1

0 (Ω) et u0
0 = uin.

(4.45)

En utilisant la même technique de discrétisation pour le problème d’homogénéisation (4.1), on obtient



Trouver un+1
ε = uε(tn+1, x) = (uf,n+1

ε , us,n+1
ε ) ∈ H1

0 (Ω), ∀n = 0, ...,M − 1, tel que
1

∆t

∫
Ω
un+1
ε φε +Kh∇un+1

ε ∇φε + V∇un+1
ε φεdx

+
∫

Γε
εσF (unε )φεdσx −

1
∆t

∫
Ω
unε φεdx = 0,

∀φε = (φfε , usε) ∈ H1
0 (Ω) et u0

ε = uin.

(4.46)

Quant à l’approximation spatiale par la méthode des éléments finis, nous commençons par donner
une approximation de l’espace H1

0 (Ω). Pour cela, nous construisons une triangulation τh1 de Ω, telle
que Ωh1 = ∪

0<i<Nh1
t

τh1 , où h1 > 0 et Nh1
t est le nombre de triangles. Ensuite, nous définissons Wh1

l’espace de dimension finie associé à H1
0 (Ω) par

Wh1 = {vh1 ∈ C(Ωh1)/vh1/τh1
∈ P1, pour τh1 ⊂ Ωh1 et vh1/∂Ωh = 0}.
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Les formulations variationnelles discrètes des problèmes (4.9) et (4.1) sont données respectivement
par 

Trouver un+1
0,h1 = u0(tn+1, x) dans Wh1 , ∀n = 0, ...,M − 1, tel que

1
∆t

∫
Ωh1

λ∗1u
n+1
0,h1φh1 +K∗h∇un+1

0,h1∇φh1 + V ∗h∇un+1
0,h1φh1 + σ|Γ|

|Y |
F (un0,h1)φh1dx

− 1
∆t

∫
Ωh1

λ∗1u
n
0,h1φh1dx = 0,

∀φh1 ∈ Wh1 et u0
0 = uin.

(4.47)

et 

Trouver un+1
ε,h1 dans Wh1 ,∀n = 0, ...,M − 1, tel que

1
∆t

∫
Ωh1

un+1
ε,h1 φε,h1 +Kh∇un+1

ε,h1∇φε,h1 + Vε,h∇un+1
ε,h1 φε,h1dx

+
∫

Γh1
ε

εσF (unε,h1)φε,h1dσx −
1

∆t

∫
Ωh1

unε,h1φε,h1dx = 0,

∀φε,h1 ∈ Wh1 et u0
ε = uin.

(4.48)

où Vε,h est l’approximation de Vε solution de l’équation de Stokes (4.2). Après avoir introduit la
formulation des problèmes approchés, nous résumerons, dans la section suivante, l’algorithme multi-
échelle en éléments finis pour le calcule de u0,h1 la solution approchée du problème homogénéisé (4.1)
ainsi que l’approximation des correcteurs du premier et du second ordre notés respectivement u1,h,h1

et u2,h,h1 .

4.2.4 Algorithme multi-échelles en éléments finis

L’algorithme multi-échelles en éléments finis que nous proposons pour la résolution du processus
d’homogénéisation est le suivant :

1. Se donner tous les paramètres physiques et numériques des problèmes.

2. Pour j = 1, . . . d, calculer Uj,h solution du problème cellulaire (4.37).

3. Calculer p0,h1 l’approximation de p0 en résolvant le problème homogénéisé linéaire (4.38).

4. Calculer V0,h1 par la formule suivante

V0,h1 = 1
µ

d∑
j=1

Ui,hf (gj −
∂p0,h1

∂xj
).

et calculer Vε,h et pε,h en résolvant le problème d’homogénéisation de Stokes (4.2).

5. Pour j = 1, . . . d, calculer wj,h solution du problème cellulaire (4.39).

6. Calculer la conductivité thermique effective K∗h par la formule (4.40), la vitesse V ∗h et le
coefficient homogénéisé λ∗i pour i = 1, 2 par (4.41).

7. Résoudre le problème (4.43) puis pour tout i, j = 1, . . . d, calculer wi,j,h la solution du problème
(4.42) et θij,h la solution de (4.44).
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8. Calculer u0,h l’approximation de u0 en résolvant le problème homogénéisé non linéaire (4.47).

9. Calculer u1,h,h1 et u2,h,h1 les approximations des correcteurs u1 et u2 respectivement par

u1,h,h1 =
d∑
j=1

wj,h(y)∂u0,h1(t, x)
∂xj

,

u2,h,h1 =
d∑

i=1,j=1
wi,j,h

∂2u0,h1

∂xi∂xj
+Dh(y)F (u0,h1) +

N∑
i=1

N∑
j=1

θi,j(gj −
∂p0,h1

∂xj
)∂u0,h1

∂xi
.

4.2.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats numériques illustrant l’efficacité de
l’approche proposée pour l’étude de notre problème de transfert de la chaleur dans un matériau
composite. Pour cela, nous allons donner les résultats numériques pour trois exemples correspondant
à différents modes d’échange thermique. Dans les deux premiers exemples, on cherche à approcher la
solution du problème de transfert de la chaleur pour un terme d’échange radiatif modélisé par une
fonction lipschitzienne (qui est même de classe C1). Ainsi on suppose dans le premier exemple que la
vitesse du fluide est nulle, puis dans le deuxième on considère le problème avec une vitesse du fluide
non nulle. Dans ce cadre, nous testons la convergence de la solution du problème microscopique uε
vers la solution du problème homogénéisé u0, en faisant une comparaison pour différentes valeurs de
ε > 0 qui s’approchent de zéro. Ensuite, nous illustrons numériquement l’efficacité du correcteur du
premier et du second ordre. Le troisième exemple traite le même modèle de transfert de la chaleur,
mais avec un terme d’échange radiatif modélisé par une fonction de la forme F (u) = u|u| qui n’est
pas nécessairement lipschitzienne. De la même manière que dans les deux premiers exemples, nous
illustrons la convergence de la solution uε vers u0 quand ε tend vers 0. Dans cette exemple, vu qu’nous
n’avons pas assez d’hypothèses de régularité sur F , nous nous contentons de donner des résultats
numériques uniquement pour le correcteur du premier ordre.
Nontons que pour les trois exemples, nous utilisons les paramètres donnés dans le tableau 4.1. avec

paramètres valeurs
Kf
ε 0.000238

Ks
ε 0.0007
σ 5, 67 ∗ 10−8

rYs 0.4
∆t 0.05
Ω [0, 1]2

uin pour t = 0 0

Table 4.1 – Paramètres utilisés dans les simulations numériques.
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les pas de discrétisation pour Ωi
ε et Yi (pour i = f, s) sont

h1 =


1
40 , pour la partie fluide
1
20 , pour la partie solide

(4.49)

et

h =


1
20 , pour la partie fluide
1
40 , pour la partie solide

(4.50)

Pour l’écoulement macroscopique à deux dimensions, les contributions de la conductivité effective
ne dépendent que de la base canonique e1 et e2. Aussi les conditions aux limites périodiques, sont
données par

wj,h(y1 = 0, y2) = wj,h(y1 = 1, y2) et wj,h(y1, y2 = 0) = wj,h(y1, y2 = 1), pour j = 1, 2,

et nous utilisons les mêmes conditions aux limites périodiques pour les autres problèmes cellulaires.
Ainsi la conductivité thermique effective obtenue en résolvant les problèmes cellulaires pour les trois
exemples est donnée par

K∗h =
 0.000395597 3.9088 ∗ 10−14

3.9088 ∗ 10−14 0.000395597

 .
Maintenant, afin de comparer les termes macroscopiques u0,h1 , u1,h,h1 , u2,h,h1 et la solution d’homo-
généisation uε,h, nous allons présenter quelques résultats numériques pour les trois exemples.
Notons que l’erreur L2 relative entre la solution d’homogénéisation et la solution homogénéisée est
définie par :

ER0 =
‖uε,h1(tn)− u0,h1(tn)‖L2(Ωh)

‖uh,ε(tn)‖L2(Ωh)
,

l’erreur L2 relative en introduisant le correcteur du premier ordre est donnée par

ER1 =
‖uε,h1(tn)− u0,h1(tn)− εuh,h1,1(tn)‖L2(Ωh)

‖uh,ε(tn)‖L2(Ωh)
,

et l’erreur L2 relative en introduisant les correcteurs du premier et du second ordre est définie par

ER2 =
‖uε,h1(tn)− u0,h1(tn)− εu1,h,h1(tn)− ε2u2,h,h1(tn)‖L2(Ωh)

‖uε,h1(tn)‖L2(Ωh)
,

pour chaque tn avec n = 0, ...,M.

Aussi les erreurs L2 relatives du gradient sont définies par :

ERG0 =
‖∇(uε,h1(tn)− u0,h1(tn))‖(L2(Ωh))d

‖∇(uh,ε(tn))‖(L2(Ωh))d
,
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ERG1 =
‖∇(uε,h1(tn)− u0,h1(tn)− εuh,h1,1(tn))‖(L2(Ωh))d

‖∇(uh,ε(tn))‖(L2(Ωh))d

et
ERG2 =

‖∇(uε,h1(tn)− u0,h1(tn)− εu1,h,h1(tn)− ε2u2,h,h1(tn))‖(L2(Ωh))d

‖∇(uε,h1(tn))‖(L2(Ωh))d
,

pour chaque tn avec n = 0, ...,M.

Exemple 1 :
Dans cet exemple, nous considérons le cas où le terme d’échange radiatif sur l’interface est donné par

F (u) = 1− exp(−u),

pour une vitesse Vε = (0, 0) et une solution exacte uex = xy(1− x)(1− y).

Figure 4.1 – Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,05, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite).

Dans la figure 4.1, la figure 4.2, et la figure 4.3 on représente l’évolution des solutions approchées des
problèmes homogénéisés en fonction de différentes valeurs du paramètre d’échelle ε, à savoir pour
ε = 0.2, ε = 0.1 et ε = 0.05. Nous constatons que les solutions uε,h1 et u0,h1 se rapprochent de plus
en plus, lorsque ε devient assez petit. En particulier la figure 4.1 montre une bonne similitude entre
la solution homogénéisée u0,h1 et la solution uε,h1 qui correspond à ε = 0.05. De plus, les résultats
présentés dans le tableau 4.2 confirment la convergence de uε,h1 vers u0,h1 quand ε tend vers 0 et ceci
pour différents instants.
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Figure 4.2 – Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,1, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite).

Figure 4.3 – Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,2, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite).

t ε = 0.2 ε = 0.1 ε = 0.05
0.3 5.63861e-05 5.67989e-05 8.1454e-05
0.5 0.000128535 0.000129386 0.000159492
1 0.000404438 0.000383754 0.00037262
1.6 0.000881035 0.000763669 0.000634847
2 0.00126957 0.00103914 0.000722572

Table 4.2 – Évolution de l’erreur E0 = ‖uε,h1 − u0,h1‖L2(Ωh) en fonction du temps et de ε.

Le tableau 4.3 montre l’intérêt d’introduire les correcteurs sur le comportement de la solution
u0,h1 . On remarque que les solutions homogénéisées approchent mieux la solution microscopique,
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quand on introduit les correcteurs du premier et du second ordre.

t ER0 ER1 ER2
0.1 0.00452722 0.00274355 0.00273533
0.4 0.00883446 0.0068673 0.0068667
1 0.013198 0.0111796 0.0111702
1.4 0.0157447 0.0137135 0.0136996
1.8 0.0175868 0.0155507 0.0155331

Table 4.3 – Évolution de l’erreur relative en fonction du temps pour ε = 0.09.

Figure 4.4 – Magnitude de la différence des gradients de la solution d’homogénéisation et la solution
homogénéisée |∇(uε,h1 − u0,h1)| pour ε = 0.1 en t = 3.

Dans la figure 4.4, nous présentons la magnitude de la différence des gradients de la solution
d’homogénéisation et la solution homogénéisée. On remarque qu’on obtient une bonne approxima-
tion qui devient meilleure lorsqu’on introduit les gradients des correcteurs du premier et du second
ordre. Ceci est respectivement illustré dans la figure 4.5 et la figure 4.6.
La convergence de la solution homogénéisée aussi bien que celle de son flux en fonction des pas de

h1 = (hf1 , hs1) ( 1
10 ,

1
20) ( 1

20 ,
1
40) ( 1

30 ,
1
60) ( 1

40 ,
1
80)

‖u0,h1 − uex‖L2(Ω) 2.7 ∗ 10−7 6.95 ∗ 10−8 3.08 ∗ 10−8 1.8 ∗ 10−8

‖∇(u0,h1 − uex)‖L2(Ω) 3.38 ∗ 10−6 1.31 ∗ 10−6 8.8 ∗ 10−7 5.02 ∗ 10−7

Table 4.4 – L’évolution de l’erreur entre la solution exacte et la solution homogénéisée en fonction
de h1 pour ε = 0.1 en t = 3

discrétisation est représentée dans le tableau 4.4.
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Figure 4.5 – Magnitude de la différence des gradients de la solution d’homogénéisation et la solution
homogénéisée en introduisant le correcteur d’ordre 1 |∇(uε,h1−u0,h1−εu1,h,h1)| pour ε = 0.1 en t = 3.

Figure 4.6 – Magnitude de la différence des gradients de la solution du problème microscopique
et la solution homogénéisée en introduisant le correcteur d’ordre 1 et d’ordre 2 |∇(uε,h1 − u0,h1 −
εu1,h,h1 − ε2u2,h,h1)| pour ε = 0.1 en t = 3.

Nous représentons également la variation des erreurs E0 = ‖uε,h1−u0,h1‖L2(Ωh), E1 = ‖uε,h1−u0,h1−
εu1,h,h1‖L2(Ωh) et E2 = ‖uε,h1 − u0,h1 − εu1,h,h1 − ε2u2,h,h1‖L2(Ωh) en fonction du paramètre d’échelle ε.
On constate qu’on a une bonne amélioration de l’erreur lorsqu’on introduit les correcteurs du premier
et du second ordre.
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Figure 4.7 – Variation des erreurs E0, E1 et E2 en fonction de ε pour t = 3.

Exemple 2 :
Dans cet exemple nous considérons le même terme d’échange radiatif que celui de l’exemple 1, mais
la vitesse Vε est solution de l’équation de Stokes (4.2) pour les forces extérieures
(f1, f2) = (0.1, 0.1).
Ainsi, l’erreur entre la vitesse d’homogénéisation et la vitesse homogénéisée est donnée par

‖Vε − V0‖L2(Ωfε ) = 8.95738e− 06,

l’erreur entre la pression d’homogénéisation et la pression homogénéisée est donnée par

‖pε − p0‖L2(Ωfε ) = 0.0569908

et la solution exacte uex = xy(1− x)(1− y).

t ER0 ER1 ER2 ERG0 ERG1 ERG2
0.1 0.00309347 0.0011361 0.00116331 0.0628019 0.0356331 0.0356687
0.4 0.00671975 0.00460155 0.00460672 0.122835 0.0912519 0.0912654
1 0.0113778 0.00923003 0.00923 0.190454 0.157949 0.15795
1.4 0.0133438 0.0111914 0.0111902 0.216767 0.184244 0.184241
1.8 0.0147688 0.012615 0.0126127 0.235144 0.202689 0.202682
5 0.0190903 0.0169491 0.0169405 0.287188 0.255273 0.255255
16 0.0254035 0.0237501 0.0201086 0.323255 0.294193 0.281147

Table 4.5 – Évolution de l’erreur relative en fonction du temps pour ε = 0.1.
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Figure 4.8 – La différence entre la solution du problème d’homogénéisation, la solution homogénéisée
et les correcteurs (pour t = 2 en ε = 0.1) : la figure (à gauche) représente (uε,h1 − u0,h1) et la figure
(à droite) représente (uε,h1 − u0,h1 − εu1,h,h1)

Figure 4.9 – La différence entre la solution du problème d’homogénéisation, la solution homogénéisée
et les correcteurs (pour t = 2 en ε = 0.1) : la figure représente (uε,h1 − u0,h1 − εu1,h,h1 − ε2u2,h,h1)

Le tableau 4.5, la figure 4.8 et la figure 4.9 montrent encore une fois que l’utilisation des correc-
teurs nous permet d’avoir une meilleure approximation de la solution u0,h1 aussi bien que le gradient
∇(u0,h1). On remarque, en particulier, que le correcteur du second ordre améliore nettement la qua-
lité de la solution et le gradient en fonction du temps.
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Exemple 3 :
Dans cette exemple nous considérons le cas où le terme d’échange radiatif est donné par

F (u) = |u|u.

avec la vitesse Vε = (0, 0) et la solution exacte uex = sin(πx) cos(πx).

Dans la figure 4.10, la figure 4.11 et la figure 4.12, on représente l’évolution des solutions ap-
prochées des problèmes homogénéisés en fonction de différentes valeurs du paramètre d’échelle ε, à
savoir pour ε = 0.25, ε = 0.1 et ε = 0.05. Nous constatons pour cet exemple aussi que l’erreur entre
les deux solutions uε,h1 et u0,h1 se réduit considérablement quand ε devient assez petit. La figure 4.12
montre encore une fois que nous obtenons pratiquement la même solution uε,h1 que celle du problème
homogénéisé u0,h1 pour ε = 0.05. Ainsi la convergence de uε,h1 vers u0,h1 quand ε tend vers 0 est
illustrée dans le tableau 4.6.

Figure 4.10 – Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,05, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite).
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Figure 4.11 – Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,1, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite).

Figure 4.12 – Distribution spatiale bidimensionnelle de la température. Comparaison de la solution
microscopique (ε = 0,25, t = 2) (à gauche) avec la solution homogénéisée (à droite).

Le tableau 4.7 montre l’impact des correcteurs sur le comportement de la solution u0,h1 . Comme
on peut le voir, nous obtenons une meilleure approximation de la solution du problème d’homogénéi-
sation par la solution du problème homogénéisé lorsqu’on introduit le correcteur du premier ordre.
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t ε = 0.5 ε = 0.25 ε = 0.1 ε = 0.05
0.2 0.00664135 8.58383e-05 5.1988e-05 1.66702e-05
0.6 0.0197896 0.000502295 0.000301019 8.65635e-05
1 0.0325748 0.00156842 0.000752084 0.000197195
1.4 0.0448528 0.00322361 0.00139121 0.000335386
1.8 0.0565638 0.00543656 0.0026409 0.000488439
3 0.088073 0.0152381 0.00491643 0.000988709
4 0.111655 0.0262279 0.00735712 0.00145446
5 0.143527 0.0384619 0.00961195 0.00195828

Table 4.6 – Évolution de l’erreur ‖uε,h1 − u0,h1‖L2(Ωh) en fonction du temps et de ε.

t ER0 ER1
0.1 0.00309347 0.0011361
0.4 0.00671975 0.00460155
1 0.0113778 0.00923003
1.4 0.0133438 0.0111914
1.8 0.0147688 0.012615

Table 4.7 – Évolution de l’erreur relative en fonction du temps pour ε = 0.1.



Conclusion

Dans cette thèse, nous avons considéré un modèle de transfert de la chaleur issu de la construction
d’une pièce par des matériaux composites. Cette pièce composite est présentée par une géométrie
périodiquement distribuée par rapport à une cellule de référence. Ainsi, la pièce est formée par un
milieu hétérogène composé de deux sous-domaines. Nous nous sommes intéressés, plus précisément,
aux équations paraboliques, modélisant ce problème, faisant intervenir un champ de vecteur solution
d’une équation de Stokes. L’échange thermique est aussi modélisé par une condition de transmis-
sion non linéaire sur l’interface entre les deux parties du milieu. Nous avons ainsi opté pour une
analyse multi-échelles basée sur la théorie d’homogénéisation périodique, pour étudier ce modèle.
Pour cela, nous avons commencé par démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème
d’homogénéisation en utilisant le degré topologique de Leray Schauder, pour trois types d’échange
thermique non linéaires. Cette étude a été réalisée en utilisant des espaces fonctionnels appropriés,
pour chaque situation d’échange thermique et en utilisant un minimum d’hypothèses de régularité
sur les données et la solution, par rapport à celles utilisées dans les travaux antérieurs. Nous avons
ensuite proposé une étude de la convergence à deux échelles du problème d’homogénéisation, pour
chacun des modèles considérés, et une identification du problème homogénéisé, ainsi qu’une étude de
la convergence forte du problème d’homogénéisation vers le problème homogénéisé.

Enfin, dans le but de justifier qualitativement l’importance et l’efficacité de la méthode de l’ho-
mogénéisation et pour appuyer aussi les résultats théoriques obtenus, nous avons proposé une étude
de l’approximation numérique du problème. En effet, nous avons établi un développement asympto-
tique de la solution du problème d’homogénéisation, tout en identifiant les équations homogénéisées
associées au problème d’homogénéisation et celles correspondant aux correcteurs du premier et du
second ordre. Ensuite, nous avons proposé une discrétisation des problèmes ainsi obtenus par la mé-
thode des éléments finis. Finalement, nous avons présenté quelques résultats numériques illustrant la
convergence en fonction du paramètre d’échelle ε et montrant l’utilité et l’intérêt des correcteurs du
premier et du second ordre dans la convergence du processus d’homogénéisation. Ceci confirme alors
les résultats théoriques obtenus et justifie en même temps l’efficacité de la méthode de l’homogénéi-
sation.

En perspective, nous souhaitons tendre cette étude dans le cas de l’homogénéisation stochatique.
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