
Etude théorique des processus de collision en

physique atomique relativiste : Proton-atome

d’hydrogène et positron-atome d’hydrogène

Thèse présentée par : Elmostafa Hrour

Sous la direction de : Pr. B. Manaut et Pr. S. Taj



AVANT PROPOS

Nom et prénom de l’auteur : Elmostafa HROUR

Intitulé de la thèse :
" Etude théorique des processus de collision en physique atomique relativiste : Proton-atome d’hy-
drogène et positron-atome d’hydrogène".

Nom et prénom du directeur de thèse : Bouzid MANAUT ( FP Béni mellal)
Nom et prénom du Co-encadrant : Souad TAJ ( FP Béni mellal)
Ce travail a été realisé au : Laboratoire Interdisciplinaire de Recherche en Sciences et Techniques
(LIRST), FP, Beni Mellal.

Les publications de la thèse sont :

1. " On the Coulomb effect in laser-assisted proton scattering by a stationary atomic nu-
cleus" E Hrour, S Taj, A Chahboune, M El Idrissi and B Manaut, Laser Phys. 27, 066003
(9pp)(2017)

2. "Relativistic proton-impact excitation of hydrogen atom in the presence of intense laser
field " E. Hrour, S. Taj, A. Chahboune, and B. Manaut.Can. J. Phys. 94 : 645650 (2016)

3. "Relativistic elastic scattering of hydrogen atoms by positron impact with anomalous ma-
gnetic moment effects" E. Hrour , M. El Idrissi , S. Taj and B. Manaut Indian J Phys89(8) :
783788 (August 2015)

Les Collaborations scientifiques :

i



ii

1. "Relativistic Ionization of Hydrogen Atoms by Positron Impact " - Amal Chahboune, Bouzid
Manaut *, Elmostafa Hrour and Souad Taj.
Atoms , 4, 10(2016) doi :10.3390/atoms4010010

2. " Relativistic ionization of hydrogen atoms by positron impact in the presence of a circularly
polarized laser field"- Chahboune Amal ; Taj Souad ; Hrour El Mostafa ; El Idrissi Moha ;
Manaut Bouzid. (en état de Soumission)

Les communications nationales et internationales :

1. " Etude des processus d’éxcitation d’hydrogènoïdes atomique par impact électronique en
absence d’un champ laser" E. Hrour , M. El Idrissi , S. Taj and B. Manaut .(journees
doctorales beni mellal 10-11 juin 2014).

2. " Diffusion élastique relativiste de l’atome d’hydrogène par l’impact de positron avec effet
De moment magnetique anomal" E. Hrour ,A. Chahboune, S. Taj and B. Manaut .(journees
doctorales beni mellal 2015).

3. " Relativistic laser-assisted excitation of hydrogen atom by proton impact ".E. Hrour, S.
Taj, A. Chahboune, and B. Manaut. ( journees doctorales CPM 11-13 juin 2015 , faculté
des sciences université mohamed 5 rabat )

4. " Diffusion relativiste de proton en présence de champ laser polarisé circulairement " E.
Hrour, S. Taj, A. Chahboune, and B. Manaut. ( journees doctorales CPM 26-27-28 Mai
2016 , faculté des sciences université mohamed 5 rabat ).

5. " Coulomb effect in Mott scattering in the presence of a circularly polarized laser field "E.
Hrour, B. Manaut , A. Chahboune, S. Taj. (1st International conference on Theoretical
Physics and High Energy Physics @ Casablanca (ICTHP-2016) - la Faculté des Sciences
Ben M’sik Le 22-24 Septembre 2016 )

6. " Processus de diffusion en physique atomique relativiste"E. Hrour, S. Taj, A. Chahboune,
and B. Manaut ( première rencontre nationale de la physique des particules à safi le 4-5
novembre 2016 ).

7. "Effet du moment magnétique anomal sur l’ionisation d’hydrogène par impact de positron
en présence d’un champ laser" Amal Chahboune, Bouzid Manaut, Elmostafa Hrour and
Souad Taj. (2◦ Edition des Journées Doctorales Sciences et Techniques 2016 - à la FST
D’Errachidia Le 14-15-16 Avril 2016).

8. " Relativistic triple differential cross section of positron-impact ionization of hydogen atom
". (1st International conference on Theoretical Physics and High Energy Physics @ Casa-
blanca (ICTHP-2016) - la Faculté des Sciences Ben M’sik Le 22-24 Septembre 2016 )

E. Hrour



REMERCIEMENT

Mes premiers remerciements vont à mon encadrant Mr bouzid Manaut, qui fut pour moi un
directeur de thèse attentif et disponible malgré ses nombreuses charges. Sa compétence, sa rigueur
scientifique et sa clairvoyance m’ont beaucoup appris. Ils ont été et resteront des moteurs de mon
travail de recherche. Il a dépassé le rôle d’un directeur de thèse pour être un ami sincère. Je te suis
reconnaissant de m’avoir transmis ton savoir faire et de m’avoir poussé jusqu’à l’aboutissement de
ce travail.
Ma profonde gratitude à Madame Souad Taj pour son encadrement précieux, ces discussions
fructueuses , ses conseils et encouragements m’ont permis de prendre confiance en moi, et de
mettre le Pier sur la bonne voix de recherche.
Je tiens ensuite à exprimer ma profonde reconnaissance à mon frère Hassan Hrour pour son
encouragement et son support moral durant ces quatre années de thèse. J’adresse également mes
remerciements aux membres du jury d’avoir consacré une partie de leur temps et de leurs efforts
pour évaluer ce travail.
Mes remerciements s’adressent également à mon ami Hassan Elharfi et aux membres du laboratoire
de modélisation des écoulements et des transferts dans lequel j’ai passé de bons moments de
discussions scientifiques, J’apprécierai pour toujours leurs inestimable et incomparable amitié.
Ma grande reconnaissance pour ma mère Molouda Qalad à qui je dois tout après Dieu, pour les
sacrifices et le dévouement qu’elle a fait pour moi ainsi que pour mes frères. Je suis infiniment
reconnaissant pour son amour, son soutien et son encouragement à être le meilleur.
Toute la grâce à mon père Elarbi Hrour, la miséricorde de Dieu, qui a fait de son mieux pour le
bonheur sa famille, que Dieu vous récompense, Père, tu resteras mon modèle suprême, et vôtres
sages conseils resteront une lumière brillante de mon chemin pour l’amour et la paix....

iii



TABLE DES MATIÈRES

Introduction générale 1

1 Généralités et support théorique 8

1 Physique prérelativiste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Relativité restreinte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1 Principes de relativité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Transformation de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3 Quelques résultats généraux de la relativité restreinte . . . . . . . . . . . . 12

3 Formalisme quadridimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4 Equation de Klein-Gordon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

5 Equation de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

5.1 Covariance de l’équation de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

5.2 Interpretation de Feynman-stuckelberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

6 Les lasers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

7 Électron dans un champ électromagnétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

7.1 Équation de Dirac pour un électron dans un champ électromagnétique . . . 22

7.2 Solution de Dirac-Volkov pour l’électron dans le champ d’une onde électro-
magnétique plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

8 Fonction d’onde d’une particule de Dirac dans un champ Coulombien . . . . . . . 26

iv



TABLE DES MATIÈRES v

9 Section efficace : formalisme relativiste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

10 Approximation de Born . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

11 Moment magnétique anomal de l’électron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

11.1 Moment magnétique de l’électron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

11.2 Equation de Dirac avec moment magnétique anomal . . . . . . . . . . . . . 34

12 Fonction d’onde relativiste exacte de l’atome d’hydrogène . . . . . . . . . . . . . . 35

2 Diffusion Coulombienne, assistée par laser, d’un proton par noyau atomique
fixe 40

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2 Développement théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.1 Effet Coulombien sur le proton incident . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2 Effect Coulombien sur le proton diffusé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3 Effet Coulomb total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3 Resultas et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1 Approximation de Coulomb simple (ACS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2 Effet total : approximation de Coulomb total (ACT) . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Effet de Coulomb total sur électron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3 Excitation relativiste de l’atome d’hydrogène par impact de proton en présence
d’un champ laser intense 65

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2 Formalisme théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.1 Élément de matrice de transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.2 Section efficace différentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3 Résultats et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

E. Hrour



TABLE DES MATIÈRES vi

4 Diffusion élastique relativiste de l’atome d’hydrogène par l’impact de positrons :
effet du moment magnétique anomal 83

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2 Partie théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3 Resultats et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

Conclusion générale 98

A Quelques relations utiles pour le calcul de la partie intégrale de la section
efficace 101

1 Polynômes de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

2 Relations entre les harmoniques sphériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3 Développement des distances en fonction des harmoniques sphériques . . . . . . . 104

4 Lien avec les fonctions de Bessel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

B Contributions scientifiques 108

E. Hrour



INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’étude de la diffusion des atomes ou des molécules par l’impact des particules chargées,
représente l’un des domaines les plus importants de la physique des collisions. Ces études ont
permis grâce au progrès technologique de comprendre plusieurs effets sur la matière. L’analyse
des informations qu’apportent ces études joue un rôle essentiel aussi bien pour la compréhension
de la structure interne de la matière que de la dynamique de la collision. Elle présente aussi un
intérêt tant fondamental que pratique pour la compréhension de nombreux phénomènes naturels
dans plusieurs domaines de la physique, telles que la biophysique (dépôt d’énergie consécutive à
l’irradiation de tissus vivants), la physique des plasmas (processus de transfert d’énergie au sein
de plasmas chauds) et l’astrophysique (rôle essentiel des mécanismes élémentaires d’interaction,
ionisation, excitation et capture qui interviennent lors de la formation d’objets cosmologiques). Ces
collisions dépendent de plusieurs paramètres tels que l’énergie de la particule incidente, l’énergie
de la cible et la géométrie de la collision.
De façon générale, les diffusions peuvent être classées en deux catégories :

— Diffusion élastique au cours de laquelle l’énergie interne des deux particules reste inchangée,
seules les directions de propagation sont modifiées.

— Diffusion inélastique au cours de laquelle une partie de l’énergie incidente est cédée à la
cible qui passe dans un état excité durant la collision.

L’intérêt majeur de l’étude de ces diffusions est la détermination de la probabilité d’interaction ou
le taux d’interaction lié à la section efficace différentielle (SED) qui contient toute l’information
sur les processus de diffusion et qui présente des intérêts scientifiques pour la compréhension de
la structure interne de la matière à l’échelle atomique et subatomique. La première mesure de
la section efficace totale de la diffusion électron-atome date du début du vingtième siècle [1]. Le
concept d’un électron habillé est introduit depuis l’avènement des sources laser vers 1960 [2]. La
règle de conservation d’énergie introduit une différence entre les énergies de l’électron incident
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Introduction générale 2

et diffusé qui représente un multiple entier arbitraire de l’énergie du photon laser. Les collisions
assistées par laser des électrons par des ions ou des atomes ont été bien développées ces dernières
années ( Berestetzki, et al. [3], Faisal [4], Mittleman [5], Fedorov [6] et dans d’autres documents
récents [7, 9]). La plupart de ces études ont été menées dans le cadre du régime des collisions
non-relativistes et pour des champs faibles ou moyennement intenses [10, 11].
Les avancées considérables dans la technique laser ont permis de produire des intensités relativistes
[12]. Le seuil de ce régime est caractérisé selon Panek et al, [13] par le paramètre fondamental
µ(u.a) = eE/mωc. Lorsque le champ électrique atteint la valeur critique Ec(u.a) = ωc, le para-
mètre µ(u.a) est égal à 1. Ce qui correspond à une intensité critique Ic(u.a) = ω2c2 et une énergie
pondéromotrice Up(u.a) = mc2/4 qui devient de l’ordre de l’énergie au repos de l’électron. Dans
ces conditions, même si la fréquence du champ laser est basse, il est nécessaire de tenir compte du
spin de l’électron au moyen de l’équation de Dirac. De nombreux travaux ont été menés dans ce
contexte pour des énergies incidentes qui excèdent la masse au repos de l’électron. Ils ont permis
d’évaluer et de comprendre les effets de l’interaction spin-orbite, spin-laser et aussi pour les diffu-
sions tenant compte de l’effet Coulombien.
Récemment, les aspects relativistes des processus induits par laser ont suscité plus d’intérêt. Parmi
ces processus, on trouve : la transition entre Thomson et Compton, la diffusion dans un champ laser
ultra-intense [14] et l’influence de la matière sur la propagation de la lumière en auto-canalisation
dans le régime relativiste [15]. Il a été vérifié expérimentalement que grâce à la divergence in-
frarouge de l’électrodynamique quantique (QED) [16], le système projectile-cible peut échanger
un nombre assez grand de photons avec le champ dans la limite des photons mous. La diffusion
Coulombienne pour des vitesses relativistes a été mise au point, depuis 1929, par Mott [17]. Une
extension, dans le cadre de la première approximation de Born [18] de la diffusion relativiste Cou-
lombienne assistée par laser, a été formellement dérivée par Denisov et Fedorov [19]. Kamiński [20]
a utilisé une transformation non-locale en un processus généralisé de Kramers-Henneberger pour
développer les résultats de Kroll-Watson à basse fréquence. Parmi les processus assistés par laser,
on peut citer aussi en utilisant la méthode variationnelle, la diffusion relativiste en présence d’un
champ multimode réalisée par Zhou et Rosenberg [21]. D’autres exemples sont exposés dans [22]
où les auteurs résument les progrès de l’étude des processus fondamentaux de l’électrodynamique
quantique en présence du laser.
Le processus de la diffusion de Mott assistée par un laser polarisé circulairement a été étudié
par Szymanowski et al. [23] et linéairement par Li et al. [24]. Attaourti et Manaut ont étudié
le même processus pour un champ de polarisation circulaire et elliptique [25, 26]. Manaut et al.
ont traité le cas des électrons de spin polarisé [27] en utilisant les fonctions d’ondes standard de
Dirac-Volkov (DV)[28] pour décrire l’électron sous l’influence simultanée du noyau et du champ
laser intense. Cependant, le potentiel Coulombien étant à longue portée, l’électron habillé par le

E. Hrour



Introduction générale 3

champ laser ressent ce champ même pour r →∞ avant et après l’interaction. Ainsi, les fonctions
d’onde de Dirac-Volkov doivent être modifiées de manière à prendre en compte les corrections
dues aux effets Coulombiens. En physique des collisions non relativistes assistées par laser, ces
fonctions d’onde sont bien connues sous le nom des fonctions d’onde de Coulomb-Volkov (CV).
Elles ont été proposées pour la première fois par Jain et Tzoar [29] et Cavalière et al. [30] et
utilisées durant plusieurs années pour des études théoriques telles que la diffusion assistée par
laser [31] et l’ionisation multiphotonique [32]. Une démarche récente, de l’introduction des effets
Coulombiens dans le régime relativiste, a été faite par Liu et Kelly [33]. Ils ont amélioré la version
relativiste de l’approximation du champ fort (ACF) faite par Reiss [34] de la théorie KFR [35, 37]
qui consiste à négliger l’interaction entre les photoélectrons et le potentiel de l’ion résiduel. Ils ont
introduit l’approximation de Sommerfeld-Maue-Volkov (SMV)[38] pour étudier l’ionisation multi-
photonique dans un large domaine d’intensité du laser. Pour des intensités intermédiaires, Li et al.
[39] ont étudié récemment, dans l’approximation Coulombienne, la diffusion de Mott en présence
d’un champ laser polarisé linéairement. Ces auteurs ont utilisé une autre variante de fonction
d’onde, pour tenir compte à la fois des effets de spin, de la relativité et de l’effet Coulombien.
Ils ont calculé l’expression analytique de la section efficace de spin non polarisé en utilisant les
fonctions d’onde de Dirac-Volkov [28] pour décrire l’électron sous l’influence simultanée du noyau
et du champ laser intense. Ils ont aussi discuté l’influence de la fonction d’onde de l’électron dans
l’approximation Coulombienne sur la section efficace différentielle.
Le développement des fonctions d’ondes qui représentent les systèmes mis en collision ainsi que la
définition de quelques notions attachées au calcul des sections efficaces différentielles sont intro-
duits dans le premier chapitre. Le second chapitre est une généralisation de l’étude faite par Li et
al. [39] pour le cas de la diffusion d’un proton habillé par un noyau fixe en tenant compte de l’effet
Coulombien sur le proton incident et diffusé. Une discussion, dans cette géométrie particulière, est
menée sur l’effet Coulombien et l’effet de la charge Z pour différentes énergies du proton incident.
A hautes énergies, les fonctions d’onde de Dirac-Volkov sont largement suffisantes pour décrire le
mouvement du proton dans le champ électromagnétique.
Le troisième chapitre est consacré à l’étude de l’excitation relativiste de l’atome d’hydrogène par
impact de proton en l’absence et en présence du champ laser. L’interaction matière-antimatière
est un champ de recherches vaste et intéressant. L’un des plus simples processus de ce type est
la diffusion positron-atome [40] et positron-molécule [41]. Selon le travail [42], la section efficace
différentielle, dans la première approximation de Born, est la même pour la diffusion élastique
de l’ atome d’hydrogène par impact de positron ou d’électron. Ces investigations n’ont pas tenu
compte de l’effet du moment magnétique anomal de l’électron. Les travaux [43, 44] ont trouvé
que, en tenant compte de l’effet du moment magnétique anomal de l’électron dans les deux états
initial et final, les sections efficaces différentielles augmentent de manière significative.
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Le quatrième chapitre est destiné à la diffusion élastique assistée par laser, en tenant compte de
l’effet du moment magnétique anomal, de l’atome d’hydrogène par impact de positron. Nous avons
utilisé les fonctions d’onde de Dirac-Volkov, avec moment magnétique anomal [45], pour décrire
respectivement les deux états initial et final. Le but principal est de donner un formalisme général
tout en comparant le cas de la diffusion d’électron et de positron.

Tout au long de ce travail, les unités atomiques sont utilisées : la vitesse de la lumière et la
constante de structure fine sont c = 1/α = 137.036u.a, le coefficient de conversion de l’énergie
en eV à l’énergie en unité atomique est 1u.a = 27, 2116 eV . L’unité atomique de l’intensité du
champ laser est 1u.a = 3, 5 1016W/cm2 et l’unité atomique du champ électrique est telle que :
ε = 1u.a = 0, 5 109 V/cm. Le laser utilisé est de fréquence ω = 0, 043u.a = 1, 17 eV qui correspond
à la transition de Neodmium de longueur d’onde de 1064nm.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS ET SUPPORT THÉORIQUE

1 Physique prérelativiste

À la fin du 19e siècle, la physique a atteint un niveau de développement remarquable. De
nombreux phénomènes naturels sont expliqués. La mécanique de Newton constitue le fondement
de l’étude des fluides et bien d’autres. La théorie de l’électromagnétisme de Maxwell fournit une
explication unifiée des phénomènes magnétiques et électriques. selon la théorie de la gravitation
universelle de Newton(1867), une distribution de masse ρ produit un champ gravitationnel g donné
par l’équation :

~∇~g = −4πGρM (1.1)

Ainsi, toute masse m se trouvant dans le champ g est soumise à la force de gravitation :

~F = m~g

En électromagnétisme, les équations de Maxwell unifiant tous les phénomènes électriques et ma-
gnétiques, permettent de calculer les champs électriques E(x,y,z,t) et magnétiques B(x,y,z,t) créés
par une distribution de charges ρ(x, y, z, t) et courants électriques j(x, y, z, t).

~∇. ~E = ρ

ε0
, ~∇∧ ~E = −∂

~B

∂t

~∇. ~B = 0, ~∇∧ ~B = µ0(~j + ε0
∂ ~E

∂t
)

8
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Toute charge q de vitesse v plongée dans le champ électromagnétique E(x, y, z, t), B(x, y, z, t) est
soumise à la force de Lorentz :

~F = q( ~E + ~v ∧ ~B)

Alors toute particule de masse m et de charge q est soumise aux forces électromagnétiques et
gravitationnelles, son accélération ~a est donnée par le principe fondamental de la dynamique :

m~a =
∑

~F

La mécanique classique (Newtonienne) était plutôt fondée sur le principe d’inertie et le PFD.
-Le Principe d’inertie :" il existe des référentiels dits d’inertie, dans lesquels le mouvement d’un
corps sur lequel aucune force ne s’applique est rectiligne uniforme." Dans un tel référentiel, les
lois de la physique prennent une forme particulière, plus simple que dans les autres référentiels,
alors que dans un référentiel non-inertiel, il faut faire apparaître des forces supplémentaires dans
le membre de droite(du PFD ), appelées forces d’inertie.
-Transformations de Galilée
Soient R(x, y, z) et R′(x′, y′, z′) deux référentiels tels que R′ est animé d’un mouvement rectiligne
uniforme de vitesse ~v par rapport à R. Soit à utiliser des rotations ou des translations (y compris
un changement d’origine des dates), on peut supposer qu’à l’instant t = 0, les deux référentiels
ont la même origine et les mêmes axes, et que la vitesse ~v est dans la direction de l’axe des x.
Il est alors facile de voir que le changement de référentiel s’écrit :

Figure 1 – Choix des axes dans deux référentiels R et R′ en mouvement relatif. Les axes des

deux repères sont parallèles. Les axes Ox et O′x′, alignés avec la vitesse relative v, coïncident à

chaque instant.
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x′ = x− vt

y′ = y

z′ = z

t′ = t

(1.2)

En composant ce type de transformation avec des rotations ou des translations, on obtient toutes
les transformations possibles qui correspondent à des changements de référentiels dont les axes
sont orthonormés directs. L’ensemble de ces transformations forme un groupe appelé groupe de
Galilée.
Le paradoxe qui apparaît ainsi entre les conclusions de la mécanique non relativiste de Newton
et celles des lois de l’électromagnétisme de Maxwell est plus dramatique. En effet, le principe
de relativité Galiléen se trouve inscrit dans les équations dynamiques mêmes de la mécanique
de Newton. En particulier, les prédictions physiques des équations utilisées ne sauraient donc
dépendre du choix du référentiel inertiel. Néanmoins, les équations de Maxwell prédisent l’existence
de processus ondulatoires électromagnétiques dont la vitesse de propagation est déterminée de
manière unique, en terme d’une seule même valeur numérique, par ces équations, et ceci à priori
pour tout choix de référentiel inertiel. Or, en vertu du théorème d’addition des vitesses, cette valeur
devrait dépendre du choix du référentiel inertiel, tandis que les équations de Maxwell conduisent à
une seule valeur sans que le choix de référentiel ne soit spécifié. En d’autres termes, les équations
de Maxwell ne sont certainement pas invariantes sous les transformations de Galilée.
Alors quels sont les principes et équations fondamentaux qu’il faut modifier, ceux de la mécanique
de Newton ou ceux de l’électromagnétisme ?
Seule l’expérience a pu finalement trancher laquelle de ces possibilités n’était pas en conflit avec
les phénomènes observés dans la nature. L’expérience de Michelson et Morley a montré que la
vitesse de la lumière est indépendante du mouvement de l’observateur. D’autres expériences ont
utilisé différentes sources (soleil, étoiles,. . . ) et ont obtenu les mêmes résultats. La mesure de la
vitesse de la lumière dans le vide donne toujours le même résultat.

E. Hrour
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2 Relativité restreinte

2.1 Principes de relativité

Einstein finit par comprendre que la solution pour se tirer de ces contradictions consistait à
condamner les notions classiques d’éther et de la cinématique galiléenne et c’est une toute nouvelle
physique qui se trouve effectivement élaborée sur la base de deux postulats fondamentaux :

— Postulat 1 (principe de relativité ) : Les lois de la physique sont les mêmes pour tous les
observateurs inertiels.
Ce premier postulat étendait le principe de la relativité Newtonienne non seulement aux
lois de la mécanique mais aussi au reste de la physique, y compris l’électricité et le magné-
tisme.

— Postulat 2 (invariance de la vitesse de la lumière) : La vitesse de la lumière est la même
dans tous les référentiels inertiels.
La vitesse de la lumière est une constante universelle qui a la même valeur c dans tous
les référentiels Galiléens. Elle est donc indépendante du mouvement de la source et de la
direction de propagation (isotrope).

Un autre postulat doit être maintenu qui est celui du principe de causalité : « l’ordre temporel
de deux événements est conservé lors de tout changement de référentiel Galiléen ».
Les deux postulats sont solidaires du choix qu’impose le résultat négatif de l’expérience de Michel-
son. Il faut rejeter les transformations de Galilée incompatibles avec la constance de la vitesse de
lumière c. Les équations de l’électromagnétisme pourront être gardées à condition qu’elles soient
invariantes sous les nouvelles transformations qui s’imposent en remplacement de celles de Galilée :
les transformations de Lorentz.

2.2 Transformation de Lorentz

La transformation classique de Galilée étant incapable de satisfaire au principe de relativité
en ce qui concerne les équations de Maxwell du champ électromagnétique. C’est Hendrik Antoon
Lorentz (1853-1928) qui le premier, s’est posé la question de déterminer le groupe d’invariance des
équations de Maxwell, découvrant ainsi le groupe de Lorentz qui porte son nom, mais Einstein les
a établies à partir du postulat de relativité restreinte, puis interprétées physiquement en (1905).

E. Hrour
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soient deux référentiels R et R′ munis de repères aux axes y et z parallèles et x confondus, en
mouvement relatif de vitesse ~v = v ~ux dans la direction de l’axe x. Les origines des temps com-
munes t = t′ = 0 ont été fixées à l’instant passé où O et O’ coïncidaient.
La transformation de Lorentz-Poincaré s’écrit simplement, sous forme matricielle,



x′

y′

z′

ct′


=



γ 0 0 −γβ

0 1 0 0

0 0 1 0

−γβ 0 0 γ





x

y

z

ct


avec

β = v

c
et γ = 1√

1− β2

Les transformations de Lorentz incluent toutes les transformations entre référentiels Galiléens
laissant invariante la vitesse de la lumière. Elles ne se réduisent donc pas aux transformations de
changement de vitesse ou boosts mais incluent également les rotations et les translations de l’espace
tridimensionnel. L’ensemble de toutes ces transformations possède une structure de groupe. Il est
appelé groupe inhomogène de Lorentz ou groupe de Poincaré. En excluant les translations, on
obtient le groupe homogène de Lorentz.

2.3 Quelques résultats généraux de la relativité restreinte

— Dilatation du temps
Considérons deux événements qui se produisent au même endroit dans R0. Ces deux évé-
nements sont séparés de ∆t et ∆x dans le référentiel R, et de ∆t′ dans R′. La position
spatiale dans R′ ne varie pas donc ∆x′ = 0. Alors :

∆t = γ∆t′

Le temps mesuré est supérieur au temps propre, c’est la dilatation du temps selon laquelle
les horloges en mouvement avancent plus lentement que les horloges au repos.

— Perte de la simultanéité
On peut mesurer la variation des coordonnées qui sépare deux événements distincts dans
R : (∆t; ∆x; ∆y; ∆z). Si ces événements sont simultanés dans R, alors ∆t = 0. Dans
R′, ∆t′ = γv∆x′/c2 : ils ne sont plus simultanés dans le cas général. Deux événements
simultanés dans R ne le sont plus dans R′. La notion de simultanéité pour deux événements
distants n’a plus un sens absolu indépendant du référentiel. Seule la simultanéité de deux
événements au même point est valide dans tous les référentiels.

E. Hrour
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— Contraction des distances
Considérons une règle de longueur ∆x = x2− x1 immobile dans R : c’est donc sa longueur
propre. On veut mesurer sa longueur dans R′. Cela veut dire mesurer ce qui sépare les
deux événements de coordonnées (x′1, y0, z0, t0) et (x′2, y0, z0, t0) à la même date t′ : ces deux
événements sont simultanés dans R′. Alors ∆x = γ∆x′ car ∆t′ = 0.
Ainsi :

∆x′ = ∆x
γ

La longueur mesurée est inférieure à la longueur propre

— Invariant fondamental
En relativité restreinte, nous avons vu que les longueurs se contractent et le temps se dilate.
On conserve néanmoins un invariant, appelé intervalle entre deux événement et qu’on note
∆S.

∆S2 = (ct)2 − (∆x2 + ∆y2 + ∆z2)

∆S2 peut être interprété comme le carré de la distance dans l’espace de Minkowski entre
les deux événements considérés. Cette forme quadratique généralise l’expression habituelle
de la distance dans l’espace Euclidien tridimensionnel entre deux points voisins de coor-
données cartésiennes.

Les prédictions de la théorie de la relativité restreinte ont été mises à l’épreuve dans un grand
nombre d’expériences, et aucune contradiction entre les résultats de ces expériences et la théorie
n’a été trouvé. La grande majorité des scientifiques ont alors accepté la théorie de la relativité
comme une description exacte de la nature. L’une des plus grandes applications de nos jours est
le système GPS (Global Positioning System).

3 Formalisme quadridimensionnel

La similitude entre les notions de temps et d’espace suggère d’adopter un formalisme quadridi-
mensionnel. Le vecteur position espace-temps est représenté par ses composantes contravariantes
xµ :

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (x0, x) = (ct, r)

E. Hrour
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x0 la composante temporelle tandis que (x1, x2, x3) sont les coordonnées spatiales usuelles.
Par exemple le vecteur A s’écrit dans un espace à quatre dimensions :

A =
3∑

µ=0
Aµeµ = Aµeµ

La convention d’Einstein ou indice répété contravariant-covariant signifie la sommation sur toutes
ses valeurs possibles.
Le produit scalaire a la forme

A.B = Aµeµ.B
νeν = AµBνgµν

avec gµν = eµeν est le tenseur métrique. Si on choisit une base orthogonale gµν = 0 si µ 6= ν

Dans l’espace de Minkowski la longueur généralisée d’un vecteur est reliée à l’intervalle par :

x2 = xµxµe2
µ = (ct)2 − x2 − y2 − z2

La norme du vecteur de base

e2
µ =


1 si µ = 0

−1 si µ = 1, 2, 3
(3.1)

Donc le tenseur métrique s’écrit :

gµν =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


On a gµν = (gµν)−1 = gµν puisque gµνgµλ = δνλ et gµνgµν = 4 × 14, avec 14 la matrice unité. Le
vecteur contravariant xµ est obtenu on abaissant l’indice comme suit :

xµ = gµνx
ν = (x0,−x1,−x2,−x3) = (ct,−x,−y,−z) = (ct,−r)

La définition du quadri-impulsion est telle que ;

pµ = (p0, p1, p2, p3) = (E
c
, px, py, pz) = (E

c
, p)

pµ = (p0, p1, p2, p3) =
(
E

c
, px, py, pz

)
=
(
E

c
, −p

)
(3.2)

E. Hrour
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La relation énergie-impulsion est donnée par ;

p2 = pµpµ =
µ=3∑
µ=0

= (E
c

)2 − p2 = m2c2 (3.3)

L’énergie relativiste de la particule est donnée par E = γmc2, son énergie cinétique est T =
(γ − 1)mc2, alors que l’énergie de masse au repos est E0 = mc2.
Un autre pilier de la physique moderne est la théorie de la mécanique quantique qui a bouleversé,
au début du XXième siècle, notre compréhension des phénomènes à très petite échelle, celle des
particules élémentaires et des atomes. La théorie quantique des champs relativistes qui en est
l’aboutissement est le cadre théorique obligatoire pour comprendre les interactions entre particules
via les forces électromagnétiques, nucléaires faibles et fortes aujourd’hui décrites par le modèle
standard des particules élémentaires.

4 Equation de Klein-Gordon

Les équations de mouvement relativistes obeissent dans le cas d’une particule libre à la relation
d’énergie-impulsion.

pµpµ = E2

c2 − p
2 = m2c2, (4.1)

avec mc2 l’énergie de masse au repos, selon la règle de correspondance de la mécanique quantique
on procède au substitutions en terme d’opérateurs :

pµ = (E, p) = (i~ ∂
∂t
,−i~∇) = i~

∂

∂xµ
= i~∂µ

la relation d’énergie-impulsion s’écrit :

−~2( 1
c2
∂2

∂t2
−∇2)ψ(x) = m2c2ψ(x) (4.2)

qui est une équation différentielle du second ordre appelée équation de Klein-Gordon

(∆− 1
c2
∂2

∂t2
)Ψ(x) = m2c2

~2 ψ(x) (4.3)

où
(−∂µ∂µ −m2c2)Ψ(x) = (p2 −m2c2)Ψ(x) = 0 (4.4)

Cette équation est covariante sous une transformation de Lorentz et la fonction ψ(x) se transforme
comme un scalaire. Dans la limite non relativiste E � mc2 l’équation de Klein-Gordon libre

E. Hrour
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restitue l’équation de schrodinger non relativiste, elle décrit donc les particules de spin zéro, et
admet des solutions en ondes planes :

ψ(x) = A exp(− i
~
pµx

µ) = A exp(−ikµxµ) (4.5)

avec kµ = (k0,−k) = (ω
c
,−k). En remplaçant dans l’équation, on aboutit à :

E = ±c
√
p2 +m2c2 et ω = ±c

√
k2 + m2c2

~2

Ce qui conduit à des solutions d’énergies positives et négatives, si l’on écrit le quadri-vecteur
densité de courant Jµ tel que :

Jµ(x) = i~
2m(ψ∗∇µψ − ψ∇µψ∗) (4.6)

La relation vérifiée par la densité de courant ∇µJ
µ(x) = 0 peut être écrite sous la forme :

∂

∂t
ρ+∇J = 0 (4.7)

Qui a la forme d’une équation de continuité, avec

ρ = i~
2mc2 (ψ∗∂tψ − ψ∂tψ∗) (4.8)

On voit que ρ n’est pas nécessairement positive. En effet prenons l’onde plane (4.5) on aura
ρ = E

mc
|A|2 on a donc signe (ρ) = signe (E), et ρ ne peut être considérée comme une densité de

probabilité de position. Cependant il est possible de donner un sens physique à ρ en l’identifiant non
pas à une densité de probabilité, mais à une densité de charge électrique en multipliant par la charge
électrique. Le fait que ρ soit positive (négative) pour les solutions d’énergie positive (négative)
suggère de réinterpréter les solutions d’énergie négative comme des antiparticules portant une
charge électrique opposée à celle des particules (solutions d’énergie positive).

5 Equation de Dirac

Dirac a tenté de linéariser l’équation de Klein-Gordon et à régler les problèmes de densité
de probabilité négative et des solutions d’énergies négatives. Il a introduit une équation qui ne
contient que des opérateurs différentiels du premier ordre. L’idée de Dirac est de travailler avec
une équation du 1er ordre dont le carré redonne l’équation de Klein-Gordon. Il postule l’éxistance
de deux opérateurs α et β dont le premier est lié à l’énergie cinétique et le second à l’énergie au
repos de la particule

Ĥ = cα̂p̂+ β̂mc2. (5.1)

E. Hrour
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Les opérateurs α et β sont déterminés en imposant à l’équation de reproduire E2 = p2 +m2c4

Le calcul du carré de H donne :

H2 = (cαp+ βmc2)2

= c2αipiαkpk +mc2(αipiβ + βαkpk) +m2c4β

= c2

2 [αi, αk]pipk +m2c3 {αi, β} pk +m2c4β

= p2c2 +m2c4

Ce qui impose à α et β de former des anticomutateurs et d’être de carré égal à 1 et de trace nulle :

{αi, αj} = 2δij, {αi, β} = 0

αiαi = β2 = 14, T rαi = Trβi = 0

avec 14 est la matrice unité et les matrice α et β sont de dimension 4 données dans la représentation
de Dirac comme suit :

~α =

0 ~σ

~σ 0

 β =

12 0

0 −12

 (5.2)

Les matrices σ sont définies comme suit :

σ0 = 12; σ1 =

0 1

1 0

 ; σ2 =

 0 i

−i 0

 ; σ3 =

1 0

0 −1

 (5.3)

5.1 Covariance de l’équation de Dirac

Un point important réside dans le fait que le formalisme de l’équation de Dirac est compatible
avec la relativité restreinte telle qu’elle est décrite mathématiquement par la théorie de Lorentz,
Poincaré et Einstein.
Le point de départ est l’équation de Dirac (5.1) que l’on multiplie à gauche par β et que l’on divise
par c puis, on regroupe les dérivées premières par rapport à l’espace et au temps :

(−iγµ∂µ + mc

~
)ψ = 0. (5.4)

Les matrices γµ, qui apparaissent dans l’équation de Dirac, sont telles que :

γ0 = β =

 12 0

0 −12

 , γi = βαi =

 0 σi

−σi 0

 , i = 1, 2, 3

E. Hrour
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ou de façon équivalente :
γµ = (β, β~α) µ = 0, 1, 2, 3

On introduit la notation "slash" de Feynman

a/ = γµaµ = γ0a0 + γkak.

L’équation de Dirac devient sous la forme suivante :

(i/∂ + mc

~
)ψ = 0

La covariance relativiste est assurée par le fait que, lors d’un changement de référentiel Galiléen
R à un autre référentiel Galiléen R′, l’équation (5.4) garde la même forme :

(i /∂′ + mc

~
)ψ′ = 0

où x′ = Λx et ψ′(x) = S(Λ)ψ(x), avec Λ et S(Λ) sont les matrices de Lorentz. L’équation sera
invariante de forme si

S−1(Λ)γµS(Λ) = Λν
µγ

µ

Pour plus de détails, le lecteur peut consulter la référence [7].

5.2 Interpretation de Feynman-stuckelberg

La densité de courant pour une particule de charge −e et de quadri-impulsion (E, ~p) est :

Jµ = −2e |N |2 pµ = −2 |N |2 (E, ~p).

Tandis que la densité de courant pour une particule de charge +e et de quadri-impulsion (E, ~p)
est :

Jµ = +2e |N |2 pµ = −2 |N |2 (−E,−~p)

Ceci montre que la solution d’énergie positive pour le positron est équivalente à la solution pour
d’énergie négative pour l’électron.
La fonction d’onde Neipµxµ est invariante par transformation : pµ → −pµ et xµ → −xµ.
Ainsi, les fonctions d’ondes qui décrivent les particules décrivent également les anti-particules. Les
solutions d’énergie négative donnent des particules qui remontent le temps.

E. Hrour
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t

E > 0 E < 0

ElectronPositron

Figure 2 – Equivalence entre un positron remontant le temps et un électron .

En conséquence de l’interprétation de Feynman-Stückelberg, le processus d’absorption d’un
positron d’énergie −E est la même que l’émission d’un électron d’énergie E (voir figure 2). Dans
les calculs des amplitudes de diffusion, en utilisant les diagrammes de Feynman, tous les processus
de diffusion sont calculés en termes de particules et non d’antiparticules. A titre d’exemple, le
processus de diffusion d’un positron entrant par un potentiel est assimilé à un électron qui remonte
le temps (sortant).

Emission

(+E,P

-P)

Absorption

+

e

Figure 3 – Equivalence entre le processus d’absorption d’un positron d’impulsion pµ = (−E,−~p)

et l’émission d’un électron d’impulsion pµ = (E, ~p).
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6 Les lasers

En 1916, Albert Einstein définit les lois d’émission de photons (lumière) par stimulation (pom-
page optique) et annonce le principe de l’émission stimulée qui ouvre la porte à une nouvelle
technologie : le LASER " Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation ", soit en fran-
çais : l’amplification de lumière par émission stimulée de radiations.

Figure 4 – Principe de fonctionnement d’un laser

Le faisceau laser est généré dans un résonateur constitué de deux miroirs dont l’un est par-
tiellement transparent et contenant un milieu actif généralement solide ou gazeux. Le milieu actif
est excité par une source d’énergie qui induit dans la cavité une émission stimulée. Les lois de
l’émission stimulée font que les photons reémis ont tous la même fréquence et la même phase. À
partir d’un certain seuil, il y a amplification et émission d’un très grand nombre de photons qui
constituent une onde électromagnétique cohérente. La fréquence de celle-ci est celle des photons
qui la gênèrent et elle est fixée par la nature du milieu excité.
Dans le cas des lasers continus, l’étendue des puissances de sortie va du mW à 50 kW. Le plus
gros laser industriel d’Europe a été implanté à Yutz-Thionville en 1994. Il s’agit d’un laser CO2
(dioxyde de carbone) dont la puissance de sortie continue est de 45 kW. Il est dédié à des appli-
cations de soudage sur une forte épaisseur.
Un laser impulsionnel peut générer, de façon discontinue, des impulsions de courte durée. Dans ce
cas, il faut distinguer :
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Figure 5 – Impulsions délivrées par un laser pulsé

- la puissance moyenne de sortie, qui tient compte également des intervalles de temps entre
chaque impulsion ;
- la puissance de crête, qui est la puissance atteinte lors de l’impulsion.
La Cadence est la fréquence de répétition = 1/T . Le fait de pulser un laser permet d’atteindre des
puissances Pmax très élevées en des temps très courts, pour la même énergie par impulsion. L’intérêt
de laser impulsionnel par rapport au régime continu est d’avoir un laser beaucoup plus puissant
pour une même consommation d’énergie. Par exemple, un laser de un watt donnant sa lumière de
façon continue aura une puissance de 1 joule/s, mais s’il concentre une énergie de un joule en une
décharge lumineuse d’une milliseconde, sa puissance de crête va être multipliée par mille et sera
de un kilowatt. Ces dernières années, la technologie laser a considérablement progressé, ce qui a
augmenté l’intensité de quelques ordres de grandeur au-delà de la limite relativiste et réduit la
durée d’impulsion au régime de l’attoseconde.
Le laser en verre Vulcan au laboratoire Rutherford Appleton est capable de délivrer une impulsion
de nanoseconde d’une énergie jusqu’à 2, 6kJ . Il a également permis une performance en petawatt en
2004 : 423 J dans une impulsion de 410 fs de puissance de 1, 03PW qui a été focalisé à l’intensité
de 1021W/cm2.
Dans la plupart des études de processus de l’électrodynamique quantique, le champ laser est décrit
classiquement par son quadri-potentiel A, il définit les caractéristiques du champ laser : intensité,
fréquence, polarisation,...
Dans le cas d’une polarisation linéaire le potentiel vecteur s’écrit :

A = a cosφ,

avec φ la phase défini par φ = (k.x) = kµx
µ, k le quadri-vecteur d’onde.

Le cas d’un champ monochromatique polarisé circulairement est décrit par son quadri-vecteur
potentiel tel que :

Aµ = aµ1cosφ+ aµ2sinφ. (6.1)
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Le cas de polarisation elliptique le quadri-vecteur est décrit comme suit :

Aµ = aµ1cos(φ) + aµ2sin(φ)tan(η/2) (6.2)

où η est le degré d’ellipticité. On obtient le cas de polarisation linéaire pour η = 0, et la polarisation
circulaire pour η = π/2.

7 Électron dans un champ électromagnétique

7.1 Équation de Dirac pour un électron dans un champ électromagné-

tique

L’équation de Dirac du premier ordre pour un électron libre de quadri-impulsion pµ s’écrit :

(pµ −m)ψ = 0, (7.1)

avec ψ la fonction d’onde bispinorielle qui décrit le mouvement de l’électron. En présence du
champ électromagnétique extérieur de quadri-potentiel Aµ(φ, A), A est le potentiel vecteur et φ
est le potentiel scalaire. Le principe du couplage minimal donne la substitution pµ → pµ − eA/c,
l’équation devient : [

γ(p− eA

c
)−mc2

]
ψ = 0. (7.2)

L’hamiltonien correspondant est H = cα(p−eA/c)+βmc2 +eφ. L’équation de Dirac est invariante
sous les transformations de jauge A → A + iPξ (avec ξ fonction arbitraire ) et ψ → ψeieξ. En
présence du champ électromagnétique, elle est souvent utilisée sous sa forme en seconde ordre.
Pour cela appliquons l’opérateur γ(p− eA/c) +mc à l’équation (7.2), on obtient :[

γµγν(pµ −
e

c
Aµ)(pν −

e

c
Aν)−m2c2

]
ψ = 0 (7.3)

Le produit γµγν peut être écrit comme suit :

γµγν = 1
2(γµγν + γνγµ) + 1

2(γµγν − γνγµ) = gµν + σµν , (7.4)

avec σµν est le tenseur antisymétrique défini par :

σµν = −σνµ = 1
2 [γµ, γν ] = 1

2(σµν − σνµ). (7.5)
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Le premier produit de l’équation (7.3) devient :

γµγν(pµ −
e

c
Aµ)(pν −

e

c
Aν) = (gµν + σµν)(pµ −

e

c
Aµ)(pν −

e

c
Aν)

= (pµ −
e

c
Aµ)2 + 1

2(σµν − σνµ)(pµ −
e

c
Aµ)(pν −

e

c
Aν)

= (pµ −
e

c
Aµ)2 + 1

2σ
µν
[
(pµ −

e

c
Aµ), (pν −

e

c
Aν)

]
(7.6)

Soit [pµ, pν ] = [Aµ, Aν ] = 0, alors on a :[
(pµ −

e

c
Aµ), (pν −

e

c
Aν)

]
= −ie

c
(∂νAµ − ∂µAν) = −ie

c
Fµν (7.7)

avec Fµν = ∂νAµ − ∂µAν est le tenseur du champ éléctromagnétique. Après calcul, l’équation de
Dirac du seconde ordre devient :[

(p− e

c
A)2 − ie

2cFµνσ
µν −m2c2

]
ψ = 0 (7.8)

Prenons σµν = (α, iΣ) et Fµν = (−E,B), l’équation (7.8) devient :[
(p− e

c
A)2 −m2c2 + eΣB− ieαE

]
Ψ = 0. (7.9)

Le terme σµνFµν représente l’interaction entre le spin de l’élelctron et le champ éléctromagnétique.

7.2 Solution de Dirac-Volkov pour l’électron dans le champ d’une onde

électromagnétique plane

Dans ce cas, l’équation de Dirac pour l’électron admet une solution exacte [1]. Les unités
naturelles sont utilisées dans l’équation de Dirac (7.8) pour conserver les paramètres (e : charge
de la particule, c : vitesse de la lumière dans le vide etm : masse de la particule). Cette conservation
est adoptée pour généraliser l’étude à d’autres particules telle que le proton (Voir chapitre 3).
On commence par le calcul du premier terme (p− eA/c)2 : avec pµ = i∂µ.

(pµ −
e

c
A)2 = (pµ −

e

c
Aµ)(pµ − e

c
Aµ)ψ

= pµpµ −
e

c
pµ(Aµψ)− e

c
Aµ(pµψ) + e2

c2 (AµAµ)ψ

= p2ψ − e

c
[pµ(Aµψ) + Aµ(pµψ)] + e2

c2 (AµAµ)ψ

= −∂2ψ − ie

c
[(Aµ(∂µψ) + (Aµ(∂µψ)] + e2

c2 (AµAµ)ψ

= −∂2ψ − 2ie
c
Aµ(∂µψ) + e2

c2 (AµAµ)ψ. (7.10)
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Le deuxième terme à calculer est ieFµνσµν/(2c)ψ avec φ = kµx
µ = (k.x). Le tenseur du champ

électromagnétique est donné par :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = kµ
∂ν
∂φ
− kν

∂µ
∂φ
.

On écrit :

Fµνσ
µνψ = i

2(∂µAν − ∂νAµ)(γµγν − γνγµ)ψ

= i

2(kµ
∂ν
∂φ
−Kν

∂µ
∂φ

)(γµγν − γνγµ)ψ

= i

2
(
/k /A′ − /A′/k − /A/k + /k /A′

)
ψ

= i(/k /A′ − /A′/k)ψ. (7.11)

Dans la condition de jauge de Lorentz kµAµ = 0, le terme (/k /A′ − /A′/k) s’annule tel que :

(/k /A′ − /A′/k) = 2(kA′)− /A′/k + /A′/k

= 2(kA′) = 2(kmuA′µ)

= 2 ∂

∂φ
(kµAµ) = 0. (7.12)

L’expression finale devient :
ie

2cFµνσ
µνψ = 2i/k /A′ψ (7.13)

Avec toutes ces substitutions, l’équation de Dirac devient la forme :[
−∂µ∂µ −

2ie
c
Aµ∂µ + e2

c2A
µAµ −m2c2 − ie

c
/k /A′

]
ψ. (7.14)

On cherche une solution de l’équation sous la forme :

ψ = e−ipxF(φ),

Le quadrivecteur p satisfait à la condition p2 = pµp
µ = m2c2 et ∂F = kµF ′(φ) avec " prime

" signifie la dérivée par rapport à φ

∂2F = kµkµF”(φ) = 0 ; (k2 = kµkµ = 0).

On calcule d’abord : −∂2ψ =?

∂2ψ = ∂2(e−ipxF (φ))

=
[
∂2e−ipx

]
F (φ) + 2

[
∂e−ipx

]
[∂F (φ)] + e−ipx∂2F (φ)

= −p2e−ipxF (φ)− 2i(pµ.kµ)e−ipxF ′(φ) (7.15)
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−→ −∂2ψ = m2c2e−ipxF (φ) + 2i(Pµ.kµ)e−ipxF ′(φ).

On évalue à présent le deuxième terme : −2ieAµ∂µ/c

−2ie
c
Aµ(∂µψ) = −2ie

c
Aµ(∂µe−ipxF (φ))

= −2ie
c
Aµ

[
−ipµe−ipxF (φ) + e−ipxkµF ′(φ)

]
= −2e

c
(Aµpµ)e−ipxF (φ)− 2ie

c
(Aµkµ)e−ipxF ′(φ) (7.16)

La condition de jauge de Lorentz annule le terme à droite.

−2ie
c
Aµ(∂µψ) = −2e

c
(AµP µ)e−ipxF (φ).

Après calcul, l’équation devient :

2i(kP )F ′(φ) +
{
−2e
c

(pA) + e2

c2A
2 − ie

c
/k /A′

}
F (φ) = 0 (7.17)

La solution de cette équation donne pour F (φ) :

F (φ) = exp

{
−i
∫ φ

0

[
e

c(k.p)(pA)− e2

2c2(k.p)A
2
]
dφ+ e

2c(k.p)
/k /A′

}
u(p, s)√

2p0
(7.18)

On développe exp
{

e

2c(kp)
/k /A

}
, tous les termes de puissance supérieure à 1 de /k /A sont nuls, car :

/k /A/k /A = −/kA2/k = −k2A2 = 0, (k2 = 0) (7.19)

L’exponentielle se réduit à :

exp
{

e

2c(k.p)
/k /A

}
= 1 + e

2c(k.p)
/k /A

La fonction d’onde, qui est solution de l’équation de Dirac en présence du champ électromagné-
tique, est donnée finalement par :

ψ(x) =
[
1 + e

2c(kp)
/k /A

]
u(p, s)√

2p0
eis(x) (7.20)

s(x) = −px− i
∫ φ

0

[
e

c(kp)(pA)− e2

2c2(kp)A
2
]
dφ. (7.21)

Le bispineur de Dirac u(p, s) est normalisé selon, ū(p, s)u(p, s) = 2c2 et la fonction d’onde décrivant
le positron s’obtient par la règle de correspondance p→ −p en remplaçant u(p, s) par v(p, s). La
densité de courant de Dirac correspondant aux fonctions d’ondes de Volkov s’écrit :

Jµ = cψ̄p(x)γµψp(x)
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On trouve après tout calcul fait :

Jµ = 1
p0

{(
pµ − e

c
Aµ
)

+
(
e(A.p)
c(k.p) −

e2A2

2c2(k.p)

)
kµ
}
.

Dans le cas où Aµ est quasi périodique, sa valeur moyenne temporelle s’annule, et la moyenne de
la densité de courant s’écrit sous la forme :

J̄µ = 1
p0

{
pµ − e2Ā2

2c2(k.p)k
µ

}
. (7.22)

On définit le quadri-vecteur quasi-impulsion qui représente l’effet du champ électromagnétique sur
l’impulsion pµ par l’expression :

qµ = pµ − e2Ā2

2c2(k.p)k
µ (7.23)

La quasi-impulsion qµ satisfait l’équation suivante :

q2 =qµqµ =
(
pµ − e2Ā2

2c2(k.p)k
µ

)(
pµ −

e2Ā2

2c2(k.p)kµ
)
,

=m2c2
(

1− e2Ā2

m2c4

)
= m2

∗c
2, (7.24)

avec m∗ la masse effective de la particule dans le champ électromagnétique :

m∗ = m

[
1− e2Ā2

m2c4

]1/2

.

8 Fonction d’onde d’une particule de Dirac dans un champ

Coulombien

On considère un électron qui n’est soumis qu’au potentiel Coulombien de la forme U(r) = αZ/r.
Dans ce cas, la résolution de l’équation de Dirac avec un champ électromagnétique est donnée par
Furry [12] et Sommerfield-Maue [13] dont l’approximation est sous la forme d’une série infinie et
elles sont aussi présentées dans les références [5, 12].
L’équation de Dirac s’écrit de la forme :

(ε− U − βm+ icα̂∇)ψ = 0, (8.1)

avec U est le potentiel donné par : U = −Zα/r. Cette équation est transformée en deuxième ordre
par application de l’opérateur (ε− U + βm− icα̂∇) ce qui donne :

(∆ + p2 − 2εU)ψ = (−icα̂.∇U − U2)ψ. (8.2)
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Pour les distances r � Zα/ε qui sont loin de l’origine U � E et à la première approximation, on
peut négliger le terme de droite dans l’équation (??) :

(
∆ + p2 + 2ε(Zα/r)

)
ψ = 0, (8.3)

qui a la forme de l’équation de schrödinger dans un champ Coulombien ;

( 1
2m∆ + p2

2m + Zα

r
)ψ = 0 (8.4)

Alors, on peut écrire une solution qui a le comportement d’une onde plane (∝ eikr) modulée par
des termes qui contiennent l’effet Coulombien,

ψε,p = N
u(p, s)√

2εV
eipr1F1(iZαε

p
, 1, i(pr − pr)), (8.5)

avec N est le coefficient de normalisation donnée par :

N = e
πZαε

2p Γ(1− Zαε

p
),

où F est la fonction hypérgéometrique confluente et u(p, s) est le bispineur libre de Dirac normalisé
tel que ūu = 2c2. La fonction d’onde est normalisée de sorte que la limite asymptotique reproduit
la fonction usuelle :

ψ = u√
2εV

eipr.

Dans le régime ultra-relativiste où p ≈ ε on peut écrire : Zαε/p ≈ Zα alors, on a :

ψ+ = N
u(p, s)√

2εV
eiprF (iZα, 1, i(pr − pr)). (8.6)

Le coefficient de normalisation N est donné par :

N = exp(Zαπ/2)Γ(1− iZα).

Dans une deuxième approximation, on pose :

ψ = N√
2εV

eipr(u(p, s)F + φ) (8.7)

0n retient le terme linéaire en U , et l’équation devient :

(∆ + 2ip∇− 2εU)∇̃φ = −iu(p, s)α̂(∇U)φ (8.8)

avec F satisfait à l’équation suivante :

(∆ + 2ip∇− 2εU)F = 0 (8.9)
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On substitue la solution (8.5) dans l’équation (8.3) et on applique l’opérateur ∇, on trouve :

(∆ + 2ip.∇− 2εU))∇F = 2εF.(∇U) (8.10)

En comparaison avec l’équation (8.8), on voit que :

φ = − ic2ε(α̂∇)u(p, s)F (8.11)

Finalement, ψ+ et ψ− qui tiennent compte de l’effet Coulombien sont :

ψ+ = N
u(p, s)√

2εV
eipr

[
1− ic

2εα̂∇
]

1F1 (iη, 1, i(pr − pr)) (8.12)

ψ− = N∗
u(p, s)√

2εV
eipr

[
1− ic

2εα̂.∇
]

1F1 (−iη, 1,−i(pr + pr)) (8.13)

avec N = eπη/2Γ(1− iη), η = Zαε/ |p|, et ~α = γ0~γ.
Pour les processus impliquant des positrons, la fonction d’onde est obtenue par substitution p→
−p, et ε→ −ε avec la norme p = |p| est inchangée, le paramètre iZα change de signe, on obtient :

ψ+
−ε,−p = N

v(p, s)√
2EV

e−ipr
[
1 + ic

2εα̂.∇
]

1F1 (−iη, 1, i(pr + pr)) (8.14)

ψ−−ε,−p = N∗
v(p, s)√

2εV
e−ipr

[
1 + ic

2εα̂.∇
]

1F1 (iη, 1,−i(pr − pr)) (8.15)

où N = e−πη/2Γ(1 + iη), η = Zαε/ |p| et |p| est la norme de l’impulsion de l’electron. Pour décrire
l’état d’un électron qui interagit simultanément avec un noyau de charge Z et un champ laser, nous
avons utilisé les résultats des travaux de Jain et Tzoar [7]. Pour un électron plongé simultanément
dans un potentiel Coulombien nucléaire attractif et dans un champ laser intense Aµ = (V, A),
aucune solution exacte du problème n’est disponible. S’inspirant de l’interpolation faite dans le cas
non relativiste [7, 8] et de l’extension de la fonction d’onde Coulombienne dans le cas relativiste
de Li et al. [2], on écrit la fonction d’onde sortante sous la forme définitive suivante :

ψ+ = N1F1 (iη, 1, i(qr − qr))
[
1 + e

2c(kp)k/A/
]

u√
2QV exp

(
−iqx− i

∫ φ

0

e

c(kp)(pA)dφ
)
, (8.16)

avec N = eπη/2Γ(1 − iη), η = ZαQ/ |q|, et qµ = (Q,q). Si on passe à la limite non relativiste
de cette équation, on retrouve la fonction d’onde proposée par Jain et Tzoar dans le régime non
relativiste [7] :

ψ = N1F1 (iη, 1, i(pr − ~p~r)) exp(i~p~r − iEt)exp
(
−ie
c

∫ τ

0
~p ~Adτ − ie2

2c2

∫ τ

0
A2dτ

)
(8.17)
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9 Section efficace : formalisme relativiste

Dans une expérience de diffusion, on envoie un faisceau monocinétique de particules sur une
cible. Dans notre cas, les particules projectiles sont des électrons, de proton, ou de positron,... La
cible est un atome ou un ion fixé à l’origine d’un repère oxyz. Les électrons incidents arrivent le
long de l’axe ox avec un vecteur d’onde ki et une énergie Ei, les électrons diffusés se propagent
avec un vecteur d’onde kf et une énergie Ef . L’une des plus importantes quantités à déterminer,
dans les expériences de diffusion, est la section efficace de diffusion.
Considérons un processus de diffusion où deux particules initiales : pi = (Ei,pi) (i = 1, 2) pro-
duisent N particules finales p′f = (E ′f , p′f ) , (f = 1, 2, ...N) :

A+B → α + β + η... (|i〉 → |f〉). (9.1)

L’amplitude de Feynman ( réduite), pour ce processus, est définie par :

Sfi = δfi + (2π)4δ(4)(
∑
f

pf︸ ︷︷ ︸
pf

−
∑
i

pi︸ ︷︷ ︸
pi

)Tfi, (9.2)

où la fonction δ de Dirac δ(4) (pf − pi) assure la conservation de l’énergie-impulsion. La probabilité
de transition de l’état initial à l’état final s’écrit :

ωfi = |Sfi − δfi|2 (9.3)

Pour un volume V fini et un intervalle de temps fini (−T/2� t� T/2), nous pouvons remplacer[
δ(4)

∣∣∣2 par la formule :

∣∣∣(2π)4δ4(pf − pi)
∣∣∣2 =(2π)4δ4(pf − pi) lim

V,T→∞
δV T (pf − pi)

=(2π)4δ4(pf − pi) lim
V,T→∞

∫ T/2

−T/2
dt
∫
d3xeix(pf−pi)

=(2π)4δ4(pf − pi)V T. (9.4)

Par conséquent,
ωfi = (2π)4δ4(pf − pi)V T |Tfi|2 (9.5)

Ainsi, la probabilité de transition par unité de temps est donnée par :

ω = ωfi
T

= (2π)4δ4(pf − pi)V |Tfi|2 (9.6)

et la section efficace différentielle dσfi est définie par :

dσ = ω

|Jinc|
dNf (9.7)
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Où dNf est le nombre d’états finaux avec l’énergie-impulsion comprise entre pf et pf + dpf , on
a :

dNf =
∏

f=1,2...n

V

(2π)3dpf

et Jinc le flux de particules incidentes, sa composante dans la direction de la vitesse de particule
est donnée par :

Jainc = cψ̄i(x)γaψi(x)

Dans cette expression, les particules initiales et finales sont des états à polarisation (spin) bien
définis. Souvent dans les expériences, les particules en diffusion sont de spins non polarisés et
la polarisation du spin des particules finales n’est pas détectée. Pour calculer σNP de spins non
polarisés, nous devrons prendre la moyenne sur tous les états de polarisations initiales et la somme
sur tous les états de polarisations finales.
Les bispineurs de Dirac u(p, s) définit l’état de spin. Ainsi, l’élément de matrice de transition
s’écrit sous la forme

Tfi ∝ u(p, s)Γu(p, s)

avec Γ opérateur qui dépend des matrices γ de Dirac et de la fonction d’onde de la particule. Le
carré de l’élément de transition s’écrit alors :

|Tfi|2 =
∑
si,sf

|u(p, s)Γu(p, s)|2 ,

=
∑

α,β,δ,λ

∑
si,sf

uλ(pf , sf )uα(pf , sf )Γαβuβ(pi, si)uδ(pi, si)Γδλ. (9.8)

En utilisant le produit du bispineurs de Dirac, l’expression se réduit à :
∑
si,sf

|u(p, s)Γu(p, s)|2 =
∑

α,β,δ,λ

(p/fc+mc2)λαΓαβ(p/ic+mc2)Γδλ

= Tr
[
(p/fc+mc2)Γ(p/ic+mc2)Γ

]
(9.9)

Le calcul de cette trace donne lieu au produits de Lorentz des différents quadri-vecteurs. Cette
partie spinorielle contient toute l’information sur les effets relativistes et le calcul à la main est très
laborieux, souvent on utilise des logiciels de calcul symbolique tels que REDUCE, FeynCalc,....

10 Approximation de Born

Le modèle développé par Born [14] est une des approximations les plus utilisées pour le calcul
des sections efficaces dans le domaine relativiste. Dans cette approximation, on suppose que le
potentiel diffuseur qui décrit l’interaction Coulombienne du projectile avec les différentes particules
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de la cible, est petit devant l’énergie totale de la cible et celle de la particule incidente (rapide).
Dans l’Hamiltonien du système, le potentiel diffuseur est donc traité comme une perturbation H =
H0 +V , et l’état propre de la cible avant la collision est gouvernée par l’équation de Schrödinger :

H |ψ〉 = E |ψ〉 . (10.1)

La solution de l’équation de Lippmann-Schwinger, qui tient compte des conditions aux limites du
problème de diffusion, est telle que :∣∣∣ψ+

i

〉
−→
r→+∞

∣∣∣ψ+
0

〉
+ onde sortante (10.2)

On commence par réécrire l’équation de Schrödinger indépendante du temps, avec V (r) le potentiel
diffuseur, et k le vecteur d’onde : [

∇2 + k2
]
ψ(r) = V (r)ψ(r), (10.3)

qui admet une solution appelée équation intégrale de Lippman-Schwinger de la forme :

ψ(r) = ψ0(r) +
∫
G(r, r′)V (r′)ψ(r)dr′, (10.4)

où
∣∣∣ψ+

0

〉
est la solution de l’équation homogène

[
∇2 + k2

]
ψ(r) = 0 et G±(r, r′) est la fonction de

Green de l’onde entrante (+) et sortante (-) définies par :

G±0 (r, r′) =
〈
r
∣∣∣G±0 ∣∣∣ r′〉 . (10.5)

La solution formelle de l’équation (10.4) en puissance de V est obtenue par itération :∣∣∣ψ+
i

〉
=
(
1 +G±0 V + (G±0 V )2 + ...(G±0 V )n

) ∣∣∣ψ+
0

〉
. (10.6)

L’équation (10.6) représente la série de Born pour la fonction d’onde. En utilisant cette relation
dans l’expression de l’amplitude de diffusion, on obtient le développement de Born de l’amplitude
de diffusion :

f = −2π2
〈
ψkf |V |ψki

〉
= −2π2

〈
ψkf

∣∣∣V + V G±0 V + V G±0 V G
±
0 V + ...

∣∣∣ψki〉 . (10.7)

L’ordre correspondant à la série de Born, représente le nombre d’interactions de la particule
incidente avec la cible. Pour Born 1 une seule interaction, deux fois pour Born 2... etc. La première
approximation de Born consiste à négliger la contribution des termes contenant les puissances
supérieures à un et à ne retenir que le premier terme du développement précédent. Ce traitement
est légitime pour une particule incidente d’énergie suffisamment élevée relativement au potentiel
d’interaction. Dans le cadre de ce travail (domaine relativiste), la particule incidente a une énergie
assez grande et transfère peu d’impulsion à la cible. L’approximation de Born est pleinement
remplie et les calcules sont faits en première approximation de Born.
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11 Moment magnétique anomal de l’électron

11.1 Moment magnétique de l’électron

Pour calculer le moment magnétique associé à l’électron, dans un modèle classique, on suppose
que il se déplace avec la vitesse v le long d’un chemin circulaire de rayon r. L’électron constitue
une boucle qui enferme une zone de surface S = πr2 et porte un courant I = ev/(2πr) et de
moment magnétique µ = IS = evr/2.
Le moment angulaire associé au mouvement de l’électron est L = mvr donc :

µL = ( e

2m)L, (11.1)

où le rapport e/2m est appelé rapport gyromagnétique. Les particules subatomiques ont un mo-
ment magnétique qui est généré par leur spin intrinsèque. Ces deux quantités sont liées par la
relation :

µs = g( e

2m)S,

où g est un nombre pur, appelé facteur de Landé, et S le moment cinetique de spin. La comparaison
avec l’équation (11.1) montre que g = 1. Cette prédiction classique est clairement en désaccord
avec les résultats expérimentaux et aussi la mécanique quantique qui mène à une conclusion très
différente. Dans la limite non relativiste, l’équation de Dirac peut être transformée à l’équation
de Schröodinger-Pauli.
La limite non relativiste de l’équation de Dirac couplée au champ électromagnétique, avec la
substitution minimale P µ → P µ − e

c
Aµ où Aµ = (A0,A), devient :

i~
∂ψ

∂t
=
[
c~α(P − e

c
A)ψ + βmc2 + eA0

]
ψ (11.2)

Les matrices α et β, dans la représentation de Dirac, sont données par :

~α =

0 ~σ

~σ 0

 β =

1 0

0 −1

 ,
et l’Hamiltonien est tel que :

H =

 mc2 + eA0 c~α(P − e

c
A)

c~α(P − e

c
A) −mc2 + eA0

 .
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Pour chercher les solutions stationnaires, on divise le spineur à quatre composantes ψ en deux
spineurs à deux composantes,

ψ =

ϕ̃
χ̃

 =

ϕ
χ

 e(− i
~Et) ; E = mc2 + ε. (11.3)

Posons ~Π = P − e

c
A, on obtient le système d’équation suivant :

i~
∂ϕ̃

∂t
= c~α~πχ̃+ (mc2 + eA0)ϕ̃

i~
∂χ̃

∂t
= c~α~πϕ̃+ (−mc2 + eA0)χ̃

La deuxième équation donne :

εχ = c~α~πϕ+ (−mc2 + eA0)χ.

Dans la limite non relativiste, ε� mc2, nous pouvons négliger ε et eA0 devant l’énergie de masse
(2mc2).

χ = 1
2mc~σ

~Πϕ

La première équation s’écrit :

Eϕ = c(~σ~Π)χ+ (mc2 + eA0)ϕ.

Après rearrangement, on aura :

(E −mc2)ϕ =
[ 1
2m(~σ~Π)2 + eA0

]
ϕ.

En utilisant la propriété suivante :

(~σ~Π)2 = ~Π)2 + i(~σ~Π) ∧ ~Π,

on obtient finalement l’équation de Pauli, telle que :

εϕ = (
~Π2

2m −
e~

2mc~σ
~B + eA0)ϕ.

Le terme de moment magnétique est identifié dans l’hamiltonien en comparaison avec le potentiel
d’interaction :

H = −~µ
~B

c
= − e~

2mc~σ
~B,
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avec ~µ = e~~σ/2m. En terme de l’opérateur de spin ~S = ~~σ/2, on voit que le facteur g est
égal à 2. Les travaux expérimentaux [9] et les calculs théoriques [10] des corrections radiatives
de l’électrodynamique quantique, à l’ordre trois de la constante α/π qui incluent près de 900
diagrammes de Feynman [3], ont mis en évidence une anomalie du moment magnétique (MMA)
ae = (g − 2)/2 = 1159652188, 4.10−12. Notre objectif n’est pas de calculer le moment magnétique
anomal, mais d’étudier son effet sur les diffusions relativistes de particules chargées. Dans le
chapitre 4 on va comparer le cas de la diffusion de l’atome d’hydrogène par impact d’électron et
de positron. En développant le formalisme théorique, avec et sans MMA pour l’étude des diffusions
relativistes en présence du champ laser, des conclusions importantes ont été tirées.

11.2 Equation de Dirac avec moment magnétique anomal

En présence du moment magnétique anomal, on change le principe du couplage minimal en
effectuant la substitution suivante : i/∂µ → i /Dµ + aσµνFµν . Ainsi, l’équation de Dirac du premier
ordre pour un électron possédant un MMA s’écrit :

(i /Dµ −mc+ aσµνFµν)ψ(x) = 0. (11.4)

Appliquons l’opérateur i /D +m à l’équation précédente, on obtient l’équation de Dirac du second
ordre avec MMA :[

(P − e

c
A)2 − ie

2cFµνσ
µν −m2c2 + iae(i /P −

e

c
/A+mc)σµνFµν

]
ψ(x) = 0 (11.5)

Dans la jauge de Lorentz, cette équation devient après quelques manipulations de calcul :[
−∂µ∂µ −

2ie
c
Aµ∂µ + e2

c2A
µAµ −m2c2 − ie

c
/K /A′ + 2iae(/p−

e

c
/A+mc)/k /A′

]
ψ (11.6)

La solution cherchée est de la forme ψ(x) = e−ipxF (φ). Remplaçons tous les termes par leurs
expressions, la fonction F (φ) devient :

F (φ) = exp

{
i
∫ φ

0

[
e2A2

2c2(k.p) −
e(A.p)
c(k.p)

]
dφ+ 1

2(k.p)

[
e

c
− 2a(p/− eA/

c
+mc)

]
k/A/′

}
. (11.7)

L’expression de la fonction d’onde ψ(x) devient :

ψ(x) = exp
{

ek/A/

2c(k.p) − a
p/k/A/

(k.p) + a
A/k/A/

c(k.p) −
amc

(k.p)k/A/
}
u(p, s)√

2QV (11.8)

exp
{
−px− i

∫ φ

0

[
e

c(k.p)(pA)− e2

2c2(k.p)A
2
]
dφ

}
. (11.9)
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En remarquant que A/k/A/ = A/(2(k.A)− A/k/) = −A2k/ et en posant α, β, δ tel que :

α = amc

(k.p) −
e

2c(k.p) (11.10)

β = a
eA2

c(k.p) (11.11)

δ = a

(k.p) (11.12)

L’approximation des champs faibles consiste à négliger les termes d’ordre supérieur à 1 dans le
developpement de l’exponentielle et la fonction d’onde devient finalement comme suit [4] :

ψ(x) = [1− (αk/A/+ βk/+ δp/k/A/)] exp
[
−qx− i

∫ φ

0

e

c(k.p)(pA)
]
u(p, s)√

2QV , (11.13)

avec la quasi-impulsion qµ = pµ− e2A2

2c2(k.p)k
µ qui ne dépend pas de l’effet du moment magnétique

anomal, le terme αk/A/ représente le couplage spin-champ laser qui est affecté par le moment
magnétique anomal via le paramètre α.

12 Fonction d’onde relativiste exacte de l’atome d’hydro-

gène

Dans cette section, on présente les résultats de la construction de la fonction d’onde de l’atome
d’hydrogène, qui sont détaillés dans les références [6, 11, 15, 16]. On considère l’électron dans le
potentiel Coloumbien du noyau, l’équation de Dirac s’écrit :

HD = cαp+ βmc2 + v(r) ; v(r) = −Zα
r
. (12.1)

On cherche la solution sous la forme :

ψjmj(r, t) =

 φj,`,mj(r, t)

χj,`′,mj(r, t).

 (12.2)

Pour que ψ ait la parité convenable, les deux spineurs, à deux composantes φ et χ, ont une parité
différente. On pose alors :

ψjmj(r, t) =

 ig(r)Ωj,`,mj(r, t)

−f(r)Ωj,`′,mj(r, t)

 (12.3)
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On définit le nombre quantique k par :

k = ±(j + 1
2) =


−(`+ 1) pour j = `+ 1

` pour j = `− 1
2 .

(12.4)

On a |k| = j + 1/2 −→ alors j = |k| − 1/2.
Avec les changements de variables G = rg et F = rf , les fonctions G et F vérifient les équations
couplées suivantes :

dG

dr
+ k

r
G(r)− 1

~c
[
E +mc2 − v(r)

]
F (r) = 0, (12.5)

dF

dr
− k

r
G(r) + 1

~c
[
E +mc2 − v(r)

]
G(r) = 0. (12.6)

La solution de ces équations est cherchée sous la forme :

g(ρ) =
√
mc2 + Eργ−1exp(−ρ/2) (ϕ1(ρ) + ϕ2(ρ)) , (12.7)

f(ρ) = −
√
mc2 + Eργ−1exp(−ρ/2) (ϕ1(ρ)− ϕ2(ρ)) , (12.8)

où les substitutions suivantes sont effectuées :

ρ = 2λr, λ = (m2c4 − E2)
~c

, γ =
√
k2 − (Zα)2. (12.9)

Les solutions qui restent finies, en ρ = 0, sont les fonctions hypergéométriques confluentes :

ϕ1(ρ) = A1F1(γ − ZαE

~cλ
, 2γ + 1, ρ), (12.10)

ϕ2(ρ) = B1F1(γ + 1− ZαE

~cλ
, 2γ + 1, ρ), (12.11)

avec
A = (k − Zαmc2/~cλ)

k − ZαE/~cλ) B. (12.12)

Introduisons le nombre quantique radial nr tel que :

γ − ZαE

~cλ
= −nr nr = 1, 2, 3, ... (12.13)

Pour nr = 0, on a
γ = ZαE

~cλ
=⇒ γ2 = k2 − Z2α2 = (ZαE)2

(~cλ)2 ,

k2 = (Zαmc2)2

(~cλ)2 =⇒ |k| = Zαmc2

~cλ
, (12.14)

E. Hrour



Fonction d’onde relativiste exacte de l’atome d’hydrogène 37

Les valeurs admises pour le nombre quantique radial nr sont :

nr = 0, 1, 2, 3, ..... pour k < 1 (12.15)

nr = 1, 2, 3, ..... pour k > 1 (12.16)

De la relation (12.12), l’énergie s’écrit :

Enr = mc2
[
1 + (Zα)2

(γ + nr)2

]1/2

. (12.17)

Le nombre quantique principal est défini par : n = nr + |k| = nr + j + 1/2 avec n = 1, 2, 3, .....,
et k = ±(j + 1/2) = ±1,±2,±3, .....
L’expression de l’énergie devient :

Enr = mc2

1 + (Zα)2

(n− j − 1/2 +
√

(j + 1/2)2 − Z2α2

−1/2

. (12.18)

On impose à g(r) et f(r) d’être normalisées telle que :∫ ∞
0

r2(g2(r) + f 2(r))dr = 1, (12.19)

où l’expression complète de g(r) et f(r) est donnée par :

g(r) = (2λ)3/2

Γ(2γ + 1)

{
(mc2 + E)

4mc2
Γ(2γ + 1 + nr)

(Zαmc2

~cλ )(Zαmc2

~cλ − k)nr!

}−1/2

exp(−ρ/2)ργ−1 (12.20)

×
{

(Zαmc
2

~cλ
− k)1F1(−nr, 2γ, ρ)− nr1F1(1− nr, 2γ + 1, ρ)

}
,

f(r) = (2λ)3/2

Γ(2γ + 1)

{
(mc2 − E)

4mc2
Γ(2γ + 1 + nr)

(Zαmc2

~cλ )(Zαmc2

~cλ − k)nr!

}−1/2

exp(−ρ/2)ργ−1 (12.21)

×
{

(Zαmc
2

~cλ
− k)1F1(−nr, 2γ, ρ) + nr1F1(1− nr, 2γ + 1, ρ)

}
.

Pour le spectre continu E > mc2 les fonctions radiales g(r) et f(r) se déduisent à partir des
fonctions précédentes par substituions ( Voir référence [15]) :

√
mc2 − E −→ −i

√
E −mc2, λ −→ −ip, −nr −→ γ − iZαE

~cp
. (12.22)

ν = ZαE

~cp
, exp(−i2ζ) = (γ − iν)

(k − iZαmc2

~cp

, Q = 1F1(γ − iν, 2γ + 1,−2ipr). (12.23)

Finalement, les fonctions f(r) et g(r) sont données par :

f(r) = 23/2

√
E +mc2

E
eπν/2

Γ(γ + 1 + iν)
Γ(2γ + 1)

(2pr)γ−1

r
=m(ei(pr+ζ)Q),
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g(r) = 23/2

√
E −mc2

E
eπν/2

Γ(γ + 1 + iν)
Γ(2γ + 1)

(2pr)γ−1

r
<e(ei(pr+ζ)Q).

Les fonctions propres normalisées qui correspondent au spin down et au spin up pour l’atome
d’hydrogène sont données par :

ψn=1/2,j=1/2,m=1/2(r, θ, ϕ) = ψn=1/2,j=1/2,↑(r, θ, ϕ) =

 ig(r)Y1/2,0,1/2(θ, ϕ)

−f(r)Y1/2,1,1/2(θ, ϕ)

 , (12.24)

avec les harmoniques sphériques sont définies par :

Y1/2,0,1/2(θ, ϕ) = Y0,0(θ, ϕ) = 1√
2

1

2

 (12.25)

Y1/2,1,1/2(θ, ϕ) = 1√
3

 −Y1,0

√
2Y1,1(θ, ϕ)

 = 1√
2

 cosθ

sinθeiϕ

 . (12.26)

Ainsi, la fonction d’onde pour l’etat 1s1/2 spin up est données par :

ψn=1/2,j=1/2,↑(r, θ, ϕ) = 1√
2



ig(r)

0

f(r)cosθ

f(r)sinθeiϕ


, (12.27)

de même la fonction d’onde pour le spin down est donnée par :

ψn=1/2,j=1/2,↓(r, θ, ϕ) = 1√
2



0

ig(r)

f(r)sinθeiϕ

−f(r)cosθ


. (12.28)

Pour l’état fondamental n = 1, k = −1 on a γ =
√
k2 − Z2α2 =

√
1− Z2α2, les fonctions g1s1/2(r)

et f1s1/2(r) sont données par :

g1s1/2(r) =
(

2Zαmc2

~c

)γ+1/2
√√√√ (1 + γ)

2Γ(2γ + 1)r
γ−1exp(−Zαmc

2

~c
r), (12.29)

f1s1/2(r) = −
(

2Zαmc2

~c

)γ+1/2
√√√√ (1 + γ)

2Γ(2γ + 1)r
γ−1exp(−Zαmc

2

~c
r)
(1− γ
Zα

)
. (12.30)
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CHAPITRE 2

DIFFUSION COULOMBIENNE, ASSISTÉE PAR LASER, D’UN

PROTON PAR NOYAU ATOMIQUE FIXE

1 Introduction

Avec les progrès de la technique laser, la génération actuelle des sources laser peut atteindre
des intensités plus de 1018W/cm2 [1, 2]. L’intérêt d’utiliser un traitement relativiste des proces-
sus fondamentaux en présence du champ laser devient impératif, car les intensités ont dépassé la
valeur seuil 1018W/cm2 [2]. L’interaction laser-matière avec de telles intensités est capable de pro-
duire des électrons relativistes qui ont une variété d’applications dans le domaine de la recherche
scientifique.
Depuis 1932, en l’absence du champ laser, Mott [3] a obtenu la section efficace du processus de
la diffusion élastique d’un électron par un potentiel Coulombien. Dans les travaux [?], les auteurs
ont considéré l’électron comme une particule de klein-Gordon, et ont négligé les effets de spin.
Le travail théorique de Denisov et Fedorov [7] a excité Szymanowski et al. [2] pour étudier les
effets de spin dans le processus de diffusion de Mott assisté par laser avec beaucoup de détails en
utilisant le formalisme de Dirac-Vokov dans la première approximation de Born. Plusieurs papiers
dans lesquels le formalisme de Dirac-Volkov est entièrement utilisé [8, 14]. Roshchupkin [15] a
étendu le même processus pour la seconde approximation de Born. L’intérêt de l’utilisation des
approximations des fonctions d’ondes Coulombiennes dans la théorie de la diffusion, vient de la
physique des plasmas étant donné que l’interaction électrostatique est de longue portée. Le modèle
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de l’onde distordue et ses variantes ont été en mesure de prédire les sections efficaces, à des énergies
faibles et intermédiaires, pendant plusieurs années. Récemment, Boca [16] a présenté le résultat
analytique et numérique pour le processus de diffusion de particules de spin 1/2 dans un champ
Coulombien en présence d’un champ laser intense. Alebed [17] a étudié le processus de diffusion
de Mott en présence de deux champs laser pulsés.
Le premier objectif de ce travail est d’étudier la diffusion de proton par le potentiel Coulombien
du noyau en présence d’un champ laser polarisé circulairement. L’influence combinée de ces deux
champs sur le proton rend nécessaire l’utilisation des fonctions Coulombiennes de Dirac-Volkov
pour décrire le proton, en particulier pour les basses énergies. Cet effet peut être modélisé par l’in-
troduction des fonctions hypergéométriques confluentes dans l’amplitude de l’onde. Le deuxième
objectif est de généraliser l’article [18] dans lequel les auteurs ont étudié la diffusion de Mott en
utilisant les états Coulombiennes de Dirac-Volkov. Il ont étudié l’influence de la distorsion de la
fonction d’onde par effet Coulombien, pour les intensités modérées de champ laser de polarisation
linéaire, uniquement sur les électrons entrants. Dans ce qui suit, nous allons discuter trois cas dans
lesquels nous considérons :

— Effet Coulombien seulement sur le proton incident,
— Effet Coulombien seulement sur le proton diffusé,
— Effet Coulombien à la fois sur le proton incident et diffusé.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous avons donné le développement
nécessaire du formalisme théorique pour le calcul analytique de la section efficace différentielle
relativiste. Dans la section 3, nous avons présenté et discuté des résultats numériques. Ensuite,
nous avons donné une brève conclusion dans la section 4.

Tout au long du travail, on utilise les unités atomiques (~ = me = e = 1), où me est la masse
de l’électron au repos, et le tenseur métrique est gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1). Le produit
scalaire de Lorentz est défini par (a.b) = aµbµ et, pour tout k, le style "gras" k est recommandé
pour les vecteurs.

2 Développement théorique

En présence du champ laser, on considère le proton comme une particule de Dirac de spin 1/2
avec la charge +e. Dans cette approximation, le mouvement du proton est décrit par l’équation
de Dirac suivante : {

(p̂+ A

c
)2 −mpc

2 + i

2cFµνσ
µν
}
ψ(x) = 0, (2.1)

avec mp = 1836.15267245 × me est la masse du proton. La solution générale de cette équation
donne la fonction d’onde de Dirac-Volkov normalisée dans le volume V , elle représente le proton
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dans le champ laser :

ψ(x) = (1 + k/A/

2c(k.p))
√

mp

2QV u(p, s) exp
[
−i(q.x) + i

∫ kx

0

(A.p)
c(k.p)dφ

]
, (2.2)

où u(p, s) représente le bispineur libre du proton qui est normalisé selon, u(p, s)u(p, s) = u∗(p, s)γ0u(p, s) =

2c2 et qµ = pµ− e2A2

2c2(k.p)k
µ est la quasi-impulsion du proton habillé par le champ laser q = (Q/c,q).

Nous considérons le champ laser comme un champ électromagnétique monochromatique polarisé
circulairement qui est classiquement décrit par le quadri-potentiel suivant :

Aµ = aµ1cosφ+ aµ2sinφ. (2.3)

Ce potentiel satisfait à la condition de Lorentz (kµAµ = 0 −→ (k.a1) = (k.a2) = 0). On a aussi
le produit (a1.a2) = 0 et A2 = a2

1 = a2
2 = a2 avec kµ est le quadri-nombre d’onde k = (ω

c
,k) et

(kµkµ = k2 = 0) qui dépend uniquement de l’argument : φ = (k.x) = kµx
µ, alors Aµ peut s’écrire

sous la forme :
Aµ = Aµ(φ). (2.4)

Dans ces conditions, la solution de Dirac-Volkov devient :

ψq(x) = [1 + 1
2c(k.p)(k/.a/1 cos(φ) + k/.a/2 sin(φ))] u(p, s)√

2QV e
iS(q,x), (2.5)

avec

S(q, x) = −q.x+
[

(a1.p)
c(k.p) sin(φ)− (a2.p)

c(k.p) cos(φ)
]

(2.6)

= −q.x+
[

(a1.q)
c(k.q) sin(φ)− (a2.q)

c(k.q) cos(φ)
]
. (2.7)

Tout le formalisme théorique pour le proton habillé sans effet Coulombien peut-être trouvé dans
notre travail récent [20]. Ce travail a été dédié, en employant le formalisme de Dirac-Volkov, au
traitement de collision proton-atome d’hydrogène assisté par laser.

2.1 Effet Coulombien sur le proton incident

Pour établir l’expression de l’élément de matrice de transition ainsi que l’expression finale
de la section efficace différentielle relativiste, les calculs ont été faits dans le système laboratoire
dans lequel le noyau est fixé à l’origine et il est approximé à une source ponctuelle de potentiel
Coulombien.
Le potentiel Coulombien d’une distribution ponctuelle de charge est défini en électrostatique par :
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V (r) = Ze2/4πεr. Pour le cas de diffusion de proton, le quadrivecteur potentiel est donné, en
unités atomiques, par la formule suivante :

Aµ = ( Z
|x|
, 0, 0, 0), (2.8)

où Z est le nombre atomique du noyau. La fonction hypergéométrique confluente est utilisée
comme un moyen pour résoudre un grand nombre de problèmes en physique mathématique. Dans
un champ Coulombien, le proton entrant ressent les effets de Coulomb, et sa fonction d’onde est
approchée par la fonction d’onde de Dirac-Volkov modulée par une fonction hypergéométrique
confluente 1F1(a, b, c, z) :

ψqi(x) = Ni1F1(iηi, 1, i(qi|x| − qix))R(pi)
u(p, s)√

2QiV
eiS(qi,x), (2.9)

où l’indice i représente l’état initial, f représente l’état final, ηi = ZαQi/(c |qi|) est le paramètre
relativiste de Sommerfeld et α est la constante de structure fine. Le facteur de normalisation de
la fonction hypergéométrique confluente est comme suit :

Ni = e
πηi

2 Γ(1− iηi). (2.10)

Dans la présente section, on néglige l’effet Coulombien sur le proton sortant et on le décrit sim-
plement par la fonction d’onde relativiste de Dirac-Volkov normalisée dans le volume V :

ψqf (x) = R(pf )
u(p, s)√
2QfV

eiS(qf ,x). (2.11)

L’élement de matrice Sfi, pour la diffusion de proton par potentiel Coulombien, est donné par
l’expression :

Sfi = iZ

c

∫
d4xψqf (x) γ

0

|x|
ψqi(x). (2.12)

Remplaçons les fonctions d’onde dans l’élément de matrice Sfi par leurs expressions, on trouve :

Sfi =iZ
c

∫
d4x

1√
2QiV

1√
2QfV

Ni1F1(iηi, 1, i(qi|x| − qix))

× u(pf , sf )R(pf )
γ0

|x|
R(pi)u(pi, si)e−i(S(qf ,x)−S(qi,x)).

(2.13)

Procédons aux substitutions suivantes :

α1 = −
(

(a1.pi)
c(k.pi)

− (a1.pf )
c(k.pf )

)
, α2 = −

(
(a2.pi)
c(k.pi)

− (a2.pf )
c(k.pf )

)
(2.14)

et
z =

√
α2

1 + α2
2. (2.15)
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Le terme dans l’exponentielle de l’équation (2.16) devient :

e−i(S(qf ,x)−S(qi,x)) = exp[i(qf − qi)x− iz sin(φ− φ0)], (2.16)

et, la phase φ0 s’écrit :

φ0 = arccos(α1/z) = arcsin(α2/z) = arctan(α2/α1). (2.17)

Après quelques manipulations algébriques, on aboutit à l’expression suivante :

Sfi = iZ

c

∫
d4x

1√
2QiV

1√
2QfV

u(pf , sf )[C0 + C1 cos(φ) + C2 sin(φ)]u(pi, si)

× 1
|x|1

F1(iηi, 1, i(qi|x| − qix)) exp[i(qf − qi)x− iz sin(φ− φ0)], (2.18)

où les trois coefficients C0, C1 et C2 sont respectivement donnés par :

C0 = γ0 − 2k0a
2k/c(pi)c(pf ),

C1 = c(pi)γ0k/a/1 + c(pf )a/1k/γ
0,

C2 = c(pi)γ0k/a/2 + c(pf )a/2k/γ
0, (2.19)

avec c(p) = 1/2c(k.p) et k0 = k0 = ω/c. On introduit les fonctions de Bessel ordinaires bien connus
Jn(z) telles que : 

1

cos(φ)

sin(φ)


e−iz sin(φ−φ0) =

∞∑
n=−∞



Bn

B1n

B2n


e−inφ, (2.20)

avec 

Bn

B1n

B2n


=



Jn(z)einφ0

(Jn+1(z)ei(n+1)φ0 + Jn−1(z)ei(n−1)φ0)/2

(Jn+1(z)ei(n+1)φ0 − Jn−1(z)ei(n−1)φ0)/2i


, (2.21)

où z est l’argument des fonctions de Bessel défini dans l’équation (2.15). Après intégration sur la
variable temporelle, l’élément de matrice Sfi devient :

Sfi = iZ

c

∞∑
n=−∞

 I√
4QiQfV 2

u(pf , sf )Γ(n)u(pi, si)δ(Qf + nω −Qi)

 (2.22)
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où Γ(n) est défini par :
Γ(n) = C0Bn + C1B1n + C2B2n. (2.23)

Dans ce travail, on considère la SED de spin non polarisé. Par conséquent, les différents états
de polarisation ont la même probabilité et la SED, mesurée, est donnée par la somme sur la
polarisation finale sf et la moyenne sur la polarisation initiale si. Ainsi, la SED de spin non
polarisé est formellement donnée par :

dσ

dΩf

=
∞∑

n=−∞

dσ(n)

dΩf

∣∣∣∣∣
Qf=Qi+nω

(2.24)

=
+∞∑

n=−∞

Z2

(4πc2)2
|qf |
|qi|

[1
2
∑
sisf

|M (n)
fi |2

]
|I(n)
i |2, (2.25)

avec
dσ(n)

dΩf

∣∣∣∣∣
Qf=Qi+nω

= Z2

(4πc2)2
|qf |
|qi|

[1
2
∑
sisf

|M (n)
fi |2

]
|I(n)
i |2. (2.26)

On calcule à présent la partie spinorielle :

1
2
∑
si

∑
sf

|M (n)
fi |2 = 1

2
∑
si

∑
sf

|u(pf , sf )Γ(n)u(pi, si)|2, (2.27)

en utilisant les techniques standards de l’électrodynamique quantique dans l’algèbre de Dirac :

1
2
∑
si

∑
sf

|M (n)
fi |2 = 1

2Tr{
(p/fc+mpc

2)
mp

Γ(n) (p/ic+mpc
2)

mp

Γ(n)}. (2.28)

Le calcul est maintenant réduit à l’évaluation des traces de matrices γ de Dirac. Ceci est habituel-
lement fait en utilisant le logiciel de calcul symbolique "REDUCE" [19]. Cette quantité représente
la contribution spinorielle à la section efficace différentielle et elle est explicitement détaillée dans
notre travail récent [20].
L’expression de la contribution intégrale Ini qui contient toutes informations sur l’effet Coulombien
est la suivante :

Ini = Ni

∫
d3x

ei(qf−qi−nk)x

|x| 1F1(iηi, 1, i(qi|x| − qix)), (2.29)

qui peut être calculée à l’aide de l’équation générale, donnée, dans la référence [21] :
∫

1F1(iξ, 1, i(pr − pr))ei(k−p)r−λr dr
|r|

= 4π a−iξ

(a+ b)1−iξ , (2.30)

avec

a = k2 + (λ− ip)2,

a+ b = (k− p)2 + λ2. (2.31)
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En introduisant les changements ξ = ηi, λ = 0 , k = qf +nk et, p = qi, on obtient la forme finale
de l’intégral Ini comme suit :

Ini = 4πNi
[(qf + nk)2 − qi

2]−iηi

[(qf − nk− qi)]1−iηi
. (2.32)

Dans l’équation (2.32), l’effet de Coulombien affecte le proton incident à travers le paramètre de
Sommerfeld ηi. Si on néglige la distorsion due au champ Coulombien ( c-à-d on prend ηi = 0 ), on
restitue l’expression correspondante obtenue sans approximation de Coulomb.

2.2 Effect Coulombien sur le proton diffusé

Dans ce cas, nous décrivons le proton sortant de la même manière par la fonction d’onde de
Dirac-volkov distordue comme suit :

ψqf (x) = Nf 1F1(−iηf , 1,−i(qf |x|+ qfx))R(pf )
√

mp

2QfV
u(p, s)eiS(qf ,x), (2.33)

avec ηf = ZαQf/c |qf | est le paramètre relativiste de sommerfield et Nf = e
πηf

2 Γ(1 + iηf ) est le
facteur de normalisation de la fonction hypergéométrique confluente. Lorsque le proton incident
ne ressent pas l’effet Coulombien, sa fonction d’onde dans le champ laser est simplement donnée
par l’équation (2.6). La section efficace différentielle, avec effet Coulombien sur le proton diffusé,
est donnée par :

dσ

dΩf

=
+∞∑

n=−∞

Z2

(4πc2)2
|qf |
|qi|
×
[1
2
∑
sisf

|M (n)
fi |2

]
× |I(n)

f |2, (2.34)

avec l’intégral If est donnée par la formule suivante :

Inf = Nf

∫
d3x

ei(qf−qi−nk)x

|x| 1F1(iηf , 1, i(qf |x|+ qfx)). (2.35)

A l’aide de la forme analytique de l’intégrale bien connue suivante :∫
1F1(iξ, 1, i(pr + pr))ei(q−p)r−λr dr

|r|
= 2π

(
(q − p)2

2 + λ2

2

)iξ−1

×
(

(q − p)2

2 + λ2

2 + p(q − p)− iλp
)−iξ

, (2.36)

et les substitutions suivantes ξ = ηf , λ = 0, q = qf + nk et p = qi, on obtient pour l’intégral Inf
la formule finale suivante :

Inf = 4πNf

[
(qf − nk)2 − qi

2
]−iηf [(qf − nk− qi)2

]iηf−1
. (2.37)

Lorsque le paramètre de Sommerfeld ηf est nul, on retrouve le cas simple sans effet Coulombien.
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2.3 Effet Coulomb total

Dans cette section, le proton diffusé et incident ressentent l’effet colombien. Dans ce cas, ils sont
représentés par les fonctions d’ondes de Dirac-Volkov données explicitement dans les équations
(2.12) et (2.33). La section efficace différentielle pour ce troisième cas est donnée par la même
équation avec I(n)

if au lieu de I(n)
i ou I(n)

f :

dσ

dΩf

=
+∞∑

n=−∞

Z2

(4πc2)2
|qf |
|qi|
×
[1
2
∑
sisf

|M (n)
fi |2

]
× |I(n)

if |2. (2.38)

L’intégral I(n)
if , qui exprime l’effet Coulombien sur le proton incident et diffusé à la fois, est

évaluée selon :

I
(n)
if = N∗fNi

∫
d3x

ei(qf−qi−nk)x

|x| 1F1(iηi, 1, i(qi|x| − qix))1F1(iηf , 1, i(qf |x|+ qfx)). (2.39)

Après calculs analytiques fastidieux, nous trouvons l’expression analytique finale de cet intégrale
comme suit :

I
(n)
if = N∗fNi

2π
α
e−πηi

[
α

γ

]iηi [α + δ

γ

]−iηf
2F1(1− iηi, iηf , 1,

αδ − βγ
α(γ + δ)), (2.40)

où les quantités α, β, γ et δ sont données par :

α = 1
2(qf − qi − nk)2 ; β = qf (qf − qi − nk)

γ = qi(qf − qi − nk)− α ; δ = |qi||qf | − qiqf − β.

Toutes les informations sur les effets Coulombiens sont contenues dans les facteurs de norma-
lisation de la fonction d’onde qui dépendent de la fonction hypergéométrique. L’amplitude des
fonctions d’onde agit sur la contribution intégrale I(n)

if et provoque directement des changements
d’amplitude dans la section efficace différentielle. Pour vérifier la cohérence de nos calculs, on
annule les paramètres de Sommerfeld ( ηi = 0 et ηf = 0 ) et nous retrouvons facilement le cas
sans effet Coulombien. Dans cette sous-section, nous avons présenté les résultats complets pour
les sections efficaces différentielles des protons incidents et diffusés.

3 Resultas et discussions

Nous présentons les résultats numériques du calcul de la section efficace différentielle, en pré-
sence du champ laser monochromatique à polarisation circulaire, pour la diffusion de proton par
un potentiel Coulombien du noyau . La cible est un ion de charge Z qui se trouve à l’origine
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du référentiel de laboratoire. Le vecteur d’onde k du champ laser est orienté le long de l’axe z
et les vecteurs impulsion initiale et finale du proton sont dirigés vers les angles φi,f et θi,f . L’in-
corporation des effets Coulombiens au processus de diffusion est une tâche difficile. Il est évident
que l’effet de Coulomb, dû à la charge de particules (proton, positron, électron, . . . ), n’est pas
négligeable dans le régime non-relativiste. Par conséquent, il est indispensable de tenir compte de
l’effet Coulombien dans les calculs de la section efficace différentielle pour de telles énergies.
Dans ce qui suit, nous voulons étudier, dans la première approximation de Born et dans le régime
non-relativiste, comment le traitement correct des effets Coulombiens influence la section efficace
différentielle du processus de diffusion proton-noyaux atomiques. Par conséquent, il est indispen-
sable de tenir compte des effets Coulombiens dans les calculs de la section efficace différentielle
dans le domaine de ces énergies.

3.1 Approximation de Coulomb simple (ACS)

Nous présentons dans les figures 1 et 2, en présence et en l’absence des champs laser, la
section efficace différentielle relativiste (SEDR) en fonction de l’angle de diffusion θf . Nous devons
appliquer ces effets à l’interaction du proton avec les noyaux par trois possibilités : sans effet
Coulombien (AB), avec effet Coulombien sur le proton incident (ACI) et avec effet Coulombien
sur le proton diffusé (ACD). Puisque dans la section efficace différentielle la contribution intégrale
est la même, les deux approches de calcul possibles (ACI et ACD), des figures 1 et 2, sont en
accord.
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Figure 1 – SEDs relativistes à l’échelle Logarithmique pour les trois approches (AB), (ACI) et (ACD)

en fonction de θf sans laser. L’énergie cinétique du proton incident est de Ek = 4, 97 MeV . Les paramètres

géométriques θi = 45◦, φi = 45◦ et φf = 90◦. L’intensité du champ électrique ε = 0.1 u.a et le nombre de

photons échangés n = ±100.

Cela est dû au fait que ce processus de collision est élastique et que les énergies et les impulsions,
en présence du laser, sont presque égales [(Qi ' Qf ; |qi| ' |qf |) =⇒ ηi ' ηf ]. Par conséquent,
puisque dans différentes énergies et géométries les deux approches chevauchent, nous remplaçons
les notations (ACI) et (ACD) par une seule notation qui est " Approximation Coulombienne simple
" (ACS). A partir de ces deux figures, on remarque aussi que l’introduction du champ laser, avec
et sans effet Coulombien sur le proton incident ou diffusé, diminue la section efficace différentielle
relativiste (SEDR).
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Figure 2 – SEDs relativistes mise à l’échelle Logarithmique pour les trois approches (AB), (ACI) et

(ACD) en fonction de θf en présence et en absence de champ laser. L’énergie cinétique du proton incident

est de Ek = 46, 91 MeV . Les paramètres géométriques θi = 45◦, φi = 45◦ et φf = 90◦. L’intensité du

champ électrique ε = 0.1 u.a, le nombre de photons échangés n = ±100 et le nombre atomique Z = 1

Le rapport entre les deux SEDs sans tenir compte de l’effet Coulombien (AB) et celle avec
l’effet Coulombien (AC) reste pratiquement constant. Pour la géométrie choisie et le nombre de
photons échangés ±100, les courbes, qui représentent la SED relativiste pour tous les cas, montrent
un maximum au voisinage de θf = 40◦. Le comportement général des SEDs par rapport à l’énergie
cinétique du proton incident reste presque le même. Lorsqu’on augmente l’énergie Ek du proton
entrant de Ek = 4, 97MeV dans la figure 1 à Ek = 46, 9MeV dans la figure 2, la seule différence
est que les SEDs relativistes (AB) et (ACS) diminuent d’environ 102 fois. Le résultat remarquable,
à travers cet étude et dans cette particulière géométrie, est que les effets Coulombiens disparaissent
pour le domaine d’énergies élevées.
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3.2 Effet total : approximation de Coulomb total (ACT)

Dans cette section, nous prenons en compte l’effet Coulombien sur le proton incident et diffusé.
Les figures (3 et 4) donnent, les sections efficaces différentielles calculées (ACT) et (AB) en fonction
de l’angle final θf pour les deux cas avec et sans laser.
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Figure 3 – SED relativiste en unité de 10−7 en fonction de l’angle θf . L’énergie cinétique du proton

incident Ek = 0.49MeV l’intensité du champ laser est ε = 0.1 u.a est , la fréquence du champ laser est

ω = 0.043u.a, le nombre atomique Z = 1 et le nombre de photons échangés est n = ±100. les paramètres

géométriques θi = 45◦, φi = 45◦ et φf = 90◦
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Figure 4 – SEDs relativistes en unité de 10−9 en fonction de l’angle θf . L’énergie cinétique du proton

incident est Ek = 4.97MeV , l’intensité du champ électrique est ε = 0.1 u.a, la fréquence du champ laser

ω = 0.043u.a, le nombre atomique Z = 1 et le nombre de photons échangés n = ±100. Les paramètres

géométriques sont θi = 45◦, φi = 45◦ et φf = 90◦

De la figure 3, on remarque que les deux SEDs sont significativement différentes pour les
énergies cinétiques non relativistes Ek = 0, 49MeV . La figure 4 montre que, aux énergies cinétiques
égales à 4, 97MeV , les deux approches, processus assistés par laser et sans laser, présentent une
différence significative dans l’ordre de grandeur. On remarque aussi qu’aucune différence n’est
observée lorsqu’on tient compte de l’effet Coulombien. Cela peut être compris par le fait que, les
effets Coulombiens disparaissent dans la limite non relativiste 4.97MeV et au-dessus.
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Figure 5 – SED relativiste (AB, ACS et ACT) en unité de 10−7 en fonction de l’intensité du champ

électrique ε. L’énergie cinétique du proton incident Ek = 0.49MeV , les paramètres géométriques : θi =

45◦, φi = 45◦, φf = 90◦, θf = 45◦, le nombre atomique Z = 1 et le nombre de photons échangés n = ±100.

La figure 5 montre la dépendance des sections efficaces différentielles relativistes (ACS), (ACT)
et (AB) de l’intensité laser pour l’énergie cinétique du proton Ek = 0, 49MeV . De cette figure,
la première remarque qu’on tire est que : les trois approches (ACS), (ACT) et (AB) présentent le
même comportement. Dans de telles conditions, en particulier pour l’énergie Ek = 0, 49MeV , il
y a en fait deux types de comportement : le premier est que les SEDs sont moins sensibles à la
variation de l’intensité du champ électrique au dessous de ε ≈ 0, 06 (u.a)) et le deuxième est que
les trois approches diminuent pour les intensités de champ électrique supérieures à 0, 06 (u.a). En
outre, l’effet Coulombien dans le cas de l’approximation Coulombienne simple (ACS), augmente la
SED qui est en parfait accord avec les résultats de S-M Li et al [18]. Toutefois, pour l’approximation
Coulombienne total (ACT) cet effet diminue la section efficace différentielle.
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Figure 6 – SED relativiste (AB et ACT) en unité de 10−12 en fonction de l’intensité du champ

électrique ε. L’énergie du proton incident est Ek = 46.9MeV , les paramètres géométriques : θi = 45◦,

φi = 45◦, φf = 90◦, θf = 45◦, le nombre atomique Z = 1 et le nombre de photons échangés n = ±100.

Après avoir testé différentes géométries et différentes énergies, le comportement des différentes
sections efficaces différentielles change pour les hautes énergies. On donne, dans la figure 6, le tracé
des deux approches (ACT) et (AB) pour une énergie Ek = 46, 9MeV . Deux remarques peuvent
être tirées de cette figure : d’abord, les deux approches chevauchent, ce qui signifie physiquement
l’absence totale de l’effet Coulombien dans ce régime. D’autre part, la disparition complète de
la partie de la SED qui est moins sensible à l’intensité du champ électrique. Plus précisément,
pour un point de vue physique, cela signifie que pour les faibles énergies et les petites intensités,
l’interaction laser-proton est moins prononcée. Cependant, à haute énergie, l’interaction laser-
proton est plus significative, même pour des intensités faibles.
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Figure 7 – SEDs relativistes(AB, ACT et ACS) en unité de 10−9 en fonction la fréquence du laser

pour l’énergie du proton incident Ek = 4.97MeV . La géométrie est telle que θi = 45◦, φi = 45◦, θf = 45◦

et φf = 90◦. L’intensité du champ électrique ε = 0.1 a.u, le nombre atomique Z = 1 et le nombre de

photons échangés n = ±100.

Dans la figure 7, nous avons tracé les sections efficaces différentielles relativistes (ACS), (ACT)
et (AB) en fonction de la fréquence du laser ω pour une même intensité du champ électrique, un
angle final θf = 45◦ et une énergie cinétique du proton incident égale à 4, 97 MeV . Les sections
efficaces différentielles augmentent avec la fréquence jusqu’à la valeur ω = 0, 09 u.a et puis elles
deviennent insensibles aux changements de fréquence tout en maintenant un rapport constant
entre les sections (ACS) et (AB).
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Figure 8 – SEDs relativistes (AB, ACT et ACS) à l’échelle 10−14 en fonction de la fréquence du champ

laser pour l’énergie cinétique du proton incident Ek = 497.28MeV . Les paramètres géométriques sont

θi = 45◦, φi = 45◦, θf = 45◦ et φf = 90◦. L’intensité du champ électrique ε = 0.1u.a, le nombre atomique

Z = 1 et le nombre de photons échangés n = ±100.

La figure 8 montre qu’à des énergies cinétiques élevées Ek = 497, 28 MeV , les SEDs rela-
tivistes augmentent avec la fréquence du laser et la partie de la SED, insensible à la variation
de fréquence, disparaît complètement. En outre, à haute énergie, il n’y a pas d’effet Coulombien,
puisque les deux SEDs relativistes (AB) et (ACT) donnent les mêmes résultats. Ce comportement
inverse entre la dépendance de la SED relativiste vis-à-vis de l’intensité et la fréquence s’explique
par l’introduction de l’énergie pondéromotive Up = ε2/(4mpω

2). L’augmentation de l’intensité en-
traîne une augmentation de l’énergie totale et par conséquent une diminution de la section efficace
différentielle. Cependant, l’augmentation de la fréquence provoque la situation inverse.
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Figure 9 – Echelle Logarithmique des SEDs relativistes, avec et sans laser pour deux approches((AB)

et (ACT)) en fonction du nombre atomique Z pour l’énergie cinétique du proton incident Ek = 4.9MeV .

Les paramètres géométriques sont θi = 45◦, φi = 45◦, φf = 90◦ et θf = 45◦, l’intensité du champ

électrique est ε = 0.5u.a, la fréquence du laser ω = 0.043u.a et le nombre de photons échangés est ± 100.

Dans la figure 9, on trace les sections efficaces différentielles (ACT) et (AB) en fonction du
nombre atomique Z. Les SEDs pour les deux approches diminuent avec l’introduction du champ
laser à petit et à grand nombre atomique. Pour le nombre atomique Z > 6, en comparant la section
efficace sans effet Coulombien ((AB) avec laser) et la section efficace avec effet Coulombien total
(ACT avec laser), l’effet Coulombien est trop prononcé pour les grand Z et entraîne une diminution
des sections efficaces différentielles qui tiennent compte de cet effet.
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Figure 10 – SEDs relativistes avec et sans laser, en unité de 10−13, pour deux approches((AB) et

(ACT)) en fonction du nombre atomique Z pour l’énergie cinétique du proton incident Ek = 938.27MeV .

Les paramètres géométriques sont θi = 45◦, φi = 45◦, φf = 90◦ et θf = 45◦, l’intensitée du champ

électrique est ε = 0.5u.a, la fréquence du laser ω = 0.043 a.u et le nombre de photons échangés est ± 100.

Pour plus de détails, la figure 10 montre qu’en augmentant le nombre atomique Z, la limite
finale du chevauchement des courbes pour les deux approches (ACT) et (AB) augmentent avec
l’augmentation de l’énergie cinétique des particules incidentes. Nous avons également trouvé, à
partir de cette figure, qu’en incluant l’effet Coulombien total (ACT), les sections efficaces diffé-
rentielles relativistes ont deux comportements : pour les faibles nombres atomiques (Z < 60), les
SEDRs augmentent avec Z et pour les grands Z (Z > 60), Les SEDRs diminuent avec Z. Lors de
l’augmentation de Z, l’effet Coulombien commence à se manifester, Le rapport entre SED (AB)
et SED (ACT) devient plus important avec l’augmentation du nombre atomique Z même dans le
régime relativiste. À partir des figures 9 et 10 et pour cette géométrie particulière, nous arrivons
à la conclusion suivante : l’effet Coulombien disparaît à haute énergie, en particulier pour les
énergies relativistes et ultra-relativistes. Dans ce cas, les ondes planes, en très bonne approxima-
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tion, peuvent être utilisées pour décrire les particules libres ainsi que les ondes de Dirac-Volkov
pour décrire les particules dans le champ laser. Pour obtenir plus de renseignements sur la SED (
n photons émis/absorbés), on donne, dans le tableau 1, dσ(n)(Ek)/dΩ(ACT ) pour le nombre de
photons échangés n = −100 et n = 100.

dσ(n)

dΩ (ACT )(Ek[MeV ]) n=-100 n=+100

dσ(n)

dΩ (0.49) 3.10853 10−11 3.52263 10−11

dσ(n)

dΩ (4.97) 7.33867 10−14 6.8114 10−14

dσ(n)

dΩ (49.7) 1.9368 10−16 1.99826 10−16

dσ(n)

dΩ (938.3) 4.5665 10−19 4.56301 10−19

Table 2.1 – Les paramètres géométriques sont θi = 45◦, φi = 45◦, φf = 90◦ et θf = 45◦. L’intensité

du champ électrique est ε = 0.5u.a et la fréquence du champ laser est ω = 0.043u.a.

Du tableau (2.1), on tire que, les deux SEDs (ACT)dσ(n)(Ek)/dΩ, pour un nombre de photons
échangés égale à n = −100 et n = +100, sont différentes à basses énergies et approximativement
les mêmes à hautes énergies.

3.3 Effet de Coulomb total sur électron

Dans cette contribution, on a donné la formule générale qui décrit une particule chargée de
Dirac avec la masse m. Nous donnons au tableau (2.2) quelques différences et similitudes entre
l’électron et le proton.

Electron Proton

Charge -1 +1

Spin 1/2 1/2

Masse m 1 1836.15267245

Table 2.2 – Charges, spins et masses pour l’électron et le proton en unités atomiques.

Pour retrouver les résultats du processus de diffusion de l’électron, on doit changer uniquement
les paramètres d’entré de l’électron dans les codes de programmation : "REDUCE" et "fortran".
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Figure 11 – SEDs sans laser pour électron en fonction de l’angle final θf . L’énergie cinétique de

l’électron incident est Ek = 153.32 eV et le nombre atomique Z = 1. Les paramètres géométriques

θi = 45◦, φi = 45◦, φf = 90◦.

La figure 11 décrit, avec l’énergie cinétique de l’électron incident Ek = 153, 32 eV , les résultats
des sections efficaces pour le processus de diffusion de Mott avec et sans effets Coulombiens en
fonction de l’angle final. La section efficace avec effets Coulombiens (fonctions Coulombiennes
généralisées) est donnée en ligne pointillée et la section efficace sans effets Coulomb en ligne
continue. La section efficace différentielle, qui dépend de l’énergie incidente et la charge du noyau
cible, a diminuée considérablement avec l’introduction de l’effet Coulombien.
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Figure 12 – SEDs relativistes en unité de 10−3 pour l’électron en fonction de θf et en absence du champ

laser. L’énergie cinétique de l’électron est Ek = 2700 eV et le nombre atomique Z = 1. Les paramètres

géometriques sont θi = 45◦, φi = 45◦, φf = 90◦.

La figure 12 montre que, pour l’énergie cinétique de l’électron incident Ek = 2700 eV , les sec-
tions efficaces dans les deux approximations avec et sans effet de Coulombien sont qualitativement
similaires. À partir de ces deux courbes et aussi pour cette géométrie particulière, nous arrivons à
la conclusion suivante : dans le régime de basse énergie l’effet Coulombien est important alors que,
pour les hautes énergies, le choix de la fonction d’onde de Dirac-Volkov pour décrire des particules
de spin 1/2 dans le champ laser est bien justifié et par conséquent, l’effet Coulombien peut être
négligé. Il est intéressant de souligner que la différence majeure de ce travail et celui de S-M Li et
al. [18], qui rend la comparaison difficile, a été mentionnée dans le tableau (2.3) :
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Le travail de [18] Notre travail

Le vecteur d’onde ~k dirigé suivant l’axe y selon l’axe z

Polarization du champ Laser Linéaire Circulaire

L’objectif du travail spécifique à l’électron électron et proton

Table 2.3 – Quelques différences entre notre travail et celui de [18]

Dans le travail [18], les auteurs ont montré que la distorsion, par effet Coulombien de la fonction
d’onde des électrons, conduit à une différence qualitative entre les sections efficaces avec et sans
effet Coulombien par rapport aux différents paramètres libres. Dans ce travail, nous avons montré
que cette différence significative, dans le calcul de la section efficace différentielle, se réduit quand
on tient compte des effets Coulombien dans les deux états initial et final. En outre, nous avons
également montré que l’approximation de la ACS de la SED surestime toujours la SED dans
l’approximation (BA) ce qui est en bon accord avec [18]. La deuxième remarque importante est
que : lors de l’augmentation de l’énergie de la particule incidente, la différence entre les deux
approches (AB) et (ACT) diminue.

4 Conclusion

Nous donnons, dans le présent travail, la diffusion de proton par un potentiel Coulombien en
présence d’un champ laser polarisé circulairement en tenant compte de la distorsion due aux effets
Coulombien. Les sections efficaces différentielles relativistes dépendent à la fois des paramètres du
champ laser et du transfert d’énergie et de l’impulsion entre le système de collision et le champ
laser. L’augmentation du nombre atomique Z a la tendance générale de différencier les résultats
obtenus avec et sans effet Coulombien. Ceci a suggéré l’utilisation de la fonction d’onde Coulom-
bienne pour les grand Z en particulier pour les basses énergies cinétiques. Nous avons constaté
aussi que, dans le régime non relativiste, la SEDR dans l’approximation de Coulomb simple (ACS)
est toujours plus grande que celle relative à l’approximation Coulombienne totale (ACT) et sans
approximation Coulombienne (BA) et que, les SEDRs des trois approches chevauchent à des éner-
gies cinétiques élevées. L’idée principale de la présente étude est de montrer qu’à des énergies
cinétiques élevées de la particule incidente, l’effet Coulombien peut être négligé et l’utilisation des
états de Dirac-Volkov, plus particulièrement pour les régimes relativistes et ultra-relativistes, est
largement satisfaisante pour le calcul de la section efficace différentielle en présence du champ
laser.
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CHAPITRE 3

EXCITATION RELATIVISTE DE L’ATOME D’HYDROGÈNE

PAR IMPACT DE PROTON EN PRÉSENCE D’UN CHAMP LASER

INTENSE

1 Introduction

L’analyse des diffusions inélastique proton-atome et proton-molécule, pour des énergies inter-
médiaires à des hautes énergies, a récemment attiré beaucoup d’intérêt en recherches scientifiques.
Dans le cas de la diffusion des particules et des anti-particules chargées telles que les électrons ou
les positrons, des traitements quantiques relativistes avec des effets de l’électrodynamique quan-
tique ont été effectués [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Avec la disponibilité des faisceaux de protons d’énergie bien
définie, l’excitation et l’ionisation de l’atome d’hydrogène par l’impact de protons a été pendant
de nombreuses années un sujet de grand intérêt théorique. Une collision d’un atome d’hydrogène
par l’impact du proton est la plus simple des collisions de particules lourdes par des atomes. Ce
type de collision est potentiellement plus complexe que la diffusion des électrons ou des positrons,
puisque le proton peut transférer beaucoup plus d’impulsion à la cible que l’électron ou le positron.
De nombreuses recherches théoriques ont été effectuées pour le processus de diffusion de l’atome
d’hydrogène par l’impact de proton. Bransden et Noble ont présenté le résultat théorique de la
section efficace différentielle pour l’excitation de l’atome d’hydrogène au niveaux (2s + 2p) par
des protons d’énergie de 50 KeV , 100 KeV et 150 KeV , employant la méthode "Close-Coupling"
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[7]. Rudd et al. ont mesuré les distributions angulaires et énergétique pour des électrons éjectés
de He et H2, par protons d’énergies 100KeV et 300 keV [8]. Certaines tentatives ont été faites
pour étendre et améliorer la première approximation de Born en tenant compte du terme de
l’effet de l’interaction nucléaire sous la forme d’ondes déformées (ondes Coulombienne avec effet
d’écran). Geltman et Hidalgo ont introduit l’approximation Coulomb-Born uniquement pour les
fonctions d’ondes du canal final [9]. Junker a étendu cette approche à l’aide de l’approximation de
Born modifiée dans les deux canaux intial et final [10]. Mandal et al. ont utilisé l’approximation
Coulomb-Born pour obtenir la section efficace différentielle non-relativiste pour l’excitation n = 2
de l’atome d’hydrogène par impact de protons [11]. Récemment Elkilany a employé le formalisme
statique couplé pour le traitement des collisions proton-lithium pour des des énergies incidentes
entre 10keV et 1000keV [12].

Lorsque un proton d’énergie élevée entre en collision avec un atome ou une molécule, plusieurs
processus inélastique autre que la diffusion élastique peuvent prendre place. Ceux de base sont
l’excitation de la cible et l’éjection d’électrons libres à partir des cibles. Le proton interagit avec
l’atome d’hydrogène, en fonction de l’énergie transférée, par deux processus :

— Collision élastique : p+H −→ p+H

— Collision inélastique :
— Excitation : p+H −→ p+H ′

— Ionisation : p+H −→ p+ p+ e−

Dans ce travail, le formalisme Dirac-Volkov relativiste est employé pour le traitement des collisions
de l’atome d’hydrogène par protons à haute énergie assistée par laser. Nous utilisons la théorie
de perturbative à l’arbre pour déterminer la section efficace différentielle relativiste (SED) de
l’excitation de l’atome d’hydrogène par impact de proton en présence d’un champ laser polarisé
circulairement.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : dans la section 2, on donne l’essentiel du
formalisme théorique. Dans la section 3, on discute les résultats obtenus et on finit par une brève
conclusion dans la section 4. La métrique de Minkowski gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1) est
employée tout au long de ce travail.
Dans de nombreuses équations de ce document, la notation ’slash’ de Feynmann est utilisée. Pour
tout 4-vecteur A, A/ = Aµγµ = A0γ0 − A.γ où les matrices γ sont les matrices de Dirac bien
connus.
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2 Formalisme théorique

Dans la gamme d’énergies intermédiaire à hautes énergies, les études théoriques pour l’excita-
tion de l’atome d’hydrogène par l’impact de protons sont basés sur des méthodes perturbatives
et sont principalement l’approximations de Born et celle de Glauber [13, 14]. Dans la gamme des
hautes énergies, ces méthodes perturbatives utilisent des ondes planes pour décrire des particules
entrantes et sortantes. Dans la gamme de faible énergie, les erreurs dans le modèle d’ondes planes
sont importantes surtout lorsque l’interaction avec le potentiel Coulombien est de longue portée.
Dans ce qui suit, nous présentons les sections efficaces différentielles relativistes pour la diffusion
de l’atome d’hydrogène par l’impact de proton assistée par laser. Dans ce travail, nous avons utilisé
l’approximation dans laquelle le proton est 1836.15 fois plus lourd que l’électron mais avec une
charge électrique positive. Il convient de noter que la principale différence dans les expressions
théoriques pour la SED relativiste et non relativiste se produit dans les deux parties spinorielle et
intégrale. Nous donnons ici l’expression détaillée pour la SED relativiste en présence d’un champ
laser polarisé circulairement.

2.1 Élément de matrice de transition

Le processus dans lequel n photons sont échangés entre le système et le champ laser pendant
la collision inélastique proton-atome d’hydrogène peut être décrit par la réaction suivante :

P (Qi,qi) +H(1s) + nω −→ H(2s) + P (Qf ,qf ), (2.1)

qui représente la collision de proton incident de quadri-impulsion qi = (Qi,qi), avec l’atome d’hy-
drogène cible (dans son état fondamental) en présence de champ laser. L’equation de conservation
de l’énergie correspondante à l’excitation inélastique de l’atome d’hydrogène par impact de proton
assistée par laser, s’écrit :

Qf = Eb(1s1/2)− Eb(2s1/2) +Qi + nω, (2.2)

avec
Q(i,f) = E(i,f) −

A2

2c2(k.p(i,f))
ω. (2.3)

Le champ laser de polarisation circulaire est donné par son quadri-potentiel

A = a1 cos(φ) + a2 sin(φ),

où a1 et a2 satisfont aux conditions a2
1 = a2

2 = a2 et a1.a2 = a2.a1 = 0. La condition de Lorentz
est donnée par k.A = k.a1 = k.a2 = 0 et la phase φ est telle que φ = k.x = ωt− kx, avec k est le
vecteur d’onde du champ laser, dirigé selon l’axe z et ω = 0, 043 u.a sa fréquence.
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Le cadre le plus simple qui a été utilisé pour analyser la diffusion inélastique de l’atome
d’hydrogène par impact de proton est de supposer que le proton entrant et sortant sont des états
de Dirac-Volkov. L’évaluation de la section efficace différentielle, pour la diffusion d’un atome
d’hydrogène par l’impact de proton habillé de spin 1/2, peut s’effectuer d’une manière très simple
dans le cadre de cette approximation. La solution de l’équation de Dirac-Volkov, décrivant le
proton de quasi-impulsion initiale qi, est donnée par :

ψqi(x1) = [1− k/A/

2c(k.pi)
]
√

mp

2QiV
u(pi, si) exp

[
−i(qi.x1)− i

∫ k.x1

0

(A.pi)
c(k.pi)

dφ1

]
. (2.4)

La solution similaire pour le proton diffusé de quadri-impulsion finale qf est donnée tout sim-
plement par le changement de l’indice ′i′ par ′f ′. Dans le cadre de la première approximation
de Born, la quantité centrale à évaluer est l’élément de matrice de transition directe Sfi. Cette
quantité peut être calculée en utilisant les règles de Feynman en complète analogie avec le cas du
proton libre. Il suffit dans l’intégrale typique de Feynman de remplacer les fonctions d’onde libre
du proton par les fonctions d’onde de Dirac-Volkov et l’élément de matrice devient comme suit :

Sfi = − i
c

∫
d4x1ψqf (r1, t)γ0ψqi(r1, t)〈φf (r2, t)|Vd|φi(r2, t)〉, (2.5)

où φi,f (r2, t) = exp(−iEb(i, f)t)ϕi,f (r2) sont les fonctions d’onde semi-relativistes de l’atome d’hy-
drogène et Eb(i) = Eb(1s1/2) = c2

√
(1.− Z2α2) est l’énergie de liaison de l’état fondamental

Eb(f) = Eb(2s1/2) = c2
√

(
√

1.− Z2α2 + 1.0)/2 est l’énergie de liaison de l’état excité. ψq(r1, t)
est la solution de Dirac-Volkov normalisée dans le volume V qui est explicitement donnée dans
Eq. (2.4) et Vd est le potentiel d’interaction.

2.2 Section efficace différentielle

Nous utilisons les techniques standards de calcul des SED en électrodynamique quantique [15],
on trouve :

dσ

dΩf

=
+∞∑

n=−∞

1
(4πc2)2

|qf |
|qi|

[1
2
∑
si,sf

|M (n)
fi |2

]
× |I(∆n)|2. (2.6)

avec ∆n = |qi + nk− qf | est le transfert d’impulsion avec l’échange de n photons.

2.2.1 Contribution spinoriale (SC)

La quantité importante qui contient toute l’information sur le spin est donnée par :

SC = 1
2
∑
si,sf

|M (n)
fi |2 = 1

2
∑
si,sf

|u(pf , sf )Λ(n)u(pi, si)|2, (2.7)
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avec

Λ(n) = [γ0 − 2k0a
2k/c(pi)c(pf )]Bn

+ [c(pi)γ0k/a/1 + c(pf )a/1k/γ
0]B1n

+ [c(pi)γ0k/a/2 + c(pf )a/2k/γ
0]B2n. (2.8)

Les coefficients Bn, B1n et B2n sont liés aux fonctions de Bessel ordinaires et ils sont explicitement

détaillés dans [16]. La partie spinorielle se réduit au calcul des traces des matrice γ dans l’algèbre

de Dirac comme suit :

1
2
∑
si,sf

|M (n)
fi |

2 = 1
2Tr{

(p/fc+mpc
2)

mp
Λ(n) (p/ic+mpc

2)
mp

Λ(n)}, (2.9)

avec

Λ(n) = γ0Λ(n)†γ0 = [γ0 − 2k0a
2k/c(pi)c(pf )]B∗n

+ [c(pi)a/1k/γ
0 + c(pf )γ0k/a/1]B∗1n

+ [c(pi)a/2k/γ
0 + c(pf )γ0k/a/2]B∗2n. (2.10)

Après long calcul et utilisons la condition "<on-shell>" (les particules sont sur leurs couches de masses)

qui se traduit mathématiquement par : p2
i = p2

f = m2
pc

2, k2 = 0 et à l’aide du logiciel de calcul symbolique

REDUCE [17], la partie spinorielle SC = 1
2
∑
sisf

|M (n)
fi |

2 est explicitement écrite sous la forme :

SC = 1
4(k.pf )(k.pi)c4

{
A+ B

}
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avec A est explicitement donné par :

A = 4(a1.pf )(a1.pi)j2
n+1c

2ω2 + 8(a1.pf )(a1.pi)jn+1jn−1c
2 cos(2φ0)ω2

+4(a1.pf )(a1.pi)j2
n−1c

2ω2 + 4(a1.pf )(a2.pi)jn+1jn−1c
2ω2 sin(2φ0) + 4(a1.pf )(a2.pi)

×jn−1jn+1c
2ω2 sin(2φ0)− 4(a1.pf )jn+1jn(k.pf )(k.pi)c5 cos(φ0) + 4(a1.pf )jn+1jn

×(k.pi)2c5 cos(φ0)− 8(a1.pf )jn+1jn(k.pi)c3 cos(φ0)Eiω + 4(a1.pf )jn+1jna
2c cos(φ0)

×ω2 − 4(a1.pf )jnjn−1(k.pf )(k.pi)c5 cos(φ0) + 4(a1.pf )jnjn−1(k.pi)2c5 cos(φ0)− 8

×(a1.pf )jnjn−1(k.pi)c3 cos(φ0)Eiω + 4(a1.pf )jnjn−1a
2c cos(φ0)ω2 + 4(a1.pi)(a2.pf )

×jn+1jn−1c
2ω2 sin(2φ0) + 4(a1.pi)(a2.pf )jn−1jn+1c

2ω2 sin(2φ0) + 4(a1.pi)jn+1

×jn(k.pf )2c5 cos(φ0)− 4(a1.pi)jn+1jn(k.pf )(k.pi)c5 cos(φ0)− 8(a1.pi)jn+1jn(k.pf )

×c3 cos(φ0)Efω + 4(a1.pi)jn+1jna
2c cos(φ0)ω2 + 4(a1.pi)jnjn−1(k.pf )2c5 cos(φ0)

−4(a1.pi)jnjn−1(k.pf )(k.pi)c5 cos(φ0)− 8(a1.pi)jnjn−1(k.pf )c3 cos(φ0)Efω + 4

×(a1.pi)jnjn−1a
2c cos(φ0)ω2 + 4(a2.pf )(a2.pi)j2

n−1c
2ω2 − 8(a2.pf )(a2.pi)jn−1jn+1

×c2 cos(2φ0)ω2 + 4(a2.pf )(a2.pi)j2
n+1c

2ω2 − 4(a2.pf )jnjn−1(k.pf )(k.pi)c5 sin(φ0)

+4(a2.pf )jnjn−1(k.pi)2c5 sin(φ0)− 8(a2.pf )jnjn−1(k.pi)c3Eiω sin(φ0) + 4(a2.pf )jn

×jn−1a
2cω2 sin(φ0)− 4(a2.pf )jnjn+1(k.pf )(k.pi)c5 sin(φ0) + 4(a2.pf )jnjn+1(k.pi)2

×c5 sin(φ0)− 8(a2.pf )jnjn+1(k.pi)c3Eiω sin(φ0) + 4(a2.pf )jnjn+1a
2cω2 sin(φ0) + 4

×(a2.pi)jnjn−1(k.pf )2c5 sin(φ0)− 4(a2.pi)jnjn−1(k.pf )(k.pi)c5 sin(φ0)− 8(a2.pi)jn

×jn−1(k.pf )c3Efω sin(φ0) + 4(a2.pi)jnjn−1a
2cω2 sin(φ0) + 4(a2.pi)jnjn+1(k.pf )2

×c5 sin(φ0)− 4(a2.pi)jnjn+1(k.pf )(k.pi)c5 sin(φ0)− 8(a2.pi)jnjn+1(k.pf )c3Efω

× sin(φ0) + 4(a2.pi)jnjn+1a
2cω2 sin(φ0) + j2

n+1(k.pf )2a2c4 − 2j2
n+1(k.pf )(k.pi)a2c4 (2.11)
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et B est donné par :

B = −2j2
n+1(k.pf )a2c2Efω + 2j2

n+1(k.pf )a2c2Eiω + j2
n+1(k.pi)2a2c4 + 2j2

n+1(k.pi)a2c2

×Efω − 2j2
n+1(k.pi)a2c2Eiω + 2j2

n+1m
2
pa

2c4ω2 + 2j2
n+1a

2c2 cos(p̂i,pf )ω2|pf ||pi|

−2j2
n+1a

2EfEiω
2 + 2jn+1jn−1(k.pf )2a2c4 cos(2φ0)− 4jn+1jn−1(k.pf )(k.pi)a2c4

× cos(2φ0)− 4jn+1jn−1(k.pf )a2c2 cos(2φ0)Efω + 4jn+1jn−1(k.pf )a2c2 cos(2φ0)

×Eiω + 2jn+1jn−1(k.pi)2a2c4 cos(2φ0) + 4jn+1jn−1(k.pi)a2c2 cos(2φ0)Efω − 4

×jn+1jn−1(k.pi)a2c2 cos(2φ0)Eiω + 4jn+1jn−1m
2
pa

2c4 cos(2φ0)ω2 + 4jn+1jn−1a
2

×c2 cos(p̂i,pf ) cos(2φ0)ω2|pf ||pi| − 4jn+1jn−1a
2 cos(2φ0)EfEiω2 + 8j2

n(k.pf )(k.pi)

×m2
pc

8 + 8j2
n(k.pf )(k.pi)c6 cos(p̂i,pf )|pf ||pi|+ 8j2

n(k.pf )(k.pi)c4EfEi − 8.0j2
n(k.pf )

×a2c2Eiω − 8j2
n(k.pi)a2c2Efω − 8j2

nm
2
pa

2c4ω2 + 4j2
na

4ω2 − 8j2
na

2c2 cos(p̂i,pf )ω2

×|pf ||pi|+ 8j2
na

2EfEiω
2 + 2j2

n−1(k.pf )2a2c4 − 4j2
n−1(k.pf )(k.pi)a2c4 − 4j2

n−1(k.pf )

×a2c2Efω + 4j2
n−1(k.pf )a2c2Eiω + 2j2

n−1(k.pi)2a2c4 + 4j2
n−1(k.pi)a2c2Efω − 4j2

n−1

×(k.pi)a2c2Eiω + 4j2
n−1m

2
pa

2c4ω2 + 4j2
n−1a

2c2 cos(p̂i,pf )ω2|pf ||pi| − 4j2
n−1a

2EfEiω
2

−2jn−1jn+1(k.pf )2a2c4 cos(2φ0) + 4jn−1jn+1(k.pf )(k.pi)a2c4 cos(2φ0) + 4jn−1jn+1

×(k.pf )a2c2 cos(2φ0)Efω − 4jn−1jn+1(k.pf )a2c2 cos(2φ0)Eiω − 2jn−1jn+1(k.pi)2a2

×c4 cos(2φ0)− 4jn−1jn+1(k.pi)a2c2 cos(2φ0)Efω + 4jn−1jn+1(k.pi)a2c2 cos(2φ0)Eiω

−4jn−1jn+1m
2
pa

2c4 cos(2φ0)ω2 − 4jn−1jn+1a
2c2 cos(p̂i,pf ) cos(2φ0)ω2|pf ||pi|+ 4jn−1

×jn+1a
2 cos(2φ0)EfEiω2 + j2

n+1(k.pf )2a2c4 − 2j2
n+1(k.pf )(k.pi)a2c4 − 2j2

n+1(k.pf )a2c2

×Efω + 2j2
n+1(k.pf )a2c2Eiω + j2

n+1(k.pi)2a2c4 + 2j2
n+1(k.pi)a2c2Efω − 2j2

n+1(k.pi)a2

×c2Eiω + 2j2
n+1m

2
pa

2c4ω2 + 2j2
n+1a

2c2 cos(p̂i,pf )ω2|pf ||pi| − 2j2
n+1a

2EfEiω
2. (2.12)

2.2.2 Contribution intégrale

On peut facilement prendre en compte de l’effet Coulombien dans les processus de diffusion de par-

ticules chargées par potentiel Coulombien (exemple diffusion de Mott). L’introduction de cet effet dans

les diffusions en physique atomique, rend les calculs plus laborieux à cause de la présence de la structure
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interne des cibles atomiques. L’intégral I(∆n), qui apparaît dans l’équation (2.6), peut être évaluée sans

difficulté comme suit :

I(∆n) =
∫ +∞

0
dr1e

i∆nr1

∫ +∞

0
dr2ϕ

†
2s(r2)Vdϕ1s(r2). (2.13)

avec Vd est le potentiel d’interaction dans le canal direct :

Vd = Z

r1
− 1
r12

, (2.14)

où r1 sont les coordonnées du proton, r2 sont les coordonnées de l’électron atomique, et r12 = |r1 − r2|.

Dans l’équation (2.13), ϕ1s(r2) est la fonction d’onde de Darwin pour l’état fondamental. Pour le spin

up, ϕ1s1/2(r2) s’écrit :

ϕ1s(r2) = C1



1

0

i
2cr2

z

i
2cr2

(x+ iy)


1√
π
e−r2 (2.15)

et ϕ2s(r2) est la fonction d’onde de Darwin pour l’état 2s1/2 :

ϕ2s(r2) = C2



2− r2

0

i(4−r2)
4r2c

z

(4−r2)
4rc (−y + ix)


1

4
√

2π
e−r2 , (2.16)

avec C1 et C2 sont les constantes de normalisation très proche de 1. On développe les deux quantités r−1
12

et ei∆r1 en termes des harmoniques sphériques tel que (Pour plus de détail voir annexe A) :

1
r12

= 4π
∑
lm

Ylm(r̂1)Y ∗lm(r̂2)
2l + 1

(r<)l

(r>)l+1 ,

ei∆nr1 =
∑
lm

4πiljl(∆nr1)Ylm(∆̂n)Y ∗lm(r̂1). (2.17)

Dans l’expression de r−1
12 , r> est le plus grand de r1 et r2, et r< le plus petit. Dans l’expression de ei∆nr1 ,

r̂1 = (θ1, ϕ1) et r̂2 = (θ2, ϕ2) sont les coordonnées angulaires de r1 et r2 respectivement. Après long calcul

et en utilisant l’intégral bien connu [15]∫ +∞

x
du ume−αu = m!

αm+1 e
−αx

m∑
µ=0

αµxµ

µ! ;Re(α) > 0, (2.18)
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l’expression analytique finale de la contribution intégrale devient comme suit :

I(∆n) = − 4π√
2

(I1 + I2 + I3), (2.19)

où les trois intégrales I1, I2 et I3 sont explicitement données par :

I1 = 4
27c2

∫ +∞

0
dr1 r1e

− 3
2 r1j0(∆nr1)

= 4
27c2

1
((3/2)2 + |∆n|2)

,

I2 = 6
27( 1

c2 − 4)
∫ +∞

0
dr1 r

2
1e
− 3

2 r1j0(∆nr1)

= 2
27( 1

c2 − 4) 3
((3/2)2 + |∆n|2)2

, (2.20)

I3 = −4
9(1 + 1

8c2 )
∫ +∞

0
dr1 r

3
1e
− 3

2 r1j0(∆nr1)

= 8
9(1 + 1

8c2 ) |∆n|2 − 27/4
((3/2)2 + |∆n|2)3

.

3 Résultats et discussions

La collision des particules lourdes par des atomes demeurent un champ de développement trop fertile

en théories de diffusion atomique. Il existe deux classes de processus inélastiques qui peuvent avoir lieu :

L’excitation de la cible ou l’ionisation directe. Ce travail est consacré à l’excitation relativiste de l’atome

d’hydrogène par l’impact de proton en présence d’un champ laser. En particulier, le calcul des sections

efficaces pour l’excitation de l’atome d’hydrogène 1s − 2s par l’impact du proton à différentes énergies

cinétiques du proton incident en utilisant des techniques standard de l’électrodynamique quantique et le

formalisme de Dirac-Volkov. On s’intéresse maintenant à la cinématique du processus de diffusion en

système laboratoire. Pour la description de la géométrie de diffusion, nous utilisons des variables angulaires

en coordonnées sphériques (θ(i,f), φ(i,f)) pour −→p (i,f) et l’angle θif est défini comme θif = ∠(−→p i,−→p f ). Il est

important de comparer les valeurs de la SED dσn/dΩ correspondantes à l’échange de n photons où seul le

terme de l’habillage de proton est pris en compte, avec la section SED non relativiste correspondante. En

utilisant les états non-relativistes de Shrödinger-Volkov, on obtient facilement pour le cas non relativiste :

dσn

dΩ = |kf |
|ki|

j2
n

( |A|
cω

[(Kn.x̂)2 + (Kn.ŷ)2]1/2
)
|fB1(Kn)|2 , (3.1)
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Figure 1 – SEDs relativiste et non-relativiste (en unité de 10−20) avec et sans champ laser pour la

diffusion d’atome d’hydrogène par impact de proton en fonction de l’angle final θf , l’énergie cinétique du

proton est fixée à (4.973 MeV ). Les paramètres géométriques sont tels que θi = ϕi = 45◦, ϕf = 90◦. Les

paramètres de champ laser sont : l’intensité du champ électrique E = 0.05 u.a et le nombre de photons

échangés n = ±60.

où

fB1(Kn) = − 8
√

2
[Kn

2 + 9
4 ]3

, (3.2)

avec ki et kf sont les vecteurs impulsions initial et final du proton, x̂ et ŷ sont les vecteurs unitaires du

plan de polarisation du champ laser et Kn est le transfert d’impulsion non relativiste en présence d’un

champ laser. Nous avons donné les résultats des sections efficaces différentielles pour différentes énergies

cinétiques de proton incident et différentes intensités du champ laser. Figure 1 représente la comparaison

entre la SED relativiste et non-relativiste dans la limite non-relativiste pour deux cas : en présence et

en l’absence du champ laser. A partir de cette figure, on voit bien que les deux SEDs chevauchent en

l’absence du champ laser mais une légère différence se produit dès qu’on introduit le champ laser. Figue
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Figure 2 – SED relativiste (à l’échelle de 10−29) pour la diffusion d’atome d’hydrogène par impact

de proton par rapport à θf pour l’intensité fixé de champ électrique (E = 1 u.a)et différentes énergies

cinétiques (375.3MeV , 469.2MeV , 750.6MeV and 938.3MeV ). La géométrie du processus est donné

par θi = ϕi = 45◦, ϕf = 90◦. Ce processus est en présence de champ laser mais sans échange de photons.

2 présente les résultats des SEDs relativistes pour l’excitation de l’atome d’hydrogène par l’impact de

proton pour diverses énergies cinétiques Ek = 375, 3 MeV , 469, 2 MeV , 750, 6 MeV et 938, 3 MeV

en présence d’un champ laser avec une intensité de champ électrique E = 1 u.a mais sans échange de

photons. En dehors des différences d’ordre de grandeurs, les quatres courbes présentent un comportement

oscillatoire. Figure 3 montre la dépendance angulaire par rapport à θf des sections efficaces différentielles

relativistes pour une énergie cinétique fixe du proton (497.3 MeV ) et pour diverses intensités de champ

électrique et sans échange de photons. Les SEDs sont présentés dans un domaine de champ électrique,

de (1u.a à 2.5u.a) et présentent un comportement oscillatoire fort. Ces deux SEDs montrent clairement

des oscillations inhérentes aux fonctions de Bessel ordinaires . Un tel comportement est également trouvé

pour le cas du régime non-relativiste. Ce comportement oscillatoire est valable tant que le nombre de
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Figure 3 – SED relativiste (en unité de 10−29) de la diffusion de l’atome d’hydrogène par l’impact

du proton par en fonction de l’angle final θf pour l’énergie cinétique du proton (497.3 MeV ) et pour

différentes intensités du champ électrique (1 a.u, 1.5 a.u, 2 a.u et 2.5 a.u). Les paramètres géométriques

sont : θi = ϕi = 45◦, ϕf = 90◦. Le processus est en présence d’un champ laser mais sans échange de

photons.

photons échangés reste nul. Ces oscillations disparaissent lorsque les SEDs sont sommées sur un très grand

nombre de photons échangés dσ

dΩf
=

+∞∑
n=−∞

dσn

dΩf
. Pour plus de détails qualitatifs, on donne dans la figure

4 la SED en trois dimensions par rapport à l’angle final θf et l’intensité du champ électrique E . A trois

dimensions, la SED a pris une nouvelle forme autre que celle des figures précédentes. Le comportement

oscillatoire qualitatif observé sur les deux figures (2 et 3) disparaît complètement après la somme sur

le nombre de photons échangés n = ±50. Toutefois, les sections efficaces diminuent avec l’intensité du

champ électrique et décroissent rapidement à zéro pour les petits et grands angles.

Figue 5 donne l’enveloppe de la SED relativiste de spin non polarisé en fonction du transfert d’énergie

photonique. La section efficace différentielle relativiste s’annule au-delà des points où les arguments
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Figure 4 – SEDs relativistes pour la diffusion de l’atome d’hydrogène par l’impact du proton,

l’énergie cinétique est fixée à (469.13 MeV ), en fonction de l’angle final θf (−20◦ ≤ θf ≤ 100◦) et

l’intensité du champ électrique E (0.5u.a ≤ E ≤ 2u.a) le nombre de photons échangé est n = ±50.

Les paramètres géométriques sont tels ques θi = ϕi = 45◦, ϕf = 90◦.

des fonctions de Bessel sont approximativement proches de leurs ordres. Cette annulation se produit

numériquement pour n = ±1820 et un argument z des fonctions de Bessel ordinaires presque constant et

égal à 1819.94. Cette figure montre aussi que la règle de somme bien connue de Kroll-Watson [19] sera

atteinte à environ n = ±1820. Cette règle, pour les états de transition libre, est définie par :

∑
n

dσn

dΩ = dσ

dΩ , (3.3)

où la sommation est sur tous les n positifs et négatifs et le terme de droite représente la section efficace

différentielle sans champ. On observe généralement que lorsque les particules de Dirac sont diffusées par

un atome d’hydrogène en présence d’un champ laser, de nouveaux effets sont observés qui ne sont pas

accessibles en l’absence du champ laser. Ces collisions ont la particularité fondamentale d’être des pro-

cessus dans lesquels trois sous-systèmes sont présents : proton, cible d’atome d’hydrogène et le champ

E. Hrour



Résultats et discussions 78

-5000-4000-3000-2000-1000 0 10002000300040005000

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

 

 

SE
D(

u.a
)

Nombre de photons échangés

 Energie cinétique du proton (187.65 MeV)

Figure 5 – Enveloppe de la section efficace différentielle relativiste en unité de (10−26) en fonction du

nombre de photons échangés. L’énergie cinétique du proton incident est :(187.65 MeV ), l’intensité du

champ électrique (E = 0.05u.a) et la géométrie de la collision est telle que θi = ϕi = θf = 45◦, ϕf = 90◦.

électromagnétique qui dépend de trois paramètres : l’intensité, la fréquence et le degré de polarisation.

Dans ce travail, nous avons étudié la diffusion de l’atome d’hydrogène par l’impact de proton en présence

du champ laser. La section efficace différentielle dépend, en plus de l’énergie et des paramètres géomé-

triques, de l’intensité et de la fréquence du champ laser.

De la figure 6, on constate que la section efficace croît avec l’augmentation de la fréquence ω du champ

laser. La figure montre également que, la section efficace est nulle en dessous de la fréquence seuil de

0.05 u.a. Ceci se traduit par le fait que l’énergie totale du proton étant essentiellement la somme de

l’énergie cinétique du proton, de l’énergie du proton au repos et de l’énergie ponderomotive moyenne ga-

gnée par le proton en présence du champ laser. Cette dernière quantité est telle que Up = E2
0/(4mpω

2) et

elle représente juste l’énergie cinétique moyenne dans un cycle de mouvement de proton dans un champ

électromagnétique oscillant. Ce travail est limité par le fait qu’il n’y a pas d’expériences et d’études
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Figure 6 – Section efficace différentielle pour la diffusion de l’atome d’hydrogène par l’impact du

proton, pour une énergie cinétique du proton fixée (469.13 MeV ), en fonction de l’angle final θf

(−20◦ ≤ θf ≤ 100◦), l’intensité du champ électrique E = 1.0 u.a, la fréquence varie entre deux

valeurs (0.01u.a ≤ ω ≤ 0.2u.a) et le nombre de photons échangés est tel que : n = ±50. Les

paramètres géométrique sont : θi = ϕi = 45◦, ϕf = 90◦.

théoriques parallèles pour une telle comparaison.

4 Conclusions

Dans ce chapitre, l’effet de la relativité et l’interaction spin-champ laser sont étudiés pour les collisions

inélastiques relativistes de l’atome d’hydrogène par l’impact de proton. Nous avons conclu que pour les

énergies cinétiques élevés du proton, les états de Dirac-Volkov devraient fournir de bons résultats pour

les sections efficaces différentielles. Les résultats théoriques présentés dans ce travail représentent une

description relativiste complète de l’expression analytique détaillée des sections efficaces différentielles de
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la diffusion proton-atome d’hydrogène assistées par laser. La règle de somme, indiquant que la section

efficace différentielle sommée sur tous les nombres de photons échangés donne la section efficace diffé-

rentielle sans champ, est largement satisfaite à des nombre de photons d’environ n = ±1820 pour le cas

relativiste. Ces résultats représentent un défi passionnant pour tester des expériences à haute énergie. On

espère que les résultats rapportés ici stimulent le scientifiques pour de nouvelles observations dans cette

nouvelle classe de collisions atomiques.
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CHAPITRE 4

DIFFUSION ÉLASTIQUE RELATIVISTE DE L’ATOME

D’HYDROGÈNE PAR L’IMPACT DE POSITRONS : EFFET DU

MOMENT MAGNÉTIQUE ANOMAL

1 Introduction

La diffusion de l’atome d’hydrogène par impact d’électrons et de positrons est un processus fonda-

mental dans les collisions atomiques relativistes. L’hydrogène est le seul atome pour lequel les fonctions

d’ondes non relativistes et relativistes sont connues exactement. Le processus de collision relativiste

e± − H, incluant les effets relativistes, fournit un vaste champ d’expérimentation intéressante pour la

théorie de diffusion en électrodynamique quantique (QED). La majorité des précisions et les tests spé-

cifiques du QED consiste à mesurer la constante de structure fine α qui est proportionnelle au moment

magnétique anormal.

À l’ordre zéro de la théorie de perturbation, la QED prédit que la valeur de g est égale à 2 pour un

électron et un positron, l’interaction d’un électron (ou un positron) avec le vide, tel qu’il est décrit en

électrodynamique quantique (QED), donne une valeur de g légèrement supérieure à 2 par environ une
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partie par mille. Cet écart de 2 est appelé moment magnétique anomal, noté ae défini par :
g

2 = (1 + ae).

Une mesure de la valeur g pour l’électron fournit un test précis de la théorie de Dirac et de l’électrody-

namique quantique pour près de 20 ans.

La meilleure valeur du moment magnétique anomal pour l’électron libre est [1, 2] :

ae− = 0.00115965218073(28).

Pour le positron et en tenant compte de la symétrie particule-antiparticule chargée

ge
−/ge

+ = 1 + (0.5± 2.1)× 10−12, on a

ae+ = 0.00115965218068(28).

L’interaction matière anti-matière est un champ de recherches actif et intéressant [3, 6]. L’un des plus

simples processus de ce type est la collision entre positron-atome [7, 12] et positron molécule [13, 14], ces

processus de collision sont importants en physique atomique et moléculaire.

L’ouvrage fondamental "Physique de positrons" par Charlton et Humberston [15] a donné les principales

avancées dans le domaine de la physique de positron. Il aborde une étude détaillée du domaine de basses

énergies du positron et positronium en physique atomique et moléculaire. La disponibilité des faisceaux

intenses de positrons mono-énergétiques et des améliorations récentes dans les techniques de mesure ac-

tuelles fournissent régulièrement de nouvelles preuves sur la formation du positronium, l’annihilation et

la diffusion des positrons.

Premièrement, ce travail donne les bases théoriques nécessaires de calcul des sections efficaces différen-

tielles SEDs du positron et de l’électron en énonçant le cadre dans lequel la théorie relativiste des positrons

a été introduite. Ensuite, nous avons discuté l’équation de Dirac pour le positron en l’absence et en pré-

sence de l’effet du moment magnétique anomal. Cette étape sera suivie d’une brève théorie relativiste

décrivant l’atome d’hydrogène. Nous avons aussi discuté le spin et la relativité comme étant des degrés

de liberté internes et ils sont intrinsèques à la théorie de Dirac.

Dans la section 2 de ce chapitre, nous avons développé le formalisme théorique nécessaire pour l’étude du

processus proposé. Dans la section 3, nous avons discuté les résultats que nous avons obtenu et nous avons

terminé par une brève conclusion dans la section 4. Les unités atomiques sont utilisées ~ = m = e = 1,
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la métrique plane de Minkowski est : gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1) et la notation slash de Feynman

est utilisée tel que pour tout quadri-vecteur A, on a A/ = Aµγµ = A0γ0 −Aγ.

2 Partie théorique

Le but de ce travail est de généraliser le processus de diffusion positron-hydrogène assisté par rayonne-

ment laser en tenant compte l’effet du moment magnétique anomal du positron. Le moment magnétique

anormal du positron, qui résulte du fait qu’il peut émettre ou absorber des photons virtuels, est pris

en compte de manière phénoménologique en ajoutant, dans l’équation de Dirac en présence du champ

magnétique extérieur, le terme de Dirac-Pauli qui exprime l’interaction du moment magnétique anomal

avec le champ, iae+

(
p/− A/

c
+ c

)
Fµνσ

µν . On écrit alors l’équation de Dirac avec moment magnétique

anomal comme suit :[(
p− 1

c
A

)2
− c2 − i

2cFµνσ
µν + iae+

(
p/− A/

c
+ c

)
Fµνσ

µν

]
ψ(x) = 0, (2.1)

Dans ce cas, on remplace les fonctions d’onde de Dirac Volkov par la solution la plus générale de

l’équation de Dirac en tenant compte de l’effet du moment magnétique anomal. D’après Feynman, la

fonction d’onde du positron est obtenue de celle de l’électron en effectuant le remplacement suivant :

[ψélectron(−pf ,−sf ) −→ v(pf , sf )] qui est une caractéristique générale de la théorie de positrons appelée

"règle de substitution". Ainsi, la fonction d’onde correctement normalisée pour le positron est donnée par

l’expression :

Ψ(x) = [1− (αk/A/+ βk/+ δp/k/A/)] v(p, s)√
2V Q0

exp
[
−i(qµxµ)− i

∫ kx

0

(Aµpµ)
c(kµpµ)dφ

]
, (2.2)

avec :

α = 1
(kµpµ)

(
cae+ −

1
2c

)
; β = ae+A2

c(kµpµ) ; δ = ae+

(kµpµ) . (2.3)

Le bispineur de Dirac v(p, s) est normalisé selon, v(p, s)v(p, s) = v(p, s)γ0v(p, s) = −2c2. Le champ

électromagnétique est considéré classique de potentiel Aµ = aµ1 cos(ϕ) + aµ2 sin(ϕ) avec kµAµ = kµa
µ
1 =

kµa
µ
2 = 0 (condition de lorentz) et A2 = a2

1 = a2
2 = a2, aµ1a2µ = 0. Le quadri-vecteur qµ = pµ −
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a2kµ/[2(kµpµ)c2] représente l’impulsion de positron acquise dans le champ électromagnétique de vecteur

d’onde k.

Dans le système d’unités atomiques les valeurs propres de l’énergie de liaison sont données par :

En = c2

1 +
(

Zα

n− (j + 1/2) +
√

(j + 1/2)2 − Z2α2

)2
−1/2

(2.4)

avec n est le nombre quantique principal variant comme suit : n = 1, 2, ...,∞ et les valeurs propres du

moment angulaire varient de 0 à j + 1/2 ≤ n avec la condition 0 ≤ l ≤ n− 1.

Développons l’équation (2.4) en terme de (Zα)2 on voit que n correspond au nombre quantique principal

de la théorie non-relativiste et l’énergie devient comme suit :

En = c2
{

1− 1
2
Z2α2

n2

[
1 + (Zα)2

n

( 1
j + 1/2 −

3
4n

)]
+O((Zα)6)

}
(2.5)

Dans le cas n = 1 et j = 1/2, l’énergie de liaison l’état fondamental se réduit à :

En = c2
√

1− Z2α2 (2.6)

Les fonctions propres correspondantes normalisées de spin up et down s’écrivent, respectivement, en

unités atomiques comme suit [16] :

Φn=1,j=1/2,↑(r, θ′, ϕ′) = (2Z)γH+1/2
√

4π

√
1 + γH

2Γ(1 + 2γH)e
−ZrrγH−1



1

0

i(1−γH)
Zα cos(θ′)

i(1−γH)
Zα sin(θ′)eiφ′


(2.7)

et :

Φn=1,j=1/2,↓(r, θ′, ϕ′) = (2Z)γH+1/2
√

4π

√
1 + γH

2Γ(1 + 2γH)e
−ZrrγH−1



0

1

i(1−γH)
Zα sin(θ′)eiφ′

−i(1−γH)
Zα cos(θ′)


(2.8)

avec γH =
√

1− Z2α2. Dans la limite non relativiste, on a : γH −→ 1 et (1 − γH)/Zα −→ 0, alors ces

fonctions d’onde se réduisent à celles de Schrödinger multipliés par les deux spineurs de Pauli.

Pour évaluer l’élément de matrice de transition Sfi pour le processus de diffusion élastique e+−H(1s1/2) −→
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e+ −H(1s1/2), on utilise les fonctions d’onde générales pour le positron (Eq. (2.2)), et de l’atome d’hy-

drogène dans son état fondamental pour le spin-up (Eq.(2.7)). L’élément de matrice s’écrit alors comme

suit :

Sfi = i

c

∫
d4x1ψf (r1, t)γ0ψi(r1, t)〈Φf (r2)|Vd|Φi(r2)〉 (2.9)

Dans l’équation (2.9) Vd représente le potentiel direct d’interaction :

Vd = − 1
r12

+ Z

r1
(2.10)

où r1 est la coordonnée du positron, r2 est la coordonnée de l’électron lié à l’atome et r12 est la distance

entre les deux telle que : r12 = |r1 − r2|. En utilisant la notation et les conventions de Brocken-Drell

[13, 14] et en procédant aux techniques standards de calcul des sections efficaces dans l’électrodynamique

quantique, on trouve :

dσ

dΩf
=

+∞∑
n=−∞

dσ(n)

dΩf
. (2.11)

La somme sur n dans l’équation (2.11) découle de la relation bien connue des fonctions de Bessel or-

dinaires : exp[−iz sin(ϕ)] =
+∞∑

n=−∞
Jn(z) exp(−inϕ). Cette somme représente physiquement l’émission et

l’absorption du nombre de photons échangés entre les particules mises en collision et le laser.

L’expression de la section efficace différentielle en particulier la partie spinorielle entraîne un calcul fas-

tidieux et ceci est due à l’introduction à la fois du laser et du moment magnétique anomal. La section

efficace différentielle de l’atome d’hydrogène par l’impact de positron, évaluée pour Qf = Qi + nω, est

donnée par :

dσ(n)

dΩf
= |qf |
|qi|(4πc2)2 |v(pf , sf )Γnv(pi, si)|2 |Hel(∆s)|2

= |qf |
|qi|(4πc2)2 Tr

{
(p/fc− c2)Γn(p/ic− c2)Γn

}
|Hel(∆s)|2 (2.12)

La section efficace différentielle de diffusion de l’atome d’hydrogène par l’impact de l’électron, évaluée

aussi pour Qf = Qi + nω, est donnée par :

dσ(n)

dΩf
= |qf |
|qi|(4πc2)2 |u(pf , sf )Γnu(pi, si)|2 |Hel(∆s)|2

= |qf |
|qi|(4πc2)2 Tr

{
(p/fc+ c2)Γn(p/ic+ c2)Γn

}
|Hel(∆s)|2 . (2.13)
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L’opérateur Γn est donné par : Γn = γ0Γ†nγ0 et Γn est explicitement donné par :

Γn = C0B0n(z) + C1B1n + C2B2n + C3B3n + C4B4n (2.14)

avec C0, C1, C2, C3 et C4 sont explicitement détaillés dans nos travaux précédents [15, 16]. Les coefficients

B0n, B1n, B2n, B3n et B4n sont donnés par :

B0n

B1n

B2n

B3n

B4n



=



Jn(z)einφ0(
Jn+1(z)ei(n+1)φ0 + Jn−1(z)ei(n−1)φ0

)
/2(

Jn+1(z)ei(n+1)φ0 − Jn−1(z)ei(n−1)φ0
)
/2i(

Jn+2(z)ei(n+2)φ0 + Jn−2(z)ei(n−2)φ0
)
/2(

Jn+2(z)ei(n+2)φ0 − Jn−2(z)ei(n−2)φ0
)
/2i



(2.15)

Dans l’équation (2.12), la fonction |Hel(∆s)| est la transformée de Fourier de la valeur moyenne du po-

tentiel (statique) explicitement détaillé dans la référence [17].

Avant de présenter nos résultats analytiques, nous tenons à souligner que le logiciel de calcul symbo-

lique "REDUCE" a donné des expressions analytiques trop longues. Ainsi, nous donnons ci-dessous, par

exemple, le coefficient B qui apparaît dans les traces et qui multiplie les fonctions de Bessel ordinaires
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(J2
n+1(z) + J2

n−1(z)) :

B =
{
− 16(a2.pf )2(k.pi)2a2

e+c6 + 32(a2.pf )2(k.pi)a2
e+c4Eiω + 32(a2.pf )2a3

e+ |a|2c4ω2

−16(a2.pf )2a2
e+ |a|2c2ω2 − 8(a2.pf )2ae+c4ω2 + 32(a2.pf )(a2.pi)(k.pf )(k.pi)a2

e+c6

−32(a2.pf )(a2.pi)(k.pf )a2
e+c4Eiω − 32(a2.pf )(a2.pi)(k.pi)a2

e+c4Efω + 64(a2.pf )

×(a2.pi)a4
e+ |a|4c2ω2 + 64(a2.pf )(a2.pi)a3

e+ |a|2c4ω2 + 32(a2.pf )(a2.pi)a2
e+c6ω2 − 32

×(a2.pf )(a2.pi)a2
e+c4 cos(p̂i, pf )ω2|pf ||pi|+ 32(a2.pf )(a2.pi)a2

e+c2EfEiω
2 − 16

×(a2.pf )(a2.pi)ae+c4ω2 + 4(a2.pf )(a2.pi)c2ω2 − 16(a2.pi)2(k.pf )2a2
e+c6 + 32

×(a2.pi)2(k.pf )a2
e+c4Efω + 32(a2.pi)2a3

e+ |a|2c4ω2 − 16(a2.pi)2a2
e+ |a|2c2ω2 − 8

×(a2.pi)2ae+c4ω2 + 16(k.pf )2a4
e+ |a|5c4 + 8(k.pf )2a2

e+ |a|4c4 + (k.pf )2|a|2c4 − 32

×(k.pf )(k.pi)a4
e+ |a|5c4 − 16(k.pf )(k.pi)a2

e+ |a|4c4 − 2(k.pf )(k.pi)|a|2c4 − 32(k.pf )

×a4
e+ |a|5c2Efω + 32(k.pf )a4

e+ |a|5c2Eiω − 16(k.pf )a2
e+ |a|4c2Efω + 16(k.pf )a2

e+ |a|4

×c2Eiω − 2(k.pf )|a|2c2Efω + 2(k.pf )|a|2c2Eiω + 16(k.pi)2a4
e+ |a|5c4 + 8(k.pi)2a2

e+

×|a|4c4 + (k.pi)2|a|2c4 + 32(k.pi)a4
e+ |a|5c2Efω − 32(k.pi)a4

e+ |a|5c2Eiω + 16(k.pi)

×a2
e+ |a|4c2Efω − 16(k.pi)a2

e+ |a|4c2Eiω + 2(k.pi)|a|2c2Efω − 2(k.pi)|a|2c2Eiω + 32

×a4
e+ |a|5c4ω2 + 32a4

e+ |a|5c2 cos(p̂i, pf )ω2|pf ||pi| − 32a4
e+ |a|5EfEiω2 + 16a2

e+ |a|4c4ω2

+16a2
e+ |a|4c cos(p̂i, pf )ω2|pf ||pi| − 16a2

e+ |a|4EfE2
i ω

2 + 2|a|2c4ω2 + 2|a|2c2 cos(p̂i, pf )

×ω2|pf ||pi| − 2|a|2EfEiω2
}
× 1

(4(k.pf )(k.pi)c4) .

En absence de l’effet du moment magnétique anomal ae+ = 0, le coefficient B se réduit à :

B =
{

4(a2.pf )(a2.pi)c2ω2 + (k.pf )2|a|2c4 − 2(k.pf )(k.pi)|a|2c4 − 2(k.pf )|a|2c2Efω

+2(k.pf )|a|2c2Eiω + (k.pi)2|a|2c4 + 2(k.pi)|a|2c2Efω − 2(k.pi)|a|2c2Eiω +

2|a|2c4ω2 + 2|a|2c2 cos(p̂i, pf )ω2|pi||pf | − 2|a|2EfEiω2
}
× 1

(4(k.pf )(k.pi)c4)

Si on annule encore le champ laser (le potentiel laser |a| = 0u.a et la fréquence laser ω = 0u.a), le

coefficient B disparaît.
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3 Resultats et discussions

Dans le travail [16], le même processus à été étudié. En particulier, le processus de collision positrons-

atome en présence d’un champ laser. L’étude a été fait en dessous de la valeur du champ électrique

"EThreshold = 0.25 u.a" qui représente la valeur seuil de l’ionisation de l’atome d’hydrogène par le laser.

L’étude comparative des deux processus de diffusion e±-atome d’hydrogène, en présence du champ laser

et avec moment magnétique anomal, a été faite pour les deux particules en question.

Le processus de diffusion e±−H, en présence du champ laser et avec l’introduction du moment magnétique

anomal, met en jeu plusieurs nouveaux paramètres dont la variation permet d’obtenir une compréhension

plus profonde du processus fondamental. Pour la description de la géométrie de diffusion, nous travaillons

dans un système de coordonnées dans lequel k ‖ êz, cela signifie que la direction de propagation du champ

laser est le long de l’axe Oz.
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 SEDR (Positron)

Figure 1 – SEDRs de collision e± −H à l’échelle de 10−4 en absence de champ laser en fonction

de paramètre relativiste γ, l’angle final est θf = 45◦
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Dans la présente étude, les coordonnées angulaires du positron incident sont θi = 45◦ et φi = 90◦

et celles du positron diffusé sont telles que : φf = 90◦ et 0◦, < θf < 180◦. Les résultats que nous

avons obtenus, pour la diffusion élastique assistée par laser de l’atome d’hydrogène par impact de posi-

tron (électron) en présence de l’effet du moment magnétique anomal, sont présentés dans les figures [1-4] :
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 SEDR (Positron)
 SEDR (Electron)

Figure 2 – SEDs relativistes de e± − H en fonction de l’intensité du champ électrique pour le

paramètre relativiste γ = 1.001 ( énergie cinétique 511 keV ). Les paramètres géométriques sont :

θi = ϕi = 45◦, ϕf = 90◦ et θf = 45◦. Le nombre de photons échangés est égal à ±50.

La figure 1 représente la variation des sections efficaces différentielles (SEDs) relativistes en fonction

du paramètre relativiste γ pour la diffusion élastique de l’électron et du positron sur l’atome d’hydrogène.

On observe que les SEDs diminuent rapidement en augmentant l’énergie et restent constante au-delà de

la valeur du paramètre relativiste γ = 1, 08 (qui correspond à l’énergie cinétique de : Ec = 40 880 eV ). En

outre, pour vérifier la cohérence de nos calculs, on donne dans cette figure les sections efficaces différen-

tielles pour les deux processus e± −H en l’absence du champ laser. Il est clair, d’après la comparaison,
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qu’il y a un très bon accord entre les deux approches théoriques, en particulier en l’absence du moment

magnétique anomal et à la première approximation de Born. Dans le travail précédent [17], les auteurs ont

montré, même si le champ laser est présent, qu’il n’y a pas de différence entre les deux sections efficaces

différentielles pour l’électron et le positron en particulier en première approximation de Born. Dans la

figure 2, on donne les deux sections efficaces différentielles relativistes, avec l’ajout de l’effet du moment

magnétique anomal, en fonction de l’intensité du champ électrique. D’après la figure, on voit qu’il y a

une différence importante entre les deux approches (SEDR pour le positron et SEDR pour l’électron),

notamment pour les intensités élevées du champ laser. Il est aussi clair que les sections efficaces différen-

tielles prennent les valeurs les plus élevées particulièrement pour les faibles intensités du champ laser. On

voit aussi, toujours d’après la figure 2, que les SEDRs pour l’électron et le positron diminuent rapidement

en augmentant l’intensité du champ électrique jusqu’à ε = 0, 09 a.u. En-dessus de cette valeur, la SEDR

de l’électron continue à diminuer lentement tandis que la SEDR pour le positon augmente rapidement

avec l’intensité du champ. La comparaison entre les deux SEDRs indique que, à proximité de l’intensité

du champ électrique ε = 0, 25, la SEDR pour positron est plus grande que celle pour l’électron d’environ

12 fois. Cela montre que l’introduction du moment magnétique anomal dans l’expression de la fonction

d’onde de l’électron et du positron est indispensable particulièrement dans les intensités élevées.
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(a)
(b)

Figure 3 – (a) : SEDR de e+ − H et (b) : SEDR de e− − H en unité de 10−3, en fonction

de l’intensité du champ électrique et de l’angle final θf pour le paramètre relativiste γ = 1, 001

(énergie cinétique 511 eV ) et les paramètres géométriques θi = ϕi = 45◦ and ϕf = 90◦. Le nombre

de photons échangés est de ±50.

Pour avoir une vision très clair sur le comportement des SEDs par rapport aux paramètres d’étude, on

donne dans la figure 3 une représentation tridimensionnelle des SEDs relativistes en fonction de l’intensité

du champ électrique et de l’angle final θf de la particule diffusée. Dans une vision plus générale, le

comportement de la SEDR dans la figure 3 est le même que la figure précédente avec la seule différence

est que pour la figure 2, l’angle final θf est fixé pour la valeur de 45◦. Dans les deux figures, une

dimension (figure 2) et trois dimensions (figure 3), la section efficace différentielle relativiste présente, pour

le positron, un minimum dans les environs de ε = 0, 09u.a. On observe aussi une croissance significative

avec l’intensité de la SEDR particulièrement pour le positron. Ce comportement est qualitativement

semblable à celui obtenu sur la représentation à une dimension de la figure 2.
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Figure 4 – Les SEDRs de e+ − H et e− − H (en unité de 10−9) en function de l’angle final θf

pour un paramètre relativiste γ = 1, 5 et une intensité du champ électrique de ε = 0, 1u.a. Les

paramètres géométriques sont : θi = ϕi = 45◦ et ϕf = 90◦. Le nombre de photons échangés est :

±100.

On montre dans la figure 4, les SEDs relativistes pour l’électron et le positron avec l’introduction du

moment magnétique anomal dans le régime relativiste γ = 1, 5 (qui correspond à une énergie cinétique

Ec = 255 501 eV ). Dans ces conditions énergétique et géométrique, la section efficace différentielle de la

diffusion élastique pour le positron est trois fois plus grande que celle de l’électron au voisinage de l’angle

final θf = 35◦ . Il est approprié de conclure ce chapitre par le fait que, en première approximation de

Born, les collisions relativistes e±−H sont affectés différemment par l’introduction du moment magnétique

anomal de l’électron et du positron.
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4 Conclusion

La présente étude est consacrée à des calculs théoriques relativistes qui introduit aussi bien l’interac-

tion du champ laser et l’effet du moment magnétique anomal. Elle fournit des informations détaillées sur

la diffusion élastique relativiste de l’atome d’hydrogène par l’impact d’électron et de positron. Nous avons

utilisé l’approximation de Feynman, qui représente la anti-matière comme étant la matière qui remonte

le temps, pour décrire l’anti-matière dans le processus de diffusion. Même s’il y a une absence totale

des résultats expérimentaux dans ce domaine de recherche, il y a toujours un intérêt théorique de voir

comment les sections efficaces, de l’électron et du positron, se comportent lorsqu’elle sont calculée dans

une approximation similaire. Il est démontré que, spécialement aux hautes intensités du champ laser et en

présence de l’effet du moment magnétique anormal, la section différentielle pour le positron est beaucoup

plus supérieure que celle de l’électron. On espère que les résultats importants de ce travail stimulera de

nouveaux travaux théoriques dans ce domaine de recherche. En l’absence des observations expérimentales

et travaux théoriques parallèles, nos résultats actuels donne uniquement une idée sur la forme et l’ordre de

grandeur des caractéristiques qualitatives de la courbe des sections efficaces différentielles pour l’électron

et le positron.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Ce travail de thèse est réalisé dans le cadre théorique de l’électrodynamique quantique. Il a eu pour but

d’étudier, en détail et en utilisant le formalisme de Dirac-Volkov, les diffusions relativistes de particules

chargées sur les atomes (ou noyau atomique) cibles. Les calculs sont faits à la première approximation de

Born et sans tenir compte des effets d’échange.

Dans la plupart des processus de diffusions des particules chargées par potentiel de type Coulomb, l’effet

Coulombien est de longue portée. Les sections efficaces doivent être corrigées en tenant compte de l’effet

Coulombien, créé par le champ de noyau, dans les ondes associées aux particules incidentes. L’utilisation

des fonctions Coulombiennes, en présence du champ laser, consiste à faire moduler l’état de Dirac-Volkov

par la fonction hypergéométrique confluente. La première étude a mis le point sur la diffusion de proton

par le potentiel Coulombien d’un noyau atomique en présence d’un champ laser polarisé circulairement.

L’introduction de l’effet Coulombien pour le proton incident et diffusé à basse énergie affecte les résul-

tats obtenus pour la SED en fonction de l’énergie cinétique du proton incident. Pour cette particulière

géométrie, l’effet Coulombien disparaît à haute énergie et les fonctions de Dirac-Volkov sont largement

suffisantes pour décrire le mouvement des particules de Dirac. À une énergie cinétique du proton incident

Ek = 4.9 MeV , l’étude montre que la SED augmente avec Z jusqu’à Z = 6 où elle change de compor-

tement, et diminue avec l’augmentation de Z. Le seuil de ce changement devient plus important pour

une énergie cinétique plus élevée. Les sections efficaces différentielles relativistes dépendent à la fois des

98



Conclusion générale 99

paramètres du champ laser, du transfert de quadri-impulsion entre le système de collision et le champ

laser. La deuxième étude a été consacrée à l’étude de l’excitation de l’atome d’hydrogène 1s − 2s par

l’impact de proton en présence d’un champ laser circulairement polarisé. On a montré que pour diffé-

rentes énergies cinétiques du proton incident et une intensité électrique égale à 1u.a, sans échange de

photons entre le système et le champ laser, les sections efficaces présentent un comportement oscillatoire

à l’instar du régime non relativiste. Pour une énergie cinétique de Ek = 187.65 MeV , la règle de somme

de Kroll-Watson qui dit que lorsque la section efficace différentielle est sommée sur un grand nombre de

photons échangés, on retrouve la section efficace différentielle sans champ laser. Pour cette énergie, la

convergence est atteinte à environ n = ±1820. La section efficace différentielle du proton décroît avec

l’intensité et croit avec la fréquence du laser ceci peut être expliqué par l’énergie ponderomotive gagnée

par le proton dans le champ laser qui est donnée par Up = ε2/(4mpω
2). Pour une énergie cinétique fixe,

la section efficace diminue avec l’intensité du champ électrique et décroît à zéro pour des petits et grands

angles.

Dans la dernière étude, on a généralisé le processus de diffusion élastique positron-atome d’hydrogène

assisté par rayonnement laser en tenant compte du moment magnétique anomal du positron. L’atome

d’hydrogène est décrit par sa fonction d’onde relativiste hydrogenoïde exacte obtenue à partir de l’équa-

tion de Dirac. Nous avons utilisé la même approximation pour étudier la diffusion du positron/électron

sur l’atome d’hydrogène en exprimant la fonction d’onde du positron par la substitution de Fynmann.

La comparaison entre les sections efficaces différentielles SEDs de la diffusion de positron et de l’électron

a révélé que, en absence de l’effet du moment magnétique anomal, les deux approches sont les mêmes

particulièrement à la première approximation de Born. L’introduction de l’effet du moment magnétique

anomal a différencié radicalement la forme des sections efficaces différentielles pour le positron et l’élec-

tron. On constate que la SED du positron est toujours supérieure par rapport à celle de l’électron et

ceci de plus en plus que l’intensité du champ électrique augmente. On conclut que lors des processus de

diffusion relativiste en présence du champ laser, il est indispensable, spécialement à grandes intensités du

champ laser, de prendre en compte l’effet du moment magnétique anomal. De façon générale le couplage

spin-champ laser devient plus important au régime relativiste et à haute intensité du champ électrique.
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Ceci se traduit par l’augmentation des sections efficaces différentielles qui tiennent compte du caractère

relativiste et fermionique des particules de Dirac. Le processus de la diffusion élastique 2s−2s de l’atome

d’hydrogène par impact de particules chargées en présence et en absence du champ laser est en cours

d’études. D’autres perspectives sont envisagées comme la considération d’habillage atomique par champ

laser et l’étude des ions hdrogènoïdes . . . .
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ANNEXE A

QUELQUES RELATIONS UTILES POUR LE CALCUL DE LA

PARTIE INTÉGRALE DE LA SECTION EFFICACE

1 Polynômes de Legendre

Les polynômes de Legendre sont définis pour ` ∈ N par la formule de Rodriguez suivante :

P`(x) = (−1)`

2``!
d`

dx`
(1− x2)`. (1.1)

Ces polynômes sont orthogonaux sur l’intervalle x = [−1, 1] c’est à dire θ = [π, 0] et ils ne sont pas

normalisés : ∫ 1

−1
P`(x)P ′`(x) = 2

2`+ 1δ``
′. (1.2)

Les fonctions de Legendre Pm` sont définis pour ` ∈ N et x ∈ [−1, 1] par l’équation suivantes :

Pm` = (−1)m(1− x)m/2 d
m

dxm
P`(x) = (−1)`+m

2``! (1− x2)m/2 d
`+m

dx`+m
(1− x2)`. (1.3)

Le polynôme P`(x) est d’ordre `. Il est évident, puisque m est le nombre de fois que l’on dérive P`(x), que

m ne peut prendre que des valeurs inférieures ou égale à ` et qui satisfait |m| ≤ ` ( m = −`,−`+1, ..,+`).

Les fonctions Pm` (x) et P−m` (x) sont des solutions équivalentes, et l’une doit être proportionnelle à l’autre
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comme suit :

P−m` (cosθ) = (−1)m (`−m)!
(`+m)!P

m
` (cosθ). (1.4)

La relation de récurrence, que les polynômes de Legendre P`(x) vérifient, est donnée par :

(`+ 1)P`+1(x) = (2`+ 1)xP`(x)− `P`−1(x), (1.5)

et aussi on a la relation utile pour l’integration de ces fonctions P`(x) telle que :

d

dx
[P`+1(x)− P`−1(x)] = (2`+ 1)P`(x). (1.6)

Les premiers polynômes de Legendre sont explicitement donnés par :

P0(x) = 1 ; P1(x) = x ; P2(x) = 1
2(3x2 − 1) ; P3(x) = 1

2x(5x2 − 3)

P4(x) = 1
8(35x4 − 30x2 + 3) ; P5(x) = 1

8x(63x4 − 70x2 + 15)

Ces fonctions obéissent à une relation d’orthogonalité sur ` mais ne sont pas normalisés :

∫ +1

−1
Pm`′ (x)Pm` (x)dx = 2

2`+ 1
(`+m)!
(`−m)!δ``

′ . (1.7)

Pour des indices supérieurs différents, les deux polynômes associés ne sont pas orthogonaux, puisqu’il

sont solutions propres de deux Hamiltoniens différents.

2 Relations entre les harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques Y m
` (θ, φ) sont définis par la relation :

Y m
` (θ, φ) = (−1)m

√
(2`+ 1)

4π
(`−m)!
(`+m)!e

imφPm` (cosγ), m ≥ 0. (2.1)

L’equation (1.4) implique pour les valeurs négatives de m, on a :

Y −m` (θ, φ) = (−1)mY m
` (θ, φ)∗, (2.2)

l’étoile dans la formule signifie le complexe conjugué. Pour les m négatifs, on obtient :

Y m
` (θ, φ) =

√
(2`+ 1)

4π
(`− |m|)!
(`+ |m|)!e

imφPm` (cosγ), m ≤ 0, (2.3)
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le facteur de normalisation est choisi de façon à ce que l’harmonique sphérique est normalisée à l’unité.

La relation d’orthonormalité pour ces harmoniques sphériques est donnée par :

∫
Y m
` (θ, φ)Y m′

`′ (θ, φ)dΩ = δ``′δmm′ , (2.4)

où dΩ = sinθdθdφ est l’angle solide en coordonnées sphériques. Les harmoniques sphériques sont li-

néairement indépendants, toute fonction de θ et φ s’écrit comme combinaison linéaire des harmoniques

sphériques :

f(θ, φ) =
∞∑
`=0

+∑̀
m=−`

a`mY
m
` (θ, φ) (2.5)

Les expressions des premières harmoniques sphériques pour ` = 0, 1, 2 sont :

Y00(θ, φ) =
√

1
4π , (2.6)

` = 1


Y10(θ, φ) =

√
3

4π cosθ

Y1±1(θ, φ) = ∓
√

3
8πsinθe

±iφ

(2.7)

` = 2



Y20(θ, φ) =
√

5
16π (3cos2θ − 1)

Y2±1(θ, φ) = ∓
√

15
8πsinθsosθ exp±iφ

Y2±2(θ, φ) =
√

15
32πsin

2θ exp±2iφ .

(2.8)

Les harmoniques sphériques satisfont à une relation dite théorème d’addition :

P`(cosγ) = 4π
2`+ 1

+∑̀
m=−1

Y`m(θ′, φ′)Y ∗`m(θ”, φ”) (2.9)

où (θ′, φ′) et (θ”, φ”) sont deux direction qui font entre elle l’angle γ. On choisit les angles tel que :

θ′ = θ, φ′ = φ et θ” = φ” = 0.

P`(cosθ) = 4π
2`+ 1

+∑̀
m=−1

Y`m(θ, φ)Y ∗`m(0, 0) (2.10)

avec Y`m(0, 0) = δm0

√
2`+ 1

4π et P`(cosθ) devient sous la forme :

Pl(cosθ) =
√

4π
2`+ 1Y`0(θ, φ) (2.11)
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3 Développement des distances en fonction des harmo-

niques sphériques

Soit deux points de R3, extrémités de deux vecteurs →r1 et →r2 et notons r12 la distance entre ces deux

points.

r12
déf=

∥∥∥→r1 −
→r2
∥∥∥

1
r12

= 1√
r2

1 − 2r1r2cosγ + r2
2

= 1
r>

1√
1− 2 r<r> cosγ + ( r<r> )2

(3.1)

avec γ l’angle entre les deux vecteurs →r1 et →r2, r< = inf(r1, r2) et r> = sup(r1, r2). Soit la fonction

génératrice des polynômes de Legendre :

F (x, t) déf=
+∞∑
`=0

t`P`(x) (|t| < 1), avec P`(x) = 1
`! (
∂`F

∂t`
), (3.2)

avec F (x, t) est une fonction qui a pour expression :

F (x, t) = 1√
1− 2xt+ t2

. (3.3)

On comparant l’equation (3.1) et (3.3), avec x = cosγ et t = r<
r>

, on obtient le résultat intéressant

suivant :
1

r12
=
∑
`∈IN

r`<
r`+1
>

P`(cosγ) (3.4)

Finalement en utilisant la relation (2.9), on peut écrire le développement sous la forme suivante :

1
r12

=
∑
`∈N

+∑̀
m=−`

4π
2`+ 1

r`<
r`+1
>

Y`m(θ1, φ1)Y ∗`m(θ2, φ2) (3.5)

Cette relation est très utile dans les calculs en physique atomique en particulier les potentiels d’interaction.

4 Lien avec les fonctions de Bessel

Partons du cas d’une particule libre qui possède une énergie potentielle constante qu’on peut prendre

égale à zero, Les états propres de l’Hamiltonien H sont des ondes planes telles que :

ψk(r) = Cei
~k~r

E. Hrour



Lien avec les fonctions de Bessel 105

~k est le vecteur de composante réelle. L’énergie associé à la fonction propre est

E(k) = ~2

2µ
~k2,

qui est une relation de dispersion, toutes les valeurs de k ≥ 0 sont autorisées.

Pour une symétrie sphérique, l’équation radiale s’écrit comme suit :

−~2

2µ (r2 d

dr
)R(r) + ~2`(`+ 1)

2µr2 R(r) = ER(r) (4.1)

En posant k =
√

2µE/~2 ∈ R+, ρ = kr et R(r) = v(ρ)

d2v

dρ2 + 2
ρ

dv

dρ
+
[
1− `(`+ 1)

ρ2

]
v(ρ) = 0 (4.2)

Cette équation est très semblable à celle définissant les fonctions de Bessel (à un facteur 2 prés dans le

deuxième terme).

J”ν(z) + 1
z
J ′ν(z) + (1− ν2

z2 )Jν(z) = 0. (4.3)

La fonction de Bessel Jν(z) admet un développement en série entière tel que :

Jν(z) = (z2)ν
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ν + n+ 1)(z2)2n (−π < arg(z) < π), (4.4)

où Γ(ν) est la fonction Γ d’euler de deuxième espèce.

Maintenant, posons v(ρ) déf= ραf(ρ) et reportons dans l’équation (4.2), on aura :

d2f

dρ2 + 2(α+ 1)
ρ

df

dρ
+
[
1− `(`+ 1)− α(α+ 1)

ρ2

]
f(ρ) = 0 (4.5)

Pour α = −1/2, on obtient :

d2f

dρ2 + 1
ρ

df

dρ
+
[
1− (`+ 1/2)2

ρ2

]
f(ρ) = 0 (4.6)

Les deux fonctions f(ρ) et J(`+1/2) satisfont la même équation différentielle homogène, donc elles sont

proportionnelles l’une de l’autre.

De la relation (4.6), on voit que ν = ±(` + 1/2), la contrainte physique impose que R(r) tends vers r`

quand r tends vers 0 alors on a ρ−1/2f(ρ)→ ρ` et la seule possibilité admise est alors ν = +(`+ 1/2), et

finalement on aura :

R(r) = r−
1
2J(`+1/2). (4.7)
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On introduit les fonctions de Bessel sphériques telles que :

J`(ρ) =
√
π

2`J(`+ 1
2 )(ρ). (4.8)

L’une des représentations intégrale de Jν est donnée par :

J`(ρ) = ρ`

2`+1`!

∫ +1

−1
eiρs(1− s2)`ds, (4.9)

après ` intégrations par partie de Jν , on trouve :

J`(ρ) = (i)` (−1)`

2`+1`!

∫ +1

−1
eiρs

dρ

dsρ
(1− s2)`ds (4.10)

Par comparaison avec la formule de Rodriguez, on obtient :

J`(ρ) = −1
2i`

∫ +1

−1
eiρsP`(s)ds (4.11)

Relation qui lie les fonctions de Bessel au polynômes de Legendre de degré `. Les premières expressions

des fonctions de bessel J` sont :

J0(ρ) = sin(ρ)
ρ

; J1(ρ) = sin(ρ)
ρ2 − cos(ρ)

ρ

J2(ρ) = ( 3
ρ3 −

1
ρ

) sin(ρ)− 3
ρ2 cos(ρ)

La solution s’écrit donc pour la particule libre

Rkl(r) = CklJl(kr).

Finalement on dispose de deux jeux de fonctions propres pour la particule libre d’énergie E : les ondes

planes ψk = Cei
~k~r et les fonctions Jl(kr)Ylm(θ, φ). On peut donc développer la première sur les états de

la deuxième comme suit :

ei
~k~r =

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

ClmJk(kr)Ylm(θ, φ), (4.12)

Si on prend ~k suivant Oz, le premier terme ne dépend que de θ, et non de φ. Donc, seules les harmoniques

sphériques Yl0 apparaissent dans le développement, en utilisant l’équation (2.11), on peut écrire :

eikrcosθ =
∞∑
l=0

C`J`(kr)P`(cosθ). (4.13)
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En tenant compte de l’équation d’orthogonalité des fonctions de Legendre :

∫ +1

−1
Pl(x)P`′(x)dx =

∫ π

0
Pl(cos θ)P`′(cos θ) sin(θ)dθ = 2

2`+ 1δ``
′ (4.14)

Multiplions membre à membre l’équation (4.13) par P`(x) et intégrons, on obtient :

C`J`(kr) = 2`+ 1
2

∫ +1

−1
eikrxP`(x)dx (4.15)

Par comparaison avec l’expression intégrale :

J`(ρ) = 1
2i`

∫ +1

−1
eiρsP`(s)ds (4.16)

On en déduit que C` = (2`+ 1)i` d’où finalement on aura :

eikr =
∞∑
`=0

(2`+ 1)i`J`(kr)P`(cosθ) (4.17)

C’est une relation qui est très utile en physique atomique spécialement dans les problèmes de diffusions.
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1. Introduction

With the progress of laser technology, the current genera-
tion of laser sources can reach intensities of more than 1018 
W cm−2 [1, 2]. The interest in using relativistic treatment to 
study fundamental processes in the presence of a laser field 
becomes imperative, since the intensities exceed the threshold 
value 1018 W cm−2 [2]. Laser–matter interaction at such inten-
sities is capable of producing relativistic electrons which have 
a variety of applications in scientific and medical research. 
In 1932, Mott [3] obtained the cross section of the process of 
the elastic scattering of an electron by a Coulomb potential 
in the absence of an external laser field. In the papers [4–6], 
the authors considered the electron to be a Klein–Gordon par-
ticle and neglected the spin effects. The theoretical work of [7] 
inspired Szymanowski et al [2] to investigate the spin effects 
in a laser-assisted Mott scattering process in great detail using 

the Dirac–Volkov formalism in the first Born approximation. 
There are many other papers in which the Dirac–Volkov for-
malism is fully used (see [8–14]). Roshchupkin [15] extended 
the same process to the second Born approximation.

The interest in using Coulomb effects in atomic scatter-
ing theory comes from the fact that in plasmas physics, the 
electrostatic interaction has a long range. The model of the 
Coulomb wave functions and its variants can predict the cross 
sections at low and intermediate energies. Recently, Boca [16] 
presented the analytical and numerical result for the scatter-
ing process of the spin 1/2 particle on the Coulomb field in 
the presence of an intense laser pulse. Alebed [17] studied the 
process of Mott scattering in a field of two-pulsed lasers.

The first aim of this work is to study the proton scattering by 
a nuclear Coulomb field in the presence of a circularly polar-
ized laser field. Since there is both a laser field and a stationary 
nuclear Coulomb field, the combined influence of these two 
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fields on the proton makes it necessary to use Coulomb Dirac–
Volkov functions to describe the proton, especially for low 
energies. This effect can be modeled by introducing the hyper-
geometric confluent functions to the amplitude. The second 
aim is to generalize the article [18] in which the authors have 
investigated Mott scattering using Coulomb–Volkov electron 
states and studied the influence of Coulomb dist ortion on the 
electron motion (only on the incoming electron) for moder-
ate laser intensities in the case of a linearly polarized laser 
field. In the following, we will discuss three cases in which 
we consider:

 • the Coulomb effect on just the incident proton,
 • the Coulomb effect on just the scattered proton,
 • the Coulomb effect both on the incoming and outgoing 

proton.

This paper is organized as follows: in section 2, we will give 
the theoretical formalism of the relativistic differential cross 
section. In section 3, we will present and discuss the numer-
ical results; then, we will draw a brief conclusion in section 4.

Unless specifically stated, the atomic units ( = = =m e 1eħ  
), where me is the electron mass at rest, and the metric tensor 
is = = − − −µν

µνg g diag 1, 1, 1, 1( ), are used throughout. The 
Lorentz scalar product is defined by = µ

µA B A B.( )  and for all 
k, the ‘bold’ style k is recommended for the vectors.

2. Outline of the theory

In the presence of a laser field, we consider the proton as a 
spin 1/2 Dirac particle with a charge of  +e. In this approx-
imation, the proton obeys the following Dirac equation:

� σ ψ+ − + =µν
µνp

A

c
m c

c
F x

i

2
0,p

2 2{ }( ) ( ) (1)

where = ×m m1836.152 672 45p e is the mass of the proton. 
The general solution of this equation  gives the normalized 
relativistic Dirac–Volkov wave functions, which represent the 
proton in a laser field normalized to the volume V:

( ) ( / /
( )

) ( )

( ) ( )
( )∫

ψ

φ

= +

× − +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

x
k A

c k p

m

QV
u p s

q x
A p

c k p

1
2 . 2

,

exp i . i
.

.
d ,

p

kx

0

 

(2)

where u(p,s) is the free proton bispinor, which is nor-
malized as γ= =∗u p s u p s u p s u p s c, , , , 20 2( ) ( ) ( ) ( )  and 
= −µ µ µq p e k c k pA 2 .2 2 2/[ ( )] is the dressed four-momentum 
=q Q c q,( / ) of the proton. We take the laser field as a circu-

larly polarized monochromatic electromagnetic field, which is 
classically described by the following four-potential:

φ φ= +µ µ µA a acos sin .1 2 (3)

This potential satisfies the Lorentz condition 
( = = =µ

µk A k a k a0 . . 01 2⟶ ( ) ( ) ). We also have =a a. 01 2( )  
and = = =A a a a2

1
2

2
2 2 where µk  is the four-wave number 

ω=k c k,( / ) and = =µ
µk k k 02( ), which depends only on the 

argument: φ = = µ
µk x k x.( ) , so µA  can be written as:

φ=µ µA A .( ) (4)

In such conditions, the Dirac–Volkov solutions become:

( ) [
( )

( / / ( ) / / ( ))]

( ) ( )

ψ φ φ= + +

×

x
c k p

k a k a

m

QV
u p s

1
1

2 .
. cos . sin

2
, e ,

q

p S q x

1 2

i ,

 
(5)

with

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

φ φ

φ φ

= − + −

= − + −

S q x q x
a p

c k p

a p

c k p

q x
a q

c k q

a q

c k q

, .
.

.
sin

.

.
cos

.
.

.
sin

.

.
cos .

1 2

1 2

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
 

(6)

All of the theoretical formalism for the dressed proton without 
Coulomb effects can be found in our recently published paper 
[20]. A detailed relativistic Dirac formalism is employed for 
the treatment of laser-assisted proton–hydrogen-atom col-
lisions at high energies.

2.1. The Coulomb effect on the incident proton

To establish the expression of the S-matrix transition ampl-
itude as well as the final expression of the differential cross 
section, we have done calculations in a laboratory system in 
which the fixed nucleus is the point-like Coulomb potential. 
For a uniform sphere of charge, we know from classical elec-
trostatics that the Coulomb potential is π=V r Ze r42( ) / ε . In 
atomic units, the quadri-Coulomb potential, for the case of 
proton scattering, is:

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟=

| |
µ Z

x
, 0, 0, 0A (7)

where Z is the atomic number and | |x  is the distance between 
the proton and the center of the nucleus. The confluent 
hypergeometric function is used as a universal means for 
the solution of a large number of problems in  mathematical 
physics. In the area of the Coulomb field, the incoming 
proton feels the Coulomb effects, and is approximated 
by the Dirac–Volkov wave function modulated by the 
Coulomb term using the confluent hypergeometric function 
F a b c z, , ,1 1( ) such as:

ψ η= | |−x N F q x R p
m

Q V
u p sq xi , 1, i

2
, e ,qi i i i i i

p

i

S q x
1 1

i ,i( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

 (8)

where the index i stands for the initial state, index f stands for 
the final state, η α= Z Q c qi i i/( ) is the relativistic parameter of 
Sommerfeld, α is the fine structure constant, and the normaliza-
tion factor of the confluent hypergeometric function is as follows:

η= Γ −
πη

N e 1 i .i i2
i

( ) (9)

In this section, we neglect the Coulomb effect on the outgoing 
proton, and it is simply described by the relativistic Dirac–
Volkov wave function normalized to the volume V:
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ψ =x R p
m

Q V
u p s

2
, e .qf f

p

f

S q xi ,f( ) ( ) ( ) ( )
 (10)

Then, the S-matrix element for the Coulomb potential-proton 
scattering is given by:

∫ ∫ψ ψ ψ
γ
ψ= − = −

| |
S

c
x x x

Z

c
x x x

x
i

d
i

d .fi qf qi qf qi
4 4

0

( ) / ( ) ( ) ( )A

 (11)

Replacing the wave functions by their expressions, we find:

∫ η

γ

= − | |−

×
| |

− −

S
Z

c
x

m

Q V

m

Q V
N F q x

u p s R p R p u p s

q x

x

i
d

2 2
i , 1, i

, , e .

fi
p

i

p

f
i i i i

f f f i i i
S q x S q x

4
1 1

0
i , ,f i

( ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

 (12)
We proceed to the following substitutions:

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟α α= − − = − −

a p

c k p

a p

c k p

a p

c k p

a p

c k p

.

.

.

.
,

.

.

.

.
i

i

f

f

i

i

f

f
1

1 1
2

2 2( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

 (13)
and

α α= +z .1
2

2
2 (14)

The term in the exponential in equation (12) becomes:

φ φ= − − −− − q q x ze exp i i sin ,S q x S q x
f i

i , ,
0

f i [ ( ) ( )]( ( ) ( )) 
(15)

and the phase φ0 is such that:

φ α α α α= = =z zarccos arcsin arctan .0 1 2 2 1( / ) ( / ) ( / ) (16)

After some algebraic manipulations, we find:

∫

φ φ

η

φ φ

= −

× + +

×
| |

| |−

× − − −

S
Z

c
x

m

Q V

m

Q V
u p s

C C C u p s

F q x

q q x z

x
q x

i
d

2 2
,

cos sin ,

1
i , 1, i

exp i i sin

fi
p

i

p

f
f f

i i

i i i

f i

4

0 1 2

1 1

0

( )

[ ( ) ( )] ( )

( ( ))

[ ( ) ( )]

 

(17)

where the three coefficients C0, C1 and C2 are respectively 
given by:

γ

γ γ

γ γ

= −

= +

= +

C k a k c p c p

C c p k a c p a k

C c p k a c p a k

2 ,

,

,

i f

i f

i f

0
0

0
2

1
0

1 1
0

2
0

2 2
0

/ ( ) ( )

( ) / / ( ) / /

( ) / / ( ) / /
 

(18)

with c( p )  =  1/2c(k.p) and ω= =k k c0
0 / . We introduce the 

well-known ordinary Bessel functions Jn(z):

( )
( )

( ) ∑φ
φ

=φ φ φ− −

=−∞

∞
−

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

B
B
B

1
cos
sin

e e ,z

n

n

n

n

ni sin
1

2

i0 (19)

where

= +

−

φ

φ φ

φ φ
+

+
−

−

+
+

−
−

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

⎫
⎬
⎪

⎭
⎪

B
B
B

J z

J z J z

J z J z i

e

e e 2

e e 2

,
n

n

n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

1

2

i

1
i 1

1
i 1

1
i 1

1
i 1

0

0 0

0 0

( )
( ( ) ( ) )/
( ( ) ( ) )/

( ) ( )

( ) ( )
 

(20)

where z is the argument of the Bessel functions defined in 
equation (14).

After the time-integration, the matrix element Sfi becomes:

∑

δ ω

= − Γ

+ −

=−∞

∞

⎪

⎪

⎪

⎪

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

S
Z

c Q Q V
u p s u p s

Q n Q

i i

4
, ,fi

n

i
n

i f
f f

n
i i

i f

2
( ) ( )

( )

( )
( )

 

(21)

where Γ n( ) is defined by:

Γ = + +C B C B C B .n
n n n0 1 1 2 2

( ) (22)

In this work, we consider the spin unpolarized differential 
cross section  (DCS). Therefore, the different polarization 
states have the same probability, and the measured DCS is 
given by the summation over the final polarization sf and aver-
aging over the initial polarization si. So, the spin unpolarized 
DCS is formally given by:

∑
σ σ
Ω
=

Ω
ω=−∞

∞

= +

d

d

d

df n

n

f Q Q nf i

( )

 (23)

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥∑ ∑π

=
| |

| |
| | | |

=−∞

+∞ Z

c
M I

q

q4

1

2
,

n

f

i s s
fi
n

i
n

2

2 2
2 2

i f
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( ) ( )
 (24)

with

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥∑

σ
πΩ

=
| |

| |
| | | |

ω= +

Z

c
M I

q

q
d

d 4

1

2
.

n

f Q Q n

f

i s s
fi
n

i
n

2

2 2
2 2

f i i f
( )

( )
( ) ( )

 

(25)

Then we have to calculate

∑∑ ∑∑| | = | Γ |M u p s u p s
1

2

1

2
, , .

s s
fi
n

s s
f f

n
i i

2 2

i f i f

( ) ( )( ) ( )
 (26)

Using standard techniques of the Dirac γ matrix algebra, one 
has

{
( / ) ( / )

}( ) ( ) ( )∑∑| | =
+

Γ
+

ΓM
p c m c

m

p c m c

m

1

2

1

2
Tr .

s s
fi
n f p

p

n i p

p

n2
2 2

i f

 (27)
The calculation is now reduced to the evaluation of the traces 
of the Dirac-γ matrices. This is commonly done using the 
software REDUCE [19]. This quantity represents the spinorial 
contribution to the differential cross section and is explicitly 
detailed in our recent work [20].
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The expression of the integral contribution Ii
n, which con-

tains all the information on the Coulomb effect, is as follows:

∫ η=
| |

| |−
− −

I N x F q x
x

q xd
e

i , 1, ii
n

i

q q nk x

i i i
3

i

1 1
f i

( ( ))
( )

 (28)

and can be calculated using the general equation [21]:

∫ ξ π−
| |
=

+
λ

ξ

ξ
− −

−

−
F pr

a

a b
pr

r
r

i , 1, i e
d

4rk p r
1 1

i
i

1 i
( ( ))

( )
( ) 

(29)
with

λ
λ

= + −
+ = − +

a

a b

k p

k p

i

.

2 2

2 2

( )
( )

 
(30)

After the changes ξ η= i, λ = 0, = − nk q kf  and =p qi, we 
obtain the final form of Ii

n:

π=
− −

− −

η

η

−

−I N
n

n

q k q

q k q
4 .i

n
i

f i

f i

2 2 i

2 1 i

i

i

[( ) ]
[( ) ]

 (31)

In equation (31), the Coulomb effects influence the incident 
proton through the Sommerfeld parameter ηi. If we neglect the 
distortion of the Coulomb field and then set η = 0i , we recover 
the corresponding expression obtained without the Coulomb 
approximation.

2.2. The Coulomb effect on the scattered proton

In this case, we describe the outgoing proton in the same way 
using the distorted Dirac–Volkov wave functions:

ψ η= − − | |+

×

x N F q x R p

m

Q V
u p s

q xi , 1, i

2
, e ,

q f f f f f

p

f

S q x

1 1

i ,

f

f

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

 
(32)

where η α= Z Q c qf f f/( ) is the relativistic parameter of 

Sommerfeld and πη η= Γ +N exp 2 1 if f f( / ) ( ) is the normaliza-
tion factor of the confluent hypergeometric function. If we 
assume that the incident proton does not feel the Coulomb 
effect, its wave function in the laser field can only be 
expressed by equation (5). The differential cross section with 
the Coulomb effect on the scattered proton reads

⎡
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In this case, the integral I f

n( ) is given by:
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by using the following well-known integral:
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and making the following substitutions: ξ η= f , λ = 0, 
= − nq q kf  and =p qi, after some calculations we obtain I f

n:

π= − − − −η η− −I N n nq k q q k q4 .f
n

f f i f i
2 2 i 2 i 1f f[( ) ] [( ) ] 

(36)
Again, we come to the same result: if the Sommerfeld 

parameter ηf  equals zero, we find the simple case without 
Coulomb effects.

2.3. The total Coulomb effect

In this section, both the incident and scattered proton feel the 
Coulomb effect, and are described by the Coulomb Dirac–
Volkov wave functions, which are given explicitly in equa-
tions (8) and (32). The differential cross section, for this third 
case, is given by the same equation with changes only in the 

integral Iif
n( ) instead of Ii

n( ) or I f
n( ) and reads:
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The integral Iif

n( ), in which the Coulomb effect is on the 
incoming and outgoing proton, is evaluated according to:
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After tedious analytical calculations, we find the final analyti-
cal expression of this integral as follows:
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where the quantities α, β, γ and δ are such that:

α β= − − = − −n nq q k q q q k
1

2
;f i f f i

2( ) ( )

( )γ α δ β= − − − =| || |− −nq q q k q q q q; .i f i i f i f

All information on the Coulomb effects is contained in 
the wave function normalization factors, which depend on the 
hypergeometric function. The amplitude of the wave func-

tions acts on the integral contribution Iif
n( ) and directly causes 

the changes in the differential cross section. To check the 
 consistency of our calculations, we set the Sommerfeld param-
eters to equal zero (η = 0i  and η = 0f ) and then we easily find 
the case without the Coulomb effect. In this subsection, we 
have presented the complete results for both the incident and 
scattered proton differential cross sections.

3. Results and discussion

We present the numerical results of the differential cross sec-
tion for the proton scattering by a nuclear Coulomb potential 
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process, in the presence of circularly polarized monochro-
matic laser fields. The target is a residual ion charge Z which 
is located at the origin of the laboratory referential. The wave 
vector k of the laser field is along the z-axis, and the initial 
and final momentum of the proton are directed at angles φi f,  
and θi f, . The incorporation of Coulomb effects into the scat-
tering process is a challenging task. It is obvious that the 
Coulomb effect, due to the charge of particles (proton, posi-
tron, electron,...), is not negligible in the non-relativistic 
regime. Therefore, it is indispensable to account for Coulomb 
effects in the calculations of a differential cross section  for 
such energies. In the following, we want to investigate how 
correct treatment of the Coulomb effects in the first Born 
approx imation influences the differential cross section of the 
proton–atom nucleus scattering process in the non-relativistic 
regime.

3.1. Simple Coulomb approximation (SCA)

In figures  1 and 2, in the presence and absence of the 
laser fields, we give the relativistic differential cross sec-
tion (RDCS) as a function of the scattering angle θf . We have 
to apply this effect to the interaction of the proton with the 
nucleus with three possibilities: without Coulomb effects 
(BA), with Coulomb effects on the incoming proton (ICA) 
and with Coulomb effects on the outgoing proton (OCA). 
The two possible calculation schemes ICA and OCA (figures 
1 and 2) agree, since in the differential cross section, the int-
egral contribution is the same. This is due to the fact that this 
process of collision is elastic, and the two dressed energies 
and momenta are equal (( =Q Qi f ; ) ⟶ η η| | = | | =q qi f i f ). 

Therefore, since in different energies and various geometries 
the two approaches overlap, we replace the ICA and OCA 
notations with only one notation, which is a ’simple Coulomb 
approximation’ (SCA). The introduction of the laser field in 
figures 1 and 2, with and without the Coulomb effect on the 
incoming or outgoing proton, increases the magnitude of 
the RDCS. The ratio between the RDCS remains practically 
constant, without taking into account the Coulomb effect BA 
and that with the Coulomb effect SCA. For the chosen geom-
etry, and the number of photons exchanged  ±100, the curves 
representing the RDCS show a maximum in the vicinity of 

�θ = 40f  in all cases. The general behavior of the RDCS ver-
sus the kinetic energy of the incident proton remains almost 
the same. By increasing the energy Ek of the incoming 
proto n from =E 4.97k  MeV in  figure 1 to =E 46.91k  MeV 
in figure  2, the only difference is that the RDCS BA and 
SCA decrease by approximately 102 times. The remarkable 
result for this geometry and through these figures is that the 
Coulomb effects reduce at high energies.

3.2. Total effect: the total Coulomb approximation (TCA)

In the total Coulomb approximation (TCA), we take into 
account the Coulomb effects on both the incident and scat-
tered proton. In figures  3 and 4 we depict the calculated 
differ ential cross sections TCA and BA versus the final angle 
θf  for both the laser-assisted and laser-free cases. From fig-
ure 3, one can assume that the laser-assisted and laser-free 
RDCSs—in the two approximations TCA and BA—are sig-
nificantly different for the non-relativistic kinetic energies 
=E 0.49k  MeV. Figure 4 shows that at kinetic energies equal 

to 4.97 MeV, a significant difference in magnitude remains 

Figure 1. The logarithmic scale of the relativistic DCS for the three 
approaches BA, ICA and OCA as a function of θf  with and without 
a laser. The kinetic energy of the incoming proton is =E 4, 97k  
MeV. The geometric parameters �θ = 45i , �φ = 45i  and �φ = 90f , 
the electric field strength is = 0.1ε  au, and the number of photons 
exchanged is =±n 100.

Figure 2. The logarithmic scale of the relativistic DCS for the three 
approaches BA, ICA and OCA as a function of θf , with and without 
a laser. The kinetic energy of the incoming proton is =E 46.91k  
MeV. The geometric parameters �θ = 45i , �φ = 45i  and �φ = 90f , the 
electric field strength is = 0.1ε  au, the atomic number is Z  =  1 and 
the number of photons exchanged is =±n 100.
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between the laser-assisted and laser-free approaches, but no 
difference at all with respect to the Coulomb effects. This can 
be understood by the fact that the Coulomb effects vanish 
from the non-relativistic limit 4.97 MeV and above. Figure 5 
exhibits the laser intensity dependence of the theoretical fully 
relativistic differential cross sections SCA, TCA and BA for 
the kinetic energy of the proton =E 0.49k  MeV. On the basis 
of this figure, the first remark is that the three approaches 

SCA, TCA and BA present the same behavior. Under such 
conditions—in particular the energy =E 0.49k  MeV—there 
are actually two kinds of behavior, each associated with the 
fact that the RDCSs are less sensitive to the variation of the 
electric field strength, which is approximately ≈ 0.06ε  (a.u) 
and below, and then the three approaches decrease from val-
ues of the electric field strength that are greater than 0.06 
(a.u). Moreover, the Coulomb effect for SCA increases the 
DCS, which is in good agreement with the results of [18]. 
However, for the total approximation, the Coulomb effect 
decreases the differential cross section. After testing vari-
ous geometries and different energies, the behavior of the 

Figure 3. The relativistic DCS scaled in 10−7 as a function of the 
final angle θf . The kinetic energy of the incoming proton =E 0.49k  
MeV, the electric field strength is = 0.1ε  au, the laser frequency 
is ω = 0.043 au, the atomic number is Z  =  1 and the number of 
photons exchanged is =±n 100. The geometric parameters are 

�θ = 45i , �φ = 45i  and �φ = 90f .

Figure 4. The relativistic DCS scaled in 10−9 as a function of the 
final angle θf . The kinetic energy of the incoming proton =E 4.97k  
MeV, the electric field strength is = 0.1ε  au, the laser frequency 
is ω = 0.043 au, the atomic number is Z  =  1 and the number of 
photons exchanged is =±n 100. The geometric parameters are 

�θ = 45i , �φ = 45i  and �φ = 90f .

Figure 5. The relativistic DCS (BA, SCA and TCA) scaled in 10−7 
as a function of the electric field strength ε. The kinetic energy of 
the incoming proton is =E 0.49k  MeV, the geometric parameters 
are: �θ = 45i , �φ = 45i , �φ = 90f  and �θ = 45f , the atomic number is 
Z  =  1 and the number of photons exchanged =±n 100.

Figure 6. The relativistic DCS (BA and TCA) scaled in 10−12 as 
a function of the electric field strength ε. The kinetic energy of the 
incoming proton is =E 49.7k  MeV, the geometric parameters are: 

�θ = 45i , �φ = 45i , �φ = 90f , �θ = 45f , the atomic number is Z  =  1 
and the number of photons exchanged =±n 100.
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different differential cross sections changes for high energies. 
In figure 6 we give the plot of the two approaches TCA and 
BA for =E 49.7k  MeV. Two remarks can be made regarding 
this figure: first, the two approaches overlap, which means 
the complete physical absence of Coulomb effects in this 
regime. On the other hand, it means the complete disappear-
ance of the part of the DCS, which is less sensitive to the 
electric field strength. More precisely, from a physical point 
of view, this means that at weak energies and for small inten-
sities, the laser–proton interaction will be less pronounced. 
However, at high energies, laser–proton interaction is more 
significant, even at small intensities. In figure 7, we plot the 
SCA, TCA and BA relativistic differential cross section, with 
the same geometry and electric field strength for �θ = 45f  and 
proton kinetic energy equal to 4.97 MeV as a function of the 
laser frequency ω. The differential cross sections  increase 
with frequency until the value ω = 0.09 a.u, and then become 
insensitive to the changes in frequency while maintaining a 
significant ratio between the SCA and BA results. Figure 8 
shows that at high kinetic energy levels =E 497.28k  MeV, 
relativistic DCSs increase with the laser frequency and the 
part of the DCS that is insensitive to the variation of fre-
quency disappears. In addition, at high energies, there is no 
Coulomb effect, since the two relativistic DCSs, BA and 
TCA, give the same results. This inverse behavior between 
the intensity and frequency dependence of the relativistic 
DCS is explained by the introduction of the ponderomotive 
energy ω=U m4p p

2 2/( )ε . Therefore, the increase in inten-
sity causes an increase in total energy and consequently a 
decrease in differential cross sections. However, the decrease 
in frequency causes the reverse situation. In figure  9, we 
give the summed differential cross sections, TCA and BA, 
versus the atomic number Z. The two approaches have been 

decreased by the introduction of a laser field with both a 
small and large atomic number. For an atomic number Z  >  6, 
the Coulomb effect is very large and results in a manifold 
decrease in the cross sections. This can be seen by comparing 
the laser-assisted cross section  without the Coulomb effect 
(BA with a laser) and the cross sections with Coulomb effects 
using the Coulomb function (TCA with a laser). For more 
details, figure 10 shows that by increasing the atomic num-
ber Z, the final limit of the overlapping curves for the two 

Figure 7. The relativistic DCS (BA, TCA and SCA) scaled in 10−9 
as a function of the laser field frequency for the kinetic energy of 
an incoming proton =E 4.97k  MeV. The geometric parameters 

�θ = 45i , �φ = 45i , �θ = 45f  and �φ = 90f . The electric field strength 
= 0.1ε  au, the atomic number is Z  =  1 and the number of photons 

exchanged =±n 100.

Figure 8. The relativistic DCS (BA, TCA and SCA) scaled in 10−14 
as a function of the laser field frequency for the kinetic energy of 
an incoming proton =E 497.28k  MeV. The geometric parameters 

�θ = 45i , �φ = 45i , �θ = 45f  and �φ = 90f . The electric field strength 
= 0.1ε  au, the atomic number is Z  =  1 and the number of photons 

exchanged =±n 100.

Figure 9. The logarithmic scale of the laser-assisted and laser-
free RDCS ((BA) and (TCA)) versus the atomic number Z for 
the kinetic energy of the incoming proton is =E 4.9k  MeV. The 
geometric parameters are �θ = 45i , �φ = 45i , �φ = 90f  and �θ = 45f . 
The electric field strength is = 0.5ε  au and ω = 0.043 au, and for a 
number of photons exchanged  ±100.
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approaches TCA and BA increases with the increase of the 
kinetic energy of the incident particles. We have also found, 
from this figure, that by including the Coulomb effect TCA, 
the relativistic DCS has two kinds of behavior: for a lower 
number (Z  <  60 ), DCS increases with Z and for a higher 
number (Z  >  60), DCS decreases with Z. With an increas-
ing Z, Coulomb effects begin to become noticeable at this 
stage since the magnitude of the relativistic DCS TCA has 
a clear signature with respect to the DCS BA, even in the 
relativistic regime. From figures 9 and 10 and for this par-
ticular geometry, we come to the following conclusion: the 
Coulomb effects vanish with an increase in the kinetic energy 
of the incident particles, and hence at high energies the use of 
plane waves to describe free particles and the Dirac–Volkov 
to describe particles in a laser field becomes completely 
sufficient. For more insights into DCS (n emitted/absorbed 
photons), in table 1 we give σ ΩEd dn

k( )/( )  for the numbers of 
photons exchanged n  =  −100 and n  =  +100.

As can be seen in table 1, σ ΩEd dn
k( )/( )  for the numbers of 

photons exchanged n  =  −100 and n  =  +100 is slightly differ-
ent at low energies and nearly the same at high energies.

3.3. The total Coulomb effects on the electron

In this contribution, we have given the general formula which 
describes the charged Dirac spin 1/2 particles with mass m. In 
table 2 we give some differences and similarities between the 
electron and proton.

To find the results for the electron, we have to take the 
input parameters of the electron in both the REDUCE and 
Fortran codes. Figure  11 depicts the results of the angle 
dependence of the cross sections for a Mott scattering pro-
cess with and without Coulomb effects and with the kinetic 
energy =E 153.32k  eV of the incident electron, where the 
dashed line shows the cross sections  with the Coulomb 
effects and the solid line shows the cross sections without 
Coulomb effects using the generalized Coulomb functions. 
The general effect of the Coulomb distortion on the electron 
is to decrease the cross section, which depends upon the inci-
dent energy and the charge of the final nucleus. Figure 12 
shows qualitatively similar results for the cross sections in 
the two approximations with and without Coulomb effects 

Figure 10. The laser-assisted and laser-free RDCS ((BA) and 
(TCA)) scaled in 10−13 versus the atomic number Z for the kinetic 
energy of an incoming proton is =E 938.27k  MeV. The geometric 
parameters are �θ = 45i , �φ = 45i , �φ = 90f  and �θ = 45f . The 
electric field strength is = 0.5ε  au and ω = 0.043 au, and for a 
number of photons exchanged  ±100.

Table 1. The geometric parameters are �θ = 45i , �φ = 45i , �φ = 90f  
and �θ = 45f , the electric field strength is = 0.5ε  au, and the laser 
frequency is ω = 0.043 au.

σ
Ω

E MeVd

d k
n

(  ( ))
( )

n  =  −100 n  =  +100

σ
Ω

0.49d

d

n
( )

( )
× −3.108 53 10 11 × −3.522 63 10 11

σ
Ω

4.97d

d

n
( )

( )
× −7.338 67 10 14 × −6.8114 10 14

σ
Ω

49.7d

d

n
( )

( )
× −1.9368 10 16 × −1.998 26 10 16

σ
Ω

938.3d

d

n
( )

( )
× −4.5665 10 19 × −4.563 01 10 19

Table 2. Charges, spins and masses for both electron and proton in 
atomic units.

Electron Proton

Charge −1 +1
Spin 1/2 1/2
Mass m 1 1836.152 672 45

Figure 11. The RDCS for the electron with respect to θf  without 
a laser field. The kinetic energy of the incoming electron is 
=E 153.32k  eV and the atomic number is Z  =  1. The geometric 

parameters �θ = 45i , �φ = 45i  and �φ = 90f .
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with the kinetic energy =E 2700k  eV of the incident elec-
tron. From these two figures  and also for this particular 
geometry, we come to the following conclusion: in the low 
incident energy region, the Coulomb effect is important but 
in the high incident energy region, the Dirac–Volkov states 
are well justified to describe the Dirac spin 1/2 particles in 
the laser field, and therefore the Coulomb effects may be 
neglected.

It is interesting to point out that the major difference 
between this work and that of Li et al [18], which makes the 
comparison difficult, is mentioned in table 3.

In [18], they have shown that the Coulomb distortion of 
the electron motion leads to a qualitative difference between 
the cross sections, with and without Coulomb effects ver-
sus the various free parameters. In this work, we show that 
this significant difference is reduced when taking Coulomb 
effects into account in both the initial and final states in the 
calculation of the differential cross section. Moreover, we 
have shown that the DCSs in the SCA approximation always 
overestimate the DCSs in the BA approximation, which is 
in good agreement with [18]. The second important remark 
is that when increasing the energy of the incident particle, 
the difference between the two approaches BA and TCA 
decreases.

4. Conclusion

In the present work we give the proton scattering by a Coulomb 
potential in the presence of a circularly polarized laser field, 
taking into account the distortion of the Coulomb effects. The 
relativistic differential cross sections  depend on both laser 
field parameters and the transfer of energy and momentum 
between the colliding system and laser field. Increasing the 
atomic number Z has the general tendency to differentiate the 
results with and without the Coulomb effect and suggests the 
use of the distorted wave function at large Z, particularly at 
the low kinetic energy of the incident particle. We have found 
that in the non- relativistic regime, the RDCS in the simple 
Coulomb approximation (SCA) is always greater than that 
with the total Coulomb approx imation (TCA) and without 
the Coulomb approx imation (BA), and also that the RDCSs 
of the three approaches overlap at high kinetic energies. The 
main idea of the present study is to show that at high kinetic 
energies and for this particular geometry, the Coulomb effect 
can be neglected, and that then the use of Dirac–Volkov states 
remains  satisfactory in the calculations of the laser-assisted 
differ ential cross section, particularly in the relativistic and 
ultra-relativistic regimes.
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ARTICLE

Relativistic proton-impact excitation of hydrogen atom in
the presence of intense laser field
E. Hrour, S. Taj, A. Chahboune, and B. Manaut

Abstract: A theoretical treatment, using the first Born approximation, is presented to analyse the results of relativistic laser-
assisted proton – hydrogen atom scattering. Specific calculations are carried out for excitation of hydrogen atoms from 1s1/2 to
2s1/2 states by proton impact. We work in an approximation in which the incoming proton may be described by Dirac–Volkov
states in the presence of a laser field. Semi-relativistic Darwin wave functions are used to describe the hydrogen atom in its initial
and final states, while relativistic, spin, and laser interaction effects are also accounted for. The results presented in this paper
show that the differential cross section for this process depends not only upon the energy of the incident proton, but also upon
its interaction with the laser field through intensity and frequency.

Key words: laser assisted, QED calculations, Dirac equation, relativistic atomic process, Dirac algebra.

Résumé : Nous présentons un calcul en première approximation de Born, pour analyser les résultats de diffusion proton-atome
d’hydrogène en régime relativiste, sous l’influence d’un champ laser. Nos calculs sont spécialisés à l’excitation d’un atome
d’hydrogène du 1s1/2 au 2s1/2 par impact de proton. Nous travaillons dans l’approximation où le proton peut être décrit par des
états de Dirac–Volkov en présence d’un champ laser. Des fonctions d’onde semi-relativistes de Darwin sont utilisées pour décrire
l’atome d’hydrogène dans ses états initial et final, tout en tenant compte des effets relativistes, de spin et d’interaction laser. Les
résultats présentés ici montrent que la section efficace différentielle pour ce processus dépend non seulement de l’énergie du
proton incident, mais aussi de son interaction avec le champ laser via son intensité et sa fréquence. [Traduit par la Rédaction]

Mots-clés : processus atomique relativiste assisté par laser, calculs EDQ/QED.

PACS Nos.: 34.80.Dp, 12.20.Ds.

1. Introduction
Analysis of inelastic proton–atom and proton–molecule scattering

at intermediate to high energies has recently attracted a consider-
able amount of interest. In the case of electron- or positron-impact,
relativistic quantum treatments with quantum electrodynamic effects
have been performed [1–6]. With the availability of proton beams of
well-defined energies, excitation and ionization of the hydrogen
atom by proton impact has been for many years a subject of great
theoretical interest. Collision of a hydrogen atom by proton impact is
the simplest heavy-particle ion–atom collision. This type of collision
is potentially more complex than scattering of electrons or posi-
trons, because the proton can transfer much greater momentum to
the target than can an electron or positron.

Many theoretical investigations have been carried out for scat-
tering of hydrogen atoms by proton impact. Bransden and Noble
presented a theoretical result for differential cross section (DCS)
for excitation of a hydrogen atom to the (2s + 2p) level by protons
at 50, 100, and 150 keV, employing the close-coupling pseudo-state
model [7]. Rudd et al. measured angular and energy distributions
of electrons ejected from He and H2, by 100 and 300 keV protons
[8]. Some attempts have been made to extend and improve the
first Born approximation by taking into account the effect of the
nuclear interaction term in the form of distorted waves (screened
coulomb waves). Geltman and Hidalgo introduced the Coulomb-
projected Born approximation, in which pure Coulomb waves are

taken in the final channel only [9]. Junker extended this approach
by using the modified Born approximation in the initial channel
and the two-potential modified Born approximation in both chan-
nels [10]. Mandal et al. used the Coulomb-projected Born approx-
imation to obtain the non-relativistic DCS for n = 2 excitation of a
hydrogen atom by proton impact [11]. Recently Elkilany employed
the coupled static formalism for the treatment of proton–lithium
collisions at a wide range of incident energies between 10 and
1000 keV [12].

When an energetic proton collides with an atom or a molecule,
several inelastic processes can take place in addition to elastic
scattering. The basic ones are excitation of the target and ejection
of free electrons from the target. The proton interacts with the
hydrogen atoms, depending on energy transferred, by two processes:

• elastic collision, p + H ¡ p + H; and
• inelastic collision,

� excitation, p + H ¡ p + H=; and
� ionization, p + H ¡ p + p + e−

In this work, a detailed relativistic Dirac formalism is employed
for treatment of laser-assisted proton–hydrogen atom collisions
at high energies. We use relativistic perturbation theory to deter-
mine relativistic DCS of the excitation of a hydrogen atom by
proton impact in the presence of a circularly polarized laser field.
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This paper is organized in the following manner: in Sect. 2, we
develop a theoretical formalism; in Sect. 3, we discuss results
we have obtained; and a brief conclusion appears in Sect. 4. The
space–time metric g�� = g�� = diag(1, −1, −1, −1) is employed
throughout this work. In many equations of this paper, Feynman
“slash notation” is used. For any 4-vector A, A � A��� � A0�0 �

A ·� where matrices � are well known Dirac matrices.

2. Theoretical formalism
In intermediate to high energy range theoretical studies for

excitation of a hydrogen atom by proton impact are based on
perturbative methods and are mainly Born- and Glauber-type ap-
proximations [13, 14]. In the high energy range these perturbative
methods use plane waves to describe incoming and outgoing par-
ticles. In the low energy range, errors in the plane wave model are
mainly important when the interaction is due to a long-range
Coulomb potential. In the following, we outline laser-assisted rel-
ativistic DCS for scattering of hydrogen atoms by proton impact
using the following approximations. A proton is 1836.15 times
heavier than an electron, with a positive electrical charge. It
should be noted that the primary difference in theoretical expres-
sions for non-relativistic DCS and relativistic DCS occurs in both
spinorial and integral parts. Here we give a detailed expression for
relativistic DCS in the presence of a circularly polarized laser field.

2.1. Element matrix transition

The process in the course of which n photons from the laser
field are exchanged, while an inelastic proton – hydrogen atom
collision takes place, can be described by the following reaction:

P(Q i, qi) � H(1s) � n� ¡ H(2s) � P(Q f, qf) (1)

which presents the collision of an incoming proton of quadri-
momentum qi = (Q i, qi), with a hydrogen atom target (in its ground
state) in the presence of a laser field. The energy conservation
equation corresponding to laser-assisted inelastic excitation of a
hydrogen atom by proton impact, reads

Q f � Eb(1s1/2) � Eb(2s1/2) � Q i � n� (2)

with

Q (i,f) � E�i,f� �
A2

2c2(k ·p�i,f�)
� (3)

We use a circularly polarized laser field that is given by A �

a1 cos�	� � a2 sin�	�, where a1 and a2 satisfy a1
2 � a2

2 � a2 and
a1 · a2 = a2 · a1 = 0. The Lorentz condition is given by k · A = k · a1 =
k · a2 = 0 and phase 	 is such that 	 � k ·x � �t � kx with k the wave
vector of the laser field, pointing in the positive z direction and � =
0.043 au is laser frequency.

Unless otherwise indicated we use atomic units (� = me = e = 1)
throughout this work. The simplest framework used to analyze
inelastic proton–hydrogen atom scattering is to assume incoming
and outgoing protons to be in Dirac–Volkov states. Evaluation of
DCSs for scattering of a hydrogen atom by a Dirac proton of spin
1/2, embedded in a laser field, can proceed in a very straightfor-
ward manner. The required Volkov solution for a proton of initial
dressed four-momentum qi is given by


qi
(x1) � �1 �

kA

2c(k ·pi)
�� mp

2Q iV
u(pi, si) exp��i(qi ·x1) � i �

0

k · x1

(A ·pi)

c(k ·pi)
d	1	

(4)

and a similar solution can be found for a scattered proton of final
four-momentum qf. In the first-order Born approximation, the
central quantity to be evaluated is direct transition matrix ele-
ment Sfi. This quantity can be calculated using some generalized
Feynman rules, in complete analogy to the free-proton case. It is
only necessary in a Feynman-type integral to replace the free-
proton wave functions by Volkov wave functions. It reads as

Sfi � �
i

c
� d4x1
̄qf

(r1, t)�0
qi
(r1, t)
	f(r2, t)|Vd|	i(r2, t)� (5)

where 	i,f�r2, t� � exp��iEb�i,f�t	i,f�r2� are semi-relativistic wave

functions of the hydrogen atom, Eb�i� � Eb�1s1/2� � c2�1.0 � Z2�2 is
the binding energy of the ground state, Eb�f� � Eb�2s1/2� �

c2���1.0 � Z2�2 � 1.0�/2.0 is the binding energy of excited state,

q�r1, t� are Dirac–Volkov solutions normalized to volume V,
which is explicitly given in (4), and Vd is the interaction potential.

2.2. DCS
Proceeding along the lines of standard calculations in QED [15],

one has for the DCS

d�

df

� �
n��∞

�∞
1

(4�c2)2

|qf|

|qi|� 1

2 �
si,sf

|Mfi
(n)|2� × |I(�n)|

2 (6)

where �n � |qi � nk � qf| is momentum transfer with net exchange
of n photons.

2.2.1. Spinorial contribution (SC)
We have to calculate

SC �
1

2 �
si,sf

|Mfi
(n)|2 �

1

2 �
si,sf

|ū(pf, sf)�
(n)u(pi, si)|

2 (7)

with

�(n) � ��0 � 2k0a2kc(pi)c(pf)Bn � �c(pi)�
0ka1 � c(pf)a1k�0B1n

� �c(pi)�
0ka2 � c(pf)a2k�0B2n (8)

where Bn, B1n, and B2n are explicitly detailed in ref. 16. Using stan-
dard techniques of � matrix algebra, one has

1

2 �
si,sf

|Mfi
(n)|2 �

1

2
Tr�(pfc � mpc2)

mp

�(n)
(pic � mpc2)

mp

�̄(n)� (9)

with

�̄(n) � �0�(n)†�0 � ��0 � 2k0a2kc(pi)c(pf)Bn
∗ � �c(pi)a1k�0

� c(pf)�
0ka1B1n

∗ � �c(pi)a2k�0 � c(pf)�
0ka2B2n

∗ (10)

By using on-shell conditions pi
2 � pf

2 � mp
2c2, k2 = 0 and using

REDUCE [17], spinorial contribution SC � �1/2� �sisf
|Mfi

�n�|2 is explic-
itly given by
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SC �
1

�4(k ·pf)(k ·pi)c
4

�4(a1 ·pf)(a1 ·pi)jn�1
2 c2�2 � 8(a1 ·pf)(a1 ·pi)jn�1 jn�1c

2 cos(2	0)�
2 � 4(a1 ·pf)(a1 ·pi)jn�1

2 c2�2 � 4(a1 ·pf)(a2 ·pi)jn�1 jn�1c
2�2 sin(2	0)

� 4(a1 ·pf)(a2 ·pi)jn�1 jn�1c
2�2 sin(2	0) � 4(a1 ·pf)jn�1 jn(k ·pf)(k ·pi)c

5 cos(	0) � 4(a1 ·pf)jn�1 jn(k ·pi)
2c5 cos(	0) � 8(a1 ·pf)jn�1 jn(k ·pi)c

3 cos(	0)Ei�

� 4(a1 ·pf)jn�1 jna
2c cos(	0)�

2 � 4(a1 ·pf)jn jn�1(k ·pf)(k ·pi)c
5 cos(	0) � 4(a1 ·pf)jn jn�1(k ·pi)

2c5 cos(	0) � 8(a1 ·pf)jn jn�1(k ·pi)c
3 cos(	0)Ei�

� 4(a1 ·pf)jn jn�1a
2c cos(	0)�

2 � 4(a1 ·pi)(a2 ·pf)jn�1 jn�1c
2�2 sin(2	0) � 4(a1 ·pi)(a2 ·pf)jn�1 jn�1c

2�2 sin(2	0) � 4(a1 ·pi)jn�1 jn(k ·pf)
2c5 cos(	0)

� 4(a1 ·pi)jn�1 jn(k ·pf)(k ·pi)c
5 cos(	0) � 8(a1 ·pi)jn�1 jn(k ·pf)c

3 cos(	0)Ef� � 4(a1 ·pi)jn�1 jna
2c cos(	0)�

2 � 4(a1 ·pi)jn jn�1(k ·pf)
2c5 cos(	0)

� 4(a1 ·pi)jn jn�1(k ·pf)(k ·pi)c
5 cos(	0) � 8(a1 ·pi)jn jn�1(k ·pf)c

3 cos(	0)Ef� � 4(a1 ·pi)jn jn�1a
2c cos(	0)�

2 � 4(a2 ·pf)(a2 ·pi)jn�1
2 c2�2

� 8(a2 ·pf)(a2 ·pi)jn�1 jn�1c
2 cos(2	0)�

2 � 4(a2 ·pf)(a2 ·pi)jn�1
2 c2�2 � 4(a2 ·pf)jn jn�1(k ·pf)(k ·pi)c

5 sin(	0) � 4(a2 ·pf)jn jn�1(k ·pi)
2c5 sin(	0)

� 8(a2 ·pf)jn jn�1(k ·pi)c
3Ei� sin(	0) � 4(a2 ·pf)jn jn�1a

2c�2 sin(	0) � 4(a2 ·pf)jn jn�1(k ·pf)(k ·pi)c
5 sin(	0) � 4(a2 ·pf)jn jn�1(k ·pi)

2c5 sin(	0)

� 8(a2 ·pf)jn jn�1(k ·pi)c
3Ei� sin(	0) � 4(a2 ·pf)jn jn�1a

2c�2 sin(	0) � 4(a2 ·pi)jn jn�1(k ·pf)
2c5 sin(	0) � 4(a2 ·pi)jn jn�1(k ·pf)(k ·pi)c

5 sin(	0)

� 8(a2 ·pi)jn jn�1(k ·pf)c
3Ef� sin(	0) � 4(a2 ·pi)jn jn�1a

2c�2 sin(	0) � 4(a2 ·pi)jn jn�1(k ·pf)
2c5 sin(	0) � 4(a2 ·pi)jn jn�1(k ·pf)(k ·pi)c

5 sin(	0)

� 8(a2 ·pi)jn jn�1(k ·pf)c
3Ef� sin(	0) � 4(a2 ·pi)jn jn�1a

2c�2 sin(	0) � jn�1
2 (k ·pf)

2a2c4 � 2jn�1
2 (k ·pf)(k ·pi)a

2c4 � 2jn�1
2 (k ·pf)a

2c2Ef� � 2jn�1
2 (k ·pf)a

2c2Ei�

� jn�1
2 (k ·pi)

2a2c4 � 2jn�1
2 (k ·pi)a

2c2Ef� � 2jn�1
2 (k ·pi)a

2c2Ei� � 2jn�1
2 mp

2a2c4�2 � 2jn�1
2 a2c2 cos(pi, pf̂)�

2|pf| |pi| � 2jn�1
2 a2EfEi�

2

� 2jn�1 jn�1(k ·pf)
2a2c4 cos(2	0) � 4jn�1 jn�1(k ·pf)(k ·pi)a

2c4 cos(2	0) � 4jn�1 jn�1(k ·pf)a
2c2 cos(2	0)Ef� � 4jn�1 jn�1(k ·pf)a

2c2 cos(2	0)Ei�

� 2jn�1 jn�1(k ·pi)
2a2c4 cos(2	0) � 4jn�1 jn�1(k ·pi)a

2c2 cos(2	0)Ef� � 4jn�1 jn�1(k ·pi)a
2c2 cos(2	0)Ei� � 4jn�1 jn�1mp

2a2c4 cos(2	0)�
2

� 4jn�1 jn�1a
2c2 cos(pi, pf̂) cos(2	0)�

2|pf| |pi| � 4jn�1 jn�1a
2 cos(2	0)EfEi�

2 � 8jn
2(k ·pf)(k ·pi)mp

2c8 � 8jn
2(k ·pf)(k ·pi)c

6 cos(pi, pf̂)|pf| |pi|

� 8jn
2(k ·pf)(k ·pi)c

4EfEi � 8.0jn
2(k ·pf)a

2c2Ei� � 8jn
2(k ·pi)a

2c2Ef� � 8jn
2mp

2a2c4�2 � 4jn
2a4�2 � 8jn

2a2c2 cos(pi, pf̂)�
2|pf| |pi| � 8jn

2a2EfEi�
2

� 2jn�1
2 (k ·pf)

2a2c4 � 4jn�1
2 (k ·pf)(k ·pi)a

2c4 � 4jn�1
2 (k ·pf)a

2c2Ef� � 4jn�1
2 (k ·pf)a

2c2Ei� � 2jn�1
2 (k ·pi)

2a2c4 � 4jn�1
2 (k ·pi)a

2c2Ef� � 4jn�1
2 (k ·pi)a

2c2Ei�

� 4jn�1
2 mp

2a2c4�2 � 4jn�1
2 a2c2 cos(pi, pf̂)�

2|pf| |pi| � 4jn�1
2 a2EfEi�

2 � 2jn�1 jn�1(k ·pf)
2a2c4 cos(2	0) � 4jn�1 jn�1(k ·pf)(k ·pi)a

2c4 cos(2	0)

� 4jn�1 jn�1(k ·pf)a
2c2 cos(2	0)Ef� � 4jn�1 jn�1(k ·pf)a

2c2 cos(2	0)Ei� � 2jn�1 jn�1(k ·pi)
2a2c4 cos(2	0) � 4jn�1 jn�1(k ·pi)a

2c2 cos(2	0)Ef�

� 4jn�1 jn�1(k ·pi)a
2c2 cos(2	0)Ei� � 4jn�1 jn�1mp

2a2c4 cos(2	0)�
2 � 4jn�1 jn�1a

2c2 cos(pi, pf̂) cos(2	0)�
2|pf| |pi| � 4jn�1 jn�1a

2 cos(2	0)EfEi�
2

� jn�1
2 (k ·pf)

2a2c4 � 2jn�1
2 (k ·pf)(k ·pi)a

2c4 � 2jn�1
2 (k ·pf)a

2c2Ef� � 2jn�1
2 (k ·pf)a

2c2Ei� � jn�1
2 (k ·pi)

2a2c4 � 2jn�1
2 (k ·pi)a

2c2Ef� � 2jn�1
2 (k ·pi)a

2c2Ei�

� 2jn�1
2 mp

2a2c4�2 � 2jn�1
2 a2c2 cos(pi, pf̂)�

2|pf| |pi| � 2jn�1
2 a2EfEi�

2

(11)

2.2.2. Integral contribution
We can easily take into account Coulomb effects in the scattering

of charged particles by Coulomb potential (e.g., Mott scattering),
but the introduction of this effect on the scattering process in
atomic physics makes calculations rather cumbersome because of
the presence of structure. Integral I(�n), arising in (6), can be eval-
uated without difficulty

I(�n) � �
0

�∞

dr1e
i�nr1 �

0

�∞

dr2	2s
† (r2)Vd	1s(r2) (12)

where Vd is the direct interaction potential

Vd �
Z

r1

�
1

r12

(13)

where r1 are proton coordinates, r2 are atomic electron coordi-
nates, and r12 � |r1 � r2|. In (12), 	1s�r2� is the Darwin ground state
wave function. For spin up, 	1s�r2� reads as

	1s(r2) � C1�
1
0
i

2cr2

z

i

2cr2

(x � iy)� 1

��

e�r2 (14)

and 	2s�r2� is the Darwin wave function for 2s states

	2s(r2) � C2�
2 � r2

0
i(4 � r2)

4r2c
z

(4 � r2)

4rc
(�y � ix)

� 1

4�2�

e�r2 (15)

where C1 and C2 are normalization constants very close to one. By
developing the two quantities r12

�1 and ei�r1 in spherical harmonics,
such as

1

r12

� 4��
lm

Ylm(r̂1)Ylm
∗ (r̂2)

2l � 1

(r�)l

(r�) l�1
ei�nr1 � �

lm

4�iljl(�nr1)Ylm(�n̂)Ylm
∗ (r̂1)

(16)

In the expression of r12
�1, r> is the greater of r1 and r2, and r< the

lesser of them. In the expression ei�nr1, r̂1 � ��1, 	1�, and r̂2 � ��2, 	2� are
angular coordinates of r1 and r2, respectively. By also using the well-
known integral [18]

�
x

�∞

duume��u �
m!

�m�1
e��x�

��0

m
��x�

�!
Re(�) � 0 (17)

we find the final analytical expression of the integral contribution as

I(�n) � �
4�

�2
(I1 � I2 � I3) (18)
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I1 �
4

27c2
�
0

�∞

dr1r1 exp��
3

2
r1�j0(�nr1) �

4

27c2

1

�(3/2)2 � |�n|2

I2 �
6

27� 1

c2
� 4� �

0

�∞

dr1r1
2 exp��

3

2
r1�j0(�nr1)

�
2

27� 1

c2
� 4� 3

�(3/2)2 � |�n|22

I3 � �
4

9�1 �
1

8c2� �
0

�∞

dr1r1
3 exp��

3

2
r1�j0(�nr1)

�
8

9�1 �
1

8c2� |�n|2 � (27/4)

�(3/2)2 � |�n|23

(19)

3. Results and discussion
Proton – hydrogen atom collisions remain a benchmark for devel-

opment of new atomic scattering theories. There are two basic in-
elastic processes that take place: excitation of the target and direct
ionization. This work is devoted to relativistic excitation of a hy-
drogen atom by proton impact in the presence of a laser field. In
particular, calculation of DCSs for the 1s–2s excitation of the hy-
drogen atom by proton impact at various incident proton kinetic
energies by using the standard techniques of QED and Dirac–Volkov
formalisms. We turn now to the kinematics of the present scattering
process in a laboratory system. For a description of scattering geom-
etry, we use angular variables in spherical coordinates (��i,f�, 	�i,f�) for
p�i,f� and angle �if as �if � ��pi, pf�. It is important to compare the
relativistic DCS d�n/d corresponding to the net exchange of n pho-
tons where only the protonic dressing term is taken into account,
with the corresponding non-relativistic DCS. Working with the non-
relativistic Volkov states, one easily gets, for the non-relativistic case,

d�n

d
�

|kf|

|ki|
jn
2� |A|

c�
�(Kn · x̂)2 � (Kn · ŷ)21/2�| fB1(Kn)|

2 (20)

where

fB1(Kn) � �
8�2

�Kn
2 � (9/4)3

(21)

ki and kf are the initial and final dressed momentum vectors of the
proton, x̂ and ŷ are the unit vectors of the laser polarization plane,
and Kn is the non-relativistic momentum transfer in the presence
of the laser field. We have computed DCSs results for different
incident proton kinetic energies and different laser intensities.

Figure 1 depicts the comparison between relativistic and non-
relativistic DCSs in the non-relativistic limit for two cases: in the
presence and absence of the laser field. As is seen from this figure,
the two DCSs overlap for the case of no field, but a little difference
occurs by introducing the laser field. Figure 2 shows results of
relativistic DCSs for excitation of hydrogen atoms by proton im-
pact versus final angle �f of proton for various kinetic energies Ek =
375.3, 469.2, 750.6, and 938.3 MeV in the presence of a laser field
with a fixed electric field strength E = 1 au but without exchanging
photons. Apart from differences in magnitudes, the three curves
exhibit oscillatory behavior.

Figure 3 gives results of relativistic DCSs versus final angle �f for
a fixed proton kinetic energy (497.3 MeV) and for various electric
field strengths without exchanging photons. DCSs are presented
in an electric field strength domain, from 1 to 2.5 au, and exhibit
strong oscillatory behavior. Figures 2 and 3 clearly show oscilla-

tions inherent to the presence of ordinary Bessel functions. Such
behavior was also found for the non-relativistic regime. This oscilla-
tory behavior holds so long as the number of photons exchanged
continues to be zero. These oscillations disappear when DCSs are
summed over a very large of number of photons exchanged

Fig. 1. Relativistic and non-relativistic DCSs (scaled in 10−20) with
and without laser field for proton impact from hydrogen atoms
versus �f for a fixed proton kinetic energy (4.973 MeV). Geometric
parameters are �i � 	i = 45° and 	f = 90°. The laser parameters are
electric field strength E = 0.05 au and the number of photons
exchanged n = ±60. [Colour online.]

Fig. 2. Relativistic DCS (scaled in 10−29) for proton impact from
hydrogen atoms versus �f for a fixed electrical field strength (E = 1 au)
and various energies (375.3, 469.2, 750.6, and 938.3 MeV). Geometric
parameters are �i � 	i = 45° and 	f = 90°. Process is in the presence
of a laser field but without exchanging photons. [Colour online.]
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d�̄/df � �n��∞
�∞ �d�n/df�. For more qualitative details, a three-

dimensional plot of DCS versus final angle �f and electric field
strength E is presented in Fig. 4. Regarding the general shape of the
three-dimensional DCS, the qualitative oscillatory behavior observed
in both Figs. 2 and 3 completely disappears after the summation over

the number of photons exchanged, n = ±50. However, the most sig-
nificant picture is that calculated DCSs decrease with electrical field
strength and fall abruptly to zero for small and large angles.

Figure 5 represents the envelope of unpolarized relativistic DCS
as a function of photon energy transfer. Relativistic DCS falls
abruptly beyond points where arguments of Bessel functions are
approximately close to their orders. This cutoff occurs numerically
for n = ±1820 and an argument z of ordinary Bessel functions almost

Fig. 3. Relativistic DCS (scaled in 10–29) for proton impact from
hydrogen atoms versus �f for a fixed proton kinetic energy of
(497.3 MeV) and various electrical field strengths (1, 1.5, 2, and
2.5 au). Geometric parameters are �i � 	i = 45° and 	f = 90°. Process
is in the presence of a laser field but without exchanging photons.
[Colour online.]

Fig. 4. Relativistic DCS for proton impact from hydrogen atoms, for
a fixed proton kinetic energy (469.13 MeV), versus �f (–20° ≤ �f ≤ 100°)
and electrical field strength E (0.5 au ≤ E ≤ 2 au) for a number of
photons exchanged n = ±50. Geometric parameters are �i � 	i = 45°
and 	f = 90°. [Colour online.]

Fig. 5. Envelope of relativistic DCS scaled in units of (10−26) as a
function of number of photons exchanged. Proton kinetic energy is
187.65 MeV, electric field strength is E = 0.05 au, and geometric
parameters are �i � 	i � �f = 45° and 	f = 90°. [Colour online.]

Fig. 6. Relativistic DCS for proton impact from hydrogen atoms, for
a fixed proton kinetic energy (469.13 MeV), versus �f (–20° ≤ �f ≤ 100°),
electrical field strength (E = 1.0 au), and the frequency varies as
0.01 au ≤ � ≤ 0.2 au for a number of photons exchanged n = ±50.
Geometric parameters are �i � 	i = 45° and 	f = 90°.
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constant and equal to 1819.94. This figure shows also that the well-
known Kroll–Watson [19] sum rule will be reached at approximately
n = ±1820. The sum rule for free–free transition states is

�
n

d�n

d
�

d�

d
(22)

where summation runs over all positive and negative n and the
right-hand side is field-free DCS. It is generally observed that when
Dirac particles are scattered from a hydrogen atom in the pres-
ence of a laser field, a new effect is observed, which is not acces-
sible in the absence of a laser field. These collisions have the basic
peculiarity of being processes in which three subsystems are pres-
ent: proton, hydrogen atom target, and radiation field. The last
one provides intensity, frequency, and degree of polarization. In
this work, we have studied scattering of a proton from a hydrogen
atom target in the presence of a laser field. DCS of the proton
impact depends, in addition to energy and geometric parameters,
upon laser intensity and frequency.

From Fig. 6, it is found that DCS increases with increasing laser
frequency, �. It is also shown that DCS is zero below frequency
equal to 0.05 au. This is a consequence of proton total energy
being essentially the sum of proton kinetic energy, proton energy
at rest, and the averaged ponderomotive energy gained by the
proton in the presence of a laser field. This last quantity is Up �

E0
2/�4mp�2� and it is just the cycle-averaged kinetic energy of a free

proton wiggling in an oscillating electromagnetic field. This work
is somewhat limited by the fact that there are no parallel experi-
ments or theoretical studies for comparison.

4. Conclusion
In this work, the effects of relativity, spin, and laser interaction

are investigated for relativistic laser-assisted inelastic proton –
hydrogen atom collisions. We concluded that for high proton
kinetic energies, Dirac–Volkov states should provide quite reason-
able estimates for DCSs. The present theoretical results represent
more detailed analytical expression for laser-assisted proton –

hydrogen atom DCSs in complete relativistic description. A sum
rule, stating that the DCS summed over all numbers of photons
exchanged gives the field-free DCS, is found to be largely satisfied
at approximately n = ±1820. These results represent an exciting
challenge to test experiments at high energies. It is hoped that the
reported results may serve as a stimulus for new observations in
this new class of atomic collisions.
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Abstract: Elastic scattering of hydrogen atoms by positron impact is studied at various values of incident positron energy

and laser intensities. A discussion of differential cross-sections for positron scattering by hydrogen atoms in presence of laser

field is presented along with anomalous magnetic moment of both electrons and positrons fully included. Differential cross

sections for electrons and positrons remain almost equal in absence of anomalous magnetic moment effects. A comparison is

also made with introduction of anomalous magnetic moment effects of both electrons and positrons. At intensities equal to

0.05 a.u. and above significant discrepancies in differential cross section is found even in first Born approximation.

Keywords: Laser assisted; QED calculations; AMM effects; Relativistic scattering theory

PACS Nos.: 34.80.Dp

1. Introduction

Scattering of electrons and positrons by hydrogen atoms is

a most fundamental process in relativistic atomic colli-

sions. Since hydrogen is only atom for which, non rela-

tivistic and relativistic wave functions are known exactly,

relativistic e��H collision processes including relativistic

effects provide an attractive testing ground for scattering

theories in quantum electrodynamics (QED). Most precise

and specific tests of QED consist of measurements of

electromagnetic fine structure constant a, which is pro-

portional to anomalous magnetic moment. At the zeroth

order of perturbation, QED predicts that g is equal to 2 for

an electron and a positron. Interaction of an electron (or a

positron) with vacuum, as described by QED, yields a

value of g for an electron (or a positron) that is slightly

greater than 2 by roughly one part-per-thousand. This

deviation from 2 is called anomalous magnetic moment,

ae� , defined by g=2 ¼ 1 þ ae� . A measurement of electron

g-value provides a precise test of Dirac theory and QED.

For almost 20 years, best measured value of anomalous

magnetic moment for free electron is [1, 2]

ae� ¼ 0:00115965218073ð28Þ:

For free positron and according to the most accurate

demonstration of charged particle–antiparticle symmetry

ge
�=ge

þ ¼ 1 þ ð0:5 � 2:1Þ � 10�12, is

aeþ ¼ 0:00115965218068ð28Þ:

Interaction of antimatter with matter is an interesting and

active field of research [3–6]. One of simplest of these types

of interactions is between positron–atom [7–12] and posi-

tron–molecule [13, 14]. Such interactions are important in

atomic and molecular physics. A seminal book ‘‘Positron

physics’’ by Charlton and Humberston [15] has given the

main advances in the field of positron physics. It addresses a

comprehensive account of the field of low energy positron

and positronium within atomic and molecular physics.

Availability of intense mono-energetic positron beams and

recent improvements in measurement techniques now rou-

tinely provide new evidence on such topics as Ps formation

or positron annihilation and scattering.

At first, this paper sets basics of theory needed for such a

comparison between Differential Cross Sections (DCSs) of

positron and electron, enouncing frame in which, relativ-

istic positron theory has been built in. Then, we have dis-

cussed Dirac equation for positron, in absence and presence

of Anomalous Magnetic Moment (AMM) effects. This is
*Corresponding author, E-mail: b.manaut@usms.ma
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followed by a brief relativistic theory to describe hydrogen

atom. Role of spin and relativity as an internal degree of

freedom has been discussed. We have developed a theo-

retical formalism and discussed results we have obtained,

followed by conclusions. Units with �h ¼ m ¼ e ¼ 1 and

space–time metric glm ¼ glm ¼ diagð1;�1;�1;�1Þ are

employed throughout this work. In many equations of this

paper, Feynman ‘slash notation’ is used. For any 4-vector

A, A= ¼ Alcl ¼ A0c0 � A:c, where matrices c are well

known Dirac matrices.

2. Outline of the theory

The goal of this contribution is to generalize the process of

laser assisted positron–hydrogen atom scattering by taking

into account anomalous magnetic moment effects of posi-

tron. Anomalous magnetic moment of positron, which

arises from the fact that it can emit or absorb virtual pho-

tons, can be taken care of in a phenomenological manner

by adding so-called Pauli anomalous moment interaction

term iaeþ p=� A=
c
þ c

� �
Flmrlm to usual Dirac equation in

presence of an external electromagnetic field.

p� 1

c
A

� �2

�c2 � i

2c
Flmr

lm þ iaeþ p=� A=

c
þ c

� �
Flmr

lm

" #

� wðxÞ ¼ 0; ð1Þ

To that end one replaces Dirac–Volkov function, which

originates from Dirac equation without AMM effects with

more general solution of Dirac equation with AMM effects.

We may also observe that positron Dirac wave function is

obtained from that of electron by replacing ½welectron

ð�pf ;�sf Þ �! vðpf ; sf Þ�, which is a general feature of

positron theory called ‘‘substitution rule’’. Thus, this is not

real particle and correctly normalized wave function for

positron is given by

WðxÞ ¼ ½1 � ðak=A=þ bk=þ dp=k=A=Þ� vðp; sÞffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2VQ0

p

exp �i qlxl
� �

� i

Z kx

0

Alpl
� �

c klpl
� � d/

" #
;

ð2Þ

with

a ¼ 1

ðklplÞ
caeþ � 1

2c

� �
; b ¼ aeþA

2

c klpl
� � ; d ¼ aeþ

klpl
� � :

ð3Þ

Dirac bispinor vðp; sÞ is normalized according to vðp; sÞ
vðp; sÞ ¼ vðp; sÞc0vðp; sÞ ¼ �2c2. In case of a circularly

polarized electromagnetic potential such that Al ¼ a
l
1 cos

ðuÞ þ a
l
2 sinðuÞ with klA

l ¼ 0 (Lorentz condition) and

A2 ¼ a2
1 ¼ a2

2 ¼ a2, a
l
1a2l ¼ 0, and kla

l
1 ¼ kla

l
2 ¼ 0.

Four-vector ql ¼ pl � a2kl=½2ðklplÞc2� is four-momentum

of positron inside laser field with wave four-vector kl. In

atomic unites, energy eigenvalues are given by

En ¼ c2 1 þ Za

n� ðjþ 1=2Þ þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðjþ 1=2Þ2 � Z2a2

q

0
B@

1
CA

22
64

3
75

�1=2

ð4Þ

where quantum number n ¼ 1; 2; . . .;1 is a positive

integer and angular-momentum eigenvalues range from 0

to jþ 1=2 � n, with restriction 0� l � n� 1. Expanding

Eq. (4) in powers of ðZaÞ2
we see that n corresponds to the

principal quantum number of nonrelativistic theory

En ¼ c2 1 � 1

2

Z2a2

n2
1 þ ðZaÞ2

n

1

jþ 1=2
� 3

4n

� �" #
þ OððZaÞ6Þ

( )

ð5Þ

With n ¼ 1 and j ¼ 1=2 ground state energy reduces to

E1 ¼ c2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 � Z2a2

p
ð6Þ

The corresponding spin-up and spin-down normalized

eigenfunctions found in [16, 17] reads in atomic units as

Un¼1;j¼1=2;"ðr; h0;u0Þ ¼ ð2ZÞcHþ1=2

ffiffiffiffiffiffi
4p

p
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 þ cH
2Cð1 þ 2cHÞ

s

� e�ZrrcH�1

1

0
ið1�cHÞ

Za cosðh0Þ
ið1�cHÞ

Za sinðh0Þei/0

0
BBBB@

1
CCCCA

ð7Þ

and

Un¼1;j¼1=2;#ðr; h0;u0Þ ¼ ð2ZÞcHþ1=2

ffiffiffiffiffiffi
4p

p
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 þ cH
2Cð1 þ 2cHÞ

s

� e�ZrrcH�1

0

1
ið1�cHÞ

Za sinðh0Þei/0

�ið1�cHÞ
Za cosðh0Þ

0
BB@

1
CCA

ð8Þ

with cH ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 � Z2a2

p
. In the nonrelativistic limit cH �! 1

and ð1 � cHÞ=Za �! 0 and they are reduced to the

Schrodinger wave functions multiplied by two-component

Pauli spinors.

We now turn to the evaluation of transition matrix ele-

ments for elastic scattering eþ�H process, using general

wave functions for positron, as shown in Eq. (2) and

hydrogen atom in its ground state for spin up, as shown in

Eq. (7).
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Sfi ¼
i

c

Z
d4x1wf ðr1; tÞc0wiðr1; tÞhUf ðr2ÞjVdjUiðr2Þi ð9Þ

In Eq. (9), Vd is direct interaction potential

Vd ¼ � 1

r12

þ Z

r1

ð10Þ

where r1 is positron coordinate and r2 is atomic electron

coordinate and r12 ¼ jr1 � r2j. Using notations and

conventions of Bjorken and Drell [16, 17] and

proceeding along the lines of standard calculations in

QED, one has for the unpolarized DCS

dr
dXf

¼
Xþ1

n¼�1

drðnÞ

dXf

ð11Þ

The sum over n in Eq. (11) stems from the well-known

relation of ordinary Bessel functions exp½�iz sinðuÞ� ¼Pþ1
n¼�1 JnðzÞ expð�inuÞ and this physically corresponds to

the number of photons exchanged. The derived expression

for laser assisted differential cross section for e��H scat-

tering is rather cumbersome, which is due to the fact that

scattering process involves both laser and anomalous

magnetic moment effects.

Differential cross section for scattering of hydrogen

atom by positron impact, evaluated for Qf ¼ Qi þ nx, is

given by

drðnÞ

dXf

¼
jqf j

jqijð4pc2Þ2

1

2

X
si;sf

vðpf ; sf ÞCnvðpi; siÞ
		 		2 HelðDnÞj j2

¼
jqf j

jqijð4pc2Þ2

1

2
Tr p=f c� c2

� �
Cn p=ic� c2

� �
Cn

n o
HelðDnÞj j2

ð12Þ

and differential cross section for scattering of hydrogen

atom by electron impact, evaluated for Qf ¼ Qi þ nxþ
E1s1=2 � E2s1=2, is given by

drðnÞ

dXf

¼
jqf j

jqijð4pc2Þ2

1

2

X
si;sf

uðpf ; sf ÞCnuðpi; siÞ
		 		2 HelðDnÞj j2

¼
jqf j

jqijð4pc2Þ2

1

2
Tr p=f cþ c2

� �
Cn p=icþ c2

� �
Cn

n o
HelðDnÞj j2

ð13Þ

Operator Cn is such that Cn ¼ c0C
y
n c0 and Cn is explicitly

given by

Cn ¼ C0B0n þ C1B1n þ C2B2n þ C3B3n þ C4B4n ð14Þ

with C0;C1;C2;C3 and C4 are explicitly detailed in our

previous works [18, 19] and B0n;B1n;B2n;B3n and B4n are

given by

B0n

B1n

B2n

B3n

B4n

8>>>>>><
>>>>>>:

9>>>>>>=
>>>>>>;

¼

JnðzÞein/0

Jnþ1ðzÞeiðnþ1Þ/0 þ Jn�1ðzÞeiðn�1Þ/0

� �
=2

Jnþ1ðzÞeiðnþ1Þ/0 � Jn�1ðzÞeiðn�1Þ/0

� �
=2i

Jnþ2ðzÞeiðnþ2Þ/0 þ Jn�2ðzÞeiðn�2Þ/0

� �
=2

Jnþ2ðzÞeiðnþ2Þ/0 � Jn�2ðzÞeiðn�2Þ/0

� �
=2i

8>>>>>>><
>>>>>>>:

9>>>>>>>=
>>>>>>>;
ð15Þ

In Eqs. (12) and (13), HelðDnÞj j is Fourier transform of average

(static) potential explicitly detailed in our previous work [20].

Before presenting our analytical results, we would like to

emphasize that REDUCE code, we have written, gave very

long analytical expressions. Thus, we prefer to give below,

for example, just the coefficient multiplying Bessel functions

ðJ2
nþ1ðzÞ þ J2

n�1ðzÞÞ which appears in trace calculations

B ¼
n
� 16ða2:pf Þ2ðk:piÞ2

a2
eþc

6 þ 32ða2:pf Þ2ðk:piÞa2
eþc

4Eix

þ 32ða2:pf Þ2
a3
eþ jaj

2
c4x2

� 16ða2:pf Þ2
a2
eþ jaj

2
c2x2 � 8ða2:pf Þ2

aeþc
4x2

þ 32ða2:pf Þða2:piÞðk:pf Þðk:piÞa2
eþc

6

� 32ða2:pf Þða2:piÞðk:pf Þa2
eþc

4Eix

� 32ða2:pf Þða2:piÞðk:piÞa2
eþc

4Efxþ 64ða2:pf Þ
� ða2:piÞa4

eþjaj
4
c2x2 þ 64ða2:pf Þða2:piÞa3

eþjaj
2
c4x2

þ 32ða2:pf Þða2:piÞa2
eþc

6x2 � 32

� ða2:pf Þða2:piÞa2
eþc

4 cosð dpi; pf Þx2jpf jjpij
þ 32ða2:pf Þða2:piÞa2

eþc
2Ef Eix

2 � 16

� ða2:pf Þða2:piÞaeþc4x2 þ 4ða2:pf Þða2:piÞc2x2

� 16ða2:piÞ2ðk:pf Þ2
a2
eþc

6 þ 32

� ða2:piÞ2ðk:pf Þa2
eþc

4Efxþ 32ða2:piÞ2
a3
eþ jaj

2
c4x2

� 16ða2:piÞ2
a2
eþ jaj

2
c2x2 � 8

� ða2:piÞ2
aeþc

4x2 þ 16ðk:pf Þ2
a4
eþ jaj

5
c4

þ 8ðk:pf Þ2
a2
eþ jaj

4
c4 þ ðk:pf Þ2jaj2c4 � 32

� ðk:pf Þðk:piÞa4
eþ jaj

5
c4 � 16ðk:pf Þðk:piÞa2

eþ jaj
4
c4

� 2ðk:pf Þðk:piÞjaj2c4 � 32ðk:pf Þ
� a4

eþ jaj
5
c2Efxþ 32ðk:pf Þa4

eþ jaj
5
c2Eix

� 16ðk:pf Þa2
eþ jaj

4
c2Efxþ 16ðk:pf Þa2

eþ jaj
4

� c2Eix� 2ðk:pf Þjaj2c2Efxþ 2ðk:pf Þjaj2c2Eix

þ 16ðk:piÞ2
a4
eþ jaj

5
c4 þ 8ðk:piÞ2

a2
eþ

� jaj4c4 þ ðk:piÞ2jaj2c4 þ 32ðk:piÞa4
eþ jaj

5
c2Efx

� 32ðk:piÞa4
eþjaj

5
c2Eixþ 16ðk:piÞ � a2

eþ jaj
4
c2Efx

� 16ðk:piÞa2
eþjaj

4
c2Eixþ 2ðk:piÞjaj2c2Efx

� 2ðk:piÞjaj2c2Eixþ 32 � a4
eþ jaj

5
c4x2

þ 32a4
eþ jaj

5
c2 cosð dpi; pf Þx2jpf jjpij � 32a4

eþ jaj
5
Ef Eix

2

þ 16a2
eþ jaj

4
c4x2 þ 16a2

eþ jaj
4
c cosð dpi; pf Þx2jpf jjpij

� 16a2
eþ jaj

4
Ef E

2
i x

2 þ 2jaj2c4x2 þ 2jaj2c2 cosð dpi; pf Þ
� x2jpf jjpij � 2jaj2Ef Eix

2
o
� 1

ð4ðk:pf Þðk:piÞc4Þ

In absence of anomalous magnetic moment effects aeþ ¼ 0,

coefficient B reduces to
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B ¼
n

4ða2:pf Þða2:piÞc2x2 þ ðk:pf Þ2jaj2c4

� 2ðk:pf Þðk:piÞjaj2c4 � 2ðk:pf Þjaj2c2Efx

þ 2ðk:pf Þjaj2c2Eixþ ðk:piÞ2jaj2c4

þ 2ðk:piÞjaj2c2Efx� 2ðk:piÞjaj2c2Eix

þ 2jaj2c4x2 þ 2jaj2c2 cosð dpi; pf Þx2jpijjpf j

� 2jaj2EfEix
2
o
� 1

ð4ðk:pf Þðk:piÞc4Þ

Once again, when no radiation field is present, coefficient

B vanishes, since laser potential jaj ¼ 0 a.u. and laser fre-

quency x ¼ 0 a.u.

3. Results and discussion

In our recent work [20], laser-assisted processes has been

discussed. In particular, we have investigated positron–

atom collisions in a laser field and below threshold ioni-

zation (eThreshold ¼ 0:25 a.u.: Threshold field strength at

which, laser field could ionize the hydrogen atom). We

therefore concentrate our discussion on comparison of two

processes e�–hydrogen atom scattering in presence of laser

field and with anomalous magnetic moment effects of both

positron and electron. Considering e�–atom interaction in

presence of laser field with anomalous magnetic moment

effects, this field brings into game several new parameters,

variation of which permits to get a deeper insight into the

fundamental process. For description of scattering geom-

etry, we work in a coordinate system in which k k bez. This

means that direction of laser propagation is along Oz axis.

In our system, angular coordinates of incoming positron are

such that hi ¼ 45� and /i ¼ 90�. For scattered positron,

angular coordinates are such that /f ¼ 90� and 0� � hf �
180�. Our results for laser assisted elastic scattering of

electrons and positrons from hydrogen atom with

anomalous magnetic moment effects are presented in

Figs. 1–4.

Figure 1 depicts variation of relativistic differential

cross sections as a function of relativistic parameter c for

elastic scattering of both electron and positron from

hydrogen atom. It is observed that differential cross sec-

tions decreases rapidly by increasing energy and remains

almost constant at relativistic parameter c beyond value

c ¼ 1:08 (kinetic energy ’ 40880 eV). In addition, to

check the consistency of our computations, we have given

in this figure, differential cross sections for e��H in the

absence of the laser field. It is clear from comparison that

there is a very good agreement between two theoretical

approximations, particularly in absence of AMM effects

and in first Born approximation. In our previous work [20],

it is shown that there is no difference at all between dif-

ferential cross sections for both electron and positron in

first Born approximation. We have plotted in Fig. 2, two

relativistic differential cross section versus electrical field

strength. By adding anomalous magnetic moment effect, it

appears that difference between two approaches (RDCS for

1,02 1,04 1,06 1,08 1,10 1,12 1,14 1,16 1,18 1,20

0

1

2

3

4
 RDCS (Electron)
 RDCS (Positron)

R
D

C
S

 (a
.u

)

Relativistic parameter (γ)

Fig. 1 DCSs of e��H scaled in ð10�4Þ as a function of the

relativistic parameter c in the absence of laser field. The final angle is

hf ¼ 45�
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Fig. 2 RDCSs of e��H as a function of the electric field strength e
for relativistic parameter c ¼ 1:001 (kinetic energy ’ 511 eV) and

geometric parameters hi ¼ ui ¼ 45�, uf ¼ 90� and hf ¼ 45�. The

corresponding number of photons exchanged is ±50

786 E Hrour et al.

Author's personal copy

129



positron and RDCS for electron) is important particularly

for high intensities. It is obtained that differential cross

sections with very high values are for an electrical field

strength close to zero. RDCSs for electron and positron

decrease rapidly with increase in electric field strength e up

to about 0:09 a.u. Beyond this value, RDCS for electron

continues in decreasing slowly up to about 0:24 a.u. and

RDCS for positron increases rapidly by increasing inten-

sities. Comparison between two RDCSs indicates that

RDCS for positron is larger in magnitude than RDCS for

electron by about 12 times in vicinity of electrical field

strength e ¼ 0:25 a.u. This reflects the fact that introduc-

tion of anomalous magnetic moment effects in wave

functions of both electron and positron are indispensable,

which may be important for comparison between e��H

scattering especially at high intensities. Three-dimensional

representation in Fig. 3, allows for a more complete

investigation for relativistic differential cross section ver-

sus both electrical field strength e and final angle hf . In a

global view, behavior in Fig. 3 is basically the same as the

one before, with the only difference that in Fig. 2 final

angle hf is fixed for value 45�. In both 1D and 3D plots, as

shown in Figs. 2 and 3, respectively, relativistic differential

cross section for positron shows a minimum in vicinity of

e ¼ 0:09 a.u. Significant increasing in RDCS for positron

impact in 3D plot with increasing intensity is obtained

qualitatively similar to 1D plot.

We have shown in Fig. 4, RDCSs for electron and

positron with introduction of anomalous magnetic moment

effects in the relativistic regime c ¼ 1:5 (kinetic energy

’ 255501 eV). On the basis of the present calculations

positron elastic differential cross section is 3 times larger

than the corresponding electron differential cross section at

35�.

(a) (b)Fig. 3 RDCSs of eþ�H and

RDCSs of e��H as a function

of electric field strength e
(scaled in 10�3) and a final

angle hf for relativistic

parameter c ¼ 1:001 (kinetic

energy ’ 511 eV) and

geometric parameters hi ¼ ui ¼
45� and uf ¼ 90�. The

corresponding number of

photons exchanged is ±50:

(a) for electron–hydrogen atoms

with AMM effects, (b) for

positron–hydrogen atoms with

AMM effects
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Fig. 4 RDCSs of eþ�H and e��H (scaled in 10�9) as a function of

final angle hf for relativistic parameter c ¼ 1:5 (kinetic energy

’ 255501 eV), electric field strength e ¼ 0:1 a.u. and geometric

parameters hi ¼ ui ¼ 45� and uf ¼ 90�. The corresponding number

of photons exchanged is ±100
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It is appropriate to conclude by the fact that: in first Born

approximation, relativistic e��H collisions are affected

differently by taking into account of AMM effects of both

electron and positron.

4. Conclusions

Present study is devoted to relativistic computations,

which includes laser interaction and anomalous magnetic

moment effects, to provide detailed information on rela-

tivistic elastic scattering of hydrogen atom by electron

and positron impact. Here we have used the same

approximation to study positron–hydrogen scattering.

Even if there were no experimental impetus for this

work, there would still be a theoretical interest in seeing

how positron and electron cross sections compare when

calculated in a similar approximation. It is demonstrated

that, specifically within high intensities, differential cross-

section for positron is several orders of magnitude higher

than the differential cross-section for electron in presence

of anomalous magnetic moment effects. It is hoped that

the observation of this important result for positron and

electron scattering by hydrogen atom will stimulate fur-

ther theoretical works in this area. However, in absence

of reliable theoretical predictions and experimental

observations, our present results may give us some

indication of the shape and qualitative features of the

differential cross sections curve.
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