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Résumé

Au cours de ces dernières années l’étude des équations différentielles fractionnaires a

fait l’objet de divers travaux de recherches. Ces équations concourent dans la modélisation

de certains phénomènes physiques présentant des termes mémoire dans leurs structures.

Le but de cette thèse est de contribuer au développement de cette théorie émergente,

et ce en s’intéressant au problème de l’existence des solutions de quelques équations

différentielles fractionnaires hybrides. Les résultats obtenus dans ce travail sont basés

sur les théorèmes du point fixe de Dhage.

Tout abord, nous présentons les élèments de base de la théorie du calcul fractionnaire,

tels que : la dérivation fractionnaire, l’intégration fractionnaire, définitions relatives aux

opérateurs d’ordre fractionnaire, l’exponentielle de Mittag-Leffler, sur lesquels s’appuient

nos travaux décrits dans cette thèse.

Ensuite, nous nous intéressons à l’étude d’existence de solutions de deux problèmes

aux limites concernant une équation différentielle hybride et une autre fractionnaire hy-

bride, nous établissons aussi quelques résultats d’existence des inégalités différentielles

hybrides fondamentales liées à ces équations, ce qui nous a permis, dans un premier

temps d’avoir des conditions d’existence des solutions maximales et minimales de ces

problèmes et par la suite des résultats d’unicité des solutions de ces problèmes.

Finalement, nous traitons les questions d’existence de la solution d’une équation

différentielle fractionnaire hybride et à condition non locales et nous exploitons les

résultats obtenus pour étudier l’existence et aussi l’unicité de la solution d’un système

de couple équations différentielles fractionnaires hybrides.
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Introduction

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées traditionnelles à des

ordres non-entiers. Comme il est bien connu, beaucoup de systèmes dynamiques sont

mieux caractérisés par un modèle dynamique d’ordre fractionnaire, basé en général sur

la notion de différentiation ou d’intégration de l’ordre non-entier.

L’étude des systèmes d’ordre fractionnaire est plus délicate que pour leurs homologues

d’ordre entier. En effet, les systèmes fractionnaires sont, d’une part, considérés comme

des systèmes à mémoire, notamment pour la prise en compte des conditions initiales et

d’autre part ils présentent une dynamique beaucoup plus complexe.

Le calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et l’intégration d’ordre entier, le

concept de calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la manière dont nous

voyons, modélisons, et commandons la ”nature” autour de nous.

Plusieurs études théoriques et expérimentales montrent que certains systèmes

électrochimiques [16], thermiques [9] et viscoélastiques [52],[6], sont régis par des équations

différentielles à dérivées non-entières. L’utilisation de modèles classiques basés sur une

dérivation entière n’est donc pas appropriée. Par ce fait, des modèles basés sur des

équations différentielles à dérivées non-entières ont été développés [15].

Dans la littérature, l’histoire du calcul fractionnaire a commencé par la lettre : Que

signifie dnf
dtn

si n = 1
2
, adressée par l’Hospital en 1965 à Leibniz qui a introduit avec New-

ton le symbole dnf
dtn

pour désigner la nième dérivée apparemment entière d’une fonction f .

Cette lettre était le premier indice d’une nouvelle théorie de dérivation d’ordre arbi-

traire appelée dérivation fractionnaire et qui unifie et généralise la dérivation d’ordre

entier (classique). Et depuis ce temps, cette théorie a attiré l’attention des célèbres

mathématiciens comme Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann et Laurent.

Les concepts de dérivation et intégration fractionnaires sont souvent associés aux noms

de Riemann et Liouville, alors que l’intérrogation sur la généralisation de la notion de

dérivée à des ordres fractionnaires est plus ancienne.

Il semble qu’une contradiction dans les définitions ait empêché un succès plus grand
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INTRODUCTION

de la théorie, qui n’est certes pas encore unifiée ; de plus, l’absence au début d’une in-

terprétation géométrique ou physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a

largement contribué à ce que des champs de recherche passionants restent dans l’ombre.

Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu par la compréhention du caractère non

local de l’opérateur de dérivation non entière.

Pendant ces trois dernières décennies, plus d’intérêts ont été prêtés à cette théorie et les

champs de ces applications se sont diversifiés, elle a donc connu récemment un grand

intéret vue qu’elle possède un effet de mémoire qu’elle partage avec plusieurs matériaux

viscoélastiques ou polymères.

Deux raisons principales semblent expliquer cet intérêt grandissant : d’une part, l’utilisa-

tion de la dérivation d’ordre non entier dans le cadre d’applications variées (automatique,

analyse d’image, viscoélasticité, diffusion fractale, etc...) permet d’améliorer les modèles

classiquement utilisés et de créer de nouveaux outils d’ingénierie ([14], [25], [31], [39]...).

D’autre part, et d’un point de vue strictement mathématique, les nombreuses propriétés

de la dérivation d’ordre généralisé en font un outil d’analyse intéressant [Srivastava et

Owa 1989].

L’objectif principal de cette thèse est l’étude de l’existence de solutions de certaines

équations différentielles fractionnaires hybrides.

Nous commençons, dans le premier chapitre, par introduire quelques élèments de base

du calcul fractionnaire. Un rappel historique et quelques concepts préliminaires seront

aussi introduits comme la transformée de Laplace, la fonction gamma et la fonction de

Mittag-Leffler qui joue un rôle important dans la théorie des équations différentielles

fractionnaires. Trois approches (Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo) de la

généralisation des notions de dérivation entière seront ensuite considérées et pour voir

l’effet de ces opérateurs nous introduisons des exemples concernant surtout les fonc-

tions puissances et des cas particuliers de cette théorie. Ensuite nous proposons quelques

propriétés de cette théorie concernant la composition de ces opérateurs et l’opérateur

d’intégration frationnaire de Riemann-Liouville, vue que ces propriétés sont les plus uti-

lisées dans les équations différentielles d’ordres fractionnaires.

Dans le deuxième chapitre, Nous étudions des résultats d’existences d’une équation

différentielle hybride sous des conditions mixtes de Lipschitz et de Carathéodory et à

l’aide d’un théorème de point fixe spéciale à savoir le théorème de point fixe de Dhage.

Nous cherchons aussi, des conditions d’existence de la solution maximale et minimale de

ce problème, pour cela, nous nous servons de quelques résultats importants à propos des
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INTRODUCTION

inégalités différentielles (stricte et non stricte) du premier ordre liées à ce problème. Nous

profitons ensuite, de ces résultat pour donner des conditions d’unicité de la solution de

cette équation différentielle hybride.

Le troisième chapitre est dédié au problème aux limites suivant :0D
α
c

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) p.p. t ∈ J = [0, T ],

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c,

où : 0 < α < 1 .

Nous étudions des résultats d’existence de ce problème sous des conditions mixtes de

Lipschitz sur la fonction f et de Carathéodory sur la fonction g et en employant le

théorème de point fixe hybride de Dhage. Dans ce qui suit de ce chapitre et dans le but

de démontrer l’unicité de la solution de ce problème, nous prouvons l’existence de sa

solution maximale et minimale en donnons deux résultats de base relatifs aux inégalités

différentielles fractionnaires hybrides (cette fois ci) liées à ce problème, ensuite nous

démontrons que la solution maximale et aussi minimale servent comme bornes pour l’en-

semble des solutions de ces inégalités. Enfin nous exploitons et nous profitons de ces

résultats pour prouver l’unicité de la solution de ce même problème fractionnaire.

Dans le troisième chapitre de ce travail, nous considérons un autre type d’équations

différentielles d’ordres fractionnaires hybrides en changent l’opérateur de dérivation frac-

tionnaire ainsi que l’ordre α de ce dernier. On montre l’existence d’au moins une solution

de ce problème sous des conditions mixtes de Lipschitz et de Carathéodory et en exploi-

tons des résultats classiques de cette théorie de dérivation fractionnaire, nous donnons

par la suite de ce chapitre deux exemples d’illustrations de nos résultats.

Dans le dernier chapitre de ce travail, et vue que la condition non locale joue aussi

un rôle important dans la modilisation de plusieurs phénomènes physiques, nous nous

intéressons à l’étude de l’existence de la solution de l’équation différentielle d’ordre frac-

tionnaire hybride et à condition non locale suivante :0D
α
c

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) p.p. t ∈ J = [0, T ],

x(0)
f(0,x(0))

= L(x), x(T )
f(T,x(T ))

= xT ,

où : 1 < α ≤ 2 .

Cette solution qu’on utilise pour démontrer l’existence de la solution d’un système de

3



INTRODUCTION

couple équations différentielles d’ordres fractionnaires et sous des conditions spéciales

sur la fonction g on prouve l’existence et surtout l’unicité de la solution de ce couple

d’équations.

Nous terminons notre travail par une conclusion générale récapitulant nos principaux

résultats et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Éléments du calcul fractionnaire

1.1 Bases mathématiques du calcul fractionnaire

1.1.1 Fonctions spéciales

Dans ce paragraphe, nous présentons deux fonctions spéciales qui sont très utilisées

dans le calcul fractionnaire. Il s’agit des fonctions Euleriennes ainsi que la fonction ex-

ponentielle de Mittag-Leffler.

La Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma et qui généralise

la notion du factoriel en la prolongeant aux valeurs réelles et complexes [5].

Définition 1.1.1. La fonction Gamma est définie par l’intégrale :

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt, Re(α) > 0.

Théorème 1.1.1. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1. La fonction Γ s’étend (en une fonction holomorphe) à C\Z− tout entier .

2. Pour tout α ∈ C\Z−, on a

Γ(α + 1) = αΓ(α),

en particulier pour n,m ∈ N∗, on a

Γ(n+ 1) = n!,

et

Γ(α +m) = α(α + 1)...(α +m− 1)Γ(α). (1.1)

5



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Pour plus d’informations sur la fonction Γ , voir [5]

La Fonction Bêta

Définition 1.1.2. La fonction Bêta est definie par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
,

avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0 .

La Fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle ex, joue un rôle très important dans la théorie des équations

différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul

paramètre a été introduite par G.M. Mittag-Leffler [47] , [46] et désignée par la fonction

suivante cf ; citeer1, [29], [30] :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, α > 0.

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres joue également un rôle très important

dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette dernière a été introduite par Agarwal [1] ,

et elle est définie par le développement en série entière suivant :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0.

• Pour β = 1, on retrouve la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre.

• Pour α = β = 1, on retrouve la fonction exponentielle :

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

k!
= ez.

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, les fonctions de Mittag-Leffler

jouent le même rôle que la fonction exponentielle.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0
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t

y

 

 

f(t)=t5/2

df(t)/dt=5/2*t3/2

D3/2f(t)=gamma(7/2)/gamma(2)*t

Figure 1.1 –
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CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DU CALCUL FRACTIONNAIRE

1.2 Intégration et dérivation fractionnaire

Dans cette partie, on va introduire quelques propriétés et définitions qu’on va utiliser

dans ce travail (pour plus de précisions et de détails, voir [27, 28, 40, 49, 50, 51]... ). Nous

commençons par donner la définition d’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville,,

puis nous donnons les définitions et quelques propriétés des dérivées fractionnaires les

plus courantes. Nous signalons içi que la pluparts des propriétés de la dérivée classique

ne peuvent pas être généralisées au cas fractionnaire.

1.2.1 Intégrale fractionnaire

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons

suivre l’approche de Riemann pour proposer une première définition de l’intégrale frac-

tionnaire.

Intégrale de Riemann-Liouville :

Soit f une fonction définie sur [a, b] et à valeurs dans RN , on note par aI
1
t la primitive

de f qui s’annule en a est donnée par :

∀t ∈ [a, b], (aI
1
t f)(t) =

∫ t

a

f(s)ds.

Soit n ∈ N , par récurrence on montre que la nième itération de aI
1
t est donnée par :

(aI
n
t f)(t) =

1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1f(s)ds. (1.2)

Et on a les remarques suivantes :

– La fonction aI
n
t f est l’unique fonction qui vérifie : (aI

n
t f)(k)(a) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1

(aI
n
t f)(n) = f.

– La nième itération de l’intégrale aI
1
t est apelée aussi intégrale à gauche d’ordre n

de f , la dénomination gauche provient du fait que l’intégrale est évaluée à partir

des valeurs à gauche (s ≤ t) de f .

– Il est possible d’étendre la relation (1.2) à n ∈ R∗+ grace à la fonction Gamma

d’Euler comme suit (voir, par exemple, [24] et [49]) :

Définition 1.2.1. Soit α ∈ R∗+, l’opérateur aI
α
t défini sur L1[a, b] par :

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds, t ∈ [a, b]. (1.3)

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre

α.

7



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DU CALCUL FRACTIONNAIRE

On peut écrire aI
α
t sous la forme suivante :

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t−a

0

sα−1f(t− s)ds, t ∈ [a, b].

On obtient alors, le théorème suivant :

Théorème 1.2.1. [24]

Soit f ∈ L1[a, b] et α > 0. Alors l’intégrale aI
α
t f(t) existe pour tout t ∈ [a, b] et la

fonction aI
α
t f est un élément de L1[a, b].

Remarque 1.2.1.

Le tableau suivant montre pour quelles classes de fonctions cette définition a un sens et

plus précisément quelles sont les images de ces ensembles par cet opérateur :

f aI
α
t f conditions

1. Lp([a, b]) Lq([a, b]) 0 < α < 1, 1 < p < 1
α
, 1 ≤ q ≤ p

1−αp

2. L1([a, b]) Lp([a, b]) 0 < α < 1, 1 ≤ q ≤ p
1−α

3. L
1
α ([a, b]) Lq([a, b]) 0 < α < 1, q ≥ 1

4. Lp([a, b]) Hα− 1
p ([a, b]) p > 1

α
, α− 1

p
∈ N∗

5. L∞([a, b]) H∞([a, b])

6. Lp([a, b]) Hp([a, b]) p ≥ 1

7. C0([a, b]) C0
+([a, b])

8. AC([a, b]) AC([a, b])

Pour plus de détails et démonstrations voir [40]

Exemple 1.2.1. – Pour la fonction f définie sur R par : f(t) = 1, on a

aI
α
t

(
1
)

=
(t− a)α

Γ(α + 1)
.

– Pour la fonction f définie sur R par : f(t) = (t− a)p, on a

aI
α
t f(t) =

Γ(p+ 1)

Γ(α + p+ 1)
(t− a)α+p.

• Composition des intégrales fractionnaires

Si f est une fonction intégrable et si α et β sont deux réels strictement positifs, alors on

a :

aI
α
t

(
a
Iβt f(t)

)
= aI

α+β
t f(t) = aI

β
t

(
a
Iαt f(t)

)
, p.p. t ∈ [a, b] (1.4)

=
1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s)ds

8



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DU CALCUL FRACTIONNAIRE

• Intégrale fractionnaire à droite

On peut remarquer que l’integrale

(bI
1
t f)(t) =

∫ t

b

f(s)ds = −
∫ b

t

f(s)ds,

est aussi une primitive de f , qui s’annule en b et fait intervenir les valeurs à droite de f .

A partir de la relation∫ t

b

(t− s)n−1f(s)ds = (−1)n
∫ b

t

(s− t)n−1f(s)ds,

on pourrait définir de la même manière que précédemment l’intégrale à droite d’ordre n

de f par :

(bI
n
t f)(t) =

(−1)n

(n− 1)!

∫ b

t

(s− t)n−1f(s)ds.

Et de même que l’intégrale fractionnaire à gauche, la fonction bI
n
t f est l’unique fonction

qui vérifie :  (bI
n
t f)(k)(b) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1

(bI
n
t f)(n) = f.

Définition 1.2.2. Soit α ∈ R∗+, l’opérateur bI
α
t défini sur L1[a, b] par :

bI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ b

t

(s− t)α−1f(s)ds, t ∈ [a, b], (1.5)

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α.

On signale içi que la plupart des travaux sur cette théorie utilisent souvent les

définitions à gauche, et que les définitions à droite sont rarement utilisées car elles sont

anti-causales (vu qu’ elles dépendent du futur des fonctions car le s dépasse t).

1.2.2 Dérivation fractionnaire

Nous présentons dans cette partie les approches les plus fréquemment utilisées dans

les applications : approches de Grunwald-Letnikov, de Riemann-Liouville et celle de

Caputo, ainsi que leurs propriétés. Nous signalons que ces approches ne sont pas toutes

équivalentes.

Approche de Grünwald-Letnikov.

Cette définition se base sur l’obtention de dérivées par des différences finies. (Pour plus

de détails voir [24, 26, 49]).

Soit f : R→ RN . Notons Th l’opérateur de translation à gauche défini comme suit :

Thf(t) = f(t− h).

9
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On a donc

f ′(t) = lim
h→0

1

h
(id− Th)f(t).

Ainsi T 2
hf(t) = f(t− 2h) , (en notant T 2

h = Th ◦ Th )

par suite,

f”(t) = lim
h→0

(1

h
(id− Th)

)2

f(t)

= lim
h→0

1

h2
(id− 2Th + T 2

h )f(t)

= lim
h→0

1

h2
(f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)).

Et par la formule de Newton, on obtient la dérivée nième de f

f (n)(t) = lim
h→0

1

hn
(id− Th)nf(t)

= lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(n
k

)
idn−k(−Th)kf(t)

= lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k
(n
k

)
f(t− kh),

où (n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!
.

Une généralisation naturelle de cette formule consiste à définir la dérivée d’ordre α non

entier, avec 0 ≤ n− 1 < α < n, n ∈ N∗, par

Dαf(t) = lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

(−1)kα(α− 1)...(α− k + 1)

k!
f(t− kh).

Comme

(−1)kα(α− 1)...(α− k + 1) = (−α)(1− α)...(k − α− 1),

et que pour α > 0 non entier Γ(−α) est bien défini et

Γ(−α + k)

Γ(−α)
= (−α)(1− α)...(k − α− 1).

On obtient ainsi, la formule de Grünwald -Letnikov pour α > 0 non entier.

Définition 1.2.3. Soit α > 0. La dérivée de Grünwald- Letnikov d’ordre α est définie

par

Dα
GLf(t) = lim

h→0

1

hα

+∞∑
k=0

Γ(−α + k)

Γ(k + 1)Γ(−α)
f(t− kh), (1.6)

10
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et

D−αGLf(t) = lim
h→0

hα
+∞∑
k=0

Γ(α + k)

Γ(k + 1)Γ(α)
f(t− kh). (1.7)

Il est à noter que la relation (1.6), due à Liouville (1832), puis Grünwald (1863) et

Letnikov (1868), est très utilisée pour calculer numériquement une dérivée fractionnaire,

et que dans cette relation les nombres Γ(−α + k) ne sont pas nuls et que la dérivée

fractionnaire d’ordre α pour 0 < α < 1 dépend de tout le passé, contrairement à la

dérivée usuelle (d’ordre α = 1) qui ne dépend que de ce qui se passe au voisinage

immédiat du point de calcul.

Remarque 1.2.2.

Si f est de classe Cn , alors en utilisant l’intégration par parties on obtient :

aD
α
GLf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds, (1.8)

aD
−α
GLf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)α+k

Γ(α + k + 1)
+

1

Γ(n+ α)

∫ t

a

(t− s)n+α−1f (n)(s)ds. (1.9)

Exemple 1.2.2. 1. Soit α non entier et f(t) = C une fonction constante, on a

aD
α
GLf(t) =

(t− a)−α

Γ(1− α)
C

En général, la dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov n’est

ni nulle ni constante.

2. Pour α non entier

aD
α
GL(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α. (1.10)

En particulier

aD
α
GL(t− a)α = Γ(α + 1).

• Composition avec les dérivées d’ordre entier

Soit m ∈ N et α non entier avec n− 1 < α < n , n ∈ N∗ , on a :

?
dm

dtm

(
aD

α
GLf(t)

)
= aD

m+α
GL f(t).

? aD
α
GL

( dm
dtm

f(t)
)

= aD
m+α
GL f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k−m

Γ(−α + k −m+ 1)
.

11
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Cas particulier : Si fk(a) = 0 pour k = 0; 1; ...;m− 1, ona

aD
α
GL

( dm
dtm

f(t)
)

=
dm

dtm

(
aD

α
GLf(t)

)
.

C’est à dire que la dérivation fractionnaire et la dérivation usuelle commute dans ce cas

.

• Composition avec les dérivées d’ordres fractionnaires

. Si q < 0 et p ∈ R, alors

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=a D

p+q
GL f(t)

. Si 0 ≤ m− 1 < q < m et p < 0 alors

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=a D

p+q
GL f(t).

si et seulement si fk(a) = 0 pour k = 0; 1; ...;m− 2.

. Si 0 ≤ m− 1 < q < m et 0 ≤ n− 1 < p < n, alors

aD
p
GL

(
aD

q
GLf(t)

)
=a D

q
GL

(
aD

p
GLf(t)

)
=a D

p+q
GL f(t).

si et seulement si fk(a) = 0 pour k = 0; 1; ...; r − 2 avec r = max(m,n) .

Approche de Riemann-Liouville.

La manipulation des dérivées fractionnaires au sens de Grüwald-Letnikov définie comme

limite d’une différence d’odre fracionnaire, n’est pas commode. L’expression de la re-

marque 1.2.2 est bien meilleure grâce à la présence de l’intégrale dedans ; pour se débarasser

du terme non intégrale dans cette expression, on le considère comme un cas particulier

de l’expression intégro-différentielle suivante :

aD
α
Rf(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds. (1.11)

C’est à dire

aD
α
Rf(t) =

dn

dtn

(
In−αf(t)

)
, (1.12)

avec 0 ≤ n− 1 < α < n et n ∈ N∗.

Cette expression est la définition la plus connue de la dérivée fractionnaire ; elle est ap-

pelée : définition de Riemann-Liouville.

Evidemment, l’expression de la dérivée fractionnaire de Grüwald-Letnikov de la re-

marque 1.2.2 obtenue sous l’hypothèse que la fonction f(t) doit être n-fois continûment

différentiable, peut être obtenue à partir de cette expression sous la même hypothèse en

faisant des intégrations par parties et différentiations répétées.

12
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De plus, si on considère une classe de fonctions f(t) admettant (n) dérivées continues

pour t ≥ 0, alors la défnition de Grünwald-Letnikov de la remarque 1.2.2 est équivalente

à la définition (1.11) de Riemann-Liouville.

Remarque 1.2.3.

Par ce fait et de point de vue purement mathématique, la classe de fonctions qu’utilise

l’approche de Grüwald-Letnikov est réduite ; cependant, la classe de fonctions qu’utilise

l’approche de Riemann-Liouville est très importante car le caractère de la majorité des

processus dynamiques est assez régulier et ne présente pas des discontinuités.

Ceci caractérise et surtout distingue la propre utilisation de ces deux approches de

dérivation fractionnaires dans les applications.

On peut signaler donc, que la définition de Riemann-Liouville donne une excellente op-

portunité pour affaiblir les conditions sur la fonction f(t). A savoir, il suffit de demander

l’intégrabilité de la fonction f(t) et alors l’intégrale (1.11) existe pour t > a .

Exemple 1.2.3. 1. Soit α non entier avec 0 ≤ n − 1 < α < n, n ∈ N∗ et f(t) = C

une fonction constante, on a : aD
α
RC = aD

α
GLC et donc

aD
α
RC =

(t− a)−α

Γ(1− α)
C,

2. Soit α non entier et 0 ≤ n− 1 < α < n et α > −1, n ∈ N∗. Alors,

aD
α
R(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α.

La seule restriction pour f(t) = (t− a)p est son intégrabilité à savoir : p > −1

3. Pour α = p = 1
2

on a donc : 0D
1
2
Rt

1
2 = Γ(3

2
)

• Composition à droite avec l’intégrale fractionnaire

Pour α > 0 et t > a, on a :

aD
α
R

(
aI

α
t f(t)

)
= f(t), (1.13)

C’est à dire que l’opérateur de différentiation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

est un inverse gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire.

• Composition à gauche avec l’intégrale fractionnaire

Pour n− 1 ≤ α < n et si aD
α
Rf(t) est intégrable, alors :

aI
α
t

(
aD

α
Rf(t)

)
= f(t)−

n∑
k=1

[ aD
α−k
R f(t)]t=a

(t− a)α−k

Γ(α− k + 1)
. (1.14)

et donc en particulier si 0 < α < 1 on a

aI
α
t

(
aD

α
Rf(t)

)
= f(t)−

[
aI

1−α
t f(t)

]
t=a

(t− a)α−1

Γ(α)
.
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• Composition à droite avec intégrale fractionnaire d’ordre différent.

Pour α ≥ 0 et β ≥ 0, on a :

aD
α
R

(
aI

β
t f(t)

)
= aD

α−β
R f(t), (1.15)

où f est une fonction continue, et que aD
α−β
R f(t) existe si α ≥ β . ( si α− β < 0, alors :

aD
α−β
R f(t) = aI

β−α
t f(t) ).

• Composition à gauche avec intégrale fractionnaire d’ordre différent.

Pour 0 ≤ m− 1 ≤ β < m , on a :

aI
α
t

(
aD

β
Rf(t)

)
= aD

β−α
R f(t)−

m∑
k=1

[ aD
β−k
R f(t)]t=a

(t− a)α−k

Γ(α− k + 1)
. (1.16)

• Composition avec les dérivées d’ordre entier :

Pour 0 ≤ n− 1 ≤ α < n , n ∈ N∗,

dk

dtk

(
aD

α
Rf(t)

)
= aD

k+α
R f(t), (1.17)

aD
α
R

( dk
dtk

f(t)
)

= aD
k+α
R f(t)−

k−1∑
i=1

f i(a)(t− a)i−α−k

Γ(i− α− k + 1)
. (1.18)

Remarque 1.2.4.

Comme ce qui se passe avec la dérivée de Grüwald-Letnikov, La dérivation fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville et la dérivation usuelle (d’ordre entière) ne commutent que

si : f (i)(a) = 0 pour i = 0, 1, 2, ..., n− 1 .

• Composition des dérivées fractionnaires.

Pour n− 1 ≤ α < n et m− 1 ≤ β < m, on a :

aD
α
R

(
aD

β
Rf(t)

)
= aD

α+β
R f(t)−

m∑
i=1

[ aD
β−i
R f(t)]t=a

(t− a)−α−i

Γ(−α− i+ 1)
, (1.19)

aD
β
R

(
aD

α
Rf(t)

)
= aD

β+α
R f(t)−

n∑
i=1

[ aD
α−i
R f(t)]t=a

(t− a)−β−i

Γ(−β − i+ 1)
. (1.20)

En général, les opérateurs de dérivation fractionnaire, au sens de Riemann-Liouville, ne

commutent pas.

Mais, on a la propriété essentielle suivante :

aD
α
R

(
aD

β
Rf(t)

)
= aD

β
R

(
aD

α
Rf(t)

)
=a D

α+β
R f(t), (1.21)
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si et seulement si  aD
α−i
R f(t)]t=a = 0, i=1,2,...,n ;

aD
β−i
R f(t)]t=a = 0, i=1,2,...,m.

Lien avec l’approche de Grünwald-Letnikov

Il existe une relation entre les approches, de différentiation d’ordre réel arbitraire, de

Riemann-Liouville et de Grünwald-Letnikov.

Soit f une fonction de classe Cn−1 sur un intervalle [a, T ] telle que f (n) est intégrable sur

[a, T ] .

Pour tout α tel que 0 < α < n , la dérivée aD
α
Rf(t), au sens de Riemann-Liouville, existe

et cöıncide avec la dérivée aD
α
GLf(t) au sens de Grünwald-Letnikov.

Si 0 ≤ n− 1 ≤ α < n ≤ m, on a :

aD
α
Rf(t) =a D

α
GLf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)

+
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds. (1.22)

– Si f est continue et f ′ est intégrable sur un intervalle [a, T ] alors pour tout α

(0 < α < 1), les deux dérivées de Riemann-Liouville et de Grünwald-Letnikov

existent et peuvent s’écrire sous la forme :

aD
α
Rf(t) = aD

α
GLf(t) =

f(a)(t− a)−α

Γ(1− α)
+

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αf ′(s)ds.(1.23)

– D’aprés la relation (1.22), l’existence de la dérivée d’ordre α > 0 entrâıne l’exis-

tence de la dérivée d’ordre tout β tel que 0 < β < α.

C’est à dire que pour une fonction f continue admettant une dérivée intégrable, la

dérivée de Riemann-Liouville (Grünwald-Letnikov) aD
α
Rf(t) existe et est intégrable,

alors pour tout β tel que 0 < β < α la dérivée aD
β
Rf(t) existe aussi et est intégrable.

– La relation entre les définitions de Grünwald-Letnikov et de Riemann-Liouville

a aussi une autre conséquence qui est très importante pour la formulation des

problèms appliqués, la manipulation avec des dérivées fractionnaires et la for-

mulation du sens physique des problèmes à valeurs initiales pour des équations

différentielles d’ordre fractionnaire.

– Sous les mêmes hypothèses sur la fonction f (f(t) est (n − 1)-fois continûment

différentiable et sa nième dérivée est intégrable dans [a;T ]) et sur α (n−1 ≤ α < n)
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la condition : [
a
Dα
Rf(t)

]
t=a

= 0, (1.24)

est équivalente aux conditions :

f (i)(a) = 0 ; i = 0, 1, ..., n− 1. (1.25)

Approche de Caputo.

La première et la plus importante remarque a propos de cette approche est qu’elle prévoit

la formulation des conditions initiales pour des problèmes aux valeurs initiales pour des

équations différentielles d’ordre fractionnaire sous une forme faisant apparâıtre seulement

les valeurs limites des dérivées d’ordre entier en la borne inférieure (l’instant initial) t = a,

comme y′(a) ; y′′(a) ; etc...

Les problèmes appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaire autorisant

l’utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles contiennent

f(a), f ′(a) ; etc ...

Malheureusement, l’approche de Riemann-Liouville mène à des conditions initiales conte-

nant les valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville en la borne

inférieure t = a, par exemple

lim
t→a aD

α−1
R f(t) = b1, lim

t→a aD
α−2
R f(t) = b2, ..., lim

t→a aD
α−n
R f(t) = bn,

où bj, j = 1, 2, ..., n sont des constantes données.

Malgré le fait que des problèmes avec des telles conditions initiales peuvent être résolus

mathématiquement (voir, par exemple, solutions données dans [40]), leurs solutions sont

pratiquement inutiles, car il n’y a aucune interprétation physique pour de telle type de

conditions initiales : c’est un conflit entre la théorie mathématique bien établie et les

besoins pratiques.

Pour remédier à ce problème M.Caputo a proposé la définition suivante :

Pour α ≥ 0 (avec n− 1 ≤ α < n, n ∈ N∗ ) et f une fonction telle que dnf
dtn
∈ L1([a, b]), la

dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de Caputo est définie par :

aD
α
Cf(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds, (1.26)

c’est à dire que

aD
α
Cf(t) = aI

n−α
t

( dn
dtn

f(t)
)
. (1.27)
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Remarque 1.2.5.

Si α→ n, alors aD
α
Cf(t) cöıncide avec dn

dtn
f(t) ,

(Sous des conditions naturelles sur la fonction f).

L’approche de Caputo fournit donc, une interpolation entre les dérivées d’ordre entier.

L’avantage principal de l’approche de Caputo est que les conditions initiales des

équations différentielles fractionnaires avec des dérivées au sens de Caputo accepte la

même forme comme pour les équations différentielles d’ordre entier.

i.e., contient les valuers limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en la

borne inférieure t = a.

Exemple 1.2.4. 1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

aD
α
CC = 0.

2. Pour α non entier avec 0 ≤ n− 1 < α < n et p > n− 1, on a

aD
α
C(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α.

• Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :

Pour α ≥ 0 et n ∈ N∗ tels que 0 ≤ n− 1 < α < n et f une fonction telle que aD
α
Rf(t) et

aD
α
Cf(t) existent. Alors

aD
α
Cf(t) = aD

α
Rf(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)
. (1.28)

Par conséquent,

Si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1, alors

aD
α
Cf(t) = aD

α
Rf(t).

• Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire :

Si f est continue, alors

aD
α
C aI

α
t f(t) = f(t), (1.29)

et

aI
α
t aD

α
Cf(t) = f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k

k!
. (1.30)

Ainsi, l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’intégration

fractionnaire, mais il n’est pas un inverse droit.
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Dérivée fractionnaire séquentielle

Le but général des approches de dérivation fractionnaire citées au paravant est la généralisation

de l’intégration et de la différentiation d’ordre entier. Cependant, il y’a aussi une autre

approche qui est moins connue, mais qui peut être de grande importance pour plusieurs

applications. Cette approche est basée sur l’observation que, en fait, une différentiation

du n-ième ordre est tout simplement une série de différentiations de premier ordre

dn

dtn
f(t) =

d

dt

d

dt
...

d

dt︸ ︷︷ ︸
n−fois

f(t). (1.31)

Par le fait de remplacer la dérivée d’ordre premier d
dt

par la dérivée Dα d’ordre non entier

α avec : 0 < α < 1 et par analogie à (1.31), on peut écrire

Dnαf(t) = DαDα ... Dα︸ ︷︷ ︸
n−fois

f(t). (1.32)

Dans le cas où la dérivée fractionnaire utilisée dans (1.32) est la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville Dα
R, K.S. Miller et B. Ross ont appelé cette différentiation généralisée

différentiation séquentielle et ont considéré des équations différentielles avec dérivées

fractionnaires séquentielles du type (1.32) dans leur livre [45], en prenant au lieu de la

dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville celle de Caputo où bien celle de Grünwald-

Letnikov, on obtient d’autres formules des dérivées fractionnaires séquentielles.

Dans (1.32), si on remplace chaque dérivée de premier ordre dans (1.31) par des dérivées

fractionnaires d’ordres qui ne sont pas nécessairement égaux, on obtient l’expression plus

générale suivante :

Dαf(t) = Dα1Dα2 ... Dαn︸ ︷︷ ︸
n−fois

f(t), (1.33)

avec : α = α1 + α2 + ...+ αn,

appelée aussi dérivée fractionnaire séquentielle.

L’opérateur Dα dans (1.33) peut désigner l’opérateur de différentiation de Riemann-

Liouville, de Caputo ou tout autre mutation.

Remarque 1.2.6.

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville peut s’écrire comme

aD
α
Rf(t) =

d

dt

d

dt
...

d

dt︸ ︷︷ ︸
n−fois

In−αf(t),

et la dérivée fractionnaire de Caputo peut elle aussi s’écrire sous la forme

aD
α
Cf(t) = aI

n−α
t

d

dt

d

dt
...

d

dt︸ ︷︷ ︸
n−fois

f(t).
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La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et celle de Caputo sont donc, des cas

particuliers de la dérivée séquentielle (1.33) .

Dérivation fractionnaire à droite Dans tous les approches considérées au para-

vant, la borne inférieure a est fixée et la borne supérieure t est variante. il est aussi

possible de considérer des dérivées fractionnaires en faisant varier la borne inférieure t

tout en fixant la borne supérieure b.

La dérivée fractionnaire avec la borne inférieure à l’extrémité gauche de l’intervalle

[a; b], aD
αf(t) , est appelée la dérivée fractionnaire à gauche.

Et donc la dérivée fractionnaire avec la borne supérieure à l’extrémité droite de l’inter-

valle [a; b] est appelée la dérivée fractionnaire à droite.

La première différence entre ces deux dérivées est que sur l’intervalle [a; t] et puisque

s ≤ t alors on s’interesse au passé de f(t) , mais sur l’intervalle [t; b] et puisque içi s ≥ t

alors on s’interesse au futur de f(t).

Comme pour les dérivées fractionnaires à gauhe, la notion des dérivées fractionnaires à

droite peut être introduite pour n’importe quelle mutation de différentiation fraction-

naire : Riemann-Liouville, Grünwald-Letnikov ou Caputo .

Pour n− 1 ≤ α < n, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est définie par :

aD
α
Rf(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds.

La dérivée à gauche, de Riemann-Liouville, correspondante est définie par [40] :

aD
α
Rf(t) =

1

Γ(n− α)

(−d
dt

)n ∫ b

t

(s− t)n−α−1f(s)ds.

Les dérivées à droite de Caputo et de Grünwald-Letnikov peuvent être définies de la

même manière.

Remarque 1.2.7 ( Pourquoi les dérivées fractionnaires à droite ).

Si on suppose que t est le temps et que f(t) décrit un certain processus dynamique

qui évolue en temps. Si on prend s < t , où t est le moment présent, alors l’état f(s) du

processus f(t) appartient au passé du processus ; si on prend s > t, f(s) appartient au

futur du processus de f .

De ce point de vue, la dérivée à gauche est une opération exécutée dans les états passés

du processus f et la dérivée à droite est une opération exécutée dans les états futurs du

processus f .

Comme on n’est pas informé de la dépendance de l’état présent de n’importe quel pro-

cessus sur les résultats de son évolution dans le futur, la plupart des travaux sur les
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CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DU CALCUL FRACTIONNAIRE

dérivées fractionnaires considérent seulement les dérivées à gauche.

Propriétés des dérivées fractionnaires

Linéarité

La différentiation fractionnaire est une opération linéaire :

Dα
(
λf(t) + µg(t)

)
= λDαf(t) + µDαg(t), (1.34)

où Dα désigne n’importe quelle mutation de la différentiation fractionnaire considérée

dans cette thèse.

Règle de Leibnitz

Pour n entier, la règle bien connue de Leibniz pour calculer la dérivée n-ième du produit

de deux fonctions f et g est donnée par :

dn

dtn

(
f(t)g(t)

)
=

n∑
k=0

(n
k

)
f (k)(t)g(n−k)(t).

Si on remplace le paramètre entier n par le paramètre réel α, alors la dérivée d’ordre

entier g(n−k)(t) sera remplacer par la dérivée d’ordre fractionnaire D(α−k)g(t) , et la

généralisation de cette formule nous donne :

Dα
(
f(t)g(t)

)
=

n∑
k=0

(n
k

)
f (k)(t)Dα−kg(t)−Rα

n(t), (1.35)

où n ≥ α + 1 et

Rα
n(t) =

1

n!Γ(−α)

∫ t

a

(t− s)−α−1g(s)ds

∫ t

s

(s− τ)nf (n+1)(τ)dτ,

et Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.

Remarque 1.2.8.

1. La somme dans la relation (1.35) peut être considérée comme une somme partielle

de séries infinies et Rα
n(t) comme un reste de ces séries (limn→+∞R

α
n(t) = 0 ).

2. Si g(s) et f(s) avec toutes ses dérivées sont continues dans [a, t] , alors la la règle

de Leibniz pour la dérivée fractionnaire prend la forme suivante :

Dα
(
f(t)g(t)

)
=

n∑
k=0

(n
k

)
f (k)(t)Dα−kg(t).

On peut donc remarquer que cette propriété est spécialement utile pour le calcul

de la dérivée fractionnaire d’un produit d’une fonction g continue et d’une fonction

polynomiale f aussi continue et de même pour ses derivées.
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Différentiation fractionnaire de Riemann-Liouville d’une intégrale dépendant

d’un paramètre

Dans ce paragraphe, on donnera une propriété analogue à la propriété qui suit, de

la différentiation d’une intégrale dépendant d’un paramètre avec la limite supérieure

dépendant du même paramètre.

d

dt

∫ t

0

G(t, s)ds =

∫ t

0

∂G(t, s)

∂t
ds+ lim

s→t−
G(t, s).

On considère l’intégrale
∫ t

0
G(t, s)ds dépendant du paramètre t et telle que la limite

supérieure dépend aussi de ce paramètre, pour 0 ≤ α < n, on a :

aD
α
R

∫ t

0

G(t, s)ds =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

(t− τ)−α(

∫ τ

0

G(τ, s)ds)dτ

=
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

ds

∫ τ

s

(t− τ)−αG(τ, s)dτ

=
d

dt

∫ t

0

G̃(t, s)ds,

où G̃(t, s) = 1
Γ(1−α)

∫ t
s
(t− η)−αG(η, s)dη.

D’aprés la propriété de dérivation entière d’une intégrale dépendant d’un paramètre, on

a :

aD
α
R

∫ t

0

G(t, s)ds =

∫ t

0

∂

∂t
G̃(t, s)ds+ lim

s→t−
G̃(t, s).

Par suite :

aD
α
R

∫ t

0

G(t, s)ds =

∫ t

0
sD

α
RG(t, s)ds+ lim

s→t−
sD

α−1
R G(t, s). (1.36)

Intérprétations géométriques des opérateurs fractionnaires

Les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des intérprétations physiques et

géométriques claires, ce qui simplifie leurs usages pour résoudre plusieurs problèmes

appliqués. Cependant, il a fallut plus de 300 ans au calcul fractionnaire pour avoir une

intérprétation physique et géométrique accéptable [11, 34].

Le manque de ces intérprétations a été reconnu dans plusieurs conférences intérnationales

sur le calcul fractionnaire. Ce problème a été inclus dans la liste des questions ouvertes

(New Haven USA en 1974,...) .

L’intégration et la dérivation fractionnaire sont des généralisations de notions d’intégration

et de dérivation d’ordre entier, incluent les dérivées d’ordre n et les intégrales répétées

n fois comme cas particuliers. Pour ceci, il serait intéréssant d’avoir des intérprétations
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qui fourniront un lien aux intérprétations classiques de différentiation et d’intégration

d’ordre entier connues.

Regardons maitenant le comportement d’une fonction particulière, à savoir la fonction

f(t) = t
5
2 , vis-à-vis de sa dérivée classique et sa dérivée fractionnaire d’ordre α = 3

2
.

La dérivée première de f(t) est f ′(t) = 5
2
t
3
2 , et sa dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre 3
2

est :

0D
α
Rf(t) =

Γ(3.5)

Γ(2)
t,

tout cela est regroupé dans la figure suivante :

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4

5

6

Figure 1.2 – comportement de la fonction t
5
2 , sa dérivée première et sa dérivée frac-

tionnaire

En introduisant un autre exemple, nous pouvons complétement changer d’optique :

Considérons maitenant l’exemple de la fonction,

f(t) = t
1
3 .

La dérivée première de f(t) est f ′(t) = 1
3
t
−2
3 , et sa dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre 1
3

est :

0D
α
Rf(t) = Γ(

4

3
).
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0.6
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1.2

1.4

1.6

1.8

t

y

 

 

f(t)=t1/3

df(t)/dt=1/3*t−2/3

D1/3f(t)=gamma(4/3)

Figure 1.3 – comportement de la fonction t
1
3 , sa dérivée première et sa dérivée frac-

tionnaire

Intérprétation géométrique de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est donnée par la formule (1.3) :

0I
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)ds. (1.37)

peut être réecrite sous la forme :

0I
α
t f(t) =

∫ t

0

f(s)dgt(s), (1.38)

avec

gt(s) =
1

Γ(α)

(
tα − (t− s)α

)
.

Soit t fixé, l’intégrale (1.38) devienne donc une intégrale de Stieltjes.

On peut suivre l’idée de G.L Bullock [13] : considérons les axes s, g et f , dans le plan

(s, g) on trace la fonction gt(s) pour s ∈ [0, t] et le long de la courbe obtenue on construit

une surface ”barrière ”de la hauteur f(s), alors le bord supérieur de la ”barrière” est une

ligne tridimensionnelle (s, gt(s), f(s)) .

Cette barrière peut être projetée sur deux surfaces (voir figure 1.4 ) :

∗ L’aire de la projection de ce ”barrière” sur le plan (s; f) correspond à la valeur de

l’intégrale

0I
1
t f(t) =

∫ t

0

f(s)ds, t ≥ 0.

∗ L’aire de la projection du même ”barrière” sur le plan (g; f) correspond à la valeur de

l’intégrale (1.38) qui est la même valeur de l’intégrale fractionnaire (1.37).
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En d’autres termes, notre ”barrière” projette deux ombres sur deux murs. La première

ombre, qui est sur le mur (s; f), est l’aire de la surface située en dessous de la courbe f(s),

lauqelle est une interprétation géométrique standard de l’intégrale
∫ t

0
f(s)ds. L’ombre sur

le mur (g ; f) est une interprétaion géométrique de l’intégrale fractionnaire (1.37) pour t

fixé.

Figure 1.4 – La ”barrière” et ses ombres 0I
1
t f(t) et 0I

α
t f(t), pour α = 0.75 , f(t) =

t+ 0.5 sin(t), 0 ≤ t ≤ 10.
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Remarque 1.2.9.

Si α = 1, alors gt(s) = s, et les deux ombres sont égaux.

Ceci montre que l’intégrale classique est un cas particulier aussi bien de l’intégrale frac-

tionnaire à gauche de Riemann-Liouville que du point de vue géométrique.
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Chapitre 2

Problème aux limites pour une

équation différentielle hybride du

premier ordre

Les perturbations quadratiques des équations différentielles non linéaires ont attiré

l’attention de plusieurs auteurs. Les équations différentielles perturbées de cette façon

sont appelées équations différentielles hybrides. Cette théorie était l’objet, récement, de

nombreux travaux. Nous référons les lecteurs aux travaux [22, 23, 19, 21, 41, 53].

La théorie de l’existence de telles équations hybrides peut être développée en utilisant la

théorie des points fixes hybrides, voir [22, 23, 19] et puisque la théorie des inégalités

différentielles joue un rôle important dans l’étude des solutions extrêmales pour les

équations différentielles non linéaires, alors dans ce chapitre nous établissons quelques

résultats d’existence et d’unicité et certaines inégalités fondamentales pour ces équations

différentielles hybrides.

Dans la suite de ce chapitre, nous étudierons le problème 1 objet de notre premier tra-

vail [35] . Pour cela nous introduisons les notations, définitions et préliminaires nécessaires

pour cette étude.

Soit J = [0, T ], T > 0. On note par X = C(J,R) l’espace de Banach des fonctions

continues de J vers R muni de la norme :

‖y‖ = sup{|y(t)|, t ∈ J},

On note aussi par Car(J × R,R) la classe des fonctions g : J × R −→ R telles que :

1. K.Hilal and A.Kajouni ; Boundary value problems for hybrid differential equations : Mathematical

Theory and Modeling, ISSN 2224-5804.
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(i) L’application t 7→ g(t, x) est mesurable pour chaque x ∈ R,

(ii) L’application x 7→ g(t, x) est continue pour chaque t ∈ J .

La classe Car(J × R,R) est appelée la classe de Carathéodory des fonctions définie sur

J × R .

De plus, si g ∈ Car(J × R,R) et

(iii) pour tout r > 0, il existe une fonction φr ∈ L1(J,R+) telle que pour tout u ∈ R

avec |u| ≤ r,

|g(t, u)| ≤ φr(t) p.p. t ∈ J,

alors, l’application g est dite L1- Carathéodory.

On munit l’espace L1(J ;R) par la norme qu’on note ‖.‖L1 définie par :

‖x‖L1 =

∫ T

0

|x(s)|ds.

On note aussi par AC([a, b],R) l’espace des fonctions absolument continues définies sur

[a, b] et à valeurs réelles et qui est défini comme suit :

AC([a, b],R) = {f : ∃ϕ ∈ L1([a, b],R), f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt},

c’est l’espace des fonctions primitives des fonctions intégrables.

2.1 Equation différentielle hybride du premier ordre

Dans cette section, nous considérons le problème aux limites pour l’équation différentielle

hybride du premier ordre, (en abréviation PLEDH), suivante :
d
dt

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) p.p. t ∈ J = [0, T ]

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c,
(2.1)

où f ∈ C(J×R,R\{0}), g ∈ Car(J×R,R) et a, b et c sont des constantes réelles telles

que a+ b 6= 0.

Définition 2.1.1. On appelle solution du PLEDH (2.1) toute fonction x ∈ AC(J,R)

telle que :

(i) la fonction t 7→ x
f(t,x)

est absolument continue pour chaque x ∈ R,

(ii) x satisfait les équations du problème (2.1).
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2.2 Résultat d’existence

Dans cette section, on prouve l’existence de la solution du PLEDH (2.1) dans l’inter-

valle J = [0, T ] sous des conditions mixtes de Lipschitz et Carathéodory.

On définit la multiplication dans X par :

(xy)(t) = x(t)y(t), pour x, y ∈ X.

Il est clair que X = C(J ;R) est une algèbre de Banach par rapport à la norme et

multiplication définie ci-dessus.

Nous aurons besoin du théorème de point fixe hybride de Dhage suivant :

Théorème 2.2.1. [20]

Soit S un sous ensemble fermé, borné et convexe d’une algèbre de Banach X , et soient

A : X → X et B : S → X deux opérateurs tels que :

(a) A est Lipschitzien de constante de Lipschitz α ,

(b) B est complétement continu,

(c) x = AxBy ⇒ x ∈ S pour tout y ∈ S.

Alors l’équation

x = AxBx

admet au moins une solution à condition que αM < 1 , où M = ‖B(S)‖,
où ‖B(S)‖ = sup{B(x);x ∈ S}.

Dans le but d’avoir des résultats d’existence concernant le problème (2.1), on considère

les hypothèses suivantes :

(H0) La fonction x 7−→ x
f(t,x)

est strictement croissante sur R pour presque tout t ∈ J.
(H1) Il existe une constante L > 0 telle que :

| f(t, x)− f(t, y) |≤ L|x− y|,

pour tout t ∈ J et x, y ∈ R.

(H2) Il existe une fonction h ∈ L1(J,R+), telle que, ∀x ∈ R

|g(t, x)| ≤ h(t) p.p. t ∈ J,

pour tout x ∈ R.

Lemme 2.2.1. Supposons que l’hypothèse (H0) est vérifiée et soient a, b et c des

constantes réelles telles que a+ b 6= 0. Alors pour chaque h ∈ L1(J ;R) :
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DIFFÉRENTIELLE HYBRIDE DU PREMIER ORDRE

La fonction x ∈ AC(J ;R) est solution du PLEDH
d
dt

(
x(t))

f(t,x(t))

)
= h(t) p.p. t ∈ J

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c,
(2.2)

si, et seulement si, x satisfait l’équation intégrale hybride

x(t) =
[
f(t, x(t)

](∫ t

0

h(s)ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

h(s)ds− c
))

. (2.3)

Preuve.

Soit h ∈ L1(J ;R). Supposons que x est solution du problème (2.3).

Par définition, x
f(t,x)

est continue, alors par dérivation, nous obtenons la première équation

dans (2.2).

Substituons t = 0 et t = T dans (2.3), on obtient

x(0)

f(0, x(0))
=
−1

a+ b

(
b

∫ T

0

h(s)ds− c
)
,

x(T )

f(T, x(T ))
=

∫ T

0

h(s)ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

h(s)ds− c
)
.

Par suite,

a
x(0)

f(0, x(0))
+ b

x(T )

f(T, x(T ))
=
−ab
a+ b

∫ T

0

h(s)ds+
ac

a+ b

+ b

∫ T

0

h(s)ds− b2

a+ b

∫ T

0

h(s)ds

+
bc

a+ b
.

Ce qui implique que

a
x(0)

f(0, x(0))
+ b

x(T )

f(T, x(T ))
= c.

Inversement, soit h ∈ L1(J,R). Par définition, x(t)
f(t,x(t))

est absolument continue, donc

elle est presque partout différentielle.

D’où d
dt

x(t)
f(t,x(t))

est Lebesgue intégrable sur J .

Intégrons d
dt

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= h(t) entre 0 et t, nous obtenons x(t)

f(t,x(t))
= x(0)

f(0,x(0))
+
∫ t

0
h(s)ds.

Alors

b
x(T )

f(T, x(T ))
= b

x(0)

f(0, x(0))
+ b

∫ T

0

h(s)ds.

Donc

a
x(0)

f(0, x(0))
+ b

x(T )

f(T, x(T ))
= (a+ b)

x(0)

f(0, x(0))
+ b

∫ T

0

h(s)ds.

Ce qui implique
x(0)

f(0, x(0))
=

1

a+ b

(
c− b

∫ T

0

h(s)ds
)
.
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Par conséquent

x(t) =
[
f(t, x(t)

](∫ t

0

h(s)ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

h(s)ds− c
))

.

Théorème 2.2.2.

Supposons que les hypothèses (H0)− (H2) sont vérifiées et soient a, b et c des constantes

réelles avec a+ b 6= 0. Si

L

(
‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

)
< 1, (2.4)

alors, le PLEDH (2.1) admet au moins une solution définie sur J .

Preuve.

On définit le sous ensemble S1 de X par :

S1 =
{
x ∈ X/‖x‖ ≤ N1

}
où

N1 =
F0

(
‖h‖L1(1 + |b|

|a+b|) + |c|
|a+b|

)
1− L

(
‖h‖L1(1 + |b|

|a+b|) + |c|
|a+b|

)
et F0 = sup

t∈J
|f(t, 0)|.

Il est clair que S1 satisfait les hypothèses du Théorème 2.2.1.

Donc par application du lemme 2.2.1, l’équation (2.1) est équivalente à l’équation intégrale

hybride

x(t) =
[
f(t, x(t)

](∫ t

0

g(s, x(s))ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

g(s, x(s))ds− c
))

. (2.5)

Définissons les deux opérateurs A1 : X −→ X et B1 : S1 −→ X par

A1x(t) = f(t, x(t)), t ∈ J (2.6)

et

B1x(t) =

∫ t

0

g(s, x(s))ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

g(s, x(s))ds− c
)
. (2.7)

Alors l’équation intégrale hybride (2.5) peut s’écrire sous la forme :

x(t) = A1x(t)B1x(t), t ∈ J. (2.8)

Montrons alors que les opérateurs A1 et B1 satisfont les conditions du Théorème 2.2.1.

Etape1, Soit x et y ∈ X. D’aprés l’hypothèse (H1),

|A1x(t)− A1y(t)| = |f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ L|x(t)− y(t)| ≤ L‖x− y‖
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pour tout t ∈ J. Passons au sup sur t,

‖A1x− A1y‖ ≤ L‖x− y‖

pour tous x, y ∈ X.
Etape 2, L’opérateur B1 est continu sur S1.

Soit (xn)n une suite dans S1 convergente vers un point x ∈ S. Alors par le Théorème de

la convergence dominée de Lebesgue,

lim
n→∞

∫ t

0

g(s, xn(s))ds =

∫ t

0

lim
n→∞

g(s, xn(s))ds

et

lim
n→∞

b

∫ T

0

g(s, xn(s))ds = b

∫ T

0

lim
n→∞

g(s, xn(s))ds.

Alors

lim
n→∞

B1xn(t) = lim
n→∞

[∫ t

0

g(s, xn(s))ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

g(s, xn(s))ds− c
)]

= lim
n→∞

∫ t

0

g(s, xn(s))ds− lim
n→∞

1

a+ b

(
b

∫ T

0

g(s, xn(s))ds− c
)

=

∫ t

0

g(s, x(s))ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

g(s, x(s))ds− c
)

= B1x(t),

pour tout t ∈ J. Ce qui montre que B1 est un opérateur continu sur S1.

Etape 3, B1 est un opérateur compact dans S1.

Commençons par voir que B1(S1) est sous ensemble borné dans X.

Soit x ∈ S1 alors, par l’hypothèse (H2) et pour tout t ∈ J , on a :

|B1x(t)| ≤
∫ t

0

|g(s, x(s))|ds+
1

a+ b

(
b

∫ T

0

|g(s, x(s))|ds+ |c|
)

≤
∫ t

0

|h(s)|ds+
|b|
|a+ b|

∫ T

0

|h(s)|ds+
|c|
|a+ b|

≤ ‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

.

Donc

‖B1x‖ ≤ ‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

,

pour tout x ∈ S1.

Ce qui montre que B1 est uniformément borné sur S1.

Montrons maintenant que B1(S1) est un sous ensemble équicontinu dans X.
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Posons p1(t) =
∫ t

0
h(s)ds.

Soit t1 et t2 ∈ J , alors pour tout x ∈ S on a :∣∣∣B1x(t1)−B1x(t2)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ t1

0

g(s, x(s))ds−
∫ t2

0

g(s, x(s))ds
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫ t2

t1

|g(s, x(s))|ds
∣∣∣

≤ |p1(t1)− p1(t2)|.

Puisque p1 est continue sur le compact J , elle est donc uniformément continue.

Donc

∀ε > 0, ∃η > 0 : |t1 − t2| < η =⇒ |B1x(t1)−B1x(t2)| < ε,

pour tous t1, t2 ∈ J et pour tout x ∈ X.
Ce qui montre que B1(S1) est équicontinu dans X.

Alors par le Théorème d’Arzelà-Ascoli, B1 est un opérateur continu et compact sur S1.

Etape 4, L’hypothèse (c) du Théorème 2.2.1 est satisfaite. En effet, soit x ∈ X et y ∈ S1

tels que x = A1xB1y. Alors,

|x(t)| = |A1x(t)||B1y(t)|

≤
∣∣∣f(t, x(t))

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

g(s, x(s))ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

g(s, x(s))ds− c
)∣∣∣∣∣

≤
[
|f(t, x(t))− f(t, 0)|+ |f(t, 0)|

]( ∫ T

0

h(s)ds+
|b|
|a+ b|

∫ T

0

h(s)ds+
|c|
|a+ b|

)
≤

(
L|x(t)|+ F0

)(
‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

)
.

Donc,∣∣∣x(t)
∣∣∣− L(‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

)
|x(t)| ≤ F0

(
‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

)
.

D’où

|x(t)| ≤
F0

(
‖h‖L1

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b|

)
1− L

(
‖h‖L1

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b|

) .
Passant au sup sur t,

‖x‖ ≤
F0

(
‖h‖L1

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b|

)
1− L

(
‖h‖L1

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b|

) = N.

Donc x ∈ S1.

Finallement, on a :

M = ‖B1(S1)‖ = sup{‖B1x‖ : x ∈ S1} ≤ ‖h‖L1

(
1+ | b

a+ b
|
)

+
|c|
|a+ b|
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et alors,

αM ≤
(
‖h‖L1

(
1+ | b

a+ b
|
)

+
|c|
|a+ b|

)
< 1.

Les hypothèses du Théorème 2.2.1 étant vérifiées, alors l’équation : A1xB1x = x admet

au moins une solution dans S1.

Il en résulte que le PLEDH (2.1) admet une au moins une solution définie sur J .

2.3 Inégalités differentielles hybrides

Les inégalités différentielles sont utiles pour prouver l’existence des solutions extrêmales

des équations différentielles ordinnaires et les équations différentielles hybrides. Pour plus

de détails sur la théorie des inégalités différentielles strictes et non strictes reliées aux

équations différentielles ordinaires voir par exemple [8, 23, 43].

Nous discutons dans le théorème suivant un résultat fondamental relié à l’inégalité

différentielle stricte relative au PLEDH (2.1).

Nous nous basons sur le théorème suivant concernant l’inégalié différentielle hybride

stricte de Dhage :

Théorème 2.3.1. [23]

On suppose que l’hypothèse (H0) est vérifiée et qu’il existe des fonctions

y, z ∈ [0, T ] −→ R continues et localement hölderienne telles que :

d

dt

( y(t)

f(t, y(t))

)
≤ g(t, y(t)) p.p. t ∈ J,

d

dt

( z(t)

f(t, z(t))

)
≥ g(t, z(t)) p.p. t ∈ J

et l’une de ces inégalités est stricte. Alors :

y(0) < z(0) implique que y(t) < z(t) pour tout t ∈ J .

Théorème 2.3.2.

Soient a, b et c des constantes réelles avec a + b 6= 0, On suppose que l’hypothèse (H0)

est vérifiée et qu’il existe des fonctions y, z ∈ [0, T ] −→ R continues et localement

hölderienne telles que :

d

dt

( y(t)

f(t, y(t))

)
≤ g(t, y(t)) p.p. t ∈ J (2.9)

d

dt

( z(t)

f(t, z(t))

)
≥ g(t, z(t)) p.p. t ∈ J, (2.10)
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l’une des inégalités est stricte. Si de plus a > 0, b < 0 et y(T ) < z(T ), alors

a
y(0)

f(0, y(0))
+ b

y(T )

f(T, y(T ))
< a

z(0)

f(0, z(0))
+ b

z(T )

f(T, z(T ))
(2.11)

implique

y(t) < z(t) (2.12)

pour tout t ∈ J .

Preuve.

On a

a
y(0)

f(0, y(0))
+ b

y(T )

f(T, y(T ))
< a

z(0)

f(0, z(0))
+ b

z(T )

f(T, z(T ))
,

ceci implique : a( y(0)
f(0,y(0))

− z(0)
f(0,z(0))

) < b( z(T )
f(T,z(T ))

− y(T )
f(T,y(T ))

).

Puisque b < 0, y(T ) < z(T ), on obtient grâce à l’hypothèse (H0) : z(T )
f(T,z(T ))

− y(T )
f(T,y(T ))

> 0.

Ce qui montre que y(0)
f(0,y(0))

− z(0)
f(0,z(0))

< 0.

Comme a > 0, alors y(0) < z(0).

Par application du Théorème 2.3.1 on obtient y(t) < z(t), pour tout t ∈ J

Notre résultat qui suit concerne les inégalités différentielles hybrides non strictes relatives

au PLEDH (2.1).

Théorème 2.3.3.

Sous les hypothèses du théorème précédent avec les inégalités (2.9) et (2.10). On suppose

qu’il existe un réel M > 0 tel que :

g(t, x1)− g(t, x2) ≤M
( x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
p.p. t ∈ J (2.13)

pour tout x1, x2 ∈ R avec x1 ≥ x2. Alors

a
y(0)

f(0, y(0))
+ b

y(T )

f(T, y(T ))
< a

z(0)

f(0, z(0))
+ b

z(T )

f(T, z(T ))

implique y(t) < z(t) pour tout t ∈ J.

Preuve.

On pose
zε(t)

f(t, zε(t))
=

z(t)

f(t, z(t))
+ εe2Mt,

pour ε > 0.

On pose Zε(t) = zε(t)
f(t,zε(t))

et Z(t) = z(t)
f(t,z(t))

pour t ∈ J.
Donc

Zε(t) > Z(t) =⇒ zε(t) > z(t).
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CHAPITRE 2. PROBLÈME AUX LIMITES POUR UNE ÉQUATION
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Puisque g(t, x1)− g(t, x2) ≤M
(

x1
f(t,x1)

− x2
f(t,x2)

)
et d

dt
( z(t)
f(t,z(t))

)
≥ g(t, z(t))

pour tout t ∈ J , alors

d

dt
Zε(t) =

d

dt
Z(t) + 2Mεe2Mt

≥ g(t, z(t)) + 2Mεe2Mt

≥ g(t, zε(t))−M(Zε(t)− Z(t)) + 2Mεe2Mt

≥ g(t, zε(t))−Mεe2Mt + 2Mεe2Mt

> g(t, zε(t)).

Aussi, on a zε(0) > z(0) ≥ y(0).

Donc, par application du Théorème 2.3.1 on a y(t) < zε(t) pour tout t ∈ J.
Par passage à la limite quand ε −→ 0, on a y(t) ≤ z(t) pour tout t ∈ J .

2.4 Existence des solutions maximale et minimale

Dans cette section, nous allons prouver l’existence des solutions maximale et minimale

du PLEDH (2.1) sur J = [0, T ]. On introduit la définition suivante :

Définition 2.4.1. Une solution r du PLEDH (2.1) est dite maximale si pour toute autre

solution x du PLEDH (2.1) on a x(t) ≤ r(t), pour tout t ∈ J. Une solution ρ du PLEDH

(2.1) est dite minimale si ρ(t) ≤ x(t), pour tout t ∈ J où x est une solution du PLEDH

(2.1) définie sur J .

Nous discutons seulement le cas de solution maximale. Le cas de la solution minimale

s’obtient avec des arguments similaires.

Soit ε > 0, considérons le problème suivant
d
dt

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) + ε p.p. t ∈ J = [0, T ]

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c+ ε,
(2.14)

où f ∈ C(J × R,R\{0}) et g ∈ Car(J × R,R).

Un théorème d’existence pour le PLEDH (2.14) peut être énoncé comme suit :

Théorème 2.4.1. On suppose que les hypothèses (H0) − (H2) sont vérifiées et soient

a, b et c des constantes réelles avec a+ b 6= 0. Supposons que l’inégalité (2.4) est vérifiée.

Alors pour tout ε > 0, le PLEDH (2.14) admet une solution définie sur J.

Preuve.

Puisque

L

(
‖h‖L1(1 +

|b|
|a+ b|

) +
|c|
|a+ b|

)
< 1,
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alors, il existe ε0 > 0 tel que :

L

(
(‖h‖L1 + εT )(1 +

|b|
|a+ b|

) +
|c|
|a+ b|

)
< 1,

pour tout 0 < ε ≤ ε0. Maintenant le reste de la preuve est similaire à la preuve du

Théorème 2.2.2

Pour la solution maximale du PLEDH (2.1) on énonce le théorème suivant :

Théorème 2.4.2.

On suppose que les hypothèses (H0) − (H2) sont vérifiées ainsi que les conditions du

Théorème 2.3.2. En outre, sous la condition (2.4), le PLEDH (2.1) admet une solution

maximale définie sur J .

Preuve.

Soit (εn)n une suite décroissante de nombres réels telle que limn→∞ εn = 0 où ε0 est réel

positif qui vérifie

L

(
(‖h‖L1 + ε0T )(1 +

|b|
|a+ b|

) +
|c|
|a+ b|

)
< 1.

Le nombre ε0 existe en vue de l’inégalité (2.4). Par le Théorème 2.4.1, il existe une

solution r(t, εn) définie sur J du PLEDH
d
dt

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) + εn p.p. t ∈ J

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c+ εn.
(2.15)

Alors pour chaque solution u du PLEDH (2.1) satisfait

d

dt

( u(t)

f(t, u(t))

)
≤ g(t, u(t)),

et toute autre solution du problème auxiliaire (2.15) satisfait

d

dt

( r(t, εn)

f(t, r(t, εn))

)
= g(t, r(t, εn)) + εn > g(t, r(t, εn))

où

a
u(0)

f(0, u(0))
+ b

u(T )

f(T, u(T ))
= c ≤ c+ εn = a

r(0, εn)

f(0, r(0, εn))
+ b

r(T, εn)

f(T, r(T, εn))
.

Par le Théorème 2.3.2, on déduit que :

u(t) ≤ r(t, εn) (2.16)
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pour tout t ∈ J et tout n ∈ IN.
Puisque

c+ ε2 = a
r(0, ε2)

f(0, r(0, ε2))
+ b

r(T, ε2)

f(T, r(T, ε2))
≤ a

r(0, ε1)

f(0, r(0, ε1))
+ b

r(T, ε1)

f(T, r(T, ε1))
= c+ ε1

alors par le Théorème 2.3.2, on a r(t, ε2) ≤ r(t, ε1).

Donc r(t, εn) est une suite décroissante de nombre réels, et la limite

r(t) = lim
n→∞

r(t, εn) (2.17)

existe.

On montre que la convergence dans (2.17) est uniforme sur J . Pour finir, il suffit de

prouver que la suite r(t, εn) est équicontinue dans C(J,R).

Soient t1 et t2 deux éléments de J avec t1 < t2. Alors,

|r(t1, εn)− r(t2, εn)| =

∣∣∣∣∣[f(t1, r(t1, εn))]

(∫ t1

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds

− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
))

− [f(t2, r(t2, εn))]

(∫ t2

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds

− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
))∣∣∣∣∣

et donc

|r(t1, εn)− r(t2, εn)| =

∣∣∣∣∣[f(t1, r(t1, εn))]
(∫ t1

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)
)
ds

− [f(t2, r(t2, εn))]
(∫ t2

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)

−
(
f(t1, r(t1, εn))− f(t2, r(t2, εn))

) 1

a+ b

×
(
b

∫ T

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
)∣∣∣∣∣.
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D’où

|r(t1, εn)− r(t2, εn)| ≤
∣∣∣[f(t1, r(t1, εn))]

(∫ t1

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)

− [f(t2, r(t2, εn))]
(∫ t1

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)∣∣∣

+
∣∣∣(f(t1, r(t1, εn))− f(t2, r(t2, εn)

) 1

a+ b

×
(
b

∫ T

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
)∣∣∣

+
∣∣∣[f(t2, r(t2, εn))]

(∫ t1

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)

− [f(t2, r(t2, εn))]
(∫ t2

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)∣∣∣

≤
∣∣∣f(t1, r(t1, εn))− f(t2, r(t2, εn))

∣∣∣[(‖h‖L1 + εn)T +
|b|(‖h‖L1 + εn)T

|a+ b|
+
|c|+ εn
|a+ b|

]
+ F

[
|p(t1)− p(t2)|+ |t1 − t2|εn

]
où F = sup

(t,x)∈J×[−N,N ]

|f(t, x)| et p(t) =
∫ t

0
h(s)ds.

Puisque f est continue sur le compact J× [−N,N ] alors, elle est uniformément continue.

Donc
∣∣∣f(t1, r(t1, εn))−f(t2, r(t2, εn))

∣∣∣ −→ 0 quand t1 −→ t2, uniformémént

pour tout n ∈ N .

De la même manière, puisque la fonction p1 est continue sur le compact J , elle est

uniformément continue et |p(t1)− p(t2)| −→ 0 quand t1 −→ t2.

Par conséquent, |r(t1, εn) − r(t2, εn)| −→ 0 lorsque t1 −→ t2 uniformément pour tout

n ∈ N . Donc, r(t, εn) −→ r(t) lorsque n −→∞ pour tout t ∈ J.
Montrons maintenant que la fonction r(t) est une solution du PLEDH (2.1).

Puisque r(t, εn) est une solution du PLEDH (2.15), on a

r(t, εn) = [f(t, r(t, εn))]

(∫ t

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds

− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
))

,

pour tout t ∈ J . Par passage à la limite quand n −→∞ on aura

r(t) =
[
f(t, r(t))

](∫ t

0

g(s, r(s))ds− 1

a+ b

(
b

∫ T

0

g(s, r(s))ds− c
))

,

pour tout t ∈ J . Donc la fonction r est une solution du PLEDH (2.1) sur J .

Finallement et de l’inégalité (2.16), il s’ensuit que u(t) ≤ r(t) pour tout t ∈ J . D’où

PLEDH (2.1) admet une solution maximale définie sur J .
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2.5 Théorèmes de comparison

L’objet principale des inégalités différentielles est d’estimer une borne pour l’ensemble

des solutions d’une inégalité différentielle reliée à une équation différentielle donnée.

Dans cette section, on prouve que la solution maximale et minimale servent comme

bornes pour l’ensemble des solutions reliées à l’inégalité différentielle qui provient du

PLEDH (2.1).

Théorème 2.5.1.

Supposons que les hypothèses (H0) − (H2) et la condition (2.4) sont vérifiées et soient

a, b et c des constantes réelles avec a + b 6= 0. On suppose qu’il existe une constante

M > 0 telle que

g(t, x1)− g(t, x2) ≤M
( x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
p.p. t ∈ J,

pour tout x1, x2 ∈ R avec x1 ≥ x2. Si de plus, il existe une fonction u ∈ AC(J,R) telle

que 
d
dt

(
u(t)

f(t,u(t))

)
≤ g(t, u(t)) p.p. t ∈ J

a u(0)
f(0,u(0))

+ b u(T )
f(T,u(T ))

≤ c.
(2.18)

Alors,

u(t) ≤ r(t) (2.19)

pour tout t ∈ J où r est la solution maximale du PLEDH (2.1).

Preuve.

Soit ε > 0 arbitraire. Par le Théorème 2.4.2, r(t, ε) est la solution maximale du PLEDH

(2.14) et la limite

r(t) = lim
ε→0

r(t, ε) (2.20)

est uniforme sur J et la foncion r est la solution maximale du PLEDH (2.1). Par

conséquent 
d
dt

(
r(t,ε)

f(t,r(t,ε))

)
= g(t, r(t, ε)) + ε p.p. t ∈ J

a r(0,ε)
f(0,r(0,ε))

+ b r(T,ε)
f(T,r(T,ε))

= c+ ε,
(2.21)

et par suite 
d
dt

(
r(t,ε)

f(t,r(t,ε))

)
> g(t, r(t, ε)) p.p. t ∈ J

a r(0,ε)
f(0,r(0,ε))

+ b r(T,ε)
f(T,r(T,ε))

> c.
(2.22)

Maintenant une application du Théorème 2.3.3 aux inégalités (2.18) et (2.22), mène

à u(t) < r(t, ε) pour tout t ∈ J . Et en vue de la limite (2.20), l’inégalité (2.19) est

satisfaite.
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Théorème 2.5.2.

Supposons que les hypothèses (H0) − (H2) et la condition (2.4) sont vérifiées et soient

a, b et c des constantes réelles avec a + b 6= 0. On suppose qu’il existe une constante

M > 0 tele que

g(t, x1)− g(t, x2) ≤M
( x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
p.p. t ∈ J,

pour tout x1, x2 ∈ R avec x1 ≥ x2. Si de plus il existe une fonction v ∈ AC(J,R) telle

que 
d
dt

(
v(t)

f(t,v(t))

)
≥ g(t, v(t)) p.p. t ∈ J

a v(0)
f(0,v(0))

+ b v(T )
f(T,v(T ))

> c,

alors,

ρ(t) ≤ v(t),

pour tout t ∈ J où ρ est la solution minimale du PLEDH (2.1) .

Notons que le Théorème 2.5.1 est utile pour prouver la bornitude et l’unicité de la

solution du PLEDH (2.1). Un résultat dans ce sens est le suivant :

Théorème 2.5.3.

Supposons que les hypothèses (H0) − (H2) et la condition (2.4) sont vérifiées et soient

a, b et c des constantes réelles avec a+ b 6= 0. Supposons de plus qu’il existe une fonction

G : J × R+ −→ R+ telle que :

g(t, x1)− g(t, x2) ≤ G
(
t,

x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
p.p. t ∈ J,

pour tout x1, x2 ∈ R+. Si la fonction nulle est l’unique solution de l’équation :

m′(t) = G(t,m(t)) p.p. t ∈ J, am(0) + bm(T ) = 0 (2.23)

alors, le PLEDH (2.1) admet une solution unique définie sur J .

Preuve.

Par le Théorème 2.2.2, le PLEDH (2.1) admet une solution définie sur J .

Supposons qu’il existe deux solutions u1 et u2 du PLEDH (2.1) avec u1 > u2.

Définissons la fonction m : J −→ R par :

m(t) =
u1(t)

f(t, u1(t))
− u2(t)

f(t, u2(t))
.

40
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En vu de (H0), on conclût que m(t) > 0.

On a aussi

m′(t) =
d

dt

[ u1(t)

f(t, u1(t))

]
− d

dt

[ u2(t)

f(t, u2(t))

]
≤ g(t, u1(t))− g(t, u2(t))

≤ G
(
t,

u1

f(t, u1(t))
− u2(t)

f(t, u2(t))

)
= G(t,m(t)),

pour presque tout t ∈ J .

Et puisque m(0) = u1(0)
f(t,u1(0))

− u2(0)
f(t,u2(0))

et m(T ) = u1(T )
f(t,u1(T ))

− u2(T )
f(t,u2(T ))

et

a
u1(0)

f(t, u1(0))
+ b

u1(T )

f(t, u1(T ))
= a

u2(0)

f(t, u2(0))
+ b

u2(T )

f(t, u2(T ))
,

on a donc

am(0) + bm(T ) = 0.

Appliquons le Théorème 2.5.1 avec f(t, x) = 1 et c = 0 nous obtenons m(t) ≤ 0 pour

tout t ∈ J où la fonction nulle est la seule solution de l’équation (2.23). Maintenant

m(t) ≤ 0 est en contradiction avec m(t) > 0. Alors u1 = u2.
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Chapitre 3

Problème aux limites pour une

équation différentielle fractionnaire

hybride

Les équations différentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équations

différentielles ordinaires. Ils peuvent décrire de nombreux phénomènes dans divers do-

maines de la science et de l’ingénierie. Il a été prouvé que dans de nombreux cas,

ces modèles fournissent des résultats plus appropriés que les modèles analogues avec

des dérivées entières. En conséquence, l’étude des équations différentielles fractionnaires

gagne beaucoup d’importance et d’attention. Pour plus de détails, on peut par exemple

voir les références [2, 3, 4, 7, 10, 42, 44, 48, 54, 55]...

Dans ce chapitre et en s’inspirant du problème précédent et des travaux [12, 54], nous

étudions le problème ci dessous, objet du travail [36] , auquel on a considéré le problème

aux limites pour l’équation différentielle hybride d’ordre fractionnaire, (en abréviation

PLEDHF), suivant 2 :0D
α
c

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) p.p. t ∈ J = [0, T ]

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c
(3.1)

où 0 < α < 1, f ∈ C(J × R,R\{0}), g ∈ Car(J × R,R) et a, b et c sont des constantes

réelles telles que : a+ b 6= 0 et 0D
α
c est l’opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo.

On appelle solution du PLEDHF (3.1) toute fonction x ∈ C(J,R) telle que :

(i) la fonction t 7→ x
f(t,x)

est absolument continue pour chaque x ∈ R,

(ii) x satisfait les équations (3.1).

2. Khalid Hilal and Ahmed Kajouni ; Boundary value problems for hybrid differential equations with

fractional order : Adv.Diff. Eq. SpringerOpen Journal :183 DOI 10.1186/s13662-015-0530-7.

42
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3.1 Résultat d’existence

Dans cette section, on prouve l’existence de la solution du PLEDHF (3.1) dans l’in-

tervalle fermé borné J = [0, T ] sous les conditions de Carathéodory et de Lipschitz.

On considère les hypothèses suivantes :

(H0) La fonction x 7−→ x
f(t,x)

est strictement croissante sur R presque pour tout t ∈ J.
(H1) Il existe une constante L > 0 telle que :

| f(t, x)− f(t, y) |≤ L|x− y|,

pour tout t ∈ J et x, y ∈ R.

(H2) Il existe une fonction h ∈ L1(J,R) telle que

|g(t, x)| ≤ h(t) p.p. t ∈ J,

pour tout x ∈ R.

Lemme 3.1.1.

Supposons que l’hypothèse (H0) est vérifiée et soient a, b et c des constantes telles que

a + b 6= 0. Alors, pour tout h ∈ L1(J ;R), la fonction x ∈ C(J,R) est solution du

PLEDHF : 0D
α
c

(
x(t))

f(t,x(t))

)
= h(t) p.p. t ∈ J = [0, T ]

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c
(3.2)

si, et seulement si, x satisfait l’équation intégrale hybride :

x(t) = [f(t, x(t)]

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

− 1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
))

. (3.3)

Preuve.

Supposons que x est une solution du problème (3.3) . Appliquons l’opérateur fractionnaire

de Caputo d’ordre α, alors on obtient la première équation dans (3.2). Substituons t = 0

et t = T dans (3.3) nous obtenons

x(0)

f(0, x(0))
=

−1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
)

x(T )

f(T, x(T ))
=

(
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
))

.
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Ce qui donne

a
x(0)

f(0, x(0))
+ b

x(T )

f(T, x(T ))
=

−ab
(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

+
ac

a+ b
+

b

(Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− b2

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds+
bc

a+ b
.

Ce qui implique que

a
x(0)

f(0, x(0))
+ b

x(T )

f(T, x(T ))
= c.

Inversement, puisque 0D
α
c

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= h(t) alors, x(t)

f(t,x(t))
= x(0)

f(0,x(0))
+ Iαh(t).

Donc

b
x(T )

f(T, x(T ))
= b

x(0)

f(0, x(0))
+

b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds,

et par conséquent

a
x(0)

f(0, x(0))
+ b

x(T )

f(T, x(T ))
= (a+ b)

x(0)

f(0, x(0))
+

b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.

Donc
x(0)

f(0, x(0))
=

1

a+ b

(
c− b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

)
,

et par suite

x(t) =
[
f(t, x(t)

]( 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
))

.

Théorème 3.1.1.

On suppose que les hypothèses (H0) − (H2) sont vérifiées et a, b, c des constantes telles

que a+ b 6= 0. Si de plus

L

(
Tα−1‖h‖L1

Γ(α)
(1 +

|b|
|a+ b|

) +
|c|
|a+ b|

)
< 1, (3.4)

alors le PLEDHF (3.1) admet une solution définie sur J .

Preuve.

On considère le sous ensemble S de X défini par :

S =
{
x ∈ X/‖x‖ ≤ N

}
où

N =
F0

(
Tα−1‖h‖L1

Γ(α)
(1 + |b|

|a+b|) + |c|
|a+b|

)
1− L

(
Tα−1‖h‖L1

Γ(α)
(1 + |b|

|a+b|) + |c|
|a+b|

) .
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et

F0 = sup
t∈J
|f(t, 0)|.

Il est clair que S satisfait les hypothèses du Théorème 2.2.1.

Par application du lemme 3.1.1, l’équation (3.1) est équivalente à l’équation intégrale

hybride non linéaire suivante :

x(t) = [f(t, x(t)]
( 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− c
))
, t ∈ J. (3.5)

Définissons les deux opérateurs A : X −→ X et B : S −→ X par :

Ax(t) = f(t, x(t)), t ∈ J (3.6)

et

Bx(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− c
)
. (3.7)

On écrit alors l’équation intégrale hybride (3.5) sous la forme :

x(t) = Ax(t)Bx(t), t ∈ J. (3.8)

Montrons que les opérateurs A et B satisfont les conditions du Théorème 2.2.1.

Soient x, y ∈ X. En utilisant l’hypothèse (H1) on obtient

|Ax(t)− Ay(t)| = |f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ L|x(t)− y(t)| ≤ ‖x− y‖

et ceci c’est pour tout t ∈ J.
Par passage au sup sur t, on obtient

‖Ax− Ay‖ ≤ L‖x− y‖,

pour tout x, y ∈ X.
Montrons que l’opérateur B est continu sur S.

Soit (xn) une suite dans S qui converge vers un point x ∈ S. Alors par le théorème de la

convergence dominée de Lebesgue,

lim
n→∞

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, xn(s))ds =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 lim
n→∞

g(s, xn(s))ds,
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et

lim
n→∞

b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, xn(s))ds =
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 lim
n→∞

g(s, xn(s))ds.

Alors

lim
n→∞

Bxn(t) = lim
n→∞

[ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, xn(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, xn(s))ds− c
)]

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− c
)

= Bx(t)

et ceci c’est pour tout t ∈ J . Ce qui montre que B est un opérateur continu sur S.

Montrons maintenant que B est un opérateur compact sur S.

Commençons par montrer que B(S) est un sous ensemble uniformément borné de X.

Soit x ∈ S. Par l’Hypothèse (H2), et pour tout t ∈ J on a :

|Bx(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

|(t− s)α−1g(s, x(s))|ds

+
1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

|(T − s)α−1g(s, x(s))|ds+ |c|
)

≤ Tα−1

Γ(α)

∫ t

0

|h(s)|ds+
bTα−1

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

|h(s)|ds+
|c|
|a+ b|

≤ Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

.

Donc

‖Bx‖ ≤ Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1+ | b

a+ b
|
)

+
|c|
|a+ b|

, pour toutx ∈ S.

Ce qui montre que B est uniformément borné sur S.

Montrons, maintenant que B(S) est un sous ensemble équicontinu de X.

Posons p(t) =
∫ t

0
h(s)ds.

Soient t1, t2 ∈ J . Pour tout x ∈ S ona

|Bx(t1)−Bx(t2)| = | 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1g(s, x(s))ds|

≤ Tα−1

Γ(α)

∣∣∣ ∫ t2

t1

|g(s, x(s))|ds
∣∣∣

≤ Tα−1

Γ(α)
|p(t1)− p(t2)|.
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La fonction p est continue sur le compact J , donc il est uniformément continue, et par

conséquent

∀ε > 0, ∃η > 0 : |t1 − t2| < η =⇒ |Bx(t1)−Bx(t2)| < ε,

pour tous t1, t2 ∈ J et pour tout x ∈ X. Ce qui montre que B(S) est un sous ensemble

équicontinue de X.

Alors par le théorème Arzelà-Ascoli , B est un opérateur compact sur S.

Finallement vérifions que l’hypothèse (c) du Théorème 2.2.1 est satisfaite.

Soit x ∈ X et y ∈ S tels que x = AxBy. Alors,

|x(t)| = |Ax(t)||By(t)|

≤ |f(t, x(t))|
∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− c
)∣∣∣

≤
[
|f(t, x(t))− f(t, 0)|+ |f(t, 0)|

](Tα−1

Γ(α)

∫ T

0

h(s)ds

+
|b|Tα−1

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

h(s)ds+
|c|
|a+ b|

)
≤

(
L|x(t)|+ F0

)(Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

)
.

Par conséquent,

|x(t)| − L
(Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

)
|x(t)|

≤ F0

(Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

)
,

ce qui implique que

|x(t)| ≤
F0

(
Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b|

)
1− L

(
Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b|

) .
Par passage au sup sur t on aura

‖x‖ ≤
F0

(
Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b|

)
1− L

(
Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1 + |b|

|a+b|

)
+ |c|
|a+b|

) = N.

Alors x ∈ S et donc l’hypothèse (c) du Théorème 2.2.1 est vérifiée.

Finallement, on a :

M = ‖B(S)‖ = sup{‖Bx‖ : x ∈ S} ≤ Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1+ | b

a+b
|
)

+ |c|
|a+b|
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et alors,

αM ≤
(
Tα−1

Γ(α)
‖h‖L1

(
1+ | b

a+b
|
)

+ |c|
|a+b|

)
< 1

D’où, tous les conditions du Théorème 2.2.1 sont vérifiées et l’équation AxBx = x admet

une solution dans S.

Il en résulte que le PLEDHF (3.1) admet une solution définie sur J . Ce qui achève la

preuve.

3.2 Inégalités différentielles hybrides

Dans cette section on discute un résultat relatif aux inégalités strictes du PLEDHF

(3.1). On commence par la définition et le lemme fondamental suivants :

Définition 3.2.1.

On note par Cp([0, T ],R) l’espace des fonctions m qui vérifient : m ∈ C((0, T ],R)

tpm(t) ∈ C([0, T ],R)

Lemme 3.2.1. [18]

Soient p et q deux réels tels que p+ q = 1 et soit m ∈ Cp([0, T ],R). On suppose que pour

tout t1 ∈ [0, T ] on a m(t1) = 0 et m(t) < 0 pour 0 ≤ t < t1,alors :

Dqm(t1) ≥ 0

Fixons dans toute la suite deux réels α et p tels que α + p = 1

Théorème 3.2.1.

Supposons que l’hypothèse (H0) est vérifiée et qu’il existe deux fonctions y, z ∈ Cp([0, T ],R)

telles que :

0D
α
c

( y(t)

f(t, y(t))

)
≤ g(t, y(t)) p.p. t ∈ J (3.9)

et

0D
α
c

( z(t)

f(t, z(t))

)
≥ g(t, z(t)), p.p. t ∈ J (3.10)

avec l’une des inégalités est stricte. Alors, y0 < z0 où y0 = t1−αy(t) |t=0 et z0 =

t1−αz(t) |t=0 impliquent que

y(t) < z(t), (3.11)

pour tout t ∈ J .
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Preuve.

Supposons que l’inégalité (3.10) est stricte et que l’inégalité (3.11) est fausse. Alors,

puisque y0 < z0 et t1−αy(t) et t1−αz(t) sont des fonctions continues, il existe t1 tel que

0 < t1 ≤ T avec y(t1) = z(t1) et y(t) < z(t), 0 ≤ t < t1.

On définit les deux fonctions :

Y (t) =
y(t)

f(t, y(t))
et Z(t) =

z(t)

f(t, z(t))
.

Alors nous avons Y (t1) = Z(t1) et en vertu de l’hypothèse (H0), nous obtenons Y (t) <

Z(t) pour tout 0 ≤ t < t1.

Notons m(t) = Y (t) − Z(t), 0 ≤ t ≤ t1. Nous avons m(t) < 0, 0 ≤ t < t1 et m(t1) = 0,

avec m ∈ Cp([0, T ],R). Alors par le lemme 3.2.1, on a 0D
αm(t1) ≥ 0. Par les équations

(3.9) et (3.10), nous obtenons

g(t1, y(t1)) ≥ 0D
αY (t1) ≥ 0D

αZ(t1) > g(t1, z(t1)).

Ce qui contredit le fait que : y(t1) = z(t1). Ce qui achève la preuve du théorème.

Théorème 3.2.2.

Supposons que l’hypothèse (H0) est vérifiée et qu’il existe deux fonctions y, z ∈ Cp([0, T ],R)

telles que :

Dα
c

( y(t)

f(t, y(t))

)
≤ g(t, y(t)), p.p. t ∈ J, (3.12)

et

Dα
c

( z(t)

f(t, z(t))

)
≥ g(t, z(t)), p.p. t ∈ J, (3.13)

avec l’une des inégalité est stricte. On suppose de plus que a > 0, b < 0 et y(T ) < z(T ).

Alors, la condition

a
y(0)

f(0, y(0))
+ b

y(T )

f(T, y(T ))
< a

z(0)

f(0, z(0))
+ b

z(T )

f(T, z(T ))
(3.14)

implique que

y(t) < z(t), (3.15)

pour tout t ∈ J .

Preuve.

On a

a
y(0)

f(0, y(0))
+ b

y(T )

f(T, y(T ))
< a

z(0)

f(0, z(0))
+ b

z(T )

f(T, z(T ))
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ce qui implique que

a(
y(0)

f(0, y(0))
− z(0)

f(0, z(0))
) < b(

z(T )

f(T, z(T ))
− y(T )

f(T, y(T ))
),

et puisque b < 0 et y(T ) < z(T ), on obtient par l’hypothèse (H0)

z(T )

f(T, z(T ))
− y(T )

f(T, y(T ))
> 0.

Donc
y(0)

f(0, y(0))
− z(0)

f(0, z(0))
< 0, (a > 0).

Et par l’hypothèse (H0) : y(0) < z(0). Les fonctions t1−αy(t) et t1−αz(t) étant continues,

alors y0 < z0. Donc par le Théorème 3.2.1 on a y(t) < z(t).

Théorème 3.2.3.

Supposons que les conditions du Théorème 3.2.2 sont vérifiées ainsi que les inégalités

(3.9) et (3.10) et qu’il existe un réel M > 0 tel que

g(t, x1)− g(t, x2) ≤ M

1 + tα

( x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
p.p. t ∈ J, (3.16)

pour tout x1, x2 ∈ R avec x1 ≥ x2. Alors

a
y(0)

f(0, y(0))
+ b

y(T )

f(T, y(T ))
< a

z(0)

f(0, z(0))
+ b

z(T )

f(T, z(T ))

implique y(t) < z(t) pour tout t ∈ J , à condition que M ≤ Γ(1 + α).

Preuve.

On définit
zε(t)

f(t, zε(t))
=

z(t)

f(t, z(t))
+ ε(1 + tα),

pour ε > 0.

Et on note Zε(t) = zε(t)
f(t,zε(t))

et Z(t) = z(t)
f(t,z(t))

pour t ∈ J .

Alors nous avons

Zε(t) > Z(t) =⇒ zε(t) > z(t).

Puisque

g(t, x1)− g(t, x2) ≤ M

1 + tα

( x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
,

et Dα
c

(
z(t)

f(t,z(t))

)
≥ g(t, z(t)) pour tout t ∈ J , et M ≤ Γ(1 + α) on a

Dα
c Zε(t) = Dα

c Z(t) + εDα
c t
α

≥ g(t, z(t)) + εΓ(α + 1)

≥ g(t, zε(t))−
M

1 + tα
(Zε − Z) + εΓ(1 + α)

≥ g(t, zε(t)) + ε(Γ(1 + α)−M)

> g(t, zε(t)).
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Nous avons zε(0) > z(0) ≥ y(0) et les fonctions t1−αy(t) et t1−αz(t) sont continues,

alors y0 < z0
ε . Donc par application du Théorème 3.2.1 on a bien y(t) < zε(t) pour tout

t ∈ J . Ceci pour ε > 0 arbitraire, alors par passeage à la limite quand ε −→ 0, on a

y(t) ≤ z(t) pour tout t ∈ J .

Remarque 3.2.1.

Les fonctions f et g définies par f(t, x) = 1 et g(t, x) = x vérifient bien la condition

(3.16).

3.3 Existence des solutions maximale et minimale

Dans cette section, nous allons prouver l’existence des solutions maximale et minimale

du PLEDHF (3.1) dans J = [0, T ].

Pour cela nous introduisons la définition suivante

Définition 3.3.1.

Une soltution r du PLEDHF (3.1) est dite maximale si pour toute autre solution x de

PLEDHF (3.1) on a

x(t) ≤ r(t),

pour tout t ∈ J .

De même, une solution ρ du PLEDHF (3.1) est dite minimale si

ρ(t) ≤ x(t),

pour tout t ∈ J et pour toute solution x du PLEDHF dans J .

Nous discutons seulement le cas de la solution maximale, ce lui de la solution minimale

se fait d’une manière analogue et avec des arguments similaires et des modifications

appropriées.

Soit ε > 0 arbitraire, considérons le problème aux limites suivant du PLEDHF d’ordre

0 < α < 1, D
α
c

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) + ε p.p. t ∈ J = [0, T ]

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c+ ε
(3.17)

où f ∈ C(J × R,R\{0}) et g ∈ Car(J × R,R) et a, b et c sont des constantes réelles

telles que : a+ b 6= 0.

Le problème d’existence de la solution pour le PLEDHF (3.17) est établi dans le théorème

suivant :
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CHAPITRE 3. PROBLÈME AUX LIMITES POUR UNE ÉQUATION
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Théorème 3.3.1.

Supposons que les hypothèses (H0) − (H2) sont vérifiées ainsi que l’inégalité (3.4) et

soient a, b, c des réels tels que a + b 6= 0. Alors, pour chaque ε > 0 le PLEDHF (3.17)

admet une solution dans J .

Preuve.

Il suffit de remarquer, d’après (3.4), qu’il existe ε0 > 0 tel que

L

(
Tα−1‖h‖L1 + εT

α

Γ(α)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|+ ε

|a+ b|

)
< 1,

pour tout 0 < ε ≤ ε0.

Le reste de la preuve se fait par les mêmes techniques dans la preuve du Théorème

3.1.1.

Nous donnons maintenant un théorème principal concernant de l’existence de la solution

maximale du PLEDHF (3.1).

Théorème 3.3.2.

Supposons que les hypothèses (H0)-(H2) sont vérifiées ainsi que les conditions du Théorème

3.2.2 et que a+ b 6= 0. Si de plus la condition (3.4) est satisfaite, alors le PLEDHF (3.1)

admet une solution maximale.

Preuve.

Soit {(εn)n}∞0 une suite décroissante de nombres réels positifs telle que limn→∞ εn = 0,

où ε0 est un nombre réel positif vérifiant :

L

(
Tα−1‖h‖L1 + ε0

T
α

Γ(α)
(1 +

|b|
|a+ b|

) +
|c|+ ε0

|a+ b|

)
< 1.

Le nombre ε0 existe d’aprés l’inégalité (3.4).

Par le Théorème 3.1.1, il existe une solution r(t, εn) définie sur J du PLEDHFD
α
c

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) + εn p.p. t ∈ J,

a x(0)
f(0,x(0))

+ b x(T )
f(T,x(T ))

= c+ εn.
(3.18)

Alors toute solution u du PLEDHF (3.1) satisfait

Dα
c

( u(t)

f(t, u(t))

)
≤ g(t, u(t)),

et toute solution du problème auxiliaire (3.18) satisfait :

Dα
c

( r(t, εn)

f(t, r(t, εn))

)
= g(t, r(t, εn)) + εn > g(t, r(t, εn))
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DIFFÉRENTIELLE FRACTIONNAIRE HYBRIDE

où

a
u(0)

f(0, u(0))
+ b

u(T )

f(T, u(T ))
= c ≤ c+ εn = a

r(0, εn)

f(0, r(0, εn))
+ b

r(T, εn)

f(T, r(T, εn))
.

Par le Théorème 3.2.2, on déduit que

u(t) ≤ r(t, εn), (3.19)

pour tout t ∈ J et n ∈ IN . Puisque

c+ ε2 = a
r(0, ε2)

f(0, r(0, ε2))
+ b

r(T, ε2)

f(T, r(T, ε2))
≤ a

r(0, ε1)

f(0, r(0, ε1))
+ b

r(T, ε1)

f(T, r(T, ε1))
= c+ ε1,

alors, par le Théorème 3.2.2, on déduit que r(t, ε2) ≤ r(t, ε1). Donc, r(t, εn) est une suite

décroissante de nombres réels, et la limite

r(t) = lim
n→∞

r(t, εn), (3.20)

existe.

Montrons, maintenant que cette convergence est uniforme dans J .

Pour cela il suffit de prouver que la suite r(t, εn) est équicontinue dans C(J,R).

Soient t1, t2 ∈ J avec t1 < t2, Alors

|r(t1, εn)− r(t2, εn)| =
∣∣∣[f(t1, r(t1, εn))]

( 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
))

− [f(t2, r(t2, εn))]
( 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
))∣∣∣,

et par conséquent

|r(t1, εn)− r(t2, εn)| =
∣∣∣[f(t1, r(t1, εn))]

( 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)
)
ds

− [f(t2, r(t2, εn))]
( 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)

−
(
f(t1, r(t1, εn))− f(t2, r(t2, εn))

) 1

a+ b

( b

Γ(α)

×
∫ T

0

(T − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
)∣∣∣.

Donc∣∣∣r(t1, εn)− r(t2, εn)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣[f(t1, r(t1, εn))]

( 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)
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− [f(t2, r(t2, εn))]
( 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)∣∣∣∣∣

+
∣∣∣(f(t1, r(t1, εn))− f(t2, r(t2, εn)

) 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1(g(s, r(s, εn))

+ εn)ds− c− εn
)∣∣∣+

∣∣∣[f(t2, r(t2, εn))]
( 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1(g(s, r(s, εn))

+ εn)ds
)
− [f(t2, r(t2, εn))]

( 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds
)∣∣∣,

d’où ∣∣∣r(t1, εn)− r(t2, εn)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣f(t1, r(t1, εn))− f(t2, r(t2, εn))

∣∣∣[(‖h‖L1 + εn)Tα

Γ(α + 1)

+
|b|(‖h‖L1 + εn)Tα

|a+ b|Γ(α + 1)
+
|c|+ εn
|a+ b|

]
+ F

(‖h‖L1 + εn)

Γ(α + 1)

[
|tα2 − tα1 − (t2 − t1)α|+ (t2 − t1)α

]
,

où F = sup
(t,x)∈J×[−N,N ]

|f(t, x)|.

Puisque f est continue sur le compact J× [−N,N ], elle est donc uniformément continue,

et
∣∣∣f(t1, r(t1, εn)) − f(t2, r(t2, εn))

∣∣∣ −→ 0 lorsque t1 −→ t2 uniformément pour tout

n ∈ N .

De plus, des inégalités précédentes, il s’ensuit que

|r(t1, εn)− r(t2, εn)| −→ 0 lorsque t1 −→ t2 uniformément pour tout n ∈ N . Donc

r(t, εn) −→ r(t) lorsque n −→∞ pour tout t ∈ J .

Montrons que la fonction r(t) est une solution du PLEDHF (3.1) définie sur J .

Puisque r(t, εn) est solution de PLEDHF (3.18), alors

r(t, εn) = [f(t, r(t, εn))]
( 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1(g(s, r(s, εn)) + εn)ds− c− εn
))
,

pour tout t ∈ J .

Passons à la limite quand n −→∞, on obtient

r(t) = [f(t, r(t))]
( 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t− s)α−1g(s, r(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, r(s))ds− c
))
,

pour tout t ∈ J . Donc r est une solution PLEDHF (3.1) définie sur J .

Par suite, de l’inégalité (3.19), on déduit que u(t) ≤ r(t) pour tout t ∈ J . D’où le

PLEDHF (3.1) admet une solution maximale définie sur J . Ce qui achève la démonstration.
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3.4 Théorèmes de comparaison

Dans cette section, nous allons prouver que la solution maximale et minimale servent

comme bornes pour l’ensemble de solutions de l’inégalité différentielle reliée au PLEDHF

(3.1) dans l’intervalle J = [0, T ].

Théorème 3.4.1.

Supposons que les hypothèses (H0) − (H2) sont vérifiées ainsi que la condition (3.4) et

soient a, b et c des réels tels : que a + b 6= 0. On suppose qu’il existe un réel M > 0 tel

que

g(t, x1)− g(t, x2) ≤ M

1 + tα

( x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
p.p. t ∈ J,

pour tous x1, x2 ∈ R avec x1 ≥ x2 où M ≤ Γ(1 + α). Alors s’il existe une fonction

u ∈ C(J,R) telle que D
α
c

(
u(t)

f(t,u(t))

)
≤ g(t, u(t)) p.p. t ∈ J,

a u(0)
f(0,u(0))

+ b u(T )
f(T,u(T ))

≤ c,
(3.21)

alors

u(t) ≤ r(t), (3.22)

pour tout t ∈ J où r est la solution maximale du PLEDHF (3.1) sur J .

Preuve.

Soit ε > 0. Par le Théorème 3.3.2, r(t, ε) est une solution maximale du PLEDHF (3.17)

et la limite

r(t) = lim
ε→0

r(t, ε) (3.23)

est uniforme dans J et la fonction r est une solution maximale du PLEDHF (3.17) dans

J . Par conséquent, nous obtenonsD
α
c

(
r(t,ε)

f(t,r(t,ε))

)
= g(t, r(t, ε)) + ε p.p. t ∈ J

a r(0,ε)
f(0,r(0,ε))

+ b r(T,ε)
f(T,r(T,ε))

= c+ ε.
(3.24)

Donc D
α
(

r(t,ε)
f(t,r(t,ε))

)
> g(t, r(t, ε)) p.p. t ∈ J

a r(0,ε)
f(0,r(0,ε))

+ b r(T,ε)
f(T,r(T,ε))

= c+ ε.
(3.25)

En appliquant le Théorème 3.2.3 aux inégalités (3.21) et (3.25) on conclut que u(t) <

r(t, ε) pour tout t ∈ J .

De plus en vue de la limite (3.23) on obtient alors l’inégalité (3.22).
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Théorème 3.4.2.

Supposons que les hypothèses (H0) − (H2) et la condition (3.4) sont vérifiées et soient

a, b et c des constantes réelles avec a + b 6= 0. De plus, supposons qu’il existe un réel

M > 0 tel que

g(t, x1)− g(t, x2) ≤ M

1 + tα

( x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
p.p. t ∈ J

pour tous x1, x2 ∈ R avec x1 ≥ x2 où M ≤ Γ(1 + α). Donc s’il existe une fonction

v ∈ C(J,R) telle que D
α
c

(
v(t)

f(t,v(t))

)
≥ g(t, v(t)) p.p. t ∈ J

a v(0)
f(0,v(0))

+ b v(T )
f(T,v(T ))

> c,

alors,

ρ(t) ≤ v(t)

pour tout t ∈ J où ρ est la solution minimale du PLEDHF (3.1) sur J .

Notons que le théorème 3.4.1 est utile pour prouver la bornitude et l’unicité de la

solution du PLEDHF (3.1) sur J .

Un résultat dans ce sens est le suivant :

Théorème 3.4.3.

Supposons que les hypothèses (H0) − (H2) sont vérifiées ainsi que la condition (3.4) et

soient a, b et c des réels tels que a+ b 6= 0 et qu’il existe un réel M > 0 tel que

g(t, x1)− g(t, x2) ≤ M

1 + tα

( x1

f(t, x1)
− x2

f(t, x2)

)
p.p. t ∈ J

pour tous x1, x2 ∈ R avec x1 ≥ x2 où M ≤ Γ(1 + α). Si la fonction identiquement nulle

est l’unique solution de l’équation différentielleD
α
cm(t) = M

1+tα
m(t) p.p. t ∈ J,

am(0) + bm(T ) = 0
(3.26)

alors le PLEDHF (3.1) admet une unique solution.

Preuve.

Par le Théorème 3.1.1, le PLEDHF (3.1) admet une solution définie sur J .

Supposons que le PLEDHF (3.1) admet deux solutions u1 et u2 avec u1 > u2.

Définissons une fonction m : J −→ R par

m(t) =
u1(t)

f(t, u1(t))
− u2(t)

f(t, u2(t))
.
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En vue de l’hypothèse (H0), on conclût que m(t) > 0. on a

Dαm(t) = Dα
[ u1(t)

f(t, u1(t))

]
−Dα

[ u2(t)

f(t, u2(t))

]
= g(t, u1(t))− g(t, u2(t))

≤ M

1 + tα

( u1

f(t, u1(t))
− u2(t)

f(t, u2(t))

)
=

M

1 + tα
m(t),

pour presque tout t ∈ J . Puisque

m(0) = u1(0)
f(0,u1(0))

− u2(0)
f(0,u2(0))

et m(T ) = u1(T )
f(T,u1(T ))

− u2(T )
f(T,u2(T ))

et

a
u1(0)

f(0, u1(0))
+ b

u1(T )

f(T, u1(T ))
= a

u2(0)

f(0, u2(0))
+ b

u2(T )

f(T, u2(T ))
,

alors

am(0) + bm(T ) = 0.

Appliquons le théorème 3.4.1 avec f(t, x) = 1 et c = 0, ce qui donne que m(t) ≤ 0 pour

tout t ∈ J où la fonction identiquement nulle est l’unique solution l’équation différentielle

(3.26). Ceci contredit le fait que m(t) > 0 et donc u1 = u2.

3.5 Existence des solutions extrémales

Parfois il est souhaitable d’étudier l’existence des solutions extrémales positives d’une

équation différentielle. C’est pour cela dans cette section, nous allons prouver l’existence

des solutions positives maximale et minimale du PLEDHF (3.1). Nous utiliserons le

théorème de point fixe hybride de Dhage [22] dans un espace de Banach ordonné.

Nous aurons besoin du préliminaire suivant :

Un sous-ensemble non vide, fermé K dans une algèbre de Banach X est appelé cône de

sommet 0, si

(i) K +K ⊆ K,

(ii) λK ⊆ K pour λ ∈ R, λ ≥ 0,

(iii) (−K) ∩K = 0 où 0 est l’élèment neutre de X,

(iv) le cône K est dit positif si K ◦ K ⊆ K où ◦ est la composée de multiplication

dans X.

Définissons la relation d’ordre ≤ dans X comme suit :

Soient x, y ∈ X. Alors, x ≤ y si, et seulement si, y − x ∈ K.

Un cône K est dit normal si la norme ‖.‖ est semi-monotone croissante sur K, c.à.d.

qu’il existe une constante N > 0 telle que ‖x‖ ≤ N‖y‖ pour tous x, y ∈ K avec x ≤ y.

57
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Il est connu que si un cône K est normal dans X, Alors chaque ensemble borné par

rapport à l’ordre dans X est borné en norme dans X. Pour plus de détails sur les cônes

et leurs propriétés voir [32].

Lemme 3.5.1. [21]

Soient K un cône positive dans une algèbre de Banach X, et u1, u2, v1, v2 ∈ K tels que

u1 ≤ v1 et u2 ≤ v2. Alors, u1u2 ≤ v1v2.

Pour tous a, b ∈ X, l’intervalle ordonné [a, b] est un ensemble de X défini par

[a, b] = {x ∈ X : a ≤ x ≤ b}.

Définition 3.5.1. Une application Q : [a, b] −→ X est dite croissante si x ≤ y implique

Qx ≤ Qy

pour tous x, y ∈ [a, b].

Nous introduisons le Théorème 3.5.1 pour prouver l’existence d’une solution extrémale

du problème (3.1) sous certaines conditions de monotonie.

Théorème 3.5.1. [20]

Soit K un cône dans une algèbre de Banach X et soient a, b ∈ X tels que a ≤ b.

Si A,B : [a, b]→ K sont deux opérateurs croissants tels que

(a) A est Lipschitzian de constante de Lipschitz α,

(b) B est complet,

(c) AxBx ∈ [a, b] pour tout x ∈ [a, b].

De plus, si le cône K est positive et normal,

alors l’équation AxBx = x admet au moins une solution minimale et maximale, positive

dans [a, b].

Et ceci si αM < 1, où M = ‖B([a, b])‖ = sup{‖Bx‖ : x ∈ [a, b]}.

Equipons l’espace C(J,R) de la relation d’ordre ≤ à l’aide du cône K defini par

K = {x ∈ C(J,R) : x(t) ≥ 0,∀t ∈ J} (3.27)

Il est clair que le cône K est positif et normal dans C(J,R).

On aura besoin de la définition suivante

Définition 3.5.2.

Une fonction a ∈ C(J,R) est appelée solution inférieure du PLEDHF (3.1) définie sur J

si elle satisfait l’équation (3.12).

De même, une fonction a ∈ C(J,R) est appelée solution supérieure du PLEDHF (3.1)

définie sur J s’elle satisfait l’équation (3.13).
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Une solution du PLEDHF (3.1) est une solution inférieure et aussi supérieure du

PLEDHF (3.1) définie sur J ; la réciproque est aussi vraie. Considérons les hypothèses

suivantes :

(B0) f : J × R −→ R∗+, g : J × R −→ R+

(B1) Le PLEDHF (3.1) admet une solution inférieure a et une solution supérieure b

définies sur J avec a ≤ b.

(B2) La fonction x −→ x
f(t,x)

est strictement croissante sur l’intervalle [mint∈J a(t),maxt∈J b(t)]

pour presque tout t ∈ J .

(B3) Les fonctions f(t, x) et g(t, x) sont croissantes par rapport à x pour presque tout

t ∈ J .

(B4) Il existe une fonction k ∈ L1(J,R) telle que g(t, b(t)) ≤ k(t).

On peut remarquer que l’hypothèse (B4) est vérifiée en particulier, si f est continue et

g est L1-Carathéodory sur J × R.

Théorème 3.5.2.

On suppose que les hypothèses (H1) et (B0) − (B4) sont vérifiées et soient a, b et c des

constantes réelles avec a+ b 6= 0. De plus, si

L

(
Tα−1‖h‖L1

Γ(α)
(1 +

|b|
|a+ b|

) +
|c|
|a+ b|

)
< 1 et

b

a+ b
≤ 0, (3.28)

alors, le PLEDHF (3.1) admet une solution minimale et une maximale positives définies

sur J .

Preuve.

Le PLEDHF (3.1) est équivalent à l’équation intégrale (3.5).

Définissons les deux opérateurs A et B sur X respectivement par (3.6) et (3.7) .

Alors l’équation intégrale (3.5) s’écrit donc

Ax(t)Bx(t) = x(t)

sur l’algèbre de Banach X. Notons que hypothèse (B0) implique que A,B : [a, b] −→ K.

Puisque le cône K de X est normal, alors d’après ce qui précède [a, b] est un ensemble

borné en norme de X.

Comme dans la preuve du Théorème 3.1.1, A est Lipschitzien de constante L et B est

un opérateur complétement continu sur [a, b].

D’autre part l’hypothèse (B3) implique que A et B sont croissant sur [a, b]. En effet,

soient x, y ∈ [a, b] tels que x ≤ y. Alors, par hypothèse (B3),

Ax(t) = f(t, x(t)) ≤ f(t, y(t)) = Ay(t),
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pour tout t ∈ J .

De même, on a

Bx(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− c
)

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, y(s))ds− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, y(s))ds− c
)

= By(t),

pour tout t ∈ J .

Ainsi A et B sont des opérateurs croissants sur [a, b].

Par le Lemme 3.5.1 et l’hypothèse (B3) nous obtenons

a(t) ≤ f(t, a(t))
[ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− c
)]

≤ f(t, x(t))
[ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− c
)]

≤ f(t, b(t))
[ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

a+ b

( b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− c
)]

≤ b(t),

pour tout t ∈ J et x ∈ [a, b].

Par conséquent

a(t) ≤ Ax(t)Bx(t) ≤ b(t),

pour tout t ∈ J et x ∈ [a, b].

D’où, AxBx ∈ [a, b] pour tout x ∈ [a, b]. Aussi,

M = ‖B([a, b])‖ = sup{‖Bx‖ : x ∈ [a, b]} ≤ L
(Tα−1‖h‖L1

Γ(α)
(1 +

|b|
|a+ b|

) +
|c|
|a+ b|

)
,

et alors,

αM ≤ L

(
Tα−1‖h‖L1

Γ(α)
(1 +

|b|
|a+ b|

) +
|c|
|a+ b|

)
< 1

Par suite, appliquons le Théorème 3.5.1 à l’équation AxBx = x, ce qui donne que le

PLEDHF (3.1) admet une solution minimale et maximale positives définie sur J . Ce qui

achève la preuve.
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Chapitre 4

Existence de solutions d’une

équation différentielle fractionnaire

hybride

Dans cette section on étudie l’existence des solutions de l’équation différentielle hy-

bride et d’ordre fractionnaire 3, objet du travail [37], suivante :0D
α
R

[
x(t)

f(t,x(t))

]
= g(t, x(t)) p.p. 0 ≤ t < 1,

x(1) = x′(1) = 0,
(4.1)

où 1 < α ≤ 2 , f ∈ C1(J × R,R\{0}) et g ∈ Car(J × R,R).

On étudiera alors l’existence des solutions sous les conditions mixtes, de Lipschitz et de

Carathéodory.

4.1 Résultat d’existence

Dans cette section, nous allons prouver l’existence de la solution de l’équation

différentielle hybride d’ordre fractionnaire (4.1) définie sur l’intervalle J = [0, 1] sous

des conditions mixtes de Lipschitz et de Carathéodory ; on suppose les hypothèses sous

mentioner, au paravant, dans la section 2.2

Les deux Lemmes classiques suivants seront utiles

Lemme 4.1.1. [41]

Soit α > 0. On suppose que x ∈ C(0, 1)∩L1(0, 1), alors l’équation différentielle fraction-

3. K.Hilal and A.Kajouni ; Existence of solutions for hybrid differential equation with fractional

order : Mathematical Theory and Modeling, ISSN 2224-5804.
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naire

0D
α
Rx(t) = 0

admet

x(t) = c1t
α−1 + c2t

α−2 + ...+ cnt
α−n,

ci ∈ R, i = 1, ..., n, comme unique solution où n est le plus petit entier supérieur ou égal

à α.

Lemme 4.1.2. [41]

On suppose que x ∈ C(0, 1) ∩ L1(0, 1) et que sa dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 est

dans C(0, 1) ∩ L1(0, 1). Alors

Iα0 0D
α
Rx(t) = x(t) + c1t

α−1 + c2t
α−2 + ...+ cnt

α−n

pour certains ci ∈ R, i = 1, 2, ..., n où n est le plus petit entier supérieur ou égal à α.

Par l’application de ces deux lemmes, on obtient le résultat suivant :

Lemme 4.1.3.

Soit h ∈ C[0, 1] ∩ L1[0, 1] et 1 < α ≤ 2. Alors l’unique solution du problème 0D
α
R

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= h(t) p.p. 0 ≤ t < 1,

x(1) = x′(1) = 0,
(4.2)

est

x(t) = f(t, x(t))

∫ 1

0

H(t, s)h(s)ds

où

H(t, s) =


(t−s)α−1−tα−1(1−s)α−1

Γ(α)
+ s(1−t)tα−2(1−s)α−2

Γ(α−1)
, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1

−tα−1(1−s)α−1

Γ(α)
+ s(1−t)tα−2(1−s)α−2

Γ(α−1)
, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

(4.3)

Preuve.

Appliquons l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α à la première équation

du problème (4.2), on obtient

x(t)

f(t, x(t))
= Iαh(t) + c1t

α−1 + c2t
α−2

pour certains constantes c1, c2 ∈ R.

Par conséquent, la solution général de (4.2) est :

x(t) = f(t, x(t))
( 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+ c1t
α−1 + c2t

α−2
)
. (4.4)
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Puisque x(1) = 0, alors

c1 + c2 =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1h(s)ds.

De la relation (4.4), on a

x′(t)f(t, x(t))− x(t)ft(t, x(t))

f 2(t, x(t))
=

1

Γ(α− 1)

∫ t

0

(t− s)α−2h(s)ds+ (α− 1)c1t
α−2

+ (α− 2)c2t
α−3. (4.5)

Comme x′(1) = 0, donc

(α− 1)c1 + (α− 2)c2 =
1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds.

Alors

c1 =
1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

((1− s)α−2 − (1− s)α−1)h(s)ds

c2 =
1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

((1− s)α−1 − (1− s)α−2)h(s)ds− 1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1h(s)ds

et par conséquent,

x(t) = f(t, x(t))

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+

∫ 1

0

( tα−1

Γ(α− 1)
((1− s)α−1

− (1− s)α−2)− tα−1

Γ(α)
((1− s)α−1 +

tα−2

Γ(α)
((1− s)α−2 − (1− s)α−1)

)
h(s)ds

)

= f(t, x(t))
(∫ t

0

( 1

Γ(α)
(t− s)α−1 +

tα−1

Γ(α− 1)
((1− s)α−1 − (1− s)α−2)

− tα−1

Γ(α)
(1− s)α−1 +

tα−2

Γ(α− 1)
((1− s)α−2 − (1− s)α−1)

)
h(s)ds

+

∫ 1

t

( tα−1

Γ(α− 1)
((1− s)α−1 − (1− s)α−2)

− tα−1

Γ(α)
(1− s)α−1 +

tα−2

Γ(α− 1)
((1− s)α−2 − (1− s)α−1)

)
h(s)ds

)

= f(t, x(t))
(∫ t

0

((t− s)α−1

Γ(α)
+
s(1− t)tα−2(1− s)α−2

Γ(α− 1)
− tα−1(1− s)α−1

Γ(α)

)
h(s)ds

+

∫ 1

t

(s(1− t)tα−2(1− s)α−2

Γ(α− 1)
− tα−1(1− s)α−1

Γ(α)

)
h(s)ds

)
= f(t, x(t))

∫ 1

0

H(t, s)h(s)ds,

Ce qui achève la preuve.
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Lemme 4.1.4.

La fonction H(t, s) définie par (4.3) vérifie la condition suivante :

Γ(α− 1)H(t, s) ≤ q(t)k(s) (4.6)

où q(t) = (1− t)tα−2 et k(s) = s(1− s)α−2.

Dans la suite, on note par

K =
1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

k(s)ds. (4.7)

Théorème 4.1.1.

Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées. De plus, si

LK‖h‖L1 < 1, (4.8)

alors le problème (4.1) admet au moins une solution définie sur J .

Preuve.

On défini le sous ensemble S de X par

S =
{
x ∈ X/‖x‖ ≤ N

}
,

où

N =
F0T‖h‖L1

1− LT‖h‖L1

et F0 = sup
t∈J
|f(t, 0)|.

Il est clair que S satisfait les hypothèses du Théorème 2.2.1, donc par application du

Lemme 4.1.3 , l’équation (4.1) est équivalente à l’équation intégrale hybride non lineaire

suivante :

x(t) = f(t, x(t))

∫ 1

0

H(t, s)g(s, x(s))ds, t ∈ J. (4.9)

Maintenant, considérons les opérateurs suivants : A : X −→ X et B : S −→ X tels que

Ax(t) = f(t, x(t)), t ∈ J, (4.10)

et

Bx(t) =

∫ 1

0

H(t, s)g(s, x(s))ds. (4.11)

Avec ces deux arguments l’équation intégrale hybride (4.9) peut s’ecrire sous la forme

x(t) = Ax(t)Bx(t), t ∈ J. (4.12)
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Montrons que les opérateurs A et B satisfont les conditions du Théorème 2.2.1. Nous

allons le faire en 4 étapes.

Etape 1. Soient x, y ∈ X alors par l’hypothèse (H1),

|Ax(t)− Ay(t)| = |f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ L|x(t)− y(t)| ≤ L‖x− y‖,

pour tout t ∈ J . Passons au sup par rapport à t.

‖Ax− Ay‖ ≤ L‖x− y‖,

pour tous x, y ∈ X.
Etape 2. Montrons que l’opérateur B est continu sur S.

Pour se faire, soit (xn) une suite dans S qui converge vers un point x ∈ S. Alors le

théorème de la convergence dominée entraine que,

lim
n→∞

Bxn(t) = lim
n→∞

∫ 1

0

H(t, s)g(s, xn(s))ds

=

∫ 1

0

H(t, s) lim
n→∞

g(s, xn(s))ds

=

∫ 1

0

H(t, s)g(s, x(s))ds

= Bx(t),

pour tout t ∈ J . Ce qui montre que B est un opérateur continu sur S.

Etape 3. Montrons que B est un opérateur compact sur S.

Soit x ∈ S arbitraire. Du Lemme 4.1.4, on déduit que

|Bx(t)| = |
∫ 1

0

H(t, s)g(s, x(s))ds|

≤ q(t)
1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

k(s)h(s)ds

≤ K‖h‖L1 ,

pour tout t ∈ J .

Passant au sup par rapport à t, on obtient

‖Bx‖ ≤ K‖h‖L1 ,

pour tout x ∈ S. Ce qui donne que B est uniformément borné sur S.

Montrons maintenant que B(S) est un sous ensemble équi-continu dans X.

On se donne maintenant un ε > 0 et soit

δ < min
{1

2
,
Γ(α + 1)ε

12‖h‖L1

}
.
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Soient x ∈ S et t1, t2 ∈ [0, 1] avec t1 < t2, 0 < t2 − t1 < δ. On a

|Bx(t2)−Bx(t1)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

H(t2, s)g(s, x(s))ds−
∫ 1

0

H(t1, s)g(s, x(s))ds
∣∣∣

≤ ‖h‖L1

∣∣∣ ∫ t2

0

(t2 − s)α−1 − tα−1
2 (1− s)α−1

Γ(α)
ds

+

∫ t2

0

s(1− t2)tα−2
2 (1− s)α−2

Γ(α− 1)
ds−

∫ 1

t2

tα−1
2 (1− s)α−1

Γ(α)
ds

+

∫ 1

t2

s(1− t2)tα−2
2 (1− s)α−2

Γ(α− 1)
ds−

∫ t1

0

(t1 − s)α−1 − tα−1
1 (1− s)α−1

Γ(α)
ds

−
∫ t1

0

s(1− t1)tα−2
1 (1− s)α−2

Γ(α− 1)
ds+

∫ 1

t1

tα−1
1 (1− s)α−1

Γ(α)
ds

−
∫ 1

t1

s(1− t1)tα−2
1 (1− s)α−2

Γ(α− 1)
ds
∣∣∣

≤ ‖h‖L1

(∫ t2

0

(t2 − s)α−1

Γ(α)
ds−

∫ t1

0

(t1 − s)α−1

Γ(α)
ds+ (tα−1

2 − tα−1
1 )

∫ 1

0

(1− s)α−1

Γ(α)
ds

+ (tα−2
2 − tα−2

1 )

∫ 1

0

(1− s)α−2

Γ(α− 1)
ds+ (tα−1

2 − tα−1
1 )

∫ 1

0

(1− s)α−2

Γ(α− 1)
ds
)

≤ ‖h‖L1

(tα2 − tα1 + tα−1
2 − tα−1

1

Γ(α + 1)
+
tα−2
2 − tα−2

1

Γ(α)
+
tα−1
2 − tα−1

1

Γ(α)

)
≤ ‖h‖L1

Γ(α + 1)

(
tα2 − tα1 + (1 + α)(tα−1

2 − tα−1
1 ) + α(tα−2

2 − tα−2
1 )

)
≤ ‖h‖L1

Γ(α + 1)

(
tα2 − tα1 + 3(tα−1

2 − tα−1
1 ) + 2(tα−2

2 − tα−2
1 )

)
.

En vue, de majorer les quantités : tα2 − tα1 , tα−1
2 − tα−1

1 et tα−2
2 − tα−2

1 , on distingue

les cas suivants :

1er Cas : 0 ≤ t1 < δ, t2 < 2δ.

tα2 − tα1 ≤ tα2 < (2δ)α ≤ 2αδ ≤ 4δ, tα−1
2 − tα−1

1 ≤ tα−1
2 < (2δ)α−1 ≤ 2α−1δ ≤ 2δ

tα−2
2 − tα−2

1 ≤ tα−2
2 < (2δ)α−2 ≤ 2αδ ≤ δ

2eme Cas : 0 < t1 < t2 ≤ δ.

tα2 − tα1 ≤ tα2 < δα ≤ αδ ≤ 4δ, tα−1
2 − tα−1

1 ≤ tα−1
2 < δα−1 ≤ (α− 1)δ ≤ 2δ

tα−2
2 − tα−2

1 ≤ tα−2
2 < δα−2 ≤ (α− 2)δ ≤ δ

3eme Cas : δ ≤ t1 < t2 ≤ 1.

tα2 − tα1 ≤ αδ ≤ 4δ, tα−1
2 − tα−1

1 ≤ (α− 1)δ < 2δ
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tα−2
2 − tα−2

1 ≤ (α− 2)δ < δ

On obtient donc

|Bx(t2)−Bx(t1)| < ε,

pour tout t1, t2 ∈ J et pour tout x ∈ X. Ce qui montre que B(S) est sous ensemble

équi-continu dans X. Finalement, selon le théorème d’Arzelá-Ascoli, B est un opérateur

compact sur S.

Etape 4. L’hypothèse (c) du Théorème 2.2.1 est satisfaite. En effet,

soient x, y ∈ X tels que x = AxBy. Alors,

|x(t)| = |Ax(t)||By(t)|

= |f(t, x(t))− f(t, 0) + f(t, 0)||
∫ 1

0

H(t, s)g(s, x(s))ds|

≤ [L|x(t)|+ F0]
(
q(t)

1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

k(s)h(s)ds
)

≤ [L|x(t)|+ F0]K‖h‖L1 .

Donc,

|x(t)| ≤ F0K‖h‖L1

1− LK‖h‖L1

,

en passont au sup par rapport à t, on obtient

‖x‖ ≤ F0K‖h‖L1

1− LK‖h‖L1

.

Alors x ∈ S et l’hypothèse (c) du Théorème 2.2.1 est donc satisfaite. Par suite, on a

M = ‖B(S)‖ = sup{‖Bx‖ : x ∈ S} ≤ K‖h‖L1},

et donc,

LM ≤ LK‖h‖L1 < 1.

D’où, les conditions du Théorème 2.2.1 sont vérifiées et l’équation AxBx = x admet une

solution définie sur S. Il en résulte que, le problème (4.1) admet une solution définie sur

J .

4.2 Exemples

Nous proposons dans cette section deux exemples pour illustrer nos résultats ci-

dessus.
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Exemple 4.2.1. On considère l’équation différentielle fractionnaire suivante :D
3
2
Rx(t) = sinx(t) p.p. 0 ≤ t < 1

x(1) = x′(1) = 0,
(4.13)

où f(t, x) = 1, g(t, x) = sinx et h(t) = 1.

Alors les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées. En effet

K =
1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

k(s)ds

=
1

Γ(1
2
)

∫ 1

0

s(1− s)
−1
2 ds

=
4

35
√
π
,

en choisissant L = 1, on obtient

LK‖h‖L1 < 1.

Donc, l’équation différentielle fractionnaire (4.13) admet une solution définie sur [0, 1].

Exemple 4.2.2.

On considère l’équation différentielle fractionnaire hybride suivante :D
3
2
R

[
x(t)

sinx(t)+2

]
= cosx(t) p.p. 0 ≤ t < 1

x(1) = x′(1) = 0
(4.14)

où f(t, x) = sinx+ 2, g(t, x) = cos x et h(t) = 1.

Alors les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées. En effet

K =
4

35
√
π
,

en choisissant L = 1, on obtient

LK‖h‖L1 < 1.

Donc, l’équation différentielle fractionnaire hybride (4.14) admet une solution définie sur

[0, 1].
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Chapitre 5

Existence des solutions d’une

équation différentielle fractionnaire

hybride à condition non locale

Dans ce chapitre et vue qu la condition non locale joue un rôle remarquable dans la

modélisation de plusieurs phénomènes physiques comme en éléctronique, en mécanique

des matériaux, ou en biomathématiques, on considère l’équation différentielle hybride,

d’ordre fractionnaire et à condition non locale (en abréviation EDHFCNL) [38] 4, sui-

vante : D
α
c

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= g(t, x(t)) p.p. t ∈ J = [0, T ],

x(0)
f(0,x(0))

= L(x), x(T )
f(T,x(T ))

= xT ,
(5.1)

où 1 < α ≤ 2, f ∈ C1(J × R,R\{0}), g ∈ Car(J × R,R), xT ∈ R et L : C(J,R) → R

est une fonction continue.

Nous signalons aussi que la condition non locale signifie que la condition initiale dépend

de x(0) et des valeurs de la solution. Cela montre que la condition initiale n’est pas

définie et n’est pas connue, la seule information qu’on a sur x(0) est qu’elle dépend de

la solution dans certains instants futurs voir [33, 48].

Dans un premier temps on étudiera l’existence de la solution de ce problème et dans

un deuxième temps, on discute l’existence et l’unicité de la solution du système suivant,

4. K. Hilal and A. Kajouni ; Existence of the solution for system of coupled hybrid differential equa-

tions with fractional order and nonlocal conditions : Int. J. Diff. Eq., 2016, Article ID 4726526
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formé par un couple d’équations différentielles hybrides :

Dα
c

(
x(t)

f1(t,x(t),y(t))

)
= g1(t, x(t), y(t)) p.p. t ∈ J1 = [0, 1], 1 < α ≤ 2,

Dβ
c

(
y(t)

f2(t,x(t),y(t))

)
= g2(t, x(t), y(t)) p.p. t ∈ J1 = [0, 1], 1 < β ≤ 2,

x(0)
f1(0,x(0),y(0))

= L1(x, y), x(1) = 0,

y(0)
f2(0,x(0),y(0))

= L2(x, y), y(1) = 0,

où fi ∈ C1(J1 × R× R,R\{0}), gi ∈ Car(J1 × R× R,R)

et Li : C(J1,R)× C(J1,R)→ R sont des fonctions continues, (i = 1, 2).

De la définition de la dérivée de Caputo, on a d’abord les résultats suivants :

Lemme 5.0.1. [53]. Soit α > 0, alors l’équation différentielle fractionnaire

0D
α
c h(t) = 0,

admet les solutions

h(t) = c0 + c1t+ ...+ cn−1t
n−1 avec ci ∈ R et i = 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1.

Lemme 5.0.2. [53]. Soit α > 0, alors

Iα0 0D
α
c h(t) = h(t) + c0 + c1t+ ...+ cn−1t

n−1,

pour certains ci ∈ R, i = 1, 2, ..., n− 1 et n = [α] + 1.

On appelle solution du EDHFCNL (5.1) une fonction x ∈ C2(J,R) telle que :

(i) d2u
dt2
∈ L1(J,R) où u : t 7→ x

f(t,x)
pour chaque x ∈ R, et

(ii) x satisfait l’équation (5.1).

5.1 Résultat d’existence

Dans cette section, nous allons prouver l’existence des solutions de EDHFCNL (5.1)

sur l’intervalle fermé borné J = [0, T ].

On le faira à l’aide du Théorème 2.2.1.

En vue de ça, on suppose que les hypothèses (H0)-(H2) postulées dans la section 2.2 sont

satisfaites, ainsi que l’hypothèse suivante :

(H3) Il existe M > 0 tel que

|L(y)| ≤M pour tout y ∈ C(J ;R).

Comme conséquence des Lemmes 5.0.1 et 5.0.2, on a le résultat suivant :
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Lemme 5.1.1. Supposons que l’hypothèse (H0) est satisfaite. Pour tout h ∈ L1(J ;R),

la fonction x ∈ C2(J ;R) est solution de l’EDHFCNL suivant :D
α
c

(
x(t)

f(t,x(t))

)
= h(t) p.p. t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2,

x(0)
f(0,x(0))

= L(x), x(T )
f(T,x(T ))

= xT ,
(5.2)

si, et seulement si, x satisfait l’équation intégrale :

x(t) = f(t, x(t)

[
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− (
t

T
− 1)L(x) +

t

T
xT

]
. (5.3)

Preuve.

Supposons que x est solution du problème (5.3). Appliquons l’opérateur de dérivation

fractionnaire de Caputo d’ordre α, on obtient la première équation de (5.2). D’autre

part, substituons t = 0 et t = T dans (5.3) nous obtenons les conditions aux limites dans

(5.2).

Inversement, puisque Dα
(

x(t)
f(t,x(t))

)
= h(t), alors par le Lemme 5.0.2

x(t)

f(t, x(t))
+ c0 + c1t = Iαh(t),

et donc x(0)
f(0,x(0))

+ c0 = 0 et c0 = −L(x).

On a aussi
x(T )

f(T, x(T ))
+ c0 + c1T =

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds,

donc

c1 =
1

T

(
L(x)− xT +

1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds
)
,

ce qui implique que

x(t)

f(t, x(t)
=

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− (
t

T
− 1)L(x) +

t

T
xT .

Théorème 5.1.1.

Supposons que les hypothèses (H0)− (H3) sont vérifiées. Si de plus,

L

(
2Tα

Γ(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
< 1, (5.4)

alors EDHFCNL (5.1) admet au moins une solution définie sur J .
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Preuve.

Considérons le sous ensemble de X, S défini par :

S =
{
x ∈ X/‖x‖ ≤ N

}
,

où

N =
F0

(
2Tα

Γ(α+1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
1− L

(
2Tα

Γ(α+1)
‖h‖L1 +M + |xT |

) et F0 = sup
t∈J
|f(t, 0)|.

Il est clair que S satisfait les hypothèses du Théorème 2.2.1.

Par application du Lemme 5.1.1, l’équation EDHFCNL (5.1) est équivalente à l’équation

intégrale hybride non-lineaire

x(t) = f(t, x(t)
[ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds

− (
t

T
− 1)L(x) +

t

T
xT

]
, (5.5)

Soient, maintenant, les opérateurs A : X −→ X et B : S −→ X tels que

Ax(t) = f(t, x(t)), t ∈ J, (5.6)

et

Bx(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds

−(
t

T
− 1)L(x) +

t

T
xT . (5.7)

Alors, l’équation intégrale hybride (5.5) peut s’écrire

x(t) = Ax(t)Bx(t), t ∈ J. (5.8)

Nous allons montrer que les opérateurs A et B satisfont les conditions du Théorème

2.2.1.

Soient x, y ∈ X, par l’hypothèse (H1) on a

|Ax(t)− Ay(t)| = |f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ L|x(t)− y(t)| ≤ ‖x− y‖,

pour tout t ∈ J . Par passage au sup sur t, on obtient

‖Ax− Ay‖ ≤ L‖x− y‖,

pour tout x, y ∈ X.
Montrons que B est continu sur S. En effet
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Soit (xn) une suite dans S convergente vers un point x ∈ S. Alors par le théorème de la

convergence dominée de Lebesgue,

lim
n→∞

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, xn(s))ds =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 lim
n→∞

g(s, xn(s))ds,

et

lim
n→∞

b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, xn(s))ds =
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 lim
n→∞

g(s, xn(s))ds.

Et puisque la fonction L est continue, alors limn→∞ L(xn) = L(x), et donc

lim
n→∞

Bxn(t) = lim
n→∞

[ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, xn(s))ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, xn(s))ds− (
t

T
− 1)L(xn) +

t

T
xT

]
= lim

n→∞

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, xn(s))ds

− lim
n→∞

t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, xn(s))ds− lim
n→∞

(
t

T
− 1)L(xn) +

t

T
xT

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds

− (
t

T
− 1)L(x) +

t

T
xT

= Bx(t),

pour tout t ∈ J . Ce qui montre que B est continu sur S.

Montrons que B est un opérateur compact .

Commençons par voir que B(S) est uniformément borné dans X.

Soit x ∈ S. Alors, par l’hypothèse (H2) et pour tout t ∈ J , on a

|Bx(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

|(t− s)α−1g(s, x(s))|ds+
1

Γ(α)

∫ T

0

|(T − s)α−1g(s, x(s))|ds

+ |L(x)|+ |xT |

≤ Tα

αΓ(α)
‖h‖L1 +

Tα

αΓ(α)
‖h‖L1 + |L(x)|+ |xT |

≤ 2Tα

Γ(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |.

Donc

‖Bx‖ ≤ 2Tα

Γ(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |,
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pour tout x ∈ S, ce qui montre que B est uniformément borné sur S.

En suite montrons que B(S) est un sous ensemble équi-continu dans X.

Posons

p(t) =

∫ t

0

h(s)ds.

Soient t1, t2 ∈ J . Alors, pour chaque x ∈ S on a

|Bx(t1)−Bx(t2)| = | 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1g(s, x(s))ds

− 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1g(s, x(s))ds

− (t1 − t2)
1

TΓ(α)

∫ T

0

|(T − s)α−1g(s, x(s))|ds

− 1

T
(t1 − t2)L(x) +

1

T
(t1 − t2)xT |

et donc

|Bx(t1)−Bx(t2)| ≤ Tα−1

Γ(α)
|
∫ t2

t1

|g(s, x(s))|ds|+ Tα−1

Γ(α)
|t1 − t2|

∫ T

0

|g(s, x(s))|ds

+
M + |xT |

T
|t1 − t2|

≤ Tα−1

Γ(α)
|p(t1)− p(t2)|+

(Tα−1

Γ(α)
+
M + |xT |

T
|
)
|t1 − t2|.

Puisque la fonction p est continue sur le compact J , elle est uniformément continue et

alors

∀ε > 0, ∃η > 0 : |t1 − t2| < η =⇒ |Bx(t1)−Bx(t2)| < ε,

pour tout t1, t2 ∈ J et pour tout x ∈ X.
Ce qui montre que B(S) est sous ensemble équi-continu dans X.

Alors, par le théorème d’Arzelá-Ascoli, B est un opérateur compact sur S.

Vérifions maintenant l’hypothèse (c) du Théorème 2.2.1.

Soient x ∈ X et y ∈ S tels que x = AxBy. Alors,

|x(t)| = |Ax(t)||By(t)|

≤ |f(t, x(t))|
∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s, x(s))ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s, x(s))ds− (
t

T
− 1)L(x) +

t

T
xT

∣∣∣
≤

[
|f(t, x(t))− f(t, 0)|+ |f(t, 0)|

]( 2Tα

Γ(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
≤

(
L|x(t)|+ F0

)( 2Tα

Γ(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
.
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Donc

|x(t)| − L
( 2Tα

Γ(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
|x(t)| ≤ F0

( 2Tα

(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
.

Ce qui implique que

|x(t)| ≤
F0

(
2Tα

Γ(α+1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
1− L

(
2Tα

Γ(α+1)
‖h‖L1 +M + |xT |

) ,
Ainsi que

‖x‖ ≤
F0

(
2Tα

Γ(α+1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
1− L

(
2Tα

Γ(α+1)
‖h‖L1 +M + |xT |

) = N.

Ce qui prouve que x est dans S, et donc l’hypothèse (c) du Théorème 2.2.1 est satisfaite.

Par suite, on a

M = ‖B(S)‖ = sup{‖Bx‖ : x ∈ S} ≤ 2Tα

Γ(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |,

et alors,

αM ≤ L
( 2Tα

Γ(α + 1)
‖h‖L1 +M + |xT |

)
< 1.

Donc l’équationAxBx = x admet au moins une solution définie dans S et par conséquent,

l’EDHFCNL (5.1) admet au moins une solution définie sur J .

5.2 Exemple d’illustration

Pour illustrer les résultats obtenus ci-dessus, on considère l’exemple suivant :D
α
c

(
(2+ln(t+1))(x(t)+x2(t))

e1−t

)
= e−x

2(t)

x2(t)+t2+1
p.p. t ∈ J = [0, 1], 1 < α ≤ 2,

x(0)
f(0,x(0))

=
∑n

i=1 cix(ti),
x(1)

f(1,x(1))
= 1,

(5.9)

où 0 < t1 < t2 < ... < tn < 1 et ci, i = 1, 2, ..., n sont des constantes positives

données. On suppose que
∑n

i=1 ci <
1−π
2M

où M = max1≤i≤n L(ti), on note

f(t, x) =
et−1

(2 + ln(1 + t))(1 + x)
, (t, x) ∈ [0, 1]× [0,+∞),

et

g(t, x) =
e−x

2

x2 + t2 + 1
, (t, x) ∈ [0, 1]× [0,+∞),

et on pose

L(x(t)) =
n∑
i=1

cix(ti).
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Soientt x, y ∈ [0,+∞) et t ∈ J . On a

|f(t, x)− f(t, y)| =
et−1

2 + ln(1 + t)

∣∣∣ 1

1 + x
− 1

1 + y

∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣ x− y
(1 + x)(1 + y)

∣∣∣
≤ 1

2
|x− y|,

donc l’hypothèse (H1) est vérifiée avec L = 1
2
.

D’autre part, (H2) est satisfaite, en effet,

|g(t, x)| =
e−x

2

x2 + t2 + 1

≤ h(t),

où h(t) = 1
1+t2

et ∫ 1

0

h(t)dt =

∫ 1

0

1

1 + t2
=
π

4
.

De plus, puisque L ∈ C(J,R) alors, en posant M = max1≤i≤n L(ti) on obtient

|L(ti)| = |
n∑
i=1

ciL(ti)| ≤M
n∑
i=1

ci.

Puisque
∑n

i=1 ci <
1−π
2M

, alors π + 2M
∑n

i=1 ci < 1. Donc,

π

Γ(α + 1)
+ 2M

n∑
i=1

ci < 1,

pour tout α ∈ (1, 2] d’où (5.4). Alors par le Théorème 5.1.1 le problème (5.9) admet au

moins une solution définie sur [0, 1].

5.3 Système d’équations différentielles fractionnaires

hybrides

Notre but dans cette section est d’obtenir des résultats d’existence, par l’application

du théorème de point fixe de Banach, pour le système formé par le couple d’équations

différentielles fractionnaires hybrides suivant :

Dα
c

(
x(t)

f1(t,x(t),y(t))

)
= g1(t, x(t), y(t)) p.p. t ∈ J = [0, 1], 1 < α ≤ 2,

Dβ
c

(
y(t)

f2(t,x(t),y(t))

)
= g2(t, x(t), y(t)) p.p. t ∈ J = [0, 1], 1 < β ≤ 2,

x(0)
f1(0,x(0),y(0))

= L1(x, y), x(1) = 0,

y(0)
f2(0,x(0),y(0))

= L2(x, y), y(1) = 0,

(5.10)
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où Dα
c est l’opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo, fi ∈ C1(J ×R×R,R\{0}),

gi ∈ Car(J × R × R,R), et Li : C(J,R) × C(J,R) → R des fonctions continues ,

(i = 1, 2).

Résultats principaux

On considère l’espace de Banach U = {u \ u(t) ∈ C1([0, 1])} muni de la norme ‖u‖ =

sup{|u(t)|, t ∈ [0, 1]} et l’espace produit W = U × U muni de la norme ‖(u, v)‖ avec

‖(u, v)‖ = ‖u‖+ ‖v‖. Notons que cet espace produit est un espace de Banach.

À l’aide du Lemme 5.1.1, on definit l’opérateur θ :W →W par :

θ(x, y)(t) =
(
θ1(x, y)(t), θ2(x, y)(t)

)
, (5.11)

où

θ1(x, y)(t) = f1(t, x(t), y(t))

[
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g1(s, x(s), y(s))ds

− t

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1g1(s, x(s), y(s))ds− (t− 1)L1(x, y)

]
,

θ2(x, y)(t) = f2(t, x(t), y(t))

[
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1g2(s, x(s), y(s))ds

− t

Γ(β)

∫ 1

0

(1− s)β−1g2(s, x(s), y(s))ds− (t− 1)L2(x, y)

]
. (5.12)

Dans ce qui suit, on supposera les hypothèses suivantes :

(H ′1) Les fonctions fi sont continues et bornées ; c.à.d qu’il existe des constantes réelles

positives Li telle que |fi(t, u, v)| ≤ Li pour tout (t, u, v) ∈ [0, 1]× R× R, (i = 1, 2).

(H ′2) Il existe des constantes ρ0, δ0 > 0 et ρi, δi ≥ 0, (i = 1, 2) telles que |g1(t, x, y)| ≤
ρ0 + ρ1|x|+ ρ2|y| et |g2(t, x, y)| ≤ δ0 + δ1|x|+ δ2|y| pour tous x, y ∈ R, (i = 1, 2).

(H ′3) Il existe M1,M2 > 0 telles que |L1(x, y)| ≤ M1 et |L2(x, y)| ≤ M2 pour chaque

x, y ∈ C([0, 1]).

(H ′4) Il existe des réels γ1, γ,γ
′
1, γ
′
2 tels que |L1(x1, y1) − L1(x2, y2)| ≤ γ1|x1 − x2| +

γ2|y1 − y2| et |L2(x1, y1)− L2(x2, y2)| ≤ γ′1|x1 − x2|+ γ′2|y1 − y2|.
Pour simplifier les calculs, on pose

µ1 =
2L1

Γ(α + 1)
, µ2 =

2L2

Γ(β + 1)
, (5.13)

µ0 = min{1− (µ1ρ1 + µ2δ1), 1− (µ1ρ2 + µ2δ2)}. (5.14)

Présentons maintenant un résultat d’existence et d’unicité de la solution du problème

(5.10). Le résultat suivant est basé sur le théorème de point fixe de Banach.
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Théorème 5.3.1. Supposons que les conditions (H ′1),(H ′3) et (H ′4) sont vérifiées, les

fonctions g1, g2 : [0, 1] × R2 → R sont continues et qu’il existe des constantes positives

ηi, ζi, i = 1, 2 telles que :

|g1(t, x1, y1)− g1(t, x2, y2)| = η1|x1 − x2|+ η2|y1 − y2|,

|g2(t, x1, y1)− g2(t, x2, y2)| = ζ1|x1 − x2|+ ζ2|y1 − y2|,

∀t ∈ [0, 1], x1, x2, y1, y2 ∈ R. (5.15)

Si

µ1(η1 + η2) + µ2(ζ1 + ζ2) + L1(γ1 + γ2) + L2(γ′1 + γ′2) < 1,

alors, le problème (5.10) admet une solution unique.

Preuve.

On pose supt∈[0,1] g1(t, 0, 0) = κ1 < ∞ et supt∈[0,1] g2(t, 0, 0) = κ2 < ∞, et on définit la

boule fermé Br = {(x, y) ∈ W : ‖(x, y)‖ ≤ r} où

r ≥ µ1κ1 + µ2κ2 +M1L1 +M2L2

1− µ1(η1 + η2)− µ2(ζ1 + ζ2)
(5.16)

Le reste de la preuve est fait en deux étapes : Etape 1 : Montrons que θBr ⊂ Br.

Soit (x, y) ∈ Br, on a∣∣∣θ1(x, y)(t)
∣∣∣ ≤ M1

[
sup
t∈[0,1]

{ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|g1(s, x(s), y(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1|g1(s, x(s), y(s))|ds
}

+ |L1(x, y)|

]

= M1

[
sup
t∈[0,1]

{ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(|g1(s, x(s), y(s))− g1(s, 0, 0)|

+ |g1(s, 0, 0)|)ds+
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− s)α−1(|g1(s, x(s), y(s))

− g1(s, 0, 0)|+ |g1(s, 0, 0)|)ds
}

+ |L1(x, y)|

]
,

et alors, ∣∣∣θ1(x, y)(t)
∣∣∣ ≤ M1

[
2

Γ(α + 1)
(η1‖x‖+ η2‖y‖+ κ1) + L1

]

≤ M1

[
2

Γ(α + 1)
((η1 + η2)r + κ1) + L1

]
≤ µ1[(η1 + η2)r + κ1] +M1L1.
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Donc

‖θ1(x, y)‖ ≤ µ1[(η1 + η2)r + κ1] +M1L1, (5.17)

et

‖θ2(x, y)‖ ≤ µ2[(ζ1+2)r + κ2] +M2L2. (5.18)

De (5.17) et (5.18) , il s’ensuit que :

‖θ(x, y)‖ ≤ r.

Etape 2 : Pour (x1, y1), (x2, y2) ∈ U × U et pour tout t ∈ [0, 1], on a

|θ1(x2, y2)(t)− θ1(x1, y1)(t)| ≤ L1

[∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)

∣∣∣g1(s, x2(s), y2(s))

− g1(s, x1(s), y1(s))
∣∣∣ds+

∫ 1

0

(1− s)α−1

Γ(α)

∣∣∣g1(s, x2(s), y2(s))

− g1(s, x1(s), y1(s))
∣∣∣ds+ |L1(x2, y2)− L1(x1, y1)|

]
.

Donc

|θ1(x2, y2)(t)− θ1(x1, y1)(t)| ≤ L1

[
2

Γ(α + 1)
(η1|x2(t)− x1(t)|+ η2|y2(t)− y1(t)|)

+ γ1|x2(t)− x1(t)|+ γ2|y2(t)− y1(t)|

]
≤ µ1

(
η1‖x2 − x1‖+ η2‖y2 − y1‖

)
+ L1

(
γ1‖x2 − x1‖+ γ2‖y2 − y1‖

)
≤

[
µ1(η1 + η2) + L1(γ1 + γ2)

](
‖x2 − x1‖+ ‖y2 − y1‖

)
,

et par conséquent

‖θ1(x2, y2)− θ1(x1, y1)‖ ≤ [µ1(η1 + η2) + L1(γ1 + γ2)](‖x2 − x1‖+ ‖y2 − y1‖).

Par la même manière, on montre que

‖θ2(x2, y2)− θ2(x1, y1)‖ ≤ [µ2(ζ1 + ζ2) + L2(γ′1 + γ′2)](‖x2 − x1‖+ ‖y2 − y1‖).

Ainsi,

‖θ(x2, y2)− θ(x1, y1)‖ ≤ [µ1(η1 + η2) + µ2(ζ1 + ζ2) + L1(γ1 + γ2)

+ L2(γ′1 + γ′2)](‖x2 − x1‖+ ‖y2 − y1‖).

De la condition µ1(η1 + η2) +µ2(ζ1 + ζ2) +L1(γ1 + γ2) +L2(γ′1 + γ′2) < 1, il s’ensuit que θ

est une contraction. Donc θ admet un unique point fixe. Ce qui implique que le problème

(5.10) admet une unique solution dans [0, 1].
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Dans le résultat suivant, on discute l’existence de la solution du problème (5.10) par

l’utilisation du théorème de point fixe suivant :

Théorème 5.3.2. (Alternative non linéaire de Leray-Schauder) [17]

Soit X un espace de Banach et F : X → X un opérateur complétement continu (i.e. sa

restriction à tout borné de X est un compact) et soit

P(F) = {x ∈ X : x = λFx, 0 < λ < 1}.

Alors, P(F) est non borné ou bien F admet au moins un point fixe.

À l’aide de ce théorème on obtient le résultat suivant :

Théorème 5.3.3.

On suppose que les conditions (H ′1)− (H ′3) sont vérifiées et que µ1ρ1 + µ2δ1 < 1 et

µ1ρ2 + µ2δ2 < 1. Alors, le problème (5.10) admet au moins une solution.

Preuve.

Nous allons montrer que l’opérateur θ : U × U → U × U satisfait les hypothèses du

Théorème 5.3.2.

On commence par prouver que l’opérateur θ est complétement continu. Il est clair d’après

la continuité des fonctions f1, f2, g1 et g2 que l’opérateur θ est continu.

Soit M un sous ensemble borné de U × U . Il existe donc des constantes N1 et N2 telles

que

|g1(t, x(t), y(t))| ≤ N1 ; |g2(t, x(t), y(t))| ≤ N2, ∀(x, y) ∈M. (5.19)

Ainsi pour tous x, y ∈M, on a

|θ1(x, y)(t)| ≤ L1

[∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|g1(s, x(s), y(s))|ds

+ t

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ(β)
|g1(s, x(s), y(s))|ds+ (1− t)L1(x, y)

]
≤ L1N1

2

Γ(α + 1)
+M1.

Par suite

‖θ1(x, y)‖ ≤ N1µ1 +M1,

et de la même manière, on a

‖θ2(x, y)‖ ≤ N2µ2 +M2.
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D’où l’opérateur θ est uniformément borné. Maintenant, montrons que l’opérateur θ est

équicontinu.

Soient τ1, τ2 ∈ [0, 1] avec τ1 < τ2. Alors on a

|θ1(x(τ2), y(τ2))− θ1(x(τ1), y(τ1))| ≤ L1N1

∣∣∣ ∫ τ2

0

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds−

∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1

Γ(α)
ds
∣∣∣

+ L1N1|τ2 − τ1|
∫ 1

0

(1− s)α−1

Γ(α)
ds+M1|τ2 − τ1|

≤ L1N1

∣∣∣ ∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1 − (τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds

−
∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
ds
∣∣∣

+ L1N1|τ2 − τ1|
∫ 1

0

(1− s)α−1

Γ(α)
ds+M1|τ2 − τ1|.

Aussi, on a

|θ2(x(τ2), y(τ2))− θ2(x(τ1), y(τ1))| ≤ L2N2

∣∣∣ ∫ τ2

0

(τ2 − s)β−1

Γ(β)
ds−

∫ τ1

0

(τ1 − s)β−1

Γ(β)
ds
∣∣∣

+ L2N2|τ2 − τ1|
∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ(β)
ds+M2|τ2 − τ1|

≤ L2N2

∣∣∣ ∫ τ1

0

(τ1 − s)β−1 − (τ2 − s)β−1

Γ(β)
ds

−
∫ τ2

τ1

(τ2 − s)β−1

Γ(β)
ds
∣∣∣

+ L2N2|τ2 − τ1|
∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ(β)
ds+M2|τ2 − τ1|,

et donc lorsque τ1 → τ2, on a

|θ1(x(τ2), y(τ2))− θ1(x(τ1), y(τ1))| → 0

|θ2(x(τ2), y(τ2))− θ2(x(τ1), y(τ1))| → 0,

et ceci indépendement de (x, y). Ce qui implique que l’opérateur θ(x, y) est équicontinu

et donc complétement continu.

Dans l’étape suivante, on va établir que l’ensemble

P = {(x, y) ∈ U × U/(x, y) = λθ(x, y), 0 ≤ λ ≤ 1}

est borné.

Soit (x, y) ∈ P , i.e. (x, y) = λθ(x, y). Par conséquent, pour tout t ∈ [0, 1], on a

x(t) = λθ1(x, y)(t), y(t) = λθ2(x, y)(t).
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Alors

|x(t)| ≤ 2L1

Γ(α + 1)
(ρ0 + ρ1‖x‖+ ρ2‖y‖) +M1,

|y(t)| ≤ 2L2

Γ(β + 1)
(δ0 + δ1‖x‖+ δ2‖y‖) +M2,

ce qui implique que

‖x‖ ≤ µ1(ρ0 + ρ1‖x‖+ ρ2‖y‖) +M1,

‖y‖ ≤ µ2(δ0 + δ1‖x‖+ δ2‖y‖) +M2.

Ainsi que

‖x‖+ ‖y‖ ≤ (µ1ρ0 + µ2δ0 +M1 +M2) + (µ1ρ1 + µ2δ1)‖x‖+ (µ1ρ2 + µ2δ2)‖y‖,

et donc par la relation (5.16), on a

‖(x, y)‖ ≤ µ1ρ0 + µ2δ0 +M1 +M2

µ0

.

D’où l’ensemble P est borné.

Donc toutes les conditions du Théorème 5.3.2 sont satisfaites et par conséquent l’opérateur

θ admet au moins un point fixe qui est bien une solution du problème (5.10). Ce qui

achève la preuve.

82



Conclusions et Perspectives

Nous rappelons les points principaux de ce travail et nous signalons quelques direc-

tions pour des recherches futures. De façon générale, dans cette thèse, nous avons abordé

quelques résultats d’existence des solutions de quelques équations différentielles d’ordre

fractionnaire particulières à savoir celles qui sont nommées hybrides. Ces résultats ont été

obtenus par l’application de la théorie de point fixe, en particulier on a utilisé quelques

théorèmes de point fixe de Dhage.

Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser avec l’outils fractionnaires et

nous a fournit quelques résultats élémentaires utiles pour l’étude de ces équations. Nous

avons commencé par un rappel historique du calcul fractionnaire, puis nous avons ex-

posé la théorie de la dérivation fractionnaire : différents types de dérivation fractionnaire

(Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo) et quelques exemples et propriétés.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude d’un problème aux limites pour une

équation différentielle hybride du premier ordre. Sous des conditions mixtes de Lipschitz

et Carathéodory on a montré les résultats d’existence de ce problème et par la théorie

des inégalités différentielles, on a montré l’existence des solutions extrêmales et quelques

résultats de comparaison et aussi l’unicité de ce même problème.

Dans le troisième chapitre, on a travaillé cette fois ci sur un problème aux limites pour

une équation différentielle fractionnaire hybride en moyennant l’opérateur de dérivation

fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < α < 1. On a donné des conditions assurant l’exis-

tence d’au moins d’une solution de ce problème et dans le but d’avoir des conditions qui

garantie l’unicité de cette solution on a prouvé des résultats importants concernant la

théorie des inégalités différentielles fractionnaires hybrides liées a ce problème.

Dans le quatrième chapitre de ce travail, on a considéré une équation différentielle

fractionnaire hybride en moyennant l’opérateur de dérivation fractionnaire de Riemann-
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Liouville d’ordre 1 < α < 2. En se basant sur des résultats classiques de cette théorie

on a prouvé l’existence d’au moins d’une solution de cette équation sous des conditions

mixtes de Lipschitz et Carathéodory.

Le dernier chapitre de ce travail est consacré à l’étude d’une équation différentielle

fractionnaire hybride et à condition non locale, on a donné un résultat d’existence de la

solution de ce problème et à l’aide de ce résultat on a étudié l’existence et l’unicité de la

solution d’un couple d’équations différentielles fractionnaires hybrides à conditions non

locales et en utilisant des différents théorèmes de la théorie de point fixe.

Enfin, ce domaine est très riche en questions ouvertes, par conséquent différentes pers-

pectives peuvent être lancées à la suite de ce travail, ces perspectives qui vont constituer

des orientations possibles pour des travaux futurs que l’on peut envisager, au moyen

terme, nous pouvons citer :

- Dans les problèmes d’équations différentielles fractionnaires hybrides, la diversité de la

nature des conditions impulsives qui peuvent être de type intégral ou multi-points, en

nombre fini ou infini de moments d’impulsion, fixes ou variables, nous incite à l’étude

d’une classe d’équations différentielles d’ordres fractionnaires hybrides soumises à des

conditions impulsives de type intégral. Nous prévoyons ensuite, l’établissement de condi-

tions nécessaires et suffisantes d’admissibilité (régularité, stabilité...) pour ces equations.

- Dans les inclusions différentielles, nous avons l’intention d’étudier ultérieurement des

inclusions différentielles hybrides d’ordre fractionnaire α avec 0 < α < 1 ou 1 < α < 2

et à divers conditions aux limites.
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Université Bordeaux 1, France, 2001.

[53] S. Zhang. Positive solutions for boundary-value problems of nonlinear fractional

differential equations. Electronic J. Diff. Eq., 36 :1–12, 2006.

[54] Y. Zhao, S. Sun, Z. Han, and Q. Li. Theory of fractional hybrid differential equa-

tions. Comp. Math. Appl., 62(3) :1312–1324, 2011.

[55] Y. Zhao, S. Sun, Z. Han, and M. Zhang. Positive solutions for boundary va-

lue problems of nonlinear fractional differential equations. Comp. Math. Appl.,

217(16) :6950–6958, 2011.

88


	Liste des publications
	Résumé
	Remerciements
	Introduction
	Éléments du calcul fractionnaire
	Bases mathématiques du calcul fractionnaire
	Fonctions spéciales

	Intégration et dérivation fractionnaire
	Intégrale fractionnaire
	Dérivation fractionnaire


	Problème aux limites pour une équation différentielle hybride du premier ordre
	Equation différentielle hybride du premier ordre
	Résultat d'existence
	Inégalités differentielles hybrides
	Existence des solutions maximale et minimale
	Théorèmes de comparison

	Problème aux limites pour une équation différentielle fractionnaire hybride
	Résultat d'existence
	Inégalités différentielles hybrides
	Existence des solutions maximale et minimale
	Théorèmes de comparaison
	Existence des solutions extrémales 

	Existence de solutions d'une équation différentielle fractionnaire hybride
	Résultat d'existence
	Exemples

	Existence des solutions d'une équation différentielle fractionnaire hybride à condition non locale
	Résultat d'existence
	Exemple d'illustration
	Système d'équations différentielles fractionnaires hybrides

	Conclusions et Perspectives
	Bibliographie

