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Résumé

Cette thèse est une contribution à l’étude des espaces à poids de fonctions continues

sur un espace complètement régulier X et à valeurs dans un espace vectoriel topologique

A. La recherche dans ce domaine a connu un essor considérable pendant les dernières

décennies. S’il est de tradition de considérer des familles V de Nachbin constituées de

fonctions réelles (poids) semi-continues supérieurement surX, nous considérons ici pour

la première fois des familles de Nachbin, définies de manière rigoureuse, dont les poids

sont à valeurs opérateurs sur A. Notons qu’un tel essai a été entrepris par C. Shekhar et

B. S. Komal dans le cas d’un espace de Hilbert H, mais leur travail contenait plusieurs

imperfections. Nous avons remédié à ces imperfections et présenté un cadre approprié

pour mener une étude systématique sur ces nouveaux espaces à poids, dit généralisés ou

non commutatifs. Ceci constitue une belle généralisation des espaces à poids classiques.

Nous nous sommes alors intéressés à certaines propriétés de ces espaces CV (X,A), telle

la séparation et la complétude. Nous avons donné un théorème de densité caractérisant

les parties denses dans un sous-espace vectoriel E de CV0(X,A). Ce résultat est en

fait une extension du fameux théorème de Stone-Weierstrass aux espaces à poids. Nous

avons aussi obtenu plusieurs théorèmes de type Arzelà-Ascoli dans des sous-espaces

particuliers de CV (X,A). Le gros de notre contribution cependant s’inscrit dans l’étude

des opérateurs de multiplication, de composition et de composition pondérée d’un sous-

espace vectoriel E de CV (X,A) dans un autre espace à poids généralisé CU(Y,A).

Nous avons obtenu plusieurs résultats concernant les propriétés topologiques de ces

opérateurs dans différents contextes, selon que A est un espace de Hilbert, un espace

normé ou seulement un espace vectoriel topologique.

Mots-clés :

Opérateurs de multiplication, de composition ou de composition pondérée, famille de

Nachbin généralisée, approximation dans les espaces à poids généralisés.
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Abstract

This work is a contribution to the study of weighted spaces of continuous func-

tions on a completely regular space X with values in a topological vector space A. The

research in this area has known a considerable growth during the last decades. If tradi-

tionally the Nachbin families consist of upper semi-continuous real functions on X, we

consider here for the first time, in a rigorous way, Nachbin families whose elements (the

weights) take values in the algebra L(A) of continuous operators on A. Note here that

such an essay has been attempted by C. Shekhar and B. S. Komal in the Hilbert space

case H, their work contained several imperfections. We have remedied these imperfec-

tions and presented an appropriate framework to conduct a systematic study of these

new weighted spaces, qualified as generalized or non commutative. This is a nice gene-

ralization of classical weighted spaces. We then characterized some properties of these

spaces CV (X,A), such as separation and completeness. We gave a density theorem

characterizing the dense subspaces in a vector subspace E of CV0(X,A). This result is

actually an extension of the famous theorem of Stone-Weierstrass to weighted spaces.

We have also obtained several Arzela-Ascoli type theorems in particular subspaces of

CV (X,A). The essential of our contribution however concerns the study of multipli-

cation, composition and weighted composition operators from a vector subspace E

of CV (X,A) into another generalized weighted space CU(Y,A). We obtained several

results concerning the topological properties of these operators in different contexts,

according to whether A is a Hilbert space, a normed space or only a topological vector

space.

Keywords :

Multiplication, Composition or Weighted composition operators, generalized Nachbin

family, approximation in Generalized weighted spaces.
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2.2 Opérateurs de composition pondérée continus . . . . . . . . . . . . . . 55

7



8 TABLE DES MATIÈRES
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4.3 Opérateurs de composition pondérée continus. . . . . . . . . . . . . . . 87
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Introduction générale

Ce travail est une contribution à l’étude des espaces à poids de fonctions continues

sur un espace complètement régulier X et à valeurs dans un espace vectoriel topologique

A et de certains opérateurs entre de tels espaces.

Jusqu’ici les espaces à poids considérés dans la littérature sont déterminés par des fa-

milles de Nachbin formées de fonctions réelles positives et semi-continues supérieurement,

dites poids. Récemment C. Shekhar et B. S. Komal [80] ont considéré des familles de

poids sur X à valeurs opérateurs positifs sur un espace de Hilbert H. Ils ont alors

étudié les opérateurs de multiplication dans les espaces à poids ainsi générés.

Nous introduisons, de manière rigoureuse, dans le cas où A est un espace vectoriel

topologique, une notion de famille de Nachbin dont les poids sont à valeurs opérateurs

sur A. Nous présentons une étude préliminaire des espaces à poids ainsi définis. Nous

remédions ainsi à plusieurs imperfections dans le travail de C. Shekhar et B. S. Komal

[80].

Nous nous concentrons cependant sur l’étude des opérateurs de multiplication et

des opérateurs de composition pondérée entre de tels espaces. Nous obtenons aussi des

résultats de type Arzelà-Ascoli caractérisant les parties précompactes des sous-espaces

vectoriels CV0(X,A) et CVP (X,A) de CV (X,A), ainsi qu’un théorème du type Prolla

qui est une extension du fameux théorème de Stone-Weierstrass aux espaces à poids.

En fait, les espaces CV (X) à poids (ou de Nachbin) de fonctions continues à va-

leurs scalaires sur un espace complètement régulier de Hausdorff X étaient introduits

et étudiés, pour la première fois, en 1965 par L. Nachbin [61] en relation avec des

problèmes d’approximation. Ce sont des espaces vectoriels topologiques localement

convexes, constitués de fonctions continues définies sur X, à valeurs scalaires et sa-

9



10 INTRODUCTION

tisfaisant à certaines conditions de croissance, imposées par une famille V , dite de

Nachbin, de fonctions positives semi-continues supérieurement sur X. La topologie

de CV (X) est donc engendrée par des semi-normes qui sont des normes uniformes

pondérées par des éléments de la famille V . Depuis lors, une variété de problèmes en

relation avec différents aspects de la théorie générale des espaces (ou des algèbres)

de (Banach ou) localement convexes ont été étudiés intensivement dans ces espaces

et dans certains de leurs sous-espaces particuliers. Bien des auteurs se sont intéressés

à l’étude de CV0(X), l’ensemble de toutes ces fonctions f ∈ CV (X) telles que vf

est nulle à l’infini sur X pour tout v ∈ V . Il s’est avéré que de tels espaces se

comportent mieux que les espaces CV (X) vis à vis de certains problèmes tels les

problèmes d’approximation, les problèmes d’immersion, ceux des limites inductives etc

[13, 14, 15, 18, 37, 61, 62, 67, 68, 70, 72, 87, 88]. Beaucoup d’autres sous-espaces

de CV (X) ont connu un grand intérêt. C’est le cas de HV (G) des fonctions ho-

lomorphes sur un ouvert G de C et hV (G) celui des fonctions harmoniques sur G

[11, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 55, 56, 57].

Les espaces à poids CV (X,E) de fonctions continues sur X à valeurs dans un

espace de Banach E, puis dans un espace localement convexe ou un espace vectoriel

topologique E ont été étudiés par la suite à des fins diverses [9, 10, 12, 38, 42, 43, 46,

73, 74, 75, 76].

L’un des problèmes intéressants sur les espaces à poids concerne l’étude de différents

types d’opérateurs d’un espace à poids dans lui-même ou dans un autre espace à poids

tels les opérateurs de composition, les opérateurs de multiplication, les opérateurs de

composition pondérée et les opérateurs de superposition [16, 17, 19, 25, 27, 35, 36, 38,

83, 84, 86, 90].

Les opérateurs de composition sur les espaces de Hilbert L2(X), sont apparus dans

le travail [45] de B. O. Koopmann en relation avec la mécanique classique. Une étude

de tels opérateurs sur les espaces de type L2 et H2 est donnée par E. A. Nordgren

[63]. H. Kamowitz, quant à lui, a donné dans [44] une caractérisation des opérateurs de

composition compacts sur l’algèbre à poids C(X) où X est un compact. Dans [85] R.

K. Singh et W. H. Summers ont étudié les opérateurs de composition Cϕ : f 7→ f ◦ϕ sur

les espaces à poids de type CV (X) et CV0(X), induits par des applications ϕ : X → X,
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où X est un espace complètement régulier et V est une famille de Nachbin sur X. Ils

ont donné des conditions sous lesquelles de tels opérateurs sont continus, injectifs ou

surjectifs.

Dans [54], M. Lindström et J. Lliavona considèrent des opérateurs de composition

Cϕ de l’espace à poids particulier CK(X), des fonctions continues sur X muni de la

topologie de la convergence uniforme sur les compacts dans CK(Y ), où Y est un autre

espace complètement régulier et ϕ : Y → X est une application. Ils étudient la relation

entre la compacité et la compacité faible de l’opérateur continu Cϕ et le comportement

de la fonction continue associée ϕ.

Dans [72], L. Oubbi considère les opérateurs de composition étendue Cϕ, définis

d’un sous-espace vectoriel E de CV (X) dans un sous-espace vectoriel de CU(Y ). Ici

l’application ϕ prend ses valeurs non seulement dans X mais dans son compactifié

de Stone-Čech βX, englobant ainsi des opérateurs qui échappent à l’étude de [85]. Il

caractérise alors les applications ϕ pour lesquelles Cϕ est continu, borné, (localement)

équicontinu ou (localement) compact.

Les opérateurs de multiplication Mψ : f 7→ ψf sur les espaces à poids CV0(X) et

CV0(X,A) ont été étudiés pour la première fois par R. K. Singh et J. S. Manhas dans

[81]. Lorsque A est supposé être une algèbre localement multiplicativement convexe,

ils ont aussi considéré le cas ψ : X → A. Les mêmes auteurs continuent dans [82]

l’étude des opérateurs de multiplication, cette fois ci, sur CV (X,A) où A un espace

localement convexe et ψ : X → L(A) est à valeurs opérateurs. Cette étude a été

étendue à de différents sous-espaces vectoriels de CV (X,A) par L. Oubbi dans [71].

Ce dernier a caractérisé les opérateurs de multiplication bornés et montre que, dans

certaines situations, un tel opérateur est précompact si et seulement s’il est trivial.

Dans [65, 66], J. S. Manhas caractérise les opérateurs de multiplication compactsMψ

sur CV0(X,A) (ou CV (X,A)) lorsque ψ : X → L(A) et A est une algèbre topologique.

Dans [51], L. A. Khan et A. B. Thaheem ont étudié, dans le cadre non localement

convexe, les opérateurs de multiplication sur des espaces de fonctions pondérés qui sont

induits par des applications scalaires ou vectorielles. Le cas des applications à valeurs

opérateurs fait l’objet de [52].

Les opérateurs de composition pondérée qui constituent une généralisation à la
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fois des opérateurs de multiplication et ceux de composition, ont fait l’objet d’études

approfondies sur différents espaces fonctionnels, en particulier sur les espaces Lp, Hp,

les espaces de Bergman et les espaces de fonctions continues. Dans [36], J. S. Jeang

et N. C. Wong ont traité les opérateurs de composition pondérée ψCϕ : f 7→ ψfoϕ

de C0(X) dans C0(Y ), où X et Y sont des espaces localement compacts de Hausdorff,

ψ ∈ C(Y ) et ϕ est une application de Y dans X. Dans le cadre des fonctions à

valeurs vectorielles, J. E. Jamison et M. Rajagopalan [35] ont considéré les opérateurs

de composition pondérée ψCϕ sur l’espace de Banach C(K,A), où K est un espace

compact, A un espace de Banach, ϕ une application de K dans lui-même et ψ une

fonction sur K à valeurs opérateurs sur A. De tels opérateurs de l’espace CP (X,A) de

toutes les fonctions continues f sur X à valeurs dans A, telles que f(X) est précompact

ont été étudiés dans [85] pour un espace complètement régulier arbitraireX et un espace

localement convexe quelconque A. Pour les espaces à poids CV (X,A) où A est non

nécessairement localement convexe, les opérateurs de composition pondérée ont été

étudiés principalement dans [52, 53, 58, 69, 80].

Pour tous les auteurs précités, les poids v ∈ V sont des fonctions réelles positives

semi-continues supérieurement. Récemment, C. Shekhar et B. S. Komal ont intro-

duit dans [79] des systèmes de poids prenant valeurs dans l’ensemble des opérateurs

positifs sur un espace de Hilbert H et ont considéré les espaces à poids généralisés

associés. En fait, dans le cas des poids réels v, chaque v(x) > 0 définit un opérateur

sur tout espace vectoriel topologique E par Tv(x)(u) = v(x)u. Un tel opérateur est

inversible, borné inférieurement et positif dans le cas où E est un espace de Hilbert.

Cependant, un opérateur positif sur un espace de Hilbert H n’est nécessairement ni

borné inférieurement ni injectif. En outre, si ψ est une application de X à valeurs dans

L(H), C. Shekhar et B. S. Komal ont étudié l’opérateur de multiplication Mψ induit

par ψ sur les espaces à poids correspondants CV (X,H). C’est Mψ(f)(x) = ψ(x)f(x),

f ∈ CV (X,H). Nous avons relevé dans [79] quelques résultats non justifiés et d’autres

même erronés. Nous avons apporté des rectifications à ces imperfections en ajustant

la définition d’une famille de Nachbin et des espaces à poids associés, offrant ainsi

un cadre approprié pour l’étude des espaces à poids généralisés. Nous étudions alors la

complétude de ces espaces, nous y établissons l’analogue du Théorème d’approximation
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de Prolla qui caractérise, entre autres, les sous-espaces vectoriels denses de CV0(X,H).

Nous étudions après les opérateurs de multiplication Mψ définis de CV (X,H) (resp.

de CV0(X,H)) dans lui même. Nous en caractérisons ceux qui sont continus, à images

dense, bornés inférieurement ou inversibles.

Plus tard, nous nous sommes rendu compte que la définition d’une telle famille

de Nachbin, disons généralisée, n’utilise que peu les propriétés du produit scalaire et

que tout y est traduit en termes de normes. Nous l’étendons alors au cas d’un espace

normé A et obtenons les analogues des résultats topologiques obtenus dans le cas

d’un espace de Hilbert [49]. Nous étudions par la suite les opérateurs de composition

pondérée ψCϕ définis d’un sous-espace vectoriel E de CV (X,A) dans CU(Y,A) ou

dans CU0(Y,A). Précisément, nous en caractérisons ceux qui sont continus, bornés

ou localement équicontinus. Nos résultats sont donnés en termes de cozéros des sous-

espaces en considération, Ce qui nous permet de nous y passer de l’essentialité, au sens

de [73], de ces espaces.

L’un des résultats les plus importants dans les espaces de fonctions est le théorème

d’Arzelà-Ascoli. Celui-ci caractérise les compacts d’un tel espace. Nous nous sommes

intéressés à des théorèmes du type Arzelà-Ascoli dans les espaces de Nachbin généralisés.

La première étude de la précompacité, donc aussi de la compacité, dans les espaces à

poids de fonctions continues semble être l’œuvre de W. M. Ruess et W. H. Summers

[76], où les auteurs ont donné des caractérisations des sous-ensembles précompacts

des sous-espaces CV0(X,A) et CVP (X,A) de CV (X,A), A étant un espace locale-

ment convexe. Ils ont ensuite fait usage de leurs résultats pour obtenir des solutions

au problème de Cauchy concernant le comportement asymptotique presque périodique

des solutions de mouvement. Après W. M. Ruess et W. H. Summers, L. A. Khan et L.

Oubbi dans [46] ont traité le théorème d’Arzelà-Ascoli dans des espaces à poids non

localement convexes.

Au cours du temps, en travaillant avec la notion de poids à valeurs opérateurs sur

un normé, nous nous sommes rendu compte que rien n’empêche d’étendre cette notion

à des espaces plus généraux, à savoir aux espaces vectoriels topologiques quelconques.

L’extension est loin d’être facile. En effet des difficultés apparaissent à cause du manque

de la convexité, mais nous sommes parvenus à les surmonter.
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Cette thèse est constituée de cinq chapitres :

Au chapitre 0, nous rappelons les notions algébriques et topologiques dont nous

aurons besoin pour rendre la thèse aussi auto-suffisante que possible.

Au chapitre 1, nous étudions les espaces CV (X,H) où les poids sont à valeurs

opérateurs positifs sur espace de Hilbert H. Nous définissons, d’une manière rigou-

reuse, les notions de famille de Nachbin à valeurs opérateurs positifs sur H. Nous

donnons quelques propriétés élémentaires de ces espaces et démontrons un théorème

d’approximation de type Prolla pour de tels espaces. Nous exhibons un exemple de

famille de Nachbin généralisée telle que la topologie à poids de CV (X,H) ne peut

être induite par aucune famille classique de Nachbin. Ceci montre l’intérêt d’étudier

les espaces à poids dans ce nouveau contexte. De plus, Nous étudions les opérateurs de

multiplication Mψ sur CV (X,H) induits par une application ψ sur X à valeurs dans

L(H). Nous donnons des conditions sous lesquelles un tel opérateur est continu, borné

inférieurement, à image dense ou inversible.

Au chapitre 2, nous considérons les familles de Nachbin sur X, constituées, cette

fois-ci, de poids prenant valeurs dans l’algèbre L(A) de tous les opérateurs linéaires

continus sur un espace vectoriel normé arbitraire (A, ‖ ‖). Cela donne un cadre plus

général pour l’étude des espaces pondérés. Notre objectif principal dans ce chapitre

est, cependant, d’étudier les opérateurs de composition pondérée entre un sous-espace

E de CV (X,A) dans un autre espace pondéré CU(Y,A) ou CU0(Y,A), où Y est un

espace complètement régulier de Hausdorff et V et U sont des familles de Nachbin

(généralisées) sur X et Y respectivement. De tels opérateurs, notés ψCϕ, sont associés

à des applications ϕ : Y → X et ψ : Y → L(A) de la façon suivante : ψCϕ(f) :

y 7→ ψy(f(ϕ(y))), y ∈ Y et f ∈ E. Nous produisons dans la première section quelques

préliminaires, quelques notations et quelques premières propriétés des espaces pondérés

généralisés CV (X,A). Nous traitons de la complétude de CV (X,A) et de CV0(X,A),

ainsi que du théorème d’approximation de Prolla dans ce nouveau contexte, exprimé

cette fois en termes de E et de son cozéro. La deuxième section est consacrée à la

caractérisation des opérateurs de composition pondérée qui appliquent continûment

certains sous-espaces E de CV (X,A) dans CU(Y,A) ou dans CU0(Y,A). La dernière

section de ce chapitre donne des conditions sous lesquelles ψCϕ est borné ou localement
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équicontinu.

Au chapitre 3, nous caractérisons les sous-ensembles précompacts des espaces CV0(X,A)

et CVP (X,A) oùA est un espace vectoriel normé arbitraire et V est une famille de Nach-

bin généralisée sur X. Cela étend au cas des poids à valeurs opérateurs les théorèmes

de type Arzelà-Ascoli donnés dans [76] et [46]. Comme un ensemble précompact est

compact si et seulement s’il est complet, cette caractérisation s’avère être une ca-

ractérisation de la compacité relative, une fois que l’espace considéré est quasi-complet.

Dans la première section, nous caractérisons la précompacité dans CV0(X,A) et dans

la deuxième, nous examinons la précompacité dans CVP (X,A).

Le dernier chapitre traite du cas le plus général, à savoir celui des systèmes de poids

à valeurs opérateurs sur un espace vectoriel topologique A. Nous y étudions les espaces

à poids généralisés de fonctions continues sur X à valeurs dans A correspondants. Le

but principal du chapitre 4, est l’étude des opérateurs de composition pondérée ψCϕ

d’un sous-espace E de CV (X,A) dans un CU(Y,A) ou CU0(Y,A), A étant un es-

pace vectoriel topologique de Hausdorff arbitraire. En section 1 nous donnons quelques

préliminaires et notations complémentaires. Ensuite nous étudions quelques propriétés

topologiques des espaces CV (X,A). En section 2, nous étudions la complétude des

espaces CV (X,A) et CV0(X,A) et présentons le théorème d’approximation de Prolla

dans ce nouveau cadre. Dans la section 3, nous caractérisons les opérateurs de com-

position pondérée qui appliquent continûment E dans CU(Y,A) ou dans CU0(Y,A).

La section 4 est consacrée aux conditions sous lesquelles ψCϕ est borné, alors que la

dernière section est réservée à l’étude de l’équicontinuité (locale) de ψCϕ.



Chapitre 0

Rappels algébriques et topologiques

Dans ce chapitre, nous rappelons des outils algébriques et topologiques nécessaires

pour la lecture de cette thèse.

0.1 Espaces complètement réguliers

Définition 0.1.1. 1. Soient X un espace topologique, x0 un point de X et f une

fonction de X dans R ∪ {+∞}. On dit que f est semi-continue supérieurement (en

abrégé s.c.s.) en x0 si pour tout ε > 0, il existe un voisinage U de x0 tel que f(x) ≤
f(x0) + ε pour tout x ∈ U . De manière équivalente, on peut exprimer cela par :

lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0).

où lim sup
x→x0

désigne la limite supérieure.

2. Une fonction f est dite semi-continue supérieurement sur X si et seulement si

elle est semi-continue supérieurement en tout point de X. Elle est donc semi-continue

supérieurement si et seulement si {x ∈ X : f(x) < α} est un ouvert de X pour tout

α ∈ R.

Nous donnons une caractérisation et quelques propriétés de stabilité de la semi-

continuité supérieure.

16
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Proposition 0.1.2. 1. Une fonction f est semi-continue supérieurement en x0 si et

seulement si pour tout λ > f(x0), il existe un voisinage U de x0 tel que λ > f(x) pour

tout x ∈ U .

2. Si f et g sont deux fonctions semi-continues supérieurement en x0, alors f + g

l’est aussi. Si de plus les deux fonctions sont à valeurs positives ou nulles, leur produit

fg est également semi-continu supérieurement en x0.

3. Le produit d’une fonction semi-continue supérieurement par une fonction conti-

nue positive est semi-continu supérieurement.

4. Si f est une fonction semi-continue supérieurement d’un espace compact X dans

R ∪ {+∞}, alors il existe au moins un point a de X tel que : f(a) = sup
x∈X

f(x).

5. Soit (fi)i∈I une famille de fonctions semi-continues supérieurement de X dans

R ∪ {+∞} et f(x) = inf{fi(x) : i ∈ I}, pour tout x ∈ X. Alors f est semi-continue

supérieurement.

Définition 0.1.3. Soient X un espace topologique et f : X → K une fonction définie

de X dans K.

1. On dit que f s’annule à l’infini (ou tend vers 0 à l’infini) si pour tout ε > 0,

il existe un compact K tel que |f(x)| < ε, pour tout x /∈ K. i.e., pour tout ε > 0,

{x ∈ X : |f(x)| ≥ ε} est compact dans le cas où f est s.c.s.

2. On dit que f est bornée si |f | est majorée sur X. i.e., sup
x∈X
|f(x)| est fini.

3. l’ensemble Supp(f) := {x ∈ X : f(x) 6= 0}
X

est appelé support de f .

L’exemple suivant montre que l’équivalence dans 1. 0.1.3 n’aura pas lieu si la semi-

continuité supérieure de f est omise :

Exemple 0.1.4. On prend X = R et ν l’indicatrice de l’ensemble {1

p
: p ∈ N?}.

Alors, pour tout ε > 0, ν(x) < ε est vérifiée à l’extérieur du compact [0, 1]. Cependant

l’ensemble {x ∈ R : ν(x) ≥ 1

2
} n’est pas compact.

On désigne par :

C(X) l’espace des fonctions à valeurs dans K qui sont continues sur X.

C0(X) le sous-espace de C(X) des fonctions f qui tendent vers 0 à l’infini.

B(X) l’espace des fonctions à valeurs dans K qui sont bornées sur X.
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B0(X) le sous-espace de B(X) des fonctions f qui s’annulent à l’infini.

Cb(X) = C(X) ∩B(X).

K(X) le sous-espace de C(X) des fonctions f qui sont à supports compacts.

Définition 0.1.5. On dit qu’un espace séparé X est complètement régulier si pour tout

fermé F de X et tout x ∈ X \F , il existe une f ∈ C(X) telle que : 0 ≤ f ≤ 1, f(x) = 1

et f(t) = 0, pour tout t ∈ F .

La topologie d’un espace complètement régulier n’est rien d’autre que la topologie

initiale associée au système des fonctions appartenant à C(X) ou encore à C(X, [0, 1]).

Le théorème suivant résume quelques propriétés des espaces complètement réguliers :

Théorème 0.1.6. 1. Tout sous-espace d’un espace complètement régulier est complètement

régulier.

2. Tout produit d’espaces complètement réguliers est complètement régulier.

3. Tout espace localement compact est complètement régulier. En particulier tout

espace compact est complètement régulier.

0.2 Compactifié de Stone-Čech

Définition 0.2.1. On appelle caractère de l’algèbre Cb(X) toute forme linéaire multi-

plicative et unitaire.

Les propriétés essentielles des caractères de Cb(X) sont résumées dans la :

Proposition 0.2.2. [78] Soit χ un caractère de Cb(X).

1. Pour toute f ∈ Cb(X), on a χ(f) ∈ cl(f(X)). A fortiori |χ(f)| ≤ ‖f‖∞ et χ est

continu et de norme 1.

2. Pour toute f ∈ Cb(X) on a χ(|f |) = |χ(f)|.
3. Pour toute famille finie f1, f2, . . . , fp d’éléments de Cb(X) et pour tout ε > 0, il

existe un point x ∈ X tel que |χ(fi)− fi(x)| ≤ ε pour tout i = 1, 2, . . . , p.
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Désignons par βX l’ensemble des caractères de Cb(X). Alors βX est une partie de

la boule unité B de l’espace de Banach Cb(X)′, dual topologique de l’algèbre Cb(X).

On munit βX de la topologie induite par la topologie faible σ(Cb(X)′, Cb(X)). Pour

tout caractère χ0, une base de voisinages de χ0, pour cette topologie est donnée par

l’ensemble des ouverts de la forme

W (χ0, F, ε) = {χ ∈ βX : |χ(f)− χ0(f)| < ε, f ∈ F},

où F est une partie finie de Cb(X) et ε un réel strictement positif. Alors βX, muni

de cette topologie manifestement séparée, est une partie faiblement fermée de la boule

unité de Cb(X)′. Comme cette dernière est faiblement compacte, βX est compact.

Les points de X peuvent être considérés comme des caractères de Cb(X). En effet à

chaque x ∈ X, on associe le caractère, noté δx, selon δx(f) = f(x). Il existe donc une

application canonique δ : X → βX, dite transformation de Dirac, vérifiant la proposi-

tion suivante qui permet d’injecter X dans βX.

Proposition 0.2.3. L’application δ : X → βX est un homéomorphisme de X sur

δ(X) et δ(X) est partout dense dans βX.

En combinant Théorème 0.1.6 et Proposition 0.2.3, on a :

Corollaire 0.2.4. Pour qu’un espace X soit complètement régulier, il faut et il suffit

qu’il soit sous-espace d’un espace compact.

Corollaire 0.2.5. Pour avoir l’égalité X = βX il faut et il suffit que X soit compact.

En particulier β(βX) = βX pour tout espace topologique X.

Ainsi βX est un compact où X est partout dense, dit compactifié de Stone-Čech

de X.

Théorème 0.2.6. [32] βX possède les propriétés équivalentes suivantes :

1. Stone : le couple (δ, βX) est solution du problème universel des applications conti-

nues de X dans des espaces compacts quelconques. C’est-à-dire que toute application

continue f : X → Y où Y est un compact admet un unique prolongement continu
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f̃ : βX → Y .

2. Stone-Čech : X est Cb(X)-plongé dans βX. C’est-à-dire que toute fonction

f : X → K définie, continue et bornée sur X admet un unique prolongement continu

f̃ : βX → K.

Corollaire 0.2.7. L’application de prolongement f 7→ f̃ de Cb(X) dans C(βX) et

l’application de restriction f 7→ f|X de C(βX) dans Cb(X) sont deux isomorphismes

isométriques réciproques l’un de l’autre.

0.3 Espaces vectoriels topologiques

Définition 0.3.1. On appelle espace vectoriel topologique (e.v.t.) tout espace vectoriel

A muni d’une topologie rendant continues globalement l’addition de E et la multiplica-

tion par un scalaire.

Remarquons qu’un e.v.t. est séparé si, et seulement si, il est T1. Ce qui est équivalent

à dire que {0} est un fermé.

Dorénavant, nous nous intéresserons essentiellement aux espaces vectoriels topologiques

séparés.

Définition 0.3.2. Soient A un e.v.t. et G une partie de A. On dit que G est :

1. bornée si pour tout voisinage V de 0, il existe s > 0 tel que G ⊂ tV pour tout

t ≥ s.

2. précompact si, pour tout voisinage V de 0, il existe un sous-ensemble fini F de

G tel que G ⊂
⋃
x∈F

(x+ V ).

3. convexe si pour tous u, v ∈ G le segment [u, v] = {tu + (1 − t)v : t ∈ [0, 1]} est

inclu dans G.

4. équilibré si λG ⊂ G pour tout λ ∈ K vérifiant l’inégalité |λ| < 1.

5. rétractable si rG ⊂
◦
G pour tout 0 ≤ r < 1, où G désigne la fermeture de G dans

A et
◦
G son intérieur.

Proposition 0.3.3. Soient A un e.v.t., a ∈ A et λ 6= 0. Alors les applications

Ta : A → A

x 7→ x+ a
et

Mλ : A → A

x 7→ λx
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sont des homéomorphismes de A.

Une conséquence immédiate de ce résultat est que la topologie est invariante par

translation et multiplication par un scalaire non nul, c’est-à-dire, un ensemble B ⊂ A

est ouvert si et seulement si Ta(B) (ou Mλ(B)) l’est. Il s’en suit que la topologie τ est

entièrement définie par un système fondamental de voisinages de 0, dit une base locale.

Définition 0.3.4. a. A est localement convexe s’il admet une base locale dont les

éléments sont convexes.

b. A est localement borné si le point zéro possède un voisinage borné.

c. A est métrisable si sa topologie τ est engendrée par une distance d sur A. ceci

équivaut à dire que A admet une base locale dénombrable.

d. A est normable s’il existe une norme sur A dont la topologie cöıncide avec τ .

Théorème 0.3.5. [40] 1. Tout e.v.t. admet une base locale formée de voisinages

fermés équilibrés et rétractables.

2. Tout espace localement convexe admet une base locale formée de voisinages

fermés équilibrés et convexes.

Soit A un e.v.t.. On désigne par N l’ensemble des voisinages de 0 fermés, équilibrés

et rétractables dans A. De tels ensembles constituent une base locale. Soit G ∈ N .

L’application PG : A→ R+ définie par

PG(a) = inf{ α > 0 : a ∈ αG }, a ∈ A.

dite la jauge (ou la fonction de Minkowski) de G, est continue et satisfait

G = {y ∈ A : PG(y) ≤ 1} et
◦
G = {y ∈ A : PG(y) < 1},

On renvoit à [40] pour plus de détails concernant un tel problème.

Soit G ∈ N . On sait que PG est positivement homogène, c’est-à-dire PG(λa) =

|λ|PG(a) pour tous a ∈ A et λ ∈ K et que, pour tout H ∈ N vérifiant H +H ⊂ G, on

a

PG(a+ b) ≤ PH(a) + PH(b), ∀a, b ∈ A.
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Dans le cas où A est localement convexe, la base locale considérée N est formée de

voisinages fermés équilibrés et convexes. La jauge PG, pour G ∈ N , est alors une

semi-norme.

Pour tout espace topologique X et tout e.v.t. A, on note par C(X,A) (resp.

Cb(X,A), C0(X,A), K(X,A)) l’espace vectoriel de toutes les fonctions continues (resp.

continues et bornées, continues et nulles à l’infini, continues à support compact ) sur

X à valeurs dans A, et par F(X,A) celui de toutes les fonctions sur X à valeurs dans

A. Une fois que A = K, on écrit simplement C(X) (resp. Cb(X), C0(X), K(X), F(X))

au lieu de C(X,A) (resp. Cb(X,A), C0(X,A), K(X,A), F(X,A)).

Définition 0.3.6. Soient A et B deux e.v.t.. Une application linéaire T : A → B est

continue si pour tout G ∈ N ′, il existe H ∈ N tel que

PG(T (a)) ≤ PH(a), ∀a ∈ A,

où N ′ est l’ensemble de tous les voisinages de 0 fermés, équilibrés et rétractables dans

B.

Définition 0.3.7. Soient A et B deux e.v.t..

1. On dit qu’une application linéaire T de A dans B est bornée inférieurement si,

∀G ∈ N ,∃H ∈ N ′ : PG(a) ≤ PH(T (a)), ∀a ∈ A.

Dans le cas où (A, ‖ ‖A) et (B, ‖ ‖B) sont des espaces normés, ceci est équivalent à

∃r > 0 : r‖a‖A ≤ ‖T (a)‖B, ∀a ∈ A.

2. Une collection d’applications linéaires T de A dans B est dite équi-borné inférieurement

si,

∀G ∈ N ,∃H ∈ N ′ : PG(a) ≤ PH(T (a)), ∀a ∈ A, ∀T ∈ T .

Dans le cas où (A, ‖ ‖A) et (B, ‖ ‖B) sont des espaces normés, ceci est équivalent à

∃r > 0 : r‖a‖A ≤ ‖T (a)‖B, ∀a ∈ A, ∀T ∈ T .
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Par L(A,B) on note l’espace vectoriel de tous les opérateurs (i.e. applications

linéaires) continus d’un espace vectoriel topologique A dans un autre B. Si C est une

collection de sous-ensembles bornés de A, on notera par τC la topologie sur L(A,B) de

la convergence uniforme sur les membres de C. Une base locale pour τC est constituée

de toutes les intersections finies d’ensembles de la forme

N(F,G) := {T ∈ L(A,B) : T (F ) ⊂ G}, G ∈ N ′, F ∈ C,

En particulier, si C est constituée de toutes les parties finies (resp. bornées, précompactes),

on notera τC par β (resp. σ, c). Dans ce cas, une base locale pour τC est constituée de

tous les ensembles N(F,G), où G ∈ N ′ et F ∈ C.
On désigne par Lτ (A,B) l’espace L(A,B) muni de la topologie τ , où τ ∈ {β, σ, c} et

par Lbi(A,B) l’ensemble des opérateurs continus et bornés inférieurement de A dans

B. Quand A = B, on note simplement Lτ (A,B) (resp. Lbi(A,B)) par Lτ (A) (resp.

Lbi(A)).

Soient X et Y deux espaces complètement réguliers, E un sous-espace vectoriel de

F(X,A) et ϕ : Y → X et ψ : X → L(A) deux applications. On a les deux définitions

Définition 0.3.8. Le cozéro coz(f) de f ∈ E et celui, coz(E), de E sont définis

comme suit :

coz(f) := {x ∈ X : f(x) 6= 0},

coz(E) := {x ∈ X : ∃f ∈ E, f(x) 6= 0} =
⋃
f∈E

coz(f).

Si coz(E) = X, on dit que E est essentiel.

Définition 0.3.9. 1. L’application linéaire Cϕ : f 7→ f ◦ϕ définie de E dans F(Y,A)

par Cϕ(f)(y) = f(ϕ(y)), y ∈ Y , est dite l’opérateur de composition associé à ϕ.

2. L’application linéaire Mψ : f 7→ ψf définie de E dans F(X,A) par Mψ(f)(x) :=

ψ(x)(f(x)), x ∈ X, est dite l’opérateur de multiplication associé à ψ.

3. L’application linéaire ψCϕ : f 7→ ψ(f ◦ ϕ) définie de E dans F(Y,A) par

ψCϕ(f)(y) = ψy(f(ϕ(y))) est appelée l’opérateur de composition pondérée associé à

ψ et ϕ, où ψy := ψ(y).
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Notons qu’une fois que ψ est identiquement l’identité de A, ψCϕ n’est rien d’autre

que l’opérateur de composition Cϕ et une fois que X = Y et ϕ est l’identité de X, ψCϕ

n’est rien d’autre que l’opérateur de multiplication Mψ.

0.4 Espaces à poids de fonctions continues

Selon Nachbin, les poids sont des fonctions réelles positives satisfaisant certaines

conditions supplémentaires.

Définition 0.4.1. Soit v une fonction définie de X dans R.

1. v est dite un poids sur X si v est positive et semi-continue supérieurement.

2. Une famille V de poids sur X est dite de Nachbin si elle vérifie les deux condi-

tions suivantes :

a. V est essentiel, c’est-à-dire ∀x ∈ X, ∃v ∈ V : v(x) > 0 (on écrit V > 0).

b. V est filtrante croissante, c’est-à-dire ∀v1, v2 ∈ V , ∀λ > 0, ∃v ∈ V : max(λv1, λv2) ≤
v.

Pour tous v ∈ V ,G ∈ N et f ∈ C(X,A), on écrit vPG(f) pour désigner l’application

x 7→ v(x)PG(f(x)).

La donnée d’une famille de Nachbin V sur X et d’un espace vectoriel topologique non

trivial et séparé A permet de définir les ensembles suivants dits espaces à poids ou de

Nachbin de fonctions continues sur X à valeurs dans A :

CV (X,A) = {f ∈ C(X,A) : vPG(f) ∈ B(X), ∀v ∈ V },

CVP (X,A) := {f ∈ C(X,A) : vf(X) est précompact dans A, ∀v ∈ V },

et

CV0(X,A) = {f ∈ C(X,A) : vPG(f) ∈ B0(X),∀v ∈ V }

Ce sont des espaces vectoriels tels que CV0(X,A) ⊂ CVP (X,A) ⊂ CV (X,A).

Lorsque A = K, on note respectivement CV0(X), CVP (X) et CV (X) au lieu de

CV0(X,A), CVP (X,A) et CV (X,A).
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L’espace CV (X,A) sera doté de la topologie linéaire pondérée τV dont une base de

voisinages de zéro est constituée de tous les ensembles de la forme

BG,v := {f ∈ CV (X,A), (vf)(X) ⊂ G},

où G parcourt N et v parcourt V . La jauge d’un tel ensemble est notée PG,v. C’est :

PG,v(f) := sup{v(x)PG(f(x)), x ∈ X}, f ∈ CV (X,A).

Dans le cas où l’espace A est muni d’une norme ‖ ‖. Cette topologie est définie par la

famille des semi-normes :

‖f‖v = sup{v(x)‖f(x)‖, x ∈ X}, v ∈ V.

dont la boule unité fermée est notée par Bv.

Comme V est de Nachbin, la famille des semi-normes ‖ ‖v, v ∈ V est filtrante

croissante.

Si V est engendrée par un singleton v, c’est-à-dire V = {λv : λ > 0}, alors CV (X,A) (

resp. CV0(X,A), CVP (X,A), CV (X), CV0(X) et CVP (X) ) sera noté Cv(X,A) (resp.

Cv0(X,A), CvP (X,A), Cv(X), Cv0(X) et CvP (X)).

Nous allons donner quelques exemples classiques de familles de Nachbin et les es-

paces à poids correspondants. Ces espaces peuvent varier de l’espace C(X,A) tout

entier au singleton {0} :

Exemple 0.4.2. Soient A un e.v.t., X un espace complètement régulier et V = {λ1 :

λ > 0} la famille de Nachbin engendrée par la fonction constante v = 1 sur X. Alors

Cv(X,A) := Cb(X,A) et Cv0(X,A) := C0(X,A). Puisque les semi-normes (‖ ‖v)v∈V
sont des normes toutes équivalentes à la norme ‖ ‖∞, ces deux espaces sont des espaces

normés. En particulier, Cv(X) = Cb(X) et Cv0(X) = C0(X).

Exemple 0.4.3. Soit A un e.v.t.. Notons par K(X) l’ensemble des parties compactes

de X. Pour tout K ∈ K(X), désignons par χK la fonction caractéristique de K et

considérons la famille de Nachbin V = K = {λχK : λ > 0; K ∈ K(X)}. Alors on a

CK0(X,A) = CK(X,A) = C(X,A). Ceci découle du fait que pour tous f ∈ C(X,A),

ε > 0 et K ∈ K(X), l’ensemble {x ∈ X : λχK(x)|f(x)| ≥ ε} est un fermé inclu dans

le compact K, donc c’est un compact. Par conséquent f ∈ CK0(X,A).
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Exemple 0.4.4. Prenons X = Rn et considérons la famille de Nachbin V = {|p| :

p fonction polynômiale de Rn dans K}. Alors CV0(Rn) = CV (Rn) ( C(Rn). En effet,

soient f ∈ CV (Rn) et |p| ∈ V . Si on pose ‖x‖2 =

√
n∑
i=1

x2
i , alors la fonction x →

‖x‖2
2|p(x)| est un élément de V . Donc

sup
x∈Rn

‖x‖2
2|p(x)||f(x)| <∞

lim
‖x‖2→∞

|p(x)||f(x)| = 0.

Par suite |p|f tend vers 0 à l’infini, d’où CV (Rn) = CV0(Rn).

Tout élément de CV (Rn) est en particulier une fonction bornée. Donc la fonction f

telle que f(x) = exp(
n∑
i=1

x2
i ) avec x = (xi)1≤i≤n ∈ Rn, appartient à C(Rn), mais pas à

CV (Rn). Ainsi CV (Rn) ( C(Rn).

L’exemple suivant montre que CV (X) peut être réduit au singleton {0}.

Exemple 0.4.5. Si on considère X = Q qui est complètement régulier mais non

localement compact et la famille de Nachbin sur X, V = C+ = {f : Q→ R∗+continue}
alors CV (X) = {0}. Sinon, il existe un f ∈ CV (X) non nulle telle que f(t0) = 1 pour

un certain t0 ∈ Q.

L’ensemble Ω = {x ∈ Q : |f(x)| > 1
2
} est un ouvert de Q contenant t0. Donc Ω = Q∩Ω′

avec Ω′ un ouvert de R. Soit x ∈ Ω′ \ Q. Il existe une suite (xn)n∈N ⊂ Ω telle que

lim
n→+∞

xn = x. Considérons v ∈ C+ tel que v(t) =
1

|t− x|
. Alors, pour tout n ∈ N

‖f‖v ≥
1

2|xn − x|
.

En faisant tendre n vers l’infini, on trouve une absurdité.

Définition 0.4.6. Si U et V sont deux familles de Nachbin sur X.

1. On dit que U est moins fine que V et l’on écrit U ≤ V si pour tout u ∈ U il

existe v ∈ V tel que u ≤ v.

2. On dit que U et V sont équivalentes si U ≤ V et V ≤ U et on écrit U ∼ V .
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Proposition 0.4.7. i. CV0(X,A) est un sous-espace topologique fermé de CV (X,A).

ii. Si U ≤ V alors CV0(X,A) ⊆ CU0(X,A) et CV (X,A) ⊆ CU(X,A) et les

injections canoniques sont continues.

iii. CV (X,A) est un Cb(X)-module i.e. c’est un espace vectoriel vérifiant ∀f ∈
Cb(X),∀g ∈ CV (X,A) : fg ∈ CV (X,A) et CV0(X,A) est un Cb(X)-sous-module de

CV (X,A).

Proposition 0.4.8. Soit V une famille de Nachbin définie sur X. Alors :

1. K(X) est un idéal de C(X) tel que K(X) ⊂ CV0(X).

2. Si de plus X est localement compact, alors K(X)
CV (X)

= CV0(X). En particulier

K(X) est dense dans CV0(X).

Proposition 0.4.9. Cb(X) ∩ CV0(X) est dense dans CV0(X).

Démonstration. Soit f ∈ CV0(X) et soient v ∈ V et ε > 0. Alors l’ensemble K = {x ∈
X : v(x)|f(x)| ≥ ε} est compact.

Posons k = sup
x∈K
|f(x)| et définissons la fonction φ définie de K dans K par φ(t) = t, si

|t| ≤ k et φ(t) = k
t

|t|
, si |t| > k.

Alors φ est continue sur K et vérifie

|φ(t)| ≤ min(|t|, k) et |t− φ(t)| ≤ |t|, t ∈ K

Donc la fonction φof ∈ C(X) et vérifie |φof | ≤ min(|f |, k). Ce qui entrâıne φof ∈
Cb(X)∩CV0(X). De plus, v(x)|f(x)− φof(x)| < ε, pour tout x de X. Par conséquent

‖f − φof‖v < ε. D’où la densité de Cb(X) ∩ CV0(X) dans CV0(X).

Ainsi, l’ensemble des fonctions bornées dans CV0(X) est dense dans CV0(X), alors

que Cb(X) ∩ CV (X) ne l’est pas dans CV (X), comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 0.4.10. Prenons X = R et le poids v défini par v(x) = e−|x|. Alors Cb(X) ⊂
Cv(X) donc Cb(X) ∩ Cv(X) = Cb(X).

Considérons la fonction numérique f définie sur R par f(x) = e|x| on a f ∈ Cv(X).

Si f ∈ Cb(X)
Cv(X)

, alors il existe g ∈ Cb(X) telle que ‖g − f‖v < 1
2
. Donc

|g(x)e−|x| − 1| <
1

2
pour tout x ∈ R. (1)
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Comme g ∈ Cb(X) on a lim
x→+∞

g(x)e−|x| = 0. Donc par passage à la limite à l’infini dans

(1), on aboutit à l’absurdité 1 <
1

2
. Ainsi Cb(X) n’est pas dense dans Cv(X).

Lemme 0.4.11. Soit E ⊂ CV (X) un Cb(X)-module.

1. Si x ∈ coz(E) et U un ouvert contenant x, alors il existe f ∈ E telle que f(x) = 1,

0 ≤ f ≤ 1 et f(X \ U) = {0}.
2. Si K ⊂ coz(E) est un compact et C ⊂ X est un fermé tels que K ∩C = ∅, alors

il existe f ∈ E tel que f ≡ 1 sur K et f ≡ 0 sur C.

Le théorème suivant, dû à Prolla, permet de caractériser la fermeture d’un sous-

espace de CV0(X).

Théorème 0.4.12. Soient CV0(X) un espace de Nachbin, A ⊂ Cb(X) une algébre

séparant les points de X et W ⊂ CV0(X) un A-module. Alors

f ∈ W τV
si et seulement si pour tout x ∈ X : f(x) ∈ W (x)

K
.

Pour tous v ∈ V et r > 0, on considère les ensembles de niveau définis par :

N(v, r) := {x ∈ X : v(x) ≥ r}

et

N(v) := {x ∈ X : v(x) > 0}.

K. D. Bierstedt introduit dans [9] la notion de VR-espaces comme étant les espaces

complètement réguliers de Hausdorff X tels que toute fonction réelle sur X dont la

restriction à chaque ensemble de niveau N(v, r) est continue, doit être continue sur X,

v parcourant V et r > 0.

Le lemme suivant permet, en particulier, de caractériser les VR-espaces.

Lemme 0.4.13. Soient Z un espace complètement régulier de Hausdorff, B un espace

vectoriel topologique non trivial de Hausdorff sur le corps K et F une collection de

sous-ensembles de Z. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i. Pour tout espace complètement régulier de Hausdorff Y , une fonction f : Z → Y

dont la restriction f|F à tout F ∈ F est continue, est nécessairement continue sur Z.
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ii. une fonction f : Z → R dont la restriction f|F à tout F ∈ F est continue, est

nécessairement continue sur Z.

iii. une fonction f : Z → B dont la restriction f|F à tout F ∈ F est continue, est

nécessairement continue sur Z.

Démonstration. L’implication i.⇒ ii. est évidente parce que R est un espace complètement

régulier de Hausdorff. Pour ii.⇒ iii., Soit f : Z → B telle que f|F est continue pour

tout F ∈ F . Pour une fonction continue g : B → R, (g ◦ f)|F est continue pour tout

F ∈ F . Donc g◦f est continue sur X d’après ii.. Puisque B est un espace complètement

régulier de Hausdorff, sa topologie est la topologie initiale définie par C(B,R). Donc f

est continue sur Z. Enfin, pour l’implication iii.⇒ i., on suppose que f : Z → Y est une

fonction telle que f|F est continue pour tout F ∈ F . Pour un a ∈ B \ {0} donné, soit

ia l’homéomorphisme de R dans B défini par ia(λ) = λa. Pour une fonction continue

donnée g : Y → R, la fonction ia ◦ g ◦ f : Z → B est continue sur chaque F ∈ F .

Donc elle est continue sur Z d’après iii.. Comme g est arbitraire dans C(Y ) et ia(R)

est homéomorphe à R, f est continue sur Z.

Définition 0.4.14. On dit que Z est un FR-espace s’il satisfait l’une des assertions

du Lemme 0.4.13. En particulier, X sera un VR-espace, si c’est un FR-espace pour

F := {N(v, r), v ∈ V, r > 0}.



Chapitre 1

Opérateurs de multiplication dans

CV (X,H), cas où H est un Hilbert

Dans un espace CV (X,A) associé à des poids réels, chaque v(x) > 0 définit

un opérateur sur A par Tv(x)(u) = v(x)u. Un tel opérateur est inversible, borné

inférieurement et, dans le cas où A est un espace de Hilbert, positif. Cependant, un

opérateur positif sur un espace de Hilbert n’est pas nécessairement borné inférieurement

ou même injectif. Récemment C. Shekhar et B. S. Komal ont introduit dans [79] des

systèmes de poids à valeurs opérateurs positifs sur un espace de Hilbert H et ils ont

considéré des espaces pondérés de fonctions continues sur X à valeurs dans H. En outre,

C. Shekhar et B. S. Komal ont étudié l’opérateur de multiplication Mψ, induit par une

application ψ de X dans L(H), sur les espaces pondérés correspondants CV (X,H).

Nous avons relevé certaines imperfections dans leur travail [79] et avons developpé un

cadre adéquat à l’étude des espaces à poids, disons, généralisés.

Dans [79], les auteurs utilisent, par exemple, un théorème d’approximation similaire

à un résultat de Prolla [75] et affirment que, sous leurs hypothèses sur V , la collection

(‖ ‖v)v∈V des semi-normes générant la topologie de CV (X,H) est filtrante croissante,

ou encore que les boules unités correspondantes constituent un système fondamen-

tal de voisinages de zéro. Les auteurs affirment également, sans aucune justification,

qu’un certain espace pondéré, à savoir C‖V ‖(X), de fonctions scalaires continues, lié

à CV (X,H) est essentiel. Il se trouve qu’un tel théorème d’approximation n’est connu

30
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que pour CV (X,A) avec des poids réels, que les semi-normes ne doivent pas satisfaire

une telle condition (voir l’exemple 1.1.3) et qu’un tel espace n’est pas nécessairement

essentiel (voir l’exemple 1.1.4).

Dans ce chapitre, nous étudions les espaces CV (X,H), où les poids v sont à valeurs

opérateurs positifs. Nous définissons d’abord un cadre approprié dans lequel on peut

mener une étude raisonnable de différents problèmes dans de tels espaces. Nous donnons

ensuite des conditions sous lesquelles CV (X,H) est complet. Nous montrons aussi un

théorème d’approximation de type Prolla pour de tels espaces. De plus, Nous étudions

les opérateurs de multiplication Mψ sur CV (X,H) induits par une application ψ sur

X à valeurs dans L(H). Nous donnons des conditions sous lesquelles un tel opérateur

est continu, borné inférieurement, à image dense ou inversible.

1.1 Espaces de Nachbin Généralisés, cas Hilbert

Dans tout ce chapitre, H désigne un espace de Hilbert dont le produit scalaire et la

norme sont notés respectivement par 〈., .〉 et ‖ ‖ et L(H) l’algèbre de Banach de tous

les opérateurs linéaires bornés de H dans lui-même.

Définition 1.1.1. Un opérateur T ∈ L(H) est dit positif, noté T ≥ 0, si 〈Ty, y〉 ≥ 0

pour tout y ∈ H.

L’ensemble de tous les opérateurs positifs sur H sera noté L+(H). On écrit S ≥ T

ou T ≤ S pour signifier S − T ∈ L+(H).

Pour tout y ∈ H, l’application δy désignera l’évaluation normée au point y. C’est

δy(T ) := ‖T (y)‖, pour tout T ∈ L(H).

Définition 1.1.2. Une application v de X dans L(H) est dite fortement semi-continue

supérieurement si, pour tout y ∈ H, l’application à valeurs réelles δy ◦ v est semi-

continue supérieurement sur X.

Dans [79], les auteurs appellent système de poids sur X, toute famille V de fonctions

sur X à valeurs dans L+(H) telle que :
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i. tout v ∈ V est fortement semi-continue supérieurement,

ii. ∀x ∈ X,
⋂
v∈V

ker v(x) = {0},

iii. V est filtrante croissante dans le sens suivant :

∀v1, v2 ∈ V, ∀λ > 0, ∃v ∈ V : λv1 ≤ v et λv2 ≤ v.

Pour un tel système de poids, ils associent les espaces pondérés de fonctions continues

sur X à valeurs dans H suivants :

CV (X,H) = {f ∈ C(X,H) : vf(X) est borné dans H, ∀v ∈ V }

et

CV0(X,H) = {f ∈ C(X,H); vf est nulle à l’infini sur X, ∀v ∈ V },

où vf désigne la fonction définie sur X par vf(x) := v(x)(f(x)).

Puisque, pour tous v ∈ V et f ∈ CV (X,H), vf(X) := {v(x)(f(x)), x ∈ X} est borné

dans H, la quantité :

‖f‖v = sup{‖v(x)f(x)‖ : x ∈ X}

est finie. En fait, ‖ ‖v est même une semi-norme sur CV (X,H) et la famille de toutes

ces semi-normes définissent une topologie localement convexe τV sur CV (X,H).

En outre ils affirment, sans preuve, que comme c’est le cas dans le cadre scalaire, si

v ≤ u (c’est-à-dire v(x) ≤ u(x), ∀x ∈ X), alors ‖ ‖v ≤ ‖ ‖u (ou de manière équivalente

Bu ⊂ Bv, où Bu est la boule unité de la semi-norme ‖ ‖u et Bv celle de ‖ ‖v). Ce qui

n’est pas vraie comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 1.1.3. Prenons X = R et H = C2. Alors L(H) = M2(C). Posons T =(
1 0

0 0

)
, C =

1

2

(
1 1

1 1

)
et S = T + C. Considérons les applications identiquement

constantes u et v de X vers L(H) définies par u(x) = T et v(x) = S, pour tout x ∈ X.

Si V = {λu, λv, λ > 0}, alors V satisfait les conditions requises dans [79]. Puisque

T et S sont positifs, S est inversible et T ≤ S, u et v sont évidemment continues et

u ≤ v. Toutefois, ‖ ‖u 6≤ ‖ ‖v. Cela est dû au fait que ‖ ‖u ≤ ‖ ‖v si et seulement

si u2 ≤ v2. Mais cela ne tient pas comme il est prouvé dans [59], p. 47. En effet,

u2 ≤ v2 si, et seulement si, T 2 ≤ S2. Remarquons que T 2 = T et C2 = C. Donc
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S2 − T 2 = C + CT + TC =
1

2

(
3 2

2 1

)
. Le spectre de S2 − T 2 est {1−

√
5

2
, 1 +

√
5

2
}.

Il contient donc une valeur propre négative. Par conséquent, S2 − T 2 n’est pas positif.

Encore dans [79], les auteurs considèrent l’espace pondéré C‖V ‖(X) associé aux

poids à valeurs réelles x 7→ ‖v(x)‖, v ∈ V et affirment qu’il est essentiel. En fait, rien

ne garantit que de tels poids sont semi-continus supérieurement. De plus, bien que ce

soit le cas, l’essentialité peut ne pas tenir comme le montre l’exemple modifié suivant

de [71] :

Exemple 1.1.4. Prenons X = Q, H un espace de Hilbert et V = {fI, f : X →
R+ continue }, où I représente l’application identité de H. Alors v ∈ V est équivalent

à l’existence de f ∈ C(X,R+) telle que

v : X −→ L(H)

x 7−→ f(x).I : H −→ H

h 7−→ f(x)h.

et V satisfait les conditions de [79]. Cependant, CV (X,H) ( et à fortiori C‖V ‖(X) ) est

trivial. En effet, supposons qu’il existe une fonction non nulle f ∈ CV (X,H) et fixons

t0 ∈ Q tel que f(t0) 6= 0. Si Ω = {t ∈ Q : ‖f(t)‖ > ‖f(t0)‖
2
}, alors Ω est un ouvert

de Q contenant t0. Pour tout irrationnel r dans l’adhérence Ω
R
, Soit fr(t) :=

1

|t− r|
.

Alors v := frI ∈ V , mais

sup
t∈Q
‖vr(t)f(t)‖ ≥ sup

t∈Ω
|fr(t)|‖f(t)‖

≥ sup
t∈Ω

‖f(t)‖
|r − t|

≥ sup
t∈Ω

‖f(t0)‖
2|r − t|

= +∞.

Cela contredit f ∈ CV (X,H).

Il est à noter que, lorsque les poids sont scalaires, l’essentialité de V assure la

séparation de CV (X,A) pour tout espace localement convexe A. Dans le cas des poids

à valeurs dans L+(H), cela ne tient plus, comme le montre l’exemple suivant :
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Exemple 1.1.5. Soient T ∈ L+(H) non injectif et V := {λT, λ > 0}. Alors toute

fonction continue f : X → kerT appartient à CV (X,H). En particulier, si 0 6= y ∈
kerT et f est la fonction constante prenant la valeur y, alors f est un élément non nul

de CV (X,H) tel que ‖f‖v = 0 pour tout v ∈ V . Donc CV (X,H) n’est pas séparé.

Enfin, notons que la semi-continuité supérieure dans le cas des poids scalaires

fait en sorte que CV0(X,H) est un sous-espace fermé de CV (X,H). Puisque toute

fonction semi-continue supérieurement est bornée sur tout ensemble compact. Cepen-

dant, dans le cas présent, il n’est pas clair que les applications x 7→ ‖v(x)f(x)‖ sont

semi-continus supérieurement, et donc bornées sur tout sous-ensemble compact de X.

Par conséquent, il n’est pas clair que CV0(X,H), tel qu’il est défini ci-dessus, est

contenu dans CV (X,H). De plus, même si on suppose que CV0(X,H) est contenu dans

CV (X,H), rien ne permet de dire qu’il est fermé ou complet une fois que CV (X,H)

l’est. Pour ces raisons, nous adopterons dorénavant les définitions suivantes :

Définition 1.1.6. Une famille de Nachbin généralisée sur X est une collection V de

fonctions sur X à valeurs dans L+(H) telle que :

i. tout v ∈ V est fortement semi-continu supérieurement,

ii. ∀x ∈ X,
⋂
v∈V

ker v(x) = {0},

iii. V est filtrante croissante dans le sens suivant :

∀v1, v2 ∈ V, ∀λ > 0, ∃v ∈ V : λ2v∗1v1 ≤ v∗v et λ2v∗2v2 ≤ v∗v.

Les espaces pondérés généralisés seront alors définis par

CV (X,H) := {f ∈ C(X,H) : x 7→ ‖v(x)f(x)‖ est borné sur X, v ∈ V }.

CV0(X,H) := {f ∈ CV (X,H) : vf est nulle à l’infini sur X, v ∈ V }.

Ici, vf est nulle à l’infini signfie que la fonction x 7→ ‖v(x)f(x)‖ tend vers 0 à l’infini.

La condition ii. dans la définition 1.1.6 assure que les espaces CV (X,H) et CV0(X,H)

sont séparés, alors que la condition iii. assure que la famille des semi-normes (‖ ‖v)v∈V
est filtrante croissante.

Si l’application x 7→ ‖v(x)f(x)‖ est s.c.s. sur X pour tous v ∈ V et f ∈ C(X,H),

alors CV0(X,H) est constitué de toutes les fonctions continues f de X dans H telles
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que x 7→ ‖v(x)f(x)‖ est nulle à l’infini pour tout v ∈ V . La condition s.c.s. oblige de

telle fonction à appartenir à CV (X,H). i.e.,

CV0(X,H) := {f ∈ C(X,H) : vf est nulle à l’infini sur X, v ∈ V }.

Désormais, on dit qu’un sous-espace E de C(X,H) satisfait la propriété (SV ) si :

∀f ∈ E, v ∈ V, x 7→ ‖v(x)f(x)‖ est s.c.s. sur X. (SV)

Si V ⊂ C(X,Lσ(H)). C’est-à-dire, tout v ∈ V est σ-continue sur X, alors tout

sous-espace de C(X,H) satisfait (SV ).

Notons que, pour tout y ∈ H non nul, la collection Vy constituée des applica-

tions x 7→ δy(v(x)) forme un système de poids scalaires (s.c.s.) sur X. On peut alors

considérer les espaces

CVy(X) := {f ∈ C(X) : ‖f‖y,v = sup{|f(x)|‖v(x)y‖, x ∈ X} < +∞, v ∈ V }

et

CVy,0(X) := {f ∈ C(X) : x 7→ |f(x)|‖v(x)y‖, est nulle à l’infini sur X, v ∈ V }.

On définit également les espaces suivants

C‖V ‖(X) := {f ∈ C(X) : ‖f‖‖v‖ = sup{|f(x)|‖v(x)‖, x ∈ X} < +∞, v ∈ V }

et

C‖V ‖0(X) := {f ∈ C(X) : x 7→ |f(x)|‖v(x)‖ est nulle à l’infini sur X, v ∈ V }.

On munit les deux premiers espaces de la topologie τy,V engendrée par les semi-

normes ‖ ‖y,v, v ∈ V et les deux derniers espaces de la topologie τ‖V ‖ engendrée

par les semi-normes ‖ ‖‖v‖, v ∈ V . La condition ii. de la définition 1.1.6 assure

que Vy est nécessairement essentiel et donc l’espace localement convexe CVy(X) est

nécessairement séparé. Cependant, on peut facilement montrer que ces espaces sont

des Cb(X)-modules et que, de ce fait, si U est un voisinage ouvert de x ∈ coz(CVy(X))

(resp. x ∈ coz(CVy,0(X))), il existe une fonction f ∈ CVy(X) (resp. f ∈ CVy,0(X))
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telle que f(x) = 1, 0 ≤ f ≤ 1 et supp(f) ⊂ U .

Notons que, pour tout y ∈ H non nul, on a coz(CVy(X)) ⊂ coz(CV (X,H)) et

coz(CVy,0(X)) ⊂ coz(CV0(X,H)). De plus, pour tous f ∈ CVy(X) et g ∈ C‖V ‖(X),

les fonctions f ⊗ y : X −→ H, x 7→ f(x)y et g ⊗ y : X −→ H, x 7→ g(x)y appar-

tiennent à CV (X,H). C’est-à-dire CVy(X) ⊗ {y} ⊂ CV (X,H) pour tout y ∈ H et

C‖V ‖(X)⊗H ⊂ CV (X,H). De même, CVy,0(X)⊗{y} ⊂ CV0(X,H) pour tout y ∈ H
et C‖V ‖0(X)⊗H ⊂ CV0(X,H).

On pose, à partir de maintenant pour simplifier les notations,X0 := coz(CV0(X,H)),

X1 := coz(CV (X,H)), et pour tout y ∈ H non nul, Xy := coz(CVy(X)), et Xy,0 :=

coz(CVy,0(X)).

Remarque 1.1.7. Si on omet la condition ii. dans Définition 1.1.6, les espaces à poids

ne sont pas nécessairement séparés comme nous l’avons vu dans l’exemple 1.1.5. Dans

une telle situation, si l’on considère les quatre assertions suivantes, alors 1. ⇒ 2. ⇒
3.⇒ 4, où

1. ∀x ∈ X1 (resp. ∀x ∈ X0), ∃v ∈ V tel que v(x) est borné inférieurement,

2. ∀x ∈ X1 (resp. ∀x ∈ X0) :
⋂
v∈V

ker v(x) = {0},

3. CV (X,H) (resp. CV0(X,H)) est de Hausdorff,

4. coz(V ) ∩X1 (resp. coz(V ) ∩X0) est dense dans X1 (resp. dans X0).

En effet, l’assertion 2. dérive évidemment de 1. Pour l’implication 2.⇒ 3., soit f ∈
CV (X,H) non nulle. Alors il existe x ∈ X1 tel que f(x) 6= 0. D’après 2., il existe v ∈ V
tel que v(x)f(x) 6= 0. Par conséquent ‖f‖v 6= 0 et CV (X,H) est alors de Hausdorff.

Maintenant pour 3.⇒ 4., supposons que coz(V )∩X1 n’est pas dense dans X1. Alors il

existe x ∈ X1 et un voisinage ouvert U de x dans X tels que U ∩ (coz(V )∩X1) = ∅. En

particulier x /∈ coz(V ) et donc v(x) = 0 pour tout v ∈ V . Mais, il existe f ∈ CV (X,H)

avec f(x) 6= 0. Puisque X est un espace complètement régulier, il existe g ∈ Cb(X)

telle que g(x) = 1 , 0 ≤ g ≤ 1 et g ≡ 0 sur X r U . Ainsi gf ∈ CV (X,H) et

coz(gf) ⊂ U . Mais coz(gf) ⊂ X1, donc on a coz(gf) ∩ coz(V ) = ∅. Alors pour tout

v ∈ V , coz(gf) ∩ coz(v) = ∅ i.e., ∀ v ∈ V, ∀ t ∈ X : v(t)g(t)f(t) = 0, c’est-à-dire

‖gf‖v = 0 pour tout v ∈ V . Ce qui contredit la séparation de CV (X,H).

Maintenant, nous présentons quelques exemples de familles de Nachbin généralisées
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et d’espaces à poids associés.

Exemple 1.1.8. Soient W une famille de Nachbin classique (i.e., à valeurs réelles

positives) sur X, T un opérateur positif non nul sur un espace de Hilbert H et V :=

{wT : w ∈ W}, avec wT (x) = w(x)T . Si T est injectif, alors V est une famille de

Nachbin généralisée sur X et les inclusions CW (X,H) ⊂ CV (X,H) et CW0(X,H) ⊂
CV0(X,H) sont des injections continues. En particulier, si T = I, on obtient les espaces

habituels CV (X,H) = CW (X,H) et CV0(X,H) = CW0(X,H).

Exemple 1.1.9. Soient R : X → L(H) une application continue, par rapport à la

topologie de la norme de L(H) et W une famille de Nachbin classique sur X. Si R(x)

est injectif pour tout x ∈ X, alors V = {vw := wR;w ∈ W} est une famille de Nachbin

généralisée sur X. De plus, en posant Nw := {x ∈ X : w(x) 6= 0}, si R(Nw) est

une partie bornée de L(H) pour tout w ∈ W , alors CW (X,H) et CW0(X,H) sont

des sous-ensembles de CV (X,H) et CV0(X,H) respectivement et les injections sont

continues.

Enfin, si la collection {R(x), x ∈ Nw} est équi-bornée inférieurement, les inclusions

deviennent des égalités algébriquement et topologiquement.

Exemple 1.1.10. A toute partie compacte K de X, on associe un opérateur non nul

TK ∈ L+(H) de sorte que si K et S sont des parties compactes de X telles que K ⊂ S,

on a T 2
K ≤ T 2

S . Maintenant, pour un tel compact K, on pose vK := χKTK , où χK

désigne la fonction de Minkowski de K. Puisque K est compact, l’application vK est

fortement semi-continue supérieurement. Si en plus on suppose que pour tout x ∈ X,

l’ensemble
⋂
{kerTK , K ⊂ X compact contenant x} est réduit à {0}, alors

K := {λvK ;K ⊂ X compact et λ > 0}

est une famille de Nachbin généralisée sur X telle que, algébriquement, on a :

CK(X,H) = CK0(X,H) = C(X,H).

De plus, si on munit C(X,H) de la topologie de la convergence uniforme sur les com-

pacts, l’inclusion C(X,H) ⊂ CK(X,H) est continue.

L’égalité est topologique si TK est supposé borné inférieurement pour tout compact

K ⊂ X.
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Exemple 1.1.11. Pour tout T ∈ L+(H), on pose :

vT : X −→ L+(H)

x 7−→ vT (x) = T,

et Z = {λvT : T ∈ L+(H), λ > 0}. On a :

i. Pour tout T ∈ L+(H), l’application vT est continue et donc fortement semi-

continue supérieurement.

ii. Puisque I ∈ L+(H), on a pour tout x ∈ X,
⋂

T∈L+(H)

kerT = {0},

iii. Si T et S sont deux éléments de L+(H), alors, à partir des inégalités

T 2, S2 ≤ (I + T )2 + (I + S)2,

on déduit que Z est une famille de Nachbin généralisée sur X et on a évidemment

CZ(X,H) = Cb(X,H) et CZ0(X,H) = C0(X,H) algébriquement et topologiquement,

où Cb(X,H) et C0(X,H) sont munis de la topologie de la norme uniforme.

On se demande, pour une famille de Nachbin généralisée V , s’il existe une famille

de Nachbin classique U sur X telle que l’égalité CV (X,H) = CU(X,H) est algébrique

et topologique. En réalité, l’exemple suivant prouve que ce n’est pas le cas en général.

Il fournit une famille de Nachbin généralisée V telle qu’il n’existe pas de famille de

Nachbin classique U telle que CV (X,H) est un sous-espace topologique de CU(X,H).

Exemple 1.1.12. Soient X = N∗ et H l’algèbre C2, équipée de la norme ‖(z1, z2)‖ =√
|z1|2 + |z2|2. On définit l’application v de X dans L(H) := M2(C), ensemble des

matrices carrées d’ordre 2, par :

v(n) =

(
n 0

0 n2

)
, n ∈ N∗.

Comme X est discret, v est continu. De plus, v(n) est inversible pour tout n ∈ N∗. Donc

V := {λv : λ > 0} est une famille de Nachbin généralisée surX. Nous affirmons qu’il n’y

a pas de famille de Nachbin U avec des poids scalaires sur X telle que (CV (X,H), τV )

est un sous-espace topologique de (CU(X,H), τU). En effet, supposons qu’une telle
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famille de Nachbin U existe sur X. Donc il existe u ∈ U et une constante d > 0 tels

que :

‖f‖v ≤ d‖f‖u, f ∈ CV (X,H).

Mais aussi, pour tout u
′ ∈ U , il existe c

′
= c(u

′
) > 0 tel que :

c
′‖f‖u′ ≤ ‖f‖v ≤ d‖f‖u, f ∈ CV (X,H).

Il s’en suit que la topologie induite τU sur CV (X,H) est définie par la seule semi-norme

‖ ‖u. Désignons par δm,n la fonction delta de Kronecker et par c := c(u) la valeur qui

satisfait :

c‖f‖u ≤ ‖f‖v ≤ d‖f‖u, f ∈ CV (X,H), (1.1)

Considérons maintenant, pour tout m ∈ N∗, les fonctions gm : n 7→ (
1

m
δn,m, 0) et

hm : n 7→ (0,
1

m2
δn,m). Puisque gm et hm appartiennent à CV (X,H) et puisque on a :

‖gm‖u = sup{u(n)
1

m
δn,m, n ∈ N∗} =

u(m)

m
,

‖gm‖v = sup{ 1

m
‖v(n)(δn,m, 0)‖, n ∈ N∗} =

m

m
= 1.

‖hm‖u = sup{u(n)
1

m2
δn,m, n ∈ N∗} =

u(m)

m2
,

‖hm‖v = sup{ 1

m2
‖v(n)(0, δn,m)‖, n ∈ N∗} =

m2

m2
= 1.

En appliquant une fois (1.1) à gm, nous obtenons cu(m) ≤ m ≤ du(m), et une autre

fois à hm, nous obtenons cu(m) ≤ m2 ≤ du(m). Par conséquent, m2 ≤ d

c
m pour tout

m ∈ N∗, ce qui est impossible car m est arbitraire.

1.2 Complétude de CV (X,H) et CV0(X,H)

Dans cette section, nous étudions, pour une famille de Nachbin généralisée V sur

X, la complétude de CV (X,H) et CV0(X,H). Pour ceci, considérons, pour tous v ∈ V
et r > 0, l’ensemble de niveau défini par :

N(v, r) := {x ∈ X : ‖v(x)y‖ ≥ r‖y‖, ∀y ∈ H}.
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Comme dans le cas des poids scalaires, CV0(X,H) est fermé dans CV (X,H) comme

le montre la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Pour toute famille de Nachbin généralisée V sur X, CV0(X,H)

est un sous-espace fermé de CV (X,H).

Démonstration. Soit f ∈ CV (X,H). Si f appartient à CV0(X,H)
CV (X,H)

, l’adhérence

de CV0(X,H) dans CV (X,H), alors, pour tous v ∈ V et ε > 0, il existe g ∈ CV0(X,H)

telle que ‖v(x)(g(x)− f(x))‖ < ε
2
, ∀x ∈ X. Mais

‖v(x)f(x)‖ ≤ ‖v(x)(g(x)− f(x))‖+ ‖v(x)g(x)‖. (1.2)

Puisque g ∈ CV0(X,H), il existe une partie compacte K ⊂ X telle que ‖v(x)g(x)‖ < ε
2

pour tout x /∈ K. Donc pour un tel x on a ‖v(x)f(x)‖ < ε d’après (1.2). Par conséquent

f ∈ CV0(X,H) et ce dernier est fermé dans CV (X,H).

Afin d’étudier la complétude de CV (X,H) et CV0(X,H), rappelons la notion de

VR-espace.

Définition 1.2.2. On dit que X est un VR-espace, si c’est un FR-espace pour

F := {N(v, r), v ∈ V, r > 0}.

On obtient alors :

Théorème 1.2.3. L’espace CV (X,H) (resp. CV0(X,H)) est complet si X est un VR-

espace et, pour tout x ∈ X1 (resp. x ∈ X0), il existe v ∈ V tel que v(x) est borné

inférieurement sur H.

Démonstration. Soit (fi)i∈I une suite de Cauchy dans CV (X,H) (resp. dans CV0(X,H)).

Pour tous v ∈ V et ε > 0, il existe i0 ∈ I tel que pour tous i ≥ i0 et j ≥ i0, on a

‖fi − fj‖v < ε. Donc,

sup
x∈N(v,r)

r‖fi(x)− fj(x)‖ ≤ sup
x∈N(v,r)

‖v(x)(fi(x)− fj(x))‖

≤ ‖fi − fj‖v
≤ ε.
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Ainsi (fi)i∈I est uniformément de Cauchy sur N(v, r). Puisque H est complet, (fi)i∈I

converge uniformément vers une fonction fv,r continue sur N(v, r). Comme, par hy-

pothèse, les N(v, r) recouvrent X1 (resp. X0), l’application f définie par f(x) = fv,r(x)

si x ∈ N(v, r), est bien définie sur l’ensemble X1 (resp. X0) tout entier. On étend f sur

X en prenant f = 0 sur X \X1 (resp. X \X0). Puisque X est un VR-espace, f est conti-

nue sur X. Pour compléter la preuve, puisque CV0(X,H) est fermé dans CV (X,H),

il suffit de montrer que f ∈ CV (X,H) et que (fi)i∈I converge vers f dans CV (X,H).

Or pour tout ε > 0, il existe i0 ∈ I tel que ‖fi−fj‖v < ε pour tous i ≥ i0 et j ≥ i0. On

a donc ‖v(x)(fi(x) − fj(x))‖ < ε pour tout x ∈ X. Passant à la limite en j, puisque

v(x) est continu, on obtient ‖v(x)(fi(x)− f(x))‖ ≤ ε, pour tous x ∈ X et i0 ≤ i. Ceci

montre à la fois, en utilisant l’inégalité triangulaire ‖f‖v ≤ ‖f − fi‖v + ‖fi‖v , que

f ∈ CV (X,H) et que (fi)i∈I converge vers f dans CV (X,H). D’où la complétude de

CV (X,H) (resp. CV0(X,H)).

Comme corollaire du Théorème 1.2.3, on a :

Corollaire 1.2.4. Si X est un VR-espace et, pour tout x ∈ X, il existe v ∈ V tel

que v(x) est borné inférieurement sur H, alors CV (X,H) (et aussi CV0(X,H)) est

complet.

Dans l’exemple 1.1.8, si T est borné inférieurement donc injectif, alors CV (X,H)

et CV0(X,H) sont complets une fois que X est un WR-espace, car ils cöıncident avec

CW (X,H) et CW0(X,H) respectivement.

Dans l’exemple 1.1.9, on suppose que l’ensemble {R(x), x ∈ N(w, r)} est équi-borné

inférieurement pour tout w ∈ W et tout r > 0. Si, de plus X est un WR-espace, donc

un VR-espace, alors CV0(X,H) et CV (X,H) sont complets. En effet, soient w ∈ W et

r > 0 des éléments donnés. Par hypothèse, il existe s > 0 tel que :

s‖y‖ ≤ ‖R(x)y‖, ∀x ∈ N(w, r), ∀y ∈ H.

Donc

rs‖y‖ ≤ ‖w(x)R(x)y‖ = ‖vw(x)y‖, ∀x ∈ N(w, r), ∀y ∈ H.

Ce qui donne N(w, r) ⊂ N(vw, rs) par suite X est VR-espace. À ce point, remar-

quons que l’équi-bornétude inférieure des ensembles {R(x), x ∈ N(w, r)} est beaucoup
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plus faible que celle des ensembles {R(x), x ∈ Nw} qui donne l’égalité CV (X,H) =

CW (X,H).

Dans l’exemple 1.1.10, CK(X,H) est complet lorsque X est un kR-espace et, pour

tout x ∈ X, il existe au moins un compact K contenant x tel que TK est borné

inférieurement. En fait cette dernière condition donne que TS est borné inférieurement

pour tout compact S contenant un tel K.

Dans l’exemple 1.1.11, CZ(X,H) et CZ0(X,H) sont évidemment complets car ils

cöıncident algébriquement et topologiquement respectivement avec Cb(X,H) et C0(X,H)

munis de la norme uniforme.

1.3 Opérateurs de multiplication continus sur CV (X,H)

Dans cette section, nous étudions la continuité d’un opérateur de multiplication

induit par une application continue ψ sur X à valeurs dans L(H).

Théorème 1.3.1. Soit ψ : X → Lσ(H) une application continue. Alors Mψ applique

continûment CV (X,H) dans lui-même si (V ψ)∗(V ψ) ≤ V ∗V sur X1. La réciproque

est vraie si, de plus, X1 = Xy pour tout y ∈ H non nul.

Démonstration. Tout d’abord, on note que la condition (V ψ)∗(V ψ) ≤ V ∗V sur X1

n’est rien d’autre que

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ∀x ∈ X1,∀y ∈ H : ‖v(x)ψ(x)y‖ ≤ ‖u(x)y‖. (1.3)

Soit f ∈ CV (X,H). Puisque l’application (T, h) 7→ T (h) est continue de Lσ(H) × H
dans H et puisque ψ : X → Lσ(H) et f : X → H sont continues, Mψ(f) est une

application continue. De plus, d’après (1.3) on a :

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ∀x ∈ X1, : ‖v(x)ψ(x)f(x)‖ ≤ ‖u(x)f(x)‖.

Cela mène à

‖Mψ(f)‖v ≤ ‖f‖u, ∀f ∈ CV (X,H),

ce qui entrâıne d’une part que Mψ(f) ∈ CV (X,H) pour tout f ∈ CV (X,H) et d’autre

part, puisqu’il est linéaire, que Mψ est continu.
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Réciproquement, on suppose que l’opérateur linéaire Mψ est continu sur CV (X,H).

Alors

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ‖Mψ(f)‖v ≤ ‖f‖u,∀f ∈ CV (X,H). (1.4)

On montre que

‖v(x)ψ(x)y‖ ≤ ‖u(x)y‖,∀x ∈ X1,∀y ∈ H.

On prend x0 ∈ X1, y0 ∈ H et ε := ‖u(x0)y0‖. Puisque u est fortement semi-continue

supérieurement, l’ensemble Gn := {x ∈ X : ‖u(x)y0‖ < ε+
1

n
} est un voisinage ouvert

de x0, n étant un entier positif non nul. Or X1 = Xy0 . Donc il existe fn ∈ CVy0(X)

telle que 0 ≤ fn ≤ 1, fn(x0) = 1 et fn = 0 sur X rGn. Donc gn := fn ⊗ y0 appartient

à CV (X,H) et on a :

‖gn(x)‖ ≤ ‖y0‖,∀x ∈ X, ‖gn(x0)‖ = ‖y0‖ et gn = 0 sur X rGn.

Si on pose hn :=
1

ε+ 1
n

gn, alors ‖hn‖u < 1 et, d’après (1.4), ‖Mψ(hn)‖v < 1, i.e.,

‖v(x)ψ(x)hn(x)‖ ≤ 1 pour tout x ∈ X. En particulier

‖v(x0)ψ(x0)y0‖ ≤ ‖u(x0)y0‖+
1

n
.

En faisant tendre n à l’infini, on obtient ‖v(x0)ψ(x0)y0‖ ≤ ‖u(x0)y0‖. Ce qui achève la

preuve puisque x0 est arbitraire.

Avec une preuve similaire, on peut montrer :

Théorème 1.3.2. Soit ψ : X → Lσ(H) une application continue. Alors Mψ applique

continûment CV0(X,H) dans lui-même si (V ψ)∗(V ψ) ≤ V ∗V sur X0. La réciproque

est vraie si, de plus, X0 = Xy,0 pour tout y ∈ H non nul.

Maintenant, comme corollaire des deux théorèmes précédents, on obtient :

Corollaire 1.3.3. On suppose que ψ : X → Lσ(H) est une application continue et que

X0 = X1 = Xy = Xy,0 pour tout y ∈ H non nul. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

i. Mψ applique continûment CV (X,H) dans lui-même.

ii. Mψ applique continûment CV0(X,H) dans lui-même.

iii. (V ψ)∗(V ψ) ≤ V ∗V sur X0.
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Sous les conditions du Corollaire 1.3.3, si l’opérateur Mψ applique continûment

CV (X,H) dans lui-même, alors il laisse invariant CV0(X,H).

1.4 Opérateurs de multiplication inversibles

Dans cette section, nous caractérisons les opérateurs de multiplication inversibles

Mψ. Pour cela, nous étendons d’abord au cas des poids à valeurs dans L+(H), un

résultat d’approximation dû à J. B. Prolla ([75], Lemme 3.0) dans le cas des poids

à valeurs scalaires. Nous caractérisons également les opérateurs Mψ qui sont bornés

inférieurement ou sont à image dense.

Théorème 1.4.1. On suppose que CV0(X,H) vérifie la propriété (SV ) et que W

est à la fois un sous-espace vectoriel de CV0(X,H) et un Cb(X)-module. Pour tout

f ∈ CV0(X,H) donné, si f(x) ∈ W (x)
H

pour tout x ∈ X0, alors f ∈ WCV0(X,H)
. La

réciproque est vraie si, pour tout x ∈ X0, il existe v ∈ V tel que v(x) ∈ Lbi(H).

Démonstration. Soit f ∈ CV0(X,H) telle que f(x) ∈ W (x)
H

pour tout x ∈ X0 et

soient ε > 0 et v ∈ V . Alors

∀x ∈ X0, ∃gx ∈ W : ‖f(x)− gx(x)‖ < ε

‖v(x)‖+ 1
.

Donc

‖v(x)(f(x)− gx(x))‖ ≤ ‖v(x)‖ ‖f(x)− gx(x)‖ < ε.

Pour x ∈ X0, on considère l’ensemble Kx := {t ∈ X : ‖v(t)(f(t) − gx(t))‖ ≥ ε}.
C’est un compact contenu dans X0 ne contenant pas x puisque CV0(X,H) vérifie la

propriété (SV ) et f − gx ∈ CV0(X,H). D’où
⋂

x∈X0

Kx = ∅. Par compacité, il existe

x1, . . . , xn ∈ X0 tels que
⋂

1≤i≤n
Kxi = ∅. Si Ui désigne le complémentaire de Kxi dans le

compactifié Stone-Cěck βX de X, avec i ∈ {1, . . . , n}, on considère une partition de

l’unité (ϕi)1≤i≤n subordonnée au recouvrement ouvert (Ui)1≤i≤n de βX. C’est-à-dire ϕi

est continue, 0 ≤ ϕi ≤ 1, ϕi ≡ 0 sur βXrUi et
∑n

i=1 ϕi = 1. Soient hi la restriction de

ϕi à X et g :=
∑n

i=1 higxi . Alors g appartient à W et vérifie ‖v(x)(f(x) − g(x))‖ ≤ ε
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pour tout x ∈ X. En effet, si x /∈ X0, c’est évident. Maintenant, si x ∈ X0, alors

l’ensemble Jx := {i : 1 ≤ i ≤ n et x /∈ Kxi} n’est pas vide et

‖v(x)(f(x)− g(x))‖ = ‖v(x)(f(x)−
n∑
i=1

hi(x)gxi(x))‖

= ‖v(x)(
n∑
i=1

hi(x)(f(x)− gxi(x)))‖

≤
n∑
i=1

hi(x)‖v(x)(f(x)− gxi(x))‖

=
∑
i∈Jx

hi(x)‖v(x)(f(x)− gxi(x))‖

≤
∑
i∈Jx

hi(x)ε

≤ ε.

Puisque x est arbitraire, ‖f − g‖v ≤ ε, d’où f ∈ WCV0(X,H)
.

Pour la réciproque, il suffit de montrer que l’évaluation δx : CV0(X,H)→ H, f 7→ f(x)

est continue pour tout x ∈ X0. On fixe alors un tel x. Par hypothèse, il existe un certain

v ∈ V et un r > 0 tels que r‖h‖ ≤ ‖v(x)h‖ pour tout h ∈ H. En particulier,

‖δx(f)‖ := ‖f(x)‖ ≤ 1

r
‖v(x)f(x)‖ ≤ 1

r
‖f‖v, ∀f ∈ CV0(X,H).

Ce qui achéve la preuve.

Puisque C‖V ‖0(X) est un Cb(X)-module, le produit tensoriel C‖V ‖0(X) ⊗H est

aussi un Cb(X)-module. Donc si X0 cöıncide avec le cozéro de C‖V ‖0(X), alors pour

tous x ∈ X0 et y ∈ H, il existe f ∈ C‖V ‖0(X)⊗H telle que f(x) = y. Par conséquent,

on obtient comme corollaire du Théorème 1.4.1 le résultat suivant

Corollaire 1.4.2. Si coz(C‖V ‖0(X)) = X0, alors C‖V ‖0(X) ⊗ H est dense dans

CV0(X,H).

A partir de maintenant, on supposera que, pour tout y ∈ H non nul, Xy,0 = X0.
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Théorème 1.4.3. On suppose que CV0(X,H) satisfait la propriété (SV ) et que ψ :

X −→ L(H) est une application continue telle que l’opérateur de multiplication Mψ

applique CV0(X,H) dans lui-même.

Si ψ(x) est à image dense pour tout x ∈ X0, alors Mψ est à image dense.

Si, en outre, V (x) ∩ Lbi(H) 6= ∅ pour tout x ∈ X0, la réciproque est aussi vraie.

Démonstration. Puisque X0 = Xy,0 pour tout y ∈ H non nul, on a :

∀x ∈ X0,∀y ∈ H \ {0}, ∃g ∈ CV0(X,H) : g(x) = y. (1.5)

Si on pose W := Mψ(CV0(X,H)) et on suppose que ψ(x) est à image dense pour tout

x ∈ X0. Soit f ∈ CV0(X,H). Selon (1.5), on a :

{ψ(x)y, y ∈ H} ⊂ {ψ(x)g(x), g ∈ CV0(X,H)}.

Donc

H = {ψ(x)y, y ∈ H}
H
⊂ {ψ(x)g(x), g ∈ CV0(X,H)}

H

= W (x)
H
.

D’où W (x)
H

= H et, d’après le Théorème 1.4.1, on a f ∈ WCV0(X,H)
. Par conséquent

Mψ est à image dense.

Maintenant, on suppose que V (x)∩Lbi(H) 6= ∅ pour tout x ∈ X0 et que Mψ est à image

dense. D’après Théorème 1.4.1, f(x) ∈ W (x)
H

pour tous x ∈ X0 et f ∈ CV0(X,H).

Soient x ∈ X0 et y ∈ H. D’après (1.5), il existe g ∈ CV0(X,H) telle que g(x) = y,

donc on a y = g(x) ∈ W (x)
H

. Ce qui donne H ⊂ W (x)
H

, puisque y ∈ H est arbitraire.

Donc

{ψ(x)y, y ∈ H} = {ψ(x)g(x), g ∈ CV0(X,H)}

{ψ(x)y, y ∈ H}
H

= {ψ(x)g(x), g ∈ CV0(X,H)}
H

= H.

Par suite ψ(x) est à image dense pour tout x ∈ X0.

Théorème 1.4.4. Soit ψ : X → L(H) une application continue telle que Mψ ap-

plique CV0(X,H) dans lui-même. Si V ∗V ≤ (V ψ)∗(V ψ) sur X0, alors Mψ est borné

inférieurement. La réciproque est vraie si C(X,H) satisfait la propriété (SV ).
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Démonstration. On suppose que V ∗V ≤ (V ψ)∗(V ψ) sur X0, i.e., pour tout v ∈ V , il

existe u ∈ V tel que :

‖v(x)y‖ ≤ ‖u(x)ψ(x)y‖,∀x ∈ X0,∀y ∈ H.

Donc, on obtient

‖f‖v ≤ ‖Mψ(f)‖u,∀f ∈ CV0(X,H).

Ce qui signifie que Mψ est borné inférieurement.

Réciproquement, on suppose que C(X,H) satisfait la propriété (SV ) et que Mψ est

borné inférieurement. Alors :

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ‖f‖v ≤ ‖Mψ(f)‖u, ∀f ∈ CV0(X,H).

Montrons que

‖v(x)y‖ ≤ 2‖u(x)ψ(x)y‖,∀x ∈ X0, ∀y ∈ H.

Pour cela, on raisonne par l’absurde. Supposons qu’il existe x0 ∈ X0 et y0 ∈ H tels que

‖v(x0)y0‖ > 2‖u(x0)ψ(x0)y0‖.

Prenons l’ensemble G := {x ∈ X : 2‖u(x)ψ(x)y0‖ < ‖v(x0)y0‖}. Par (SV ), G est un

ouvert de X contenant x0. Puisque X0 = Xy0,0, il existe f ∈ CVy0,0(X) telle que :

f(x0) = 1, 0 ≤ f ≤ 1 et f = 0 sur X r G. Posons g :=
2

‖v(x0)y0‖
f ⊗ y0. Alors

g ∈ CV0(X,H) et

‖u(x)ψ(x)g(x)‖ =
2

‖v(x0)y0‖
‖u(x)ψ(x)f(x)y0‖

=
2

‖v(x0)y0‖
|f(x)|‖u(x)ψ(x)y0‖

D’où ‖u(x)ψ(x)g(x)‖ = 0 si x /∈ G et ‖u(x)ψ(x)g(x)‖ < 1 sinon. Ainsi ‖Mψ(g)‖u ≤ 1,

et par suite ‖g‖v ≤ 1, c’est-à-dire ‖v(x)g(x)‖ ≤ 1, pour tout x ∈ X. En particulier,

‖v(x0)g(x0)‖ ≤ 1. Mais

‖v(x0)g(x0‖ =
2

‖v(x0)y0‖
‖v(x0)f(x0)y0‖ = 2,
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ce qui est absurde. Ainsi

∀x ∈ X0, ∀y ∈ H : ‖v(x)y‖ ≤ 2‖u(x)ψ(x)y‖

ou V ∗V ≤ (V ψ)∗(V ψ) sur X0.

On rappelle que L(CV0(X,H)) désigne l’algèbre des applications linéaires continues

de l’espace localement convexe CV0(X,H) dans lui-même.

Théorème 1.4.5. On suppose que CV0(X,H) est complet et que ψ : X → L(H) est

une application continue telle que Mψ appartient à L(CV0(X,H)).

On considère les assertions suivantes :

1. ψ(x) est à image dense pour tout x ∈ X0 et V ∗V ≤ (V ψ)∗(V ψ) sur X0.

2. Mψ est inversible dans L(CV0(X,H)).

Si CV0(X,H) satisfait la propriété (SV ), alors 1.⇒ 2.

Si C(X,H) satisfait la propriété (SV ) et V (x) ∩ Lbi(H) 6= ∅ pour tout x ∈ X0, alors

2.⇒ 1.

Démonstration. On suppose que ψ(x) est à image dense pour tout x ∈ X0 et que

V ∗V ≤ (V ψ)∗(V ψ) sur X0. D’après Théorème 1.4.3, Mψ est à image dense.

Maintenant, soit g ∈ CV0(X,H). Alors il existe (fi)i∈I ⊂ CV0(X,H) telle que

limiMψ(fi) = g. Puisque V ∗V ≤ (V ψ)∗(V ψ) sur X0, on a

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ‖v(x)y‖ ≤ ‖u(x)ψ(x)y‖,∀x ∈ X0, ∀y ∈ H.

Donc

‖v(x)(fi(x)− fj(x))‖ ≤ ‖u(x)ψ(x)(fi(x)− fj(x))‖,∀x ∈ X0.

En fait, cette inégalité reste vraie pour tout x ∈ X. Donc

‖fi − fj‖v ≤ ‖Mψ(fi)−Mψ(fj)‖u. (1.6)

La suite (Mψ(fi))i∈I est de Cauchy donc, d’après (1.6), la suite(fi)i∈I est aussi de

Cauchy. Puisque l’espace CV0(X,H) est complet, (fi)i∈I converge vers un certain f ∈
CV0(X,H). Par conséquent, la continuité de Mψ entrâıne que g = limiMψ(fi) = Mψ(f)

et la surjectivité de Mψ s’en suit. Maintenant, puisque V ∗V ≤ (V ψ)∗(V ψ) sur X0,
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Théorème 1.4.4 assure que Mψ est borné inférieurement et donc injectif. Il reste à

montrer que (Mψ)−1 est continu. La bornétude inférieure de Mψ donne :

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ‖f‖v ≤ ‖Mψ(f)‖u, ∀f ∈ CV0(X,H).

En particulier,

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ‖(Mψ)−1(g)‖v ≤ ‖Mψ(M−1
ψ (g))‖u, ∀g ∈ CV0(X,H).

C’est-à-dire

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ‖(Mψ)−1(g)‖v ≤ ‖g‖u, ∀g ∈ CV0(X,H).

Ainsi (Mψ)−1 est continu et par conséquent Mψ est inversible dans L(CV0(X,H).

Réciproquement, supposons que V (x) ∩ Lbi(H) 6= ∅ pour tout x ∈ X0. Si Mψ est

inversible alors Mψ est à image dense et d’après Théorème 1.4.3 ψ(x) est à image

dense pour tout x ∈ X0. Comme (Mψ)−1 est continu :

∀v ∈ V, ∃u ∈ V : ‖(Mψ)−1(g)‖v ≤ ‖g‖u,∀g ∈ CV0(X,H).

En particulier, pour f ∈ CV0(X,H) on a

‖f‖v = ‖(Mψ)−1(Mψ(f))‖v ≤ ‖Mψ(f)‖u.

Ce qui signifie que Mψ est borné inférieurement. Par conséquent, d’après Théorème

1.4.4, on a V ∗V ≤ (V ψ)∗(V ψ) sur X0.

Comme corollaire de ce qui précède, on a :

Corollaire 1.4.6. On suppose que C(X,H) satisfait la propriété (SV ), que CV0(X,H)

est complet et que ψ : X → L(H) est une application continue telle que Mψ applique

CV0(X,H) dans lui-même et V (x)∩Lbi(H) 6= ∅, pour tout x ∈ X0. Alors les asserssions

suivantes sont équivalentes :

1. ψ(x) est à image dense pour tout x ∈ X0 et (V ψ)∗(V ψ) et V ∗V sont équivalentes

sur X0,

2. Mψ est inversible dans L(CV0(X,H)).

Ce Chapitre fait l’objet de l’article [48]



Chapitre 2

Opérateurs de composition

pondérée sur les espaces de

Nachbin généralisés, cas normé.

L’ordre sur les opérateurs d’un espace de Hilbert, utilisé dans iii. de la définition

d’un système à poids dans [79] ne permet pas de dire que la famille des semi-normes est

filtrante croissante ni que les boules unités associées forment une base de voisinages de 0.

L’assertion iii. de la définition d’une famille de Nachbin dans [48], traduit exactement

la condition sur les poids pour que les boules unités associées forment une base de

voisinages de 0. Il s’avère que cette condition se traduit en terme de la norme de H,

sans recours au produit scalaire ni aux opérateurs positifs.

Dans ce chapitre, nous considérons les familles de Nachbin généralisés sur X,

constituées de poids prenant valeurs dans l’algèbre L(A) de tous les opérateurs linéaires

continus sur un espace vectoriel normé arbitraire (A, ‖ ‖). Cela donne un cadre général

intéressant pour l’étude des espaces pondérés. Nous donnons spécialement des condi-

tions sous lesquelles de tels espaces sont complets. Cependant, notre objectif princi-

pal dans ce chapitre est d’étudier les opérateurs de composition pondérée ψCϕ d’un

sous-espace E d’un espace pondéré CV (X,A) dans un espace pondéré CU(Y,A) ou

CU0(Y,A), où Y est un espace complètement régulier de Hausdorff et V et U sont des

familles de Nachbin généralisées respectivement sur X et Y .

50
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Le fait de considérer des sous-espaces de CV (X,A) permet d’élargir le champ d’appli-

cations de nos résultats, d’autant plus que ceux-ci sont donnés en termes du cozéro de

E.

Nous produisons dans la première section quelques préliminaires, notations et premières

propriétés des espaces pondérés généralisés CV (X,A). Nous examinons également la

complétude des espaces pondérés CV (X,A) et CV0(X,A) et aussi le théorème d’ap-

proximation de Prolla dans le nouveau contexte. La deuxième section est consacrée à

la caractérisation des opérateurs de composition pondérée qui appliquent continûment

certains sous-espaces E de CV (X,A) dans CU(Y,A) ou dans CU0(Y,A). La dernière

section s’intéresse aux conditions sous lesquelles ψCϕ est borné ou localement équicontinu.

2.1 Espaces de Nachbin généralisés, cas normé

Tout au long de ce chapitre, nous supposerons, sauf indication contraire, que (A, ‖ ‖)
est un espace vectoriel normé sur le corps K et nous noterons la boule fermée de A

par BA. L’algèbre de tous les opérateurs bornés de A dans lui-même sera notée L(A).

On notera Lbi(A) l’ensemble de tous les opérateurs bornés inférieurement T ∈ L(A),

alors que Lβ(A) (resp. Lσ(A)) représentera l’espace vectoriel topologique obtenu en

équipant L(A) de la topologie forte β (resp. uniforme σ).

Au chapitre 2, on a introduit la notion de familles de Nachbin généralisées dans le cadre

des espaces de Hilbert. Ces familles se composent de fonctions à valeurs opérateurs

positifs avec des conditions supplémentaires. Ici, on introduit les familles de Nachbin

généralisées dans le cadre d’espaces vectoriels normés arbitraires comme suit :

Définition 2.1.1. Une famille de Nachbin généralisée sur X est une collection V de

fonctions sur X à valeurs dans L(A) telles que :

i. Tout v ∈ V est fortement semi-continue supérieurement,

ii. ∀x ∈ X,
⋂
{ker v(x), v ∈ V } = {0},

iii. V est filtrante croissante dans le sens suivant : pour tous v1, v2 ∈ V et tout

λ > 0, il existe v ∈ V tel que : λ‖vi(x)a‖ ≤ ‖v(x)a‖, pour tout x ∈ X, tout a ∈ A, et

tout i = 1, 2.

Sans perte de généralité, on suppose que pour tous v ∈ V et λ > 0, on a aussi
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λv ∈ V . Pour tous v ∈ V et f ∈ C(X,A), on écrit vf pour désigner l’application x 7→
v(x)(f(x)). Donc v(x)f(x) signifie v(x)(f(x)). A une famille de Nachbin généralisée V

sur X, on associe les espaces pondérés généralisés :

CV (X,A) := {f ∈ C(X,A) : (vf)(X) est borné dans A,∀v ∈ V }

et

CV0(X,A) := {f ∈ CV (X,A) : vf est nulle à l’infini sur X, ∀v ∈ V }.

Les deux espaces CV (X,A) et CV0(X,A), ainsi que tous leurs sous-espaces, seront

munis de la topologie localement convexe séparé τV définie par les semi normes :

‖f‖v = sup{‖v(x)f(x)‖, x ∈ X}, v ∈ V.

Désormais, U désignera une famille de Nachbin généralisée sur l’espace complètement

régulier séparé Y et E sera un sous-espace vectoriel de CV (X,A) et coz(E) son en-

semble cozéro.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’opérateur de composition pondérée ψCϕ,

associé à ψ : X → L(A) et ϕ : Y → X, défini de E dans F(Y,A) par ψCϕ(f)(y) =

ψy(f(ϕ(y))).

On considère également les ensembles :

YE,ϕ := {y ∈ Y : ϕ(y) ∈ coz(E)} = coz(Cϕ(E)),

YE,ϕ,ψ := coz(ψCϕ(E)).

L’ensemble YE,ϕ (resp. YE,ϕ,ψ) est un sous-ensemble ouvert de Y une fois que Cϕ(E) ⊂
C(Y,A) (resp. ψCϕ(E) ⊂ C(Y,A)), c’est-à-dire que l’image de tout élément de E par

Cϕ (resp. par ψCϕ) est continue. Pour plus de détails voir [69].

Si f ∈ C(X) et a ∈ A sont donnés, on désigne par f ⊗ a la fonction définie sur X

par f ⊗ a(x) := f(x)a, x ∈ X.

Dans [69] la propriété ”∀a ∈ A, ∀f ∈ E, ‖f‖ ⊗ a ∈ E”, dite (M), entre en force

dans les résultats obtenus là bas. Ici, nous allons considérer les propriétés suivantes,

dont les deux premières sont plus faibles que (M), sur un espace E ⊂ CV (X,A) :

∀a ∈ A, ∀x ∈ coz(E), ∃f ∈ E : f(x) = a, (P)
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∀a ∈ A, ∀x ∈ coz(E), ∃g ∈ C(X) : g(x) 6= 0 et g ⊗ a ∈ E, (P’)

Il est facile de voir que (M) implique (P ′) et que (P ′) implique (P ). De plus, si X

est localement compact tel que K(X) ⊗ A ⊂ E, alors E satisfait (P ′). C’est en parti-

culier le cas où E = CV (X,A) ou E = CV0(X,A) à condition que ce dernier satisfasse

(SV ). Notons à ce point que, si V ⊂ C(X,Lσ(A)), alors toute partie E de CV (X,A)

satisfait (SV ).

Les exemples donnés au chapitre précédent peuvent être étendus au cas d’un espace

normé A au lieu d’un espace de Hilbert H. Ils constituent ainsi des exemples d’espaces

à poids dans ce nouveau contexte. La condition (P ′) est satisfaite dans de nombreuses

situations. C’est le cas par exemple lorsque E = CW (X,A) et T est supposé borné

inférieurement dans l’exemple 1.1.8. C’est aussi le cas si E = K(X,A) ∩ CW (X,A)

dans l’exemple 1.1.9 et si E = C(X,A) dans l’exemple 1.1.10, où A désigne dans les

différents exemples ci-dessus un espace normé. Quoi qu’il en soit, si tout x ∈ coz(E)

possède un voisinage Ωx tel que v(Ωx) est β-borné pour tout v ∈ V , alors CV (X,A)

satisfait (P ′). En particulier, ceci est vrai si v(X) est β-borné pour tout v ∈ V .

Si E vérifie (P ), l’égalité YE,ϕ,ψ = YE,ϕ ∩ coz(ψ) est vérifiée. De plus, si E est un

Cb(X)-module et vérifie (P ′), alors pour tout x ∈ coz(E) et tout a ∈ A, on peut trou-

ver f dans C(X) telle que 0 ≤ f ≤ 1, f(x) = 1, et f ⊗ a ∈ E. En effet, soient x ∈
coz(E) et a ∈ A. Alors il existe g ∈ C(X) telle que g(x) = 1 et g ⊗ a ∈ E. L’ensemble

U = {x ∈ X : g(x) >
1

2
} est ouvert contenant x. Comme X est complètement régulier,

il existe h ∈ Cb(X) telle que 0 ≤ h ≤ 1, h(x) = 1 et h(X \ U) = 0.

On définit la fonction k de X dans R par k(t) = min(
1

|g(t)|
, h(t)), si |g(t)| 6= 0 et

k(t) = 0, si |g(t)| = 0. Alors k est continue sur X et bornée puisque h l’est. Comme E

est un Cb(X)-module vérifiant (P ′), f ⊗ a ∈ E où f := kg avec f(x) = 1, 0 ≤ f ≤ 1 et

f(X \ U) = 0.

A la fin de cette section, nous présentons des résultats similaires à ceux obtenus

dans le chapitre prédédent, dont les preuves sont résumées, concernant la complétude

de CV (X,A) et CV0(X,A) et Théorème d’approximation de Prolla dans un cadre plus
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large. Pour cela, on considère encore, pour tous v ∈ V et r > 0, l’ensemble de niveau

N(v, r) := {x ∈ X : ‖v(x)a‖ ≥ r‖a‖, ∀a ∈ A}.

Notons, pour la simplicité, X0 := coz(CV0(X,A)) et X1 := coz(CV (X,A)).

Proposition 2.1.2. Pour toute famille de Nachbin généralisée V sur X, CV0(X,A)

est un sous-espace fermé de CV (X,A).

Puisque N(v, r) = N(
1

r
v, 1) et

1

r
v ∈ V , X est un VR-espace, si et seulement si, il

est NR-espace, où N := {N(v, 1), v ∈ V }.

Théorème 2.1.3. L’espace CV (X,A) (resp. CV0(X,A)) est complet si les conditions

suivantes sont remplies :

1. ∀x ∈ X1 (resp. ∀x ∈ X0), ∃v ∈ V : v(x) ∈ Lbi(A),

2. A est complet,

3. X est un VR-espace.

La preuve est similaire à celle du Théorème 1.2.3. En fait, si (fi)i∈I est une suite

généralisée de Cauchy dans CV (X,A), d’après 1., (δx(fi))i∈I est de Cauchy dans A,

x ∈ X1. D’après 2., (δx(fi))i∈I converge vers un certain f(x). On étend f sur X par

0. D’après 3., f est continue sur X. On montre à la fois que f ∈ CV (X,A) et (fi)i∈I

converge vers f dans CV (X,A).

Le théorème d’approximation de Prolla énoncé au chapitre précédent a pour but de ca-

ractériser les sous-espace vectoriels denses de CV0(X,A). Ici, nous étendons ce théorème

afin de caractériser les sous-espaces vectoriels denses dans un sous-espace vectoriel E

de CV0(X,A), lorsque A est un espace normé.

Théorème 2.1.4. On suppose que E ⊂ CV0(X,A) vérifie la propriété (SV ) et que

W est à la fois un sous-espace vectoriel de E et un Cb(X)-module. Pour tout f ∈ E
donné, si f(x) ∈ W (x)

A
pour tout x ∈ coz(E), alors f ∈ WE

. La réciproque est vraie

si, pour tout x ∈ coz(E), il existe v ∈ V tel que v(x) ∈ Lbi(A).

Démonstration. Soit f ∈ E telle que f(x) ∈ W (x)
A

, pour tout x ∈ coz(E). Soient

ε > 0 et v ∈ V . Alors, pour tout x ∈ coz(E), il existe gx ∈ W tel que ‖f(x)−gx(x)‖ <
ε

‖v(x)‖+1
. Donc ‖v(x)(f(x)− gx(x))‖ < ε.
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L’ensemble Kx := {t ∈ X : ‖v(t)(f(t)− gx(t))‖ ≥ ε} est un compact contenu dans

coz(E) ne contenant pas x. Donc
⋂

x∈coz(E)

Kx = ∅. Par compacité, il existe x1, . . . , xn ∈

coz(E) tels que
⋂

1≤i≤n
Kxi = ∅. En posant Ui := βX \ Kxi , pour i ∈ {1, . . . , n} et

en considérant une partition de l’unité (ϕi)1≤i≤n subordonnée au recouvrement ouvert

(Ui)1≤i≤n de βX, soient hi la restriction de ϕi à X et g :=
∑n

i=1 higxi . Alors, on

montre de façon similaire que dans le théorème 1.4.1, que g appartient à W et vérifie

‖f − g‖v ≤ ε, d’où f ∈ WE
.

Pour la réciproque, il suffit de remarquer que, pour tout x ∈ coz(E), l’évaluation

δx : E → A, f 7→ f(x) est continue.

Dans tout le reste, sauf indication expresse du contraire, on supposera que E est un

Cb(X)-module qui satisfait les conditions raisonnables (P ) et (SV ). Notre but ici est

d’étudier la relation entre les poids et certaines propriétés topologiques de l’opérateur

ψCϕ. On suppose alors que ψCϕ applique E dans C(X,A). C’est-à-dire que l’image de

tout élément de E par ψCϕ est continue.

2.2 Opérateurs de composition pondérée continus

Le théorème suivant caractérise les opérateurs continus ψCϕ d’un sous-espace E de

CV (X,A) dans CU(Y,A).

Théorème 2.2.1. L’opérateur ψCϕ applique continûment E dans CU(Y,A) si, et

seulement si, la condition suivante est vérifiée.

∀ u ∈ U, ∃ v ∈ V : ‖u(y)ψy(a)‖ ≤ ‖v(ϕ(y))a‖, ∀a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (2.1)

Démonstration. Nécessité : Puisque ψCϕ : E → CU(Y,A) est continu, pour tout u ∈ U ,

il existe v ∈ V tel que :

‖ψCϕ(f)‖u ≤ ‖f‖v, ∀f ∈ E.

Donc pour tout y ∈ Y , on a :

‖u(y)ψy(f(ϕ(y))‖ ≤ sup{‖v(x)f(x)‖, x ∈ X}. (2.2)
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Soient y0 dans YE,ϕ et a dans A des éléments donnés. Alors x0 := ϕ(y0) appartient

à coz(E). D’où, par (P ), il existe f ∈ E telle que f(x0) = a. Pour un entier naturel

arbitraire n > 0, on pose

Un := {x ∈ X : ‖v(x)f(x)‖ < ‖v(x0)a‖+
1

n
}.

En raison de (SV ), l’ensemble Un est un voisinage ouvert de x0. Considérons gn ∈ Cb(X)

dont le support est contenu dans Un telle que gn(x0) = 1 et 0 ≤ gn ≤ 1. Alors hn := gnf

appartient à E et d’après (2.2),

‖u(y0)ψy0(a)‖ ≤ sup{‖v(x)hn(x)‖, x ∈ X}

≤ ‖v(x0)a‖+
1

n
.

En faisant tendre n vers l’infini, on obtient ‖u(y0)ψy0(a)‖ ≤ ‖v(ϕ(y0))a‖
Suffisance : Soient f ∈ E et u ∈ U . D’après (2.1) il existe v ∈ V tel que

‖u(y)ψy(f(ϕ(y)))‖ ≤ ‖v(ϕ(y))f(ϕ(y))‖,∀ y ∈ Y.

Donc,

‖ψCϕ(f)‖u = sup{‖u(y)ψy(f(ϕ(y)))‖ : y ∈ Y }

≤ sup{‖v(ϕ(y))f(ϕ(y))‖ : y ∈ Y }

≤ sup{‖v(x)f(x)‖ : x ∈ ϕ(Y )}

≤‖f‖v <∞.

Ce qui montre à la fois que ψCϕ(f) ∈ CU(Y,A) et que ψCϕ est continu.

Dans le cas des opérateurs de multiplication (c’est-à-dire X = Y et ϕ est l’identité

de X), on obtient :

Corollaire 2.2.2. Mψ applique continûment E dans CU(X,A) si et seulement si, on

a :

∀ u ∈ U, ∃ v ∈ V : ‖u(x)ψx(a)‖ ≤ ‖v(x)a‖, a ∈ A, x ∈ coz(E). (2.3)

De même, dans le cas des opérateurs de composition (c’est-à-dire ψ est l’application

constante avec valeur l’identité de A), on obtient :
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Corollaire 2.2.3. Cϕ applique continûment E dans CU(Y,A) si et seulement si, on

a :

∀ u ∈ U, ∃ v ∈ V : ‖u(y)a‖ ≤ ‖v(ϕ(y))a‖, a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (2.4)

Ensuite, on étudie la continuité de ψCϕ de E dans CU0(Y,A). Cette condition est

bien sûr beaucoup plus contraignante. Pour cela, on définit comme dans [69]

Cst(E) := {K ⊂ X : ∀a ∈ A, ∃f ∈ E avec f ≡ a sur K}.

On voit facilement que tout K ∈ Cst(E) est contenu dans coz(E) et que tout v ∈ V
est β-borné sur un tel K. Par conséquent, s’il arrive que A soit tonnelé, a fortiori si

c’est un Banach, alors {v(x), x ∈ K} sera aussi σ-borné.

Maintenant, pour v ∈ V et f ∈ E, on pose N(v, f) := {x ∈ X : ‖v(x)f(x)‖ ≥ 1} et

on dit que E satisfait la propriété (C) si N(v, f) appartient à Cst(E) pour tous v ∈ V
et f ∈ E. Le lemme suivant, qui étend le lemme 6 de [69], donne des situations où E

satisfait (C).

Lemme 2.2.4. On suppose que E vérifie (P ′) (par exemple X est localement compact

et K(X)⊗A ⊂ E). Si K ⊂ coz(E) est un ensemble compact et C ⊂ X est un ensemble

fermé tels que K ∩ C = ∅, alors, pour tout a ∈ A, il existe f ∈ E tel que f ≡ a sur K

et f ≡ 0 sur C.

Démonstration. Pour tout f ∈ C(X), on note Γ(f) l’application qui associe à x ∈
X, |f(x)| si |f(x)| ≤ 1 et

1

|f(x)|
sinon. C’est une fonction continue bornée sur X.

Maintenant, pour tous a ∈ A et x ∈ K, dû à (P ′), il existe g ∈ C(X) telle que g(x) = 1

et g ⊗ a ∈ E. Si γ := |g|2Γ(g2), alors γ ⊗ a = (gΓ(g2))g ⊗ a appartient à E. On choisit

alors gx ∈ Cb(X) avec gx(x) = 1, 0 ≤ gx ≤ 1 et gx = 0 sur C et on pose hx = gxγ.

Par compacité, il existe x1, . . . , xm dans K tels que K ⊂ ∪mi=1{t ∈ X : hxi(t) >
1

2
}.

Il s’ensuit que la fonction h :=
n∑
i=1

hxi satisfait h(t) >
1

2
pour tout t ∈ K. Ainsi, la

fonction k = (2Γ(2h))h⊗ a appartient à E et vérifie la condition souhaitée.

Théorème 2.2.5. On suppose que E satisfait (C). Si ψCϕ applique continûment E

dans CU0(Y,A), alors (2.1) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : ‖u(y)ψy(a)‖ ≥ 1}
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est relativement compact, pour tout K ∈ Cst(E), tout u ∈ U , et tout a ∈ A \ {0}.
La réciproque est vraie si pour tous v ∈ V et f ∈ E, f(N(v, f)) est précompact et

v(N(v, f)) est équicontinu sur A.

Démonstration. On suppose que ψCϕ applique continûment E dans CU0(Y,A). Donc

(2.1) provient du Théorème 2.2.1. Maintenant, on fixe K ∈ Cst(E), u ∈ U , et a ∈ A,

avec a 6= 0. On choisit f ∈ E telle que f ≡ a sur K. Comme ψCϕ(f) appartient à

CU0(Y,A), l’ensemble

S := {y ∈ Y : ‖u(y)ψy(f(ϕ(y)))‖ ≥ 1}

est relativement compact et contient ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : ‖u(y)ψy(a)‖ ≥ 1}. Par

conséquent, ce dernier ensemble est relativement compact.

Pour la réciproque, d’après Théorème 2.2.1, la condition (2.1) implique que ψCϕ

applique continûment E dans CU(Y,A). Il reste à prouver l’inclusion ψCϕ(E) ⊂
CU0(Y,A). Pour cela, il suffit de montrer que, pour tous f ∈ E et u ∈ U , l’ensemble

S défini ci-dessus est relativement compact. Soient f ∈ E et u ∈ U . D’après (2.1), il

existe v ∈ V tel que :

‖u(y)ψy(a)‖ ≤ ‖v(ϕ(y))a‖, ∀a ∈ A, y ∈ YE,ϕ.

Ce qui donne ϕ(S) ⊂ N(v, f), ou S ⊂ ϕ−1(N(v, f)). Puisque K := N(v, f) appartient

à Cst(E), il suffit de montrer que S est contenu dans une réunion finie d’ensembles

de la forme Ci := {y ∈ Y : ‖2u(y)ψy(ai)‖ ≥ 1}, pour un certain ai ∈ A \ {0}. Mais,

puisque l’ensemble v(K) est équicontinu, on a :

∃M > 0 : ‖v(x)a‖ ≤M‖a‖, a ∈ A, x ∈ K. (2.5)

De plus, comme f(K) est précompact, f(ϕ(S)) est aussi précompact dans A. Par

conséquent, il existe y1, . . . , yn ∈ S tels que :

f(ϕ(S)) ⊂
⋃
{f(ϕ(yi)) +

1

2M
BA, i = 1, . . . , n}.

Ainsi, pour y ∈ S, il existe un certain i ∈ {1, . . . , n} tel que ‖f(ϕ(y))−f(ϕ(yi))‖ ≤
1

2M
.

D’après (2.5), on a :

‖v(ϕ(y))(f(ϕ(y))− f(ϕ(yi)))‖ ≤
1

2
.
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En utilisant (2.1), on obtient ‖u(y)ψy(f(ϕ(y))− f(ϕ(yi)))‖ ≤
1

2
. Donc

1 ≤ ‖u(y)ψy(f(ϕ(y)))‖

≤ ‖u(y)ψy(f(ϕ(y))− f(ϕ(yi)))‖+ ‖u(y)ψy(f(ϕ(yi)))‖

≤ 1

2
+ ‖u(y)ψy(f(ϕ(yi)))‖.

D’où ‖2u(y)ψy(f(ϕ(yi)))‖ ≥ 1. Par conséquent

S ⊂
n⋃
i=1

{y ∈ Y : ‖2u(y)ψy(ai)‖ ≥ 1},

avec ai = f(ϕ(yi))(6= 0). Puisque ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : ‖2u(y)ψy(ai)‖ ≥ 1} est relative-

ment compact pour tout i, il en ait de même pour S.

Dans le cas des opérateurs de multiplication, on obtient :

Corollaire 2.2.6. Si E satisfait (C) et, pour tous v ∈ V et f ∈ E, f(N(v, f)) est

précompact et v(N(v, f)) est équicontinu sur A, alors Mψ applique continûment E dans

CU0(X,A) si et seulement si, (2.3) est vérifiée et K ∩ {x ∈ X : ‖u(x)ψx(a)‖ ≥ 1} est

relativemrnt compact, pour tout K ∈ Cst(E), tout u ∈ U et tout a ∈ A \ {0}.

De façon similaire, dans le cas des opérateurs de composition, on obtient :

Corollaire 2.2.7. Avec les mêmes conditions que dans Corollaire 2.2.6, Cϕ applique

continûment E dans CU0(Y,A) si et seulement si, (2.4) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈
Y : ‖u(y)a‖ ≥ 1} est relativement compact, pour tout K ∈ Cst(E), tout u ∈ U et tout

a ∈ A \ {0}.

Si E vérifie (P ′) et que les poids v ∈ V sont tous σ-continus, la réciproque du

Théorème 2.2.5 est vérifiée si, au lieu de considérer tous les membres K de Cst(E),

on prend les sous-ensembles compacts K de coz(E). À ce stade, on signale que, si

E contient les fonctions constantes, alors X est lui-même dans Cst(E) mais non

nécessairement compact.
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Théorème 2.2.8. On suppose que V ⊂ C(X,Lσ(A)) et que E ⊂ CV0(X,A) satisfait

(P ′). Alors ψCϕ applique continûment E dans CU0(Y,A) si et seulement si, (2.1) est

vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : ‖u(y)ψy(a)‖ ≥ 1} est relativement compact, pour tout

compact K ⊂ coz(E), tout u ∈ U et tout a ∈ A \ {0}.

Dans le cas des opérateurs de multiplication, on obtient :

Corollaire 2.2.9. Avec les mêmes conditions que dans Théorème 2.2.8, Mψ applique

continûment E dans CU0(X,A) si et seulement si, (2.3) est vérifiée.

De même, dans le cas des opérateurs de composition, on obtient :

Corollaire 2.2.10. Avec les mêmes conditions que dans Théorème 2.2.8, Cϕ applique

continûment E dans CU0(Y,A) si et seulement si, (2.4) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈
Y : ‖u(y)a‖ ≥ 1} est relativement compact, pour tout compact K ⊂ coz(E), tout u ∈ U
et tout a ∈ A \ {0}.

On remarque que si E vérifie (C) et si A est tonnelé, alors l’image v(N(v, f)) est

automatiquement équicontinue, car elle est β-bornée. De plus, si E ⊂ CV0(X,A), alors

f(N(v, f)) est aussi automatiquement précompacte, puisque N(v, f) est compact, dû

à (SV ), et f est continue. On obtient ainsi comme corollaire, le résultat suivant :

Théorème 2.2.11. On suppose que A est tonnelé et que E ⊂ CV0(X,A) satisfait

(C). Alors ψCϕ applique continûment E dans CU0(Y,A) si et seulement si, (2.1) est

vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : ‖u(y)ψy(a)‖ ≥ 1} est relativement compact, pour tout

K ∈ Cst(E), tout u ∈ U et tout a ∈ A \ {0}.

2.3 Opérateurs de composition pondérée bornés

On rappelle qu’une application linéaire θ d’un espace localement convexe vers un

autre est dite bornée si l’image d’un certain voisinage de 0 par θ est bornée. i.e., en

termes de semi-normes, si θ : (A,P)→ (B,P′) est une application linéaire, alors elle est

bornée si, et seulement si, il existe un P ∈ P tel que pour tout P ′ ∈ P′, il existe λ > 0

vérifiant P ′(θ(a)) ≤ λP (a) pour tout a ∈ A. Ici P et P′ sont des familles de semi-normes

définissant les topologies des espaces localement convexes A et B respectivement.
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Si θ est à valeurs dans un espace de fonctions continues sur un espace topologique Z

et Z0 ⊂ Z, elle est dite localement Z0-équicontinue, si l’image de tout ensemble borné,

par cette application, est équicontinue sur Z0.

On obtient la caractérisation suivante des opérateurs de composition pondérée

bornés :

Théorème 2.3.1. L’opérateur ψCϕ de E dans CU(Y,A) est borné si et seulement si,

il existe un v ∈ V tel que :

∀ u ∈ U, ∃ λ > 0 : ‖u(y)ψy(a)‖ ≤ λ‖v(ϕ(y))a‖, ∀ a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (2.6)

Démonstration. Nécessité : puisque ψCϕ est borné de E dans CU(Y,A), il existe v ∈ V
tel que, pour tout u ∈ U , il existe λ > 0 de sorte que

‖ψCϕ(f)‖u ≤ λ‖f‖v, f ∈ E.

Donc pour tout y ∈ Y , on a

‖u(y)ψy(f(ϕ(y))‖ ≤ λ sup{‖v(x)f(x)‖, x ∈ X}. (2.7)

On se donne y0 ∈ YE,ϕ et a ∈ A et on pose x0 := ϕ(y0). Comme dans la preuve du

Théorème 2.2.1, on considère une fonction f ∈ E telle que f(x0) = a. Pour tout entier

n > 0, on définit l’ensemble

Un := {x ∈ X : ‖v(x)f(x)‖ < ‖v(x0)a‖+
1

n
}.

En raison de (SV ), Un est un voisinage ouvert de x0. On choisit gn ∈ Cb(X) qui s’annule

en dehors de Un telle que gn(x0) = 1 et 0 ≤ gn ≤ 1. Donc hn := gnf appartient à E et

d’après (2.7),

‖u(y0)ψy0(a)‖ ≤ λ sup{‖v(x)hn(x)‖, x ∈ X}

≤ λ(‖v(x0)a‖+
1

n
).

En faisant tendre n à l’infini, on obtient :

‖u(y0)ψy0(a)‖ ≤ λ‖v(ϕ(y0))a‖.
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Suffisance : On suppose qu’il existe v ∈ V de sorte que (2.6) soit valide. Soit u ∈ U .

Pour f ∈ E et y ∈ Y , on a :

‖u(y)ψy(f(ϕ(y)))‖ ≤ λ‖v(ϕ(y))f(ϕ(y))‖, y ∈ Y.

En particulier, pour f ∈ Bv, on obtient

‖u(y)ψy(f(ϕ(y)))‖ ≤ λ, y ∈ Y.

Ce qui donne

‖ψCϕ(f)‖u ≤ λ, f ∈ Bv.

Dans le cas des opérateurs de multiplication, on obtient :

Corollaire 2.3.2. L’opérateur de multiplication Mψ de E dans CU(X,A) est borné

si, et seulement si, il existe v ∈ V tel que :

∀ u ∈ U ; ∃ λ > 0 : ‖u(x)ψx(a)‖ ≤ λ‖v(x)a‖,∀ a ∈ A, x ∈ coz(E). (2.8)

De même, dans le cas des opérateurs de composition, on obtient :

Corollaire 2.3.3. L’opérateur de composition Cϕ de E dans CU(Y,A) est borné si,

et seulement si, il existe v ∈ V tel que :

∀ u ∈ U ; ∃ λ > 0 : ‖u(y)a‖ ≤ λ‖v(ϕ(y))a‖,∀ a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (2.9)

En combinant convenablement Théorème 2.2.8 et Théorème 2.3.1, on obtient le

résultat suivant.

Théorème 2.3.4. On suppose que V ⊂ C(X,Lσ(A)) et que E ⊂ CV0(X,A) vérifie

(P ′). Alors ψCϕ est borné de E dans CU0(Y,A) si, et seulement si, (2.6) est vérifiée

et ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : ‖u(y)ψy(a)‖ ≥ 1} est relativement compact, pour tous compact

K ⊂ coz(E), u ∈ U et a ∈ A \ {0}.

Dans le cas des opérateurs de multiplication, on obtient :
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Corollaire 2.3.5. Avec les mêmes conditions que dans Théorème 2.3.4, l’opérateur

Mψ est borné de E dans CU0(X,A) si et seulement si, (2.8) est vérifiée.

De même, dans le cas des opérateurs de composition, on obtient :

Corollaire 2.3.6. Avec les mêmes conditions que dans Théorème 2.3.4, l’opérateur Cϕ

est borné de E dans CU0(Y,A) si et seulement si, (2.9) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈
Y : ‖u(y)a‖ ≥ 1} est relativement compact, pour tout compact K ⊂ coz(E), tout u ∈ U
et tout a ∈ A \ {0}.

On examine maintenant l’équicontinuité locale de ψCϕ. Notons que, dans le cas des

poids à valeurs scalaires, tout x ∈ X admet un voisinage Ω tel que tout v ∈ V est

borné sur Ω. On donne la définition suivante :

Définition 2.3.7. On dit que X est localement V -σ-borné si :

∀ x ∈ X, ∃ Ωx ∈ Vx : {v(t), t ∈ Ωx} est borné dans Lσ(A), ∀v ∈ V.

Théorème 2.3.8. On suppose que X est localement V -σ-borné et que, pour tout x ∈ X,

V (x) ∩ Lbi(A) 6= ∅. Alors ψCϕ est localement YE,ϕ,ψ-équicontinu, si, et seulement si,

les conditions suivantes sont vérifiées :

1. ϕ est localement constante sur YE,ϕ,ψ.

2. ψ est continu de YE,ϕ,ψ dans Lσ(A).

Démonstration. Nécessité : On suppose que l’opérateur ψCϕ est localement YE,ϕ,ψ-

équicontinu et que, pour un certain y0 ∈ YE,ϕ,ψ, ϕ n’est constante sur aucun voisinage de

y0. Si on choisit f0 ∈ E avec ψy0(f0(ϕ(y0))) 6= 0, alors tout Ω ∈ Vy0 contient un certain

yΩ avec ϕ(y0) 6= ϕ(yΩ). On considère fΩ ∈ Cb(X) telle que 0 ≤ fΩ ≤ 1, fΩ(ϕ(yΩ)) = 0,

et fΩ(ϕ(y0)) = 1. On pose gΩ := fΩf0. Alors l’ensemble C := {gΩ, Ω ∈ Vy0} est borné

dans E et donc ψCϕ(C) est équicontinue en y0. Par conséquent, pour tout ε > 0, il

existe Ω
′ ∈ Vy0 tel que :

‖ψy(gΩ(ϕ(y)))− ψy0(gΩ(ϕ(y0)))‖ ≤ ε, y ∈ Ω
′
, Ω ∈ Vy0 .

Ainsi, pour tous Ω ⊂ Ω
′

et y = yΩ, on obtient ‖ψy0(f0(ϕ(y0)))‖ ≤ ε. Comme ε > 0 est

arbitraire, ψy0(f0(ϕ(y0))) = 0, ce qui conduit à une contradiction, d’où 1. est satisfaite.
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2. Soient y0 un élement quelconque de YE,ϕ,ψ et ε > 0 un réel donné. D’après 1., il

existe un voisinage Ω0 de y0 sur lequel ϕ est constante prenant une valeur x0. Puisque

X est localement V -σ-borné, il existe Ωx0 ∈ Vx0 tel que, pour tout v ∈ V , il existe un

certain Mv > 0 avec ‖v(t)‖ ≤ Mv, pour tout t ∈ Ωx0 . Pour un b ∈ A arbitraire avec

‖b‖ = 1, on choisit une fonction fb ∈ E telle que fb(x0) = b. Ceci est possible dû à (P ).

Ensuite, l’ensemble Ub := {x ∈ X :
1

2
< ‖fb(x)‖ < 3

2
} est ouvert et contient x0. On

choisit gb ∈ Cb(X) telle que gb(x0) = 1, 0 ≤ gb ≤ 1, et Supp(gb) ⊂ Ub∩Ωx0 . L’ensemble

K := {gbfb, ‖b‖ = 1} est borné dans E. En effet, pour tout v ∈ V , on a :

‖gbfb‖v = sup{gb(x)‖v(x)fb(x)‖ : x ∈ X}

≤ sup{‖v(x)fb(x)‖ : x ∈ Ub ∩ Ωx0}

≤ 3

2
Mv,

Ainsi ψCϕ(K) est équicontinue en y0. Par conséquent, il existe un certain voisinage

de y0, Ω contenu dans Ω0 tel que :

‖ψy (gb(ϕ(y))fb(ϕ(y)))− ψy0 (gb(ϕ(y0))fb(ϕ(y0))) ‖ ≤ ε, y ∈ Ω, ‖b‖ = 1.

D’où ‖ψy − ψy0‖ ≤ ε, pour tout y ∈ Ω, montrant que ψ est σ-continu en y0. Puisque

y0 est choisi arbitraire dans YE,ϕ,ψ, ψ est σ-continu sur YE,ϕ,ψ.

Suffisance : Soient B ⊂ E un ensemble borné, y0 ∈ YE,ϕ,ψ et ε > 0. Par hypothèse,

il existe un voisinage Ω0 de y0 tel que ϕ est constante sur Ω0 prenant une valeur x0.

Si on choisit v ∈ V avec v(x0) borné inférieurement. Alors il existe r > 0 tel que

r‖a‖ ≤ ‖v(x0)a‖, a ∈ A. Donc l’ensemble B := {f(x0), f ∈ B} est borné dans A.

Donc, pour un certain M > 0, ‖f(x0)‖ ≤M pour tout f ∈ B. Puisque ψ est σ-continu

en y0, il esiste un autre voisinage Ω de y0 tel que Ω ⊂ Ω0 et ‖ψy − ψy0‖ < ε, y ∈ Ω.

Par conséquent

‖ψy(f(x0))− ψy0(f(x0))‖ ≤Mε, y ∈ Ω, f ∈ B.

Donc

‖ψCϕ(f)(y)− ψCϕ(f)(y0)‖ ≤Mε, y ∈ Ω, f ∈ B.
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Il en résulte que ψCϕ(B) est équicontinu en y0 et par suite sur YE,ϕ,ψ puisque y0 était

choisi arbitraire.

Une conséquence triviale du Théorème 2.3.8 est

Corollaire 2.3.9. On suppose que E satisfait les conditions du Théorème 2.3.8. Si ϕ

n’est constante sur aucun ensemble ouvert (en particulier, si X n’a pas de point isolé

et ϕ est injective), alors ψCϕ est localement YE,ϕ,ψ-équicontinu de E dans C(Y,A) si,

et seulement si, il est identique à zéro.

Ce Chapitre fait l’objet de l’article [49]



Chapitre 3

Précompacité dans les espaces

pondérés généralisés

L’exemple 1.1.12 montre que les espaces à poids généralisés, en général, ne peuvent

être des espaces à poids classiques où les poids sont scalaires. Il est donc naturel de se

demander sur la précompacité dans les espaces à poids généralisés. La première étude

de la précompacité, puis aussi de la compacité, dans les espaces pondérés classiques de

fonctions continues semble être l’œuvre de W. M. Ruess et W. H. Summers [76], où

les auteurs ont donné des caractérisations des sous-ensembles précompacts des sous-

espaces CV0(X,A) et CVP (X,A) de CV (X,A), A étant un espace localement convexe.

Après W. M. Ruess et W. H. Summers, L. A. Khan et L. Oubbi dans [46] ont

traité le théorème d’Arzelà-Ascoli dans des espaces pondérés non localement convexes.

Dans le présent chapitre, nous caractérisons les sous-ensembles précompacts des espaces

pondérés CV0(X,A) et CVP (X,A) où A est un espace vectoriel normé arbitraire et

V une famille de Nachbin généralisée sur X. Cela étend au cas des poids à valeurs

opérateurs les théorèmes de type Arzelà-Ascoli donnés dans [76] et [46]. Puisque un

ensemble précompact est compact si et seulement s’il est complet, cette caractérisation

s’avère être une caractérisation de la compacité relative, une fois que l’espace considéré

est quasi-complet.

Nous retenons toutes les définitions, notions et notations du chapitre précédent.

Soit V une famille de Nachbin généralisée sur X telle que pour tous v ∈ V et λ > 0,
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on a aussi λv ∈ V .

CVP (X,A) := {f ∈ C(X,A) : vf(X) est précompact dans A, ∀v ∈ V }.

On a clairement CV0(X,A) ⊂ CVP (X,A) ⊂ CV (X,A). Ces espaces seront munis de

la topologie localement convexe séparée τV définie par les semi normes :

‖f‖v = sup{‖v(x)f(x)‖, x ∈ X}, v ∈ V.

La boule unité fermée, associée à ‖ ‖v, est notée par Bv.

On suppose, tout au long de ce chapitre, que V satisfait la propriété (bi), c’est-à-dire

V (x) ∩ Lbi(A) 6= ∅, pour tout x ∈ X.

Maintenant, sur des exemples du chapitre précédent, nous considérons des familles

de Nachbin généralisées particulières.

Exemple 3.0.1. Si U est une famille de Nachbin classique (c’est-à-dire constituée

de fonctions à valeurs réelles positives s.c.s.) sur X. Alors, en identifiant u(x) avec

l’opérateur u(x)IA pour u ∈ U , U est une famille de Nachbin généralisée et les espaces

CU(X,A), CU0(X,A) et CUP (X,A) sont exactement les espaces pondérés classiques.

En particulier, si U = Z = {λχX : λ > 0}, l’ensemble de toutes les fonctions constantes

positives sur X, alors CZ(X,A) = Cb(X,A), CZ0(X,A) = C0(X,A), CZP (X,A) =

CP (X,A), et τZ est la topologie uniforme σ.

Exemple 3.0.2. Prenons une famille Nachbin classique U , T ∈ L(A) un opérateur

continu non nul sur A, et V := {uT : u ∈ U}, où uT (x) := u(x)T . Si T est injectif, alors

V est une famille de Nachbin généralisée sur X et les inclusions CU(X,A) ⊂ CV (X,A),

CU0(X,A) ⊂ CV0(X,A) et CUP (X,A) ⊂ CVP (X,A) tiennent et sont continues. Ces

inclusions deviennent des égalités algébriques et topologiques si T est supposé borné

inférieurement. En particulier, si T = IA, nous sommes dans la situation de l’exemple

3.0.1.

Si, en plus, U = S+
0 , l’ensemble de toutes les fonctions semi-continues supérieurement

surX qui s’annule à l’infini, alors CV (X,A) = CVP (X,A) = CV0(X,A) = CS+
0 (X,A) =

C(S+
0 )P (X,A) = C(S+

0 )0(X,A) = Cb(X,A) et τV est la topologie stricte β ,

ou en plus, U = K = {λχK : λ > 0 et K ⊂ X,K compact}, alors CV (X,A) =
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CVP (X,A) = CV0(X,A) = CK(X,A) = CKP (X,A) = CK0(X,A) = C(X,A) et τV

est la topologie τk de la convergence sur les compacts de X. ou en plus, U = F = {λχF :

λ > 0 et F ⊂ X,F fini}, alors CV (X,A) = CVP (X,A) = CV0(X,A) = CF (X,A) =

CFP (X,A) = CF0(X,A) = C(X,A) et τV est la toplogie simple τs.

3.1 Précompacité dans CV0(X,A)

Dans cette section, nous caractérisons les sous-ensembles précompacts de CV0(X,A).

Puisque V satisfait la propriété (bi), pour tout x ∈ X, l’application évaluation en x,

δx : f 7−→ f(x) est continue de CV (X,A) dans A.

Le lemme suivant étend au cas des poids à valeurs opérateurs, un résultat donné

initialement dans [10] et repris dans [76] puis dans [69]. Sa preuve va dans le sens de

ces références, mais nous l’incluons pour le confort du lecteur.

Lemme 3.1.1. L’application ∆ : X −→ Lc(CV (X,A), A), x 7→ δx est continue en

x0 ∈ X si, et seulement si, tout sous-ensemble précompact de CV (X,A) est équicontinu

en x0. En particulier, si X est un VR-espace, alors tout sous-ensemble précompact de

CV (X,A) est équicontinu.

Démonstration. L’application ∆ est continue en x0 si, et seulement si, pour tout sous-

ensemble précompact H de CV (X,A) et tout ε > 0, il existe un voisinage Vx0,H de x0

tel que ‖f(x) − f(x0)‖ ≤ ε, pour tous f ∈ H et x ∈ Vx0,H . Mais ceci est vrai si, et

seulement si, tout précompact H est équicontinu en x0.

Maintenant, si X est un VR-espace, montrons que ∆ est continue sur tous les ensembles

de niveaux N(v, 1), v ∈ V . Fixons v ∈ V , x ∈ N(v, 1), ε > 0 et un sous-ensemble

précompact H de CV (X,A). Posons N(H, ε) := {T ∈ L(CV (X,A), A); ‖T‖H :=

sup
h∈H
‖T (h)‖ < ε}. L’ensemble Λx := δx + N(H, ε) est un voisinage de δx. Puisque

H est précompact, il existe h1, . . . , hn dans H tels que

H ⊂
n⋃
i=1

(hi +
ε

3
Bv).

La famille finie (hi)1≤i≤n étant équicontinue, il existe un voisinage ouvert Ox contenant

x tel que ‖hi(t) − hi(x)‖ ≤ ε
3
, pour tout i ∈ {1, . . . , n} et tout t ∈ Ox. Maintenant,
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pour t ∈ Ox ∩N(v, 1) et f ∈ H, il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que ‖f − hi‖v ≤ ε
3
. Donc

‖∆(t)(f)−∆(x)(f)‖ = ‖f(t)− f(x)‖

≤ ‖f(t)− hi(t)‖+ ‖hi(t)− hi(x)‖+ ‖hi(x)− f(x)‖

≤ ‖v(t)(f(t)− hi(t))‖+ ‖hi(t)− hi(x)‖+ ‖v(x)(hi(x)− f(x))‖

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Donc, pour tout t ∈ Ox ∩ N(v, 1), on a : ‖∆(t) − ∆(x)‖H ≤ ε, ce qui signifie que

∆(Ox ∩N(v, 1)) ⊂ Λx. Par conséquent ∆ est continue en x.

Dans toute la suite de ce chapitre, on supposera que l’image de tout compact par

tout v ∈ V est un borné de Lσ(A). Ceci est satisfait, par exemple, si l’application

t 7→ ‖v(t)‖ est semi-continue supérieurement pour tout v ∈ V . C’est aussi vrai si A est

tonnelé, a fortiori si A est un Banach.

Définition 3.1.2. Soient v ∈ V et H ⊂ C(X,A). On dit que vH est nulle à l’infini

sur X si pour tout ε > 0, il existe un ensemble compact K ⊂ X tel que ‖v(x)h(x)‖ < ε,

pour tous h ∈ H et x /∈ K.

Nous obtenons une généralisation du théorème d’Ascoli

Théorème 3.1.3. Soit H un sous-ensemble de CV0(X,A). Alors H est précompact si

les conditions suivantes sont remplies.

i. H est équicontinu,

ii. H(x) = {h(x) : h ∈ H} est précompact dans A, pour tout x ∈ X,

iii. Pour tout v ∈ V , vH est nulle à l’infini sur X.

Si X est un VR-espace, la réciproque est aussi vraie.

Démonstration. Soit H ⊂ CV0(X,A). Supposons que i., ii. et iii. sont valides. Puisque

CV0(X,A) ⊂ C(X,A), la condition i. implique que H est un sous-ensemble équicontinu

de C(X,A). la condition ii. implique que H est τs-précompact.

Il résulte de ([91], Théorème 13.3.2, page 289) queH est un sous-ensemble précompact

de (C(X,A), τk), car la topologie de la convergence simple et la topologie de la conver-

gence uniforme sur les compacts de X cöıncident sur les parties équicontinues de
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C(X,A). Pour que la preuve soit complète, nous allons montrer directement que H

est un sous-ensemble précompact de (C(X,A), τk). Soit K ⊂ X un compact. Pour tout

x ∈ K, il existe un voisinage Vx de x tel que ‖h(t) − h(x)‖ ≤ ε
3

pour tous t ∈ Vx

et h ∈ H. Par compacité, il existe x1, . . . , xm ∈ K tels que K ⊂
m⋃
j=1

Vxj . Posons

F = {x1, . . . , xm}. Comme H est τs-précompact, il existe h1, . . . , hn dans H tels que

H ⊂
n⋃
i=1

(hi +N(F,
ε

3
)).

Soit h ∈ H. Il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que

‖h(xj)− hi(xj)‖ ≤
ε

3
, ∀j ∈ {1, . . . ,m}.

Pour x ∈ K, il existe jx ∈ {j1, . . . , jm} tel que x ∈ Vxjx , i.e.,

‖h(x)− h(xjx)‖ ≤ ε

3
, ∀h ∈ H.

Donc

‖h(x)− hi(x)‖ ≤ ‖h(x)− h(xjx)‖+ ‖h(xjx)− hi(xjx)‖+ ‖hi(xjx)− hi(x)‖
≤ ε

3
+ ε

3
+ ε

3

≤ ε.

Par conséquent, sup
x∈K
‖h(x)− hi(x)‖ ≤ ε, i.e., ‖h− hi‖K ≤ ε. Ainsi,

H ⊂
n⋃
i=1

(hi +N(K, ε)).

Pour établir que H est précompact dans CV0(X,A), on se donne v ∈ V et ε > 0.

D’après iii., Il existe un compact K ⊂ X tel que

‖v(x)h(x)‖ ≤ ε

2
, h ∈ H, x /∈ K. (3.1)

Puisque V est ‖ ‖-borné sur tout compact de X, ‖v‖K := supt∈K ‖v(t)‖ est fini. Comme

H est précompact dans (C(X,A), τk), il existe h1, . . . , hn dans H tels que

H ⊂
n⋃
i=1

(hi +N(K,
ε

2(‖v‖K + 1)
)). (3.2)
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Nous affirmons H ⊂
n⋃
i=1

(hi + εBv). En effet, soient h ∈ H et x ∈ X. D’après (3.2),

il existe i ∈ {1, . . . , n} satisfaisant ‖h(t) − hi(t)‖ ≤ ε
2(‖v‖K+1)

, pour tout t ∈ K. En

particulier, si x ∈ K, on a donc

‖v(x)(h(x)− hi(x))‖ ≤ ‖v(x)‖‖(h(x)− hi(x))‖

≤ ‖v‖K .ε
2(‖v‖K + 1)

≤ ε

2
.

Si x /∈ K, alors, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, (3.1) entrâıne ‖v(x)(h(x) − hj(x))‖ ≤
‖v(x)h(x)‖ + ‖v(x)hj(x)‖ ≤ ε

2
+ ε

2
= ε. En particulier, pour j = i, on a ‖v(x)(h(x) −

hi(x))‖ ≤ ε. Donc ‖h − hi‖v ≤ ε. Par suite H ⊂
n⋃
i=1

(hi + εBv) et H est précompact

dans CV0(X,A).

Supposons maintenant queX est un VR-espace et queH est un sous-ensemble précompact

de CV0(X,A). D’après Lemme 3.1.1, H est équicontinu. Alors i. est acquise. D’autre

part, puisque V satisfait la propriété (bi), l’application linéaire δx est continue, pour

tout x ∈ X. Par conséquent, H(x) = δx(H) est précompact dans A. Donc ii. est vérifiée.

Pour prouver iii., Soient v ∈ V et ε > 0 des éléments arbitraires. La précompacité de

H donne h1, . . . , hn dans H tels que

H ⊂
n⋃
i=1

(hi +
ε

2
Bv). (3.3)

Posons K :=
⋃n
i=1{t ∈ X : ‖v(t)hi(t)‖ ≥ ε

2
}. Puisque {hi : 1 ≤ i ≤ n} ⊂ CV0(X,A),

K est contenu dans un compact K0. Maintenant, pour h ∈ H et t /∈ K0, d’après (3.3),

il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que ‖h− hi‖v ≤ ε
2
. Donc

‖v(t)h(t)‖ ≤ ‖v(t)(h(t)− hi(t))‖+ ‖v(t)hi(t)‖

<
ε

2
+
ε

2

< ε.

Ainsi

∀h ∈ H,∀t /∈ K0 : ‖v(t)h(t)‖ < ε.

D’où iii.
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QuandX est un k-espace, V = K, l’équicontinuité surX est équivalent à l’équicontinuité

sur chaque sous-ensemble compact de X. Si, en plus, A est un espace de Banach alors

CK0(X,A) = (C(X,A), τk) est complet. Donc la précompacité est équivalente à la com-

pacité relative. La condition iii. dans Théorème 3.1.3 est automatique. Nous obtenons,

comme corollaire, le résultat suivant :

Corollaire 3.1.4. ([47], page 81) Si X est un k-espace et A est un espace de Banach.

Un sous-ensemble H de (C(X,A), τk) est relativement compact si, et seulement si, les

conditions suivantes sont remplies.

i. H est équicontinu sur chaque sous-ensemble compact de X,

ii. H(x) est relativement compact dans A pour tout x ∈ X.

Mais en général, on obtient :

Corollaire 3.1.5. Si X est un kR-espace et A est un espace de Banach. Un sous-

ensemble H de (C(X,A), τk) est précompact si, et seulement si, les conditions suivantes

sont remplies.

i. H est équicontinu sur X,

ii. H(x) est précompact dans A pour tout x ∈ X.

Si l’on prend V = S+
0 , alors C(S+

0 )0(X,A) = (Cb(X,A), β). Avec le même argument,

comme ci-dessus. On obtient, comme corollaire du Théorème 3.1.3, le résultat suivant :

Corollaire 3.1.6. ([42], Théorème 3.6) Soient X un kR-espace et A un espace de

Banach. Un sous-ensemble H de (Cb(X,A), β) est relativement compact si, et seulement

si, les conditions suivantes sont remplies.

i. H est équicontinu sur X,

ii. H(x) est relativement compact dans A pour tout x ∈ X,

iii. H est uniformément borné (c’est-à-dire que H(X) est borné dans A).

Lorsque X est localement compact, V = Z, CZ0(X,A) = (C0(X,A), σ). Si, en

outre, A est un espace de Banach alors CZ0(X,A) est complet et donc la précompacité

est équivalente à la compacité relative. Théorème 3.1.3 est équivalent dans ce cas au

corollaire suivant :
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Corollaire 3.1.7. Soient X un espace localement compact et A un espace de Banach.

Un sous-ensemble H de (C0(X,A), σ) est relativement compact si, et seulement si, les

conditions suivantes sont remplies.

i. H est équicontinu,

ii. H(x) est relativement compact dans A pour tout x ∈ X,

iii. H est uniformément nulle à l’infini sur X (c’est-à-dire pour tout ε > 0, il existe

un ensemble compact K ⊂ X tel que ‖h(x)‖ ≤ ε, pour tout h ∈ H et tout x ∈ X \K).

3.2 Précompacité dans CVP (X,A)

Dans cette section, nous caractérisons les sous-ensembles précompacts de CVP (X,A).

Le résultat suivant est une extension du Théorème 2.2 de [76] dans le cas des poids à

valeurs opérateurs. Ce dernier a déja été étendu dans le cas des poids scalaires au cas

où A est un espace non localement convexe [46].

En suivant W. M. Ruess et W. H. Summers, nous définissons, pour tout H ⊂
CVP (X,A), tout v ∈ V et tout ε > 0, les ensembles

Tx(H, v, ε) = {t ∈ X : ‖v(t)h(t)− v(x)h(x)‖ ≤ ε,∀h ∈ H}, x ∈ X.

Théorème 3.2.1. Soit H ⊂ CVP (X,A). On considère les assertions suivantes :

a. i. H est équicontinu,

ii. H(x) est précompact dans A, pour tout x ∈ X,

iii. Étant donnés v ∈ V et ε > 0, il existe un ensemble compact K ⊂ X tel que

{Tx(H, v, ε) : x ∈ K} recouvre X.

b. i. vH(X) = {v(x)h(x) : x ∈ X, h ∈ H} est précompact dans A, pour tout v ∈ V ,

ii. Étant donnés v ∈ V et ε > 0, il existe un ensemble fini F ⊂ X tel que

{Tx(H, v, ε) : x ∈ F} recouvre X.

c. i. H(x) est précompact dans A, pour tout x ∈ X,

ii. Étant donnés v ∈ V et ε > 0, il existe un ensemble fini F ⊂ X tel que

{Tx(H, v, ε) : x ∈ F} recouvre X.

d. H est précompact dans CVP (X,A).

Alors a.⇒ b.⇒ c.⇒ d.

Si X est en plus un VR-espace, alors d.⇒ a..
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Démonstration. a.⇒ b. Supposons que a. est valide. Remarquons d’abord que les deux

conditions reunies i. et ii., comme dans la preuve du Théorème 3.1.3, impliquent que

H est un sous-ensemble précompact de (C(X,A), τk).

Vérifions b. i. Pour cela, on se donne v ∈ V et ε > 0. D’après a. iii., il existe un compact

K ⊂ X tel que

X =
⋃
x∈K

Tx(H, v,
ε

3
). (3.4)

Puisque H est précompact dans (C(X,A), τk), il existe h1, . . . , hn ∈ H tels que

H ⊂
n⋃
i=1

(hi +N(K,
ε

3(‖v‖K + 1)
)),

c’est-à-dire pour tout h ∈ H, il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que :

‖h(x)− hi(x)‖ ≤ ε

3(‖v‖K + 1)
, ∀x ∈ K. (3.5)

Puisque chaque hi ∈ CVP (X,A), vhi(K) est un sous-ensemble précompact de A. Alors

le sous-ensemble D = {(v(k)h1(k), . . . , v(k)hn(k)) : k ∈ K} du produit
∏n

i=1 vhi(K)

est précompact. Donc il existe k1, . . . , km dans K tels que

D ⊂
m⋃
j=1

(
n∏
i=1

v(kj)hi(kj) + (
ε

3
BA)n).

Ce qui signifie que, pour k ∈ K, il existe j ∈ {1, . . . ,m} tel que

(v(k)h1(k), . . . , v(k)hn(k))− (v(kj)h1(kj), . . . , v(kj)hn(kj)) ∈ (
ε

3
BA)n.

C’est-à-dire

v(k)hi(k)− v(kj)hi(kj) ∈
ε

3
BA,∀i ∈ {1, . . . , n}

ou encore

‖v(k)hi(k)− v(kj)hi(kj)‖ ≤
ε

3
, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Ainsi, pour tout k ∈ K, il existe j ∈ {1, . . . ,m} tel que :

‖v(k)hi(k)− v(kj)hi(kj)‖ ≤
ε

3
, ∀i ∈ {1, . . . , n}. (3.6)
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Maintenant, soient t ∈ X et h ∈ H. D’après (3.4), il existe x ∈ K tel que t ∈
Tx(H, v,

ε

3
). C’est-à-dire

‖v(t)l(t)− v(x)l(x)‖ ≤ ε

3
,∀l ∈ H. (3.7)

D’après (3.5), il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que

‖h(k)− hi(k)‖ ≤ ε

3(‖v‖K + 1)
,∀k ∈ K. (3.8)

D’après (3.6), il existe j ∈ {1, . . . ,m} tel que

‖v(x)hi(x)− v(kj)hi(kj)‖ ≤
ε

3
,∀i ∈ {1, . . . , n}. (3.9)

D’après (3.7), (3.8) et (3.9), on obtient :

‖v(t)h(t)− v(kj)hi(kj)‖ ≤ ‖v(t)h(t)− v(x)h(x)‖+ ‖v(x)‖‖h(x)− hi(x)‖

+‖v(x)hi(x)− v(kj)hi(kj)‖

≤ ε

3
+

‖v‖Kε
3(‖v‖K + 1)

+
ε

3
≤ ε.

Donc

‖v(t)h(t)− v(kj)hi(kj)‖ ≤ ε. (3.10)

Ainsi

vH(X) ⊂
n⋃
i=1

(
m⋃
j=1

(v(kj)hi(kj) + εBA)),

c’est-à-dire vH(X) est précompact dans A.

Pour vérifier b. ii., soient v ∈ V et ε > 0. On construit de la même manière, tout

comme dans la preuve de b. i. les éléments hi et kj. Posons F := {kj : 1 ≤ j ≤ m}.
Pour t ∈ X et h ∈ H, les deux résultats (3.8) et (3.10) donnent :

‖v(t)h(t)− v(kj)h(kj)‖ ≤ ‖v(t)h(t)− v(kj)hi(kj)‖+ ‖v(kj)‖‖hi(kj)− h(kj)‖

≤ ε+
‖v‖K

3(‖v‖K + 1)
ε

≤ 4

3
ε,
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c’est-à-dire, t ∈ Tx(H, v,
4

3
ε) avec x ∈ F . Par conséquent {Tx(H, v,

4

3
ε) : x ∈ F}

recouvre X.

b.⇒ c. C’est évident.

c. ⇒ d. Supposons que c. est vérifiée. Fixons un v ∈ V et un ε > 0. D’après c. ii., il

existe un ensemble fini F ⊂ X tel que {Tx(H, v,
ε

3
) : x ∈ F} recouvre X. D’après c. i.,

H est τs-précompact. Alors il existe h1, . . . , hn ∈ H tels que

H ⊂
n⋃
i=1

(hi +N(F,
ε

3(‖v‖F + 1)
)). (3.11)

Il reste à prouver que H ⊂
n⋃
i=1

(hi + εBv). Soit h ∈ H, d’après (3.11) il existe i ∈

{1, . . . , n} tel que

‖h(x)− hi(x)‖ ≤ ε

3(‖v‖F + 1)
,∀x ∈ F.

Pour t ∈ X il existe x ∈ F tel que t ∈ Tx(H, v,
ε

3
) et donc

‖v(t)h(t)− v(t)hi(t)‖ ≤ ‖v(t)h(t)− v(x)h(x)‖+ ‖v(x)‖‖h(x)− hi(x)‖
+‖v(x)hi(x)− v(t)hi(t)‖

≤ ε

3
+

‖v‖F
3(‖v‖F + 1)

ε+
ε

3

≤ ε.

Ainsi H ⊂
n⋃
i=1

(hi + εBv), c’est-à-dire H est précompact dans CVP (X,A).

d.⇒ a.Maintenant, supposons queX est un VR-espace et soitH un ensemble précompact

dans CVP (X,A). D’après Lemme 3.1.1, H est équicontinu, d’où a. i. est réalisée.

Puisque V satisfait la propriété (bi), pour x ∈ X donné, l’évaluation δx est conti-

nue donc H(x) = δx(H) est précompact dans A. Donc a. ii. est valide.

Pour établir a. iii., on se donne v ∈ V et ε > 0. Puisque H est précompact, il existe

h1, . . . , hn ∈ H tels que

H ⊂
n⋃
i=1

(hi +
ε

3
Bv). (3.12)
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On définit maintenant la fonction

k : X −→ An

x 7−→ k(x) = (h1(x), . . . , hn(x)).

La fonction k est continue et le sous-ensemble (vk)(X) du produit précompact
n∏
i=1

vhi(X)

est précompact. Donc pour le voisinage (
ε

3
BA)n, il existe un sous-ensemble fini F de

X tel que vk(X) ⊂
⋃
x∈F

(vk(x) + (
ε

3
BA)n). Donc

∀t ∈ X, ∃x ∈ F : v(t)k(t)− v(x)k(x) ∈ (
ε

3
BA)n,

i.e.,

‖v(t)hi(t)− v(x)hi(x)‖ ≤ ε

3
,∀i ∈ {1, . . . , n},

ou encore

t ∈ Tx({h1, . . . , hn}, v,
ε

3
).

Ainsi

X ⊂
⋃
x∈F

(Tx({h1, . . . , hn}, v,
ε

3
). (3.13)

Montrons maintenant que {Tx(H, v, ε) : x ∈ F} recouvre X. Fixons t ∈ X, d’après

(3.13), il existe x ∈ F tel que t ∈ Tx({h1, . . . , hn}, v,
ε

3
) et ainsi

‖v(t)hi(t)− v(x)hi(x)‖ ≤ ε

3
, ∀i ∈ {1, . . . , n}. (3.14)

Soit h ∈ H, d’après (3.12), il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que ‖h− hi‖v ≤
ε

3
, i.e.,

‖v(z)(h(z)− hi(z))‖ ≤ ε

3
,∀z ∈ X. (3.15)

Ensuite, d’après (3.14) et (3.15)

‖v(t)h(t)− v(x)h(x)‖ ≤ ‖v(t)(h(t)− hi(t))‖+ ‖v(t)hi(t)− v(x)hi(x)‖
+‖v(x)(hi(x)− h(x))‖

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
≤ ε

Ainsi t ∈ Tx(H, v, ε), c’est-à-dire a. iii. est remplie.
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Lorsque X est localement compact et V = Z, on a X est un ZR-espace, CZ(X,A) =

(C(X,A), σ) et CZP (X,A) = (CP (X,A), σ). Si, en outre, A est un espace de Banach

alors CZ(X,A) est complet et donc la précompacité est équivalente à la compacité

relative. Théorème 3.2.1 est équivalent dans ce cas au corollaire suivant :

Corollaire 3.2.2. Soient X un espace localement compact et A un espace de Banach.

Un sous-ensemble H de (CP (X,A), σ) est relativement compact si, et seulement si, les

conditions suivantes sont vérifiées.

i. H(X) est relativement compact dans A,

ii. étant donné ε > 0, il existe un recouvrement fini d’ouverts {Ki : i = 1, . . . , n} de

X tel que, pour tout i ∈ {1, . . . , n} et tous x, y ∈ Ki,

‖h(x)− h(y)‖ ≤ ε,∀h ∈ H.



Chapitre 4

Opérateurs de composition

pondérée sur les espaces de

Nachbin généralisés, cas d’un

espace vectoriel topologique

La notion de poids à valeurs opérateurs a été introduite dans le cadre des espaces

de Hilbert. Au chapitre 3, nous l’avons étendue au cas d’un espace normé. Au cours du

temps, en travaillant avec cette notion, nous nous sommes rendu compte que rien ne

nous empèche d’étendre cette notion à des espaces plus généraux, à savoir aux espaces

vectoriels topologiques quelconques. Certaines difficultés parâıtront certes, mais nous

avons trouvé les moyens pour mener à bien une telle étude.

Dans ce chapitre, notre but est d’étudier les opérateurs de composition pondérée

ψCϕ d’un sous-espace E de l’espace de Nachbin généralisé CV (X,A) dans un autre

CU(Y,A) ou CU0(Y,A), A étant un espace vectoriel topologique de Hausdorff arbi-

traire, Y un espace complètement régulier de Hausdorff et U une famille de Nachbin

généralisée sur Y . En section 2, on donne quelques préliminaires, quelques notations et

quelques propriétés topologiques des espaces CV (X,A), tandis que dans la section 3,

nous étudions la complétude des espaces CV (X,A) et CV0(X,A). Dans la section 4,

nous caractérisons les opérateurs de composition pondérée qui appliquent continûment

79
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E dans CU(Y,A) ou dans CU0(Y,A). La section 5 est consacrée aux conditions sous

lesquelles ψCϕ est borné. La section 6 traite l’équicontinuité (locale) de l’opérateur

ψCϕ.

Notons que, dans la plupart des travaux sur les espaces pondérés, l’essentialité telle

qu’elle est définie par Prolla dans [73] joue un rôle important. Ici, nous nous libérons

de cette condition pour couvrir beaucoup plus de situations.

4.1 Espaces de Nachbin généralisés, cas e.v.t.

Tout au long de ce chapitre, sauf indication expresse du contraire, A désigne un

espace vectoriel topologique de Hausdorff non-trivial sur le corps K et N représente

une base locale formée de voisinages fermés équilibrés et rétractables.

Pour tout a ∈ A et tout G ∈ N , δG,a désigne l’évaluation de la jauge en a. C’est

δG,a(T ) := PG(T (a)), pour tout T ∈ L(A).

Définition 4.1.1. 1. Une application v de X à valeurs dans L(A) est dite fortement

semi-continue supérieurement si, pour tous a ∈ A et G ∈ N , l’application à valeurs

réelles δG,a ◦ v est semi-continue supérieurement sur X.

2. Une application ν : X → A est dite nulle à l’infini sur X si, pour tout G ∈ N ,

la fonction réelle x 7→ PG(ν(x)) est nulle à l’infini sur X.

Remarque 4.1.2. L’application ν : X → A est nulle à l’infini sur X si, et seulement

si, pour tout G ∈ N (ou voisinage ouvert G de zéro), il existe un sous-ensemble

compact KG de X tel que ν(x) ∈ G pour tout x /∈ KG. S’il se trouve que l’application

x 7→ PG(ν(x)) est semi-continue supérieurement, pour tout G ∈ N , alors ν est nulle à

l’infini si, et seulement si, {x ∈ X : PG(ν(x)) ≥ ε} est compact pour tout G ∈ N et

tout ε > 0.

Ici, on introduit les familles de Nachbin généralisées dans le cadre d’espaces vecto-

riels topologiques arbitraires comme suit :

Définition 4.1.3. Une famille de Nachbin généralisée sur X est une collection V de

fonctions de X à valeurs dans L(A) telle que
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i. tout v ∈ V est fortement semi-continue supérieurement,

ii. ∀x ∈ X,
⋂
{ker v(x), v ∈ V } = {0},

iii. V est filtrante croissante dans le sens suivant : pour tous v1, v2 ∈ V , G ∈ N ,

et λ > 0, il existe v ∈ V tel que :

PG(λvi(x)a) ≤ PG(v(x)a),∀x ∈ X, ∀a ∈ A, et i = 1, 2.

Sans perte de généralité, on suppose que pour tous v ∈ V et λ > 0, on a aussi

λv ∈ V .

Si V est une famille de Nachbin généralisée sur X, on considère les espaces pondérés

généralisés de fonctions continues vectorielles :

CV (X,A) := {f ∈ C(X,A) : (vf)(X) est borné dans A, ∀v ∈ V }

et

CV0(X,A) := {f ∈ CV (X,A) : vf est nulle à l’infini sur X, ∀v ∈ V }.

L’espace CV (X,A) ainsi que tous ses sous-espaces, en particulier CV0(X,A), seront

dotés de la topologie linéaire pondérée τV dont la base de voisinages de zéro est

constituée de tous les ensembles de la forme

BG,v := {f ∈ CV (X,A), (vf)(X) ⊂ G},

où G parcourt N et v parcourt V . La jauge d’un tel ensemble est notée PG,v. C’est

PG,v(f) := sup{PG(v(x)f(x)), x ∈ X}, f ∈ CV (X,A).

La condition ii. dans Définition 4.1.3 assure que l’espace CV (X,A) est séparé, alors que

la condition iii. assure que la famille PG,v, v ∈ V, G ∈ N , est filtrante croissante. S’il

arrive que l’application x 7→ PG(v(x)g(x)) soit s.c.s. sur X, pour tous v ∈ V , G ∈ N
et tout g ∈ C(X,A), l’égalité suivante est acquise.

CV0(X,A) = {f ∈ C(X,A) : vf est nulle à l’infini sur X, ∀v ∈ V }.

C’est-à-dire que CV0(X,A) est exactement l’ensemble des fonctions continues f de X

dans A telles que vf s’annule à l’infini sur X, pour tout v ∈ V .
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Dorénavant, V et U seront des familles de Nachbin généralisées sur X et Y res-

pectivement. Signalons qu’une application linéaire T de CV (X,A) dans CU(Y,A) est

continue si, et seulement si, pour tous u ∈ U et G ∈ N , il existe v ∈ V et H ∈ N tels

que

PG,u(T (f)) ≤ PH,v(f), ∀f ∈ CV (X,A).

Ici, nous nous intéressons à l’opérateur de composition pondérée ψCϕ, associé à

ψ : X → L(A) et ϕ : Y → X, défini sur CV (X,A).

Dans toute la suite, E est un sous-espace vectoriel de CV (X,A) et coz(E) son ensemble

cozéro. Nous considérons également les ensembles

YE,ϕ := {y ∈ Y : ϕ(y) ∈ coz(E)} = coz(Cϕ(E)),

YE,ϕ,ψ := coz(ψCϕ(E)).

Les propiétés (P ) et (P ′) introduites au chapitre précédent restent les mêmes ici. Ce-

pendant (M) et (SV ) changent un peu.

Définition 4.1.4. On dit que E satisfait la propriété

1. (M) si, pour tous a ∈ A, G ∈ N et f ∈ E, la fonction PGof⊗a : x 7→ PG(f(x))a

appartient à E.

2. (SV ) si la fonction x 7→ PG(v(x)f(x)) est semi-continue supérieurement pour

tous G ∈ N , v ∈ V et f ∈ E.

Il est facile de voir que, comme dans le cas où A est normé, E satisfait (P ) s’il

satisfait (M) ou (P ′), ou si X est localement compact et l’ inclusion K(X) ⊗ A ⊂ E

est vérifiée. De plus, si E satisfait (P ), l’égalité suivante est vraie :

YE,ϕ,ψ = YE,ϕ ∩ coz(ψ).

Si E est un Cb(X)-module qui satisfait (P ′), alors pour tout x ∈ coz(E) et tout a ∈ A,

on peut trouver f ∈ C(X) tel que 0 ≤ f ≤ 1, f(x) = 1, et f ⊗ a ∈ E.

4.2 Complétude de CV (X,A) et CV0(X,A)

Dans cette section, nous étudions, pour une famille de Nachbin généralisée V sur

X, la complétude de CV (X,A) et CV0(X,A). Pour cela, nous introduisons, pour tous
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v ∈ V , G ∈ N et H ∈ N , l’ensemble de niveau

N(v,G,H) := {x ∈ X : PG(a) ≤ PH(v(x)a), ∀a ∈ A},

et on notera toujours X0 := coz(CV0(X,A)) et X1 := coz(CV (X,A)). Comme dans

le cas des poids à valeurs opérateurs sur un espace normé, CV0(X,A) est également

fermé dans CV (X,A) comme le montre la proposition suivante :

Proposition 4.2.1. Pour toute famille de Nachbin généralisée V sur X, CV0(X,A)

est un sous-espace fermé de CV (X,A).

Démonstration. Soit f un élément de CV0(X,A)
CV (X,A)

, la fermeture de CV0(X,A)

dans CV (X,A). Pour un G ∈ N donné, choisissons H ∈ N tel que H +H ⊂ G. Alors

pour tout v ∈ V , il existe g ∈ CV0(X,A) tel que v(f−g)(X) ⊂ H. Puisque g appartient

à CV0(X,A), il existe un sous-ensemble compact K de X tel que v(x)g(x) ∈ H, pour

tout x /∈ K. Par conséquent, pour un tel x, nous avons : v(x)f(x) = v(x)(f(x) −
g(x)) + v(x)g(x) ∈ H + H ⊂ G. Ce qui implique f ∈ CV0(X,A) puisque G et v sont

arbitraires.

On définit, d’après Lemme 0.4.13, les VR-espaces de la façon suivante.

Définition 4.2.2. On dit que X est un VR-espace, si c’est un FR-espace pour

F := {N(v,G,H), v ∈ V, G ∈ N , H ∈ N}.

Théorème 4.2.3. L’espace CV (X,A) (resp. CV0(X,A)) est complet si les quatre

conditions suivantes sont remplies :

1. ∀x ∈ X1 (resp. ∀x ∈ X0), ∃v ∈ V : v(x) ∈ Lbi(A),

2. A est complet,

3. X est un VR-espace,

4. Pour tous v ∈ V , G ∈ N , H ∈ N et x ∈ N(v,G,H), il existe Ω ∈ Vx tel que

{v(t) : t ∈ Ω ∩N(v,G,H)} est équi-borné inférieurement.

Démonstration. Soit (fi)i∈I une suite généralisée de Cauchy dans CV (X,A) (resp. dans

CV0(X,A)). D’après 1., pour tout x ∈ X1 (resp. x ∈ X0), l’application évaluation en
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x de CV (X,A) (resp. CV0(X,A)) dans A, δx : f 7→ f(x) est continue. Donc (fi(x))i∈I

est une suite généralisée de Cauchy dans A. Puisque A est complet, (fi(x))i∈I converge

vers un certain f(x) ∈ A. On étend la fonction ainsi définie f sur X tout entier en

posant f ≡ 0 sur X \ X1 (resp. X \ X0). Nous établissons que f ∈ CV (X,A) (resp.

f ∈ CV0(X,A)) et que (fi)i∈I converge vers f dans CV (X,A) (resp. CV0(X,A)).

Puisque X est un VR-espace, pour montrer que f est continue sur X, il suffit de montrer

que sa restriction à chaque N(v,G,H) l’est aussi. Soient alors v ∈ V , G ∈ N , H ∈ N et

x ∈ N(v,G,H) donnés. D’après 4., il existe Ω ∈ Vx tel que {v(t) : t ∈ Ω∩N(v,G,H)}
est équi-borné inférieurement. Par conséquent, pour tout I ∈ N , soient I ′, J ∈ N
satisfaisant I ′ + I ′ + I ′ ⊂ I et PI′(a) ≤ PJ(v(t)a), pour tout a ∈ A et tout t ∈
Ω ∩N(v,G,H). Nous avons alors en particulier :

PI′(fi(t)− fj(t)) ≤ PJ(v(t)(fi(t)− fj(t))), t ∈ Ω ∩N(v,G,H).

Par suite

PI′(fi(t)− fj(t)) ≤ PJ,v(fi − fj), t ∈ Ω ∩N(v,G,H).

Puisque (fi)i∈I est de Cauchy, pour J et v, il existe i0 ∈ I tel que fi − fj ∈ BJ,v dès

que i0 ≤ i et i0 ≤ j. Donc fi0(t) − fj(t) ∈ I ′, pour tous t ∈ Ω ∩ N(v,G,H) et tout j

avec i0 ≤ j. Passant à la limite en j, nous obtenons

fi0(t)− f(t) ∈ I ′, ∀t ∈ Ω ∩N(v,G,H). (4.1)

D’après la continuité de fi0 , il existe Ω′ ∈ Vx tel que

fi0(t)− fi0(x) ∈ I ′, ∀t ∈ Ω′. (4.2)

Pour t ∈ Ω′ ∩ Ω ∩N(v,G,H), d’après (4.1) et (4.2), on a

f(t)− f(x) = (f(t)− fi0(t)) + (fi0(t)− fi0(x)) + (fi0(x)− f(x))

∈ I ′ + I ′ + I ′ ⊂ I.

Donc f(t)− f(x) ∈ I, pour tout t ∈ Ω′ ∩Ω∩N(v,G,H). Il s’ensuit que f , restreinte à

N(v,G,H), est continue. Pour achever la preuve, il suffit, puisque CV0(X,A) est fermé

dans CV (X,A), de montrer que (fi)i∈I converge dans CV (X,A) vers f .
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Soient u ∈ V , K ∈ N des éléments arbitraires. Puisque (fi)i∈I est de Cauchy, il existe

i0 ∈ I tel que fi − fj ∈ BK,u dès que i0 ≤ i et i0 ≤ j. C’est-à-dire u(t)(fi(t)− fj(t)) ∈
K, t ∈ X. Puisque u(t) est continu et K est fermé, en passant à la limite en j, on

obtient u(t)(fi(t)− f(t)) ∈ K, ∀t ∈ X et i0 ≤ i. Par suite

fi − f ∈ BK,u, i0 ≤ i.

Maintenant, puisque f = (f − fi) + fi, f appartient à CV (X,A).

Dans le cas où (A, ‖ ‖) est un espace normé, les ensembles de niveaux sont de la

forme N(v, r) := {x ∈ X : r‖a‖ ≤ ‖v(x)a‖, ∀a ∈ A}. ou tout simplement N(v, 1) :=

{x ∈ X : ‖a‖ ≤ ‖v(x)a‖, ∀a ∈ A}. Dans cette situation, le théorème 2.1.3 devient un

corollaire du théorème 4.2.3.

Remarque 4.2.4. 1. Un résultat similaire au Théorème 4.2.3 peut être alors démontré

dans le cas où A est un espace localement borné. En fait, dans cette situation aussi, les

ensembles de niveaux peuvent être restreints à ceux de la forme N(v, r) := N(v,G,
1

r
G),

où G est un voisinage borné de 0 appartenant à N et r > 0.

2. La condition 4. du Théorème 4.2.3 s’avère être équivalente au fait que, pour tous

v ∈ V , G, H ∈ N et x ∈ N(v,G,H), il existe Ω ∈ Vx tel que :

∀I ∈ N , ∃J ∈ N : Ω ∩N(v,G,H) ⊂ Ω ∩N(v,G ∩ I,H ∩ J). (N)

En effet, soient v ∈ V , G ∈ N et H ∈ N des éléments donnés. Pour x ∈ N(v,G,H),

soit Ω ∈ Vx tel que {v(t) : t ∈ Ω ∩ N(v,G,H)} est équi-borné inférieurement. Donc

pour tout I ∈ N , il existe J ∈ N tel que

PG∩I(a) ≤ PJ(v(t)a), ∀t ∈ Ω, a ∈ A.

Par suite

PG∩I(a) ≤ PH∩J(v(t)a), ∀t ∈ Ω, a ∈ A

et donc t ∈ Ω∩N(v,G∩I,H∩J). Par conséquent Ω∩N(v,G,H) ⊂ Ω∩N(v,G∩I,H∩J).

Supposons maintenant que la propriété (N) soit satisfaite et soient v ∈ V , G,H ∈ N
donnés. D’après (N), il existe Ω ∈ Vx tel que pour tout I ∈ N , il y a un J ∈ N avec
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Ω ∩N(v,G,H) ⊂ Ω ∩N(v,G ∩ I,H ∩ J). Donc chaque t ∈ Ω ∩N(v,G,H) appartient

à Ω ∩N(v,G ∩ I,H ∩ J). Ce qui signifie PG∩I(a) ≤ PH∩J(v(t)a), a ∈ A. Ainsi

PI(a) ≤ PG∩I(a) ≤ PH∩J(v(t)a),∀t ∈ Ω ∩N(v,G,H), a ∈ A.

Par conséquent

PI(a) ≤ PJ ′(v(t)a),∀a ∈ A, t ∈ Ω ∩N(v,G,H) avec J ′ = H ∩ J.

Ainsi {v(t) : t ∈ Ω ∩N(v,G,H)} est équi-borné inférieurement.

A la fin de cette section, nous présentons Théorème d’approximation de Prolla dans

le cas où A est un espace localement convexe. Rappelons que, dans ce cas, la base locale

considérée N est formée de voisinages fermés équilibrés et convexes G dont la jauge

PG est évidemment une semi-norme.

Théorème 4.2.5. On suppose que E ⊂ CV0(X,A) vérifie la propriété (SV ) et que

W est à la fois un sous-espace vectoriel de E et un Cb(X)-module. Pour tout f ∈ E
donné, si f(x) ∈ W (x)

A
pour tout x ∈ coz(E), alors f ∈ WE

. La réciproque est vraie

si, pour tout x ∈ coz(E), il existe v ∈ V tel que v(x) ∈ Lbi(A).

Démonstration. Soit f ∈ E telle que f(x) ∈ W (x)
A

pour tout x ∈ coz(E) et soient G ∈
N , ε > 0 et v ∈ V . Pour x ∈ coz(E), v(x) est continu sur A donc il existe H ∈ N tel que

PG(v(x)a) ≤ PH(a), pour tout a ∈ A. Alors, il existe gx ∈ W : PH(f(x)− gx(x)) < ε.

PG(v(x)(f(x)− gx(x))) ≤ Px(f(x)− gx(x)) < ε.

Pour chaque x ∈ coz(E), on considère l’ensemble Kx := {t ∈ X : PG(v(t)(f(t) −
gx(t))) ≥ ε}. C’est un compact contenu dans coz(E) ne contenant pas x puisque E

vérifie la propriété (SV ) et f − gx ∈ E. D’où
⋂

x∈coz(E)

Kx = ∅. Par compacité, il existe

x1, . . . , xn ∈ coz(E) tels que
⋂

1≤i≤n
Kxi = ∅. Si Ui désigne le complémentaire de Kxi dans

le compactifié Stone-Cěck βX de X, avec i ∈ {1, . . . , n}, on considère une partition de

l’unité (ϕi)1≤i≤n subordonnée au recouvrement ouvert (Ui)1≤i≤n de βX. C’est-à-dire ϕi

est continue, 0 ≤ ϕi ≤ 1, ϕi ≡ 0 sur βXrUi et
∑n

i=1 ϕi = 1. Soient hi la restriction de

ϕi à X et g :=
∑n

i=1 higxi . Alors g appartient à W et vérifie PG(v(x)(f(x)− g(x))) ≤ ε
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pour tout x ∈ X. En effet, si x /∈ coz(E), c’est évident. Maintenant, si x ∈ coz(E),

alors l’ ensemble Jx := {i : 1 ≤ i ≤ n et x /∈ Kxi} n’est pas vide et

PG(v(x)(f(x)− g(x))) = PG(v(x)(f(x)−
n∑
i=1

hi(x)gxi(x)))

= PG(v(x)(
n∑
i=1

hi(x)(f(x)− gxi(x))))

≤
n∑
i=1

hi(x)PG(v(x)(f(x)− gxi(x)))

=
∑
i∈Jx

hi(x)PG(v(x)(f(x)− gxi(x)))

≤
∑
i∈Jx

hi(x)ε

≤ ε.

Puisque x est arbitraire, PG,v(f − g) ≤ ε, d’où f ∈ WE
.

Pour la réciproque, il suffit de montrer que l’évaluation δx : E → A, f 7→ f(x) est

continue pour tout x ∈ coz(E). On fixe alors un tel x et soit G ∈ N . Par hypothèse, il

existe un v ∈ V avec v(x) borné inférieurement sur A. Donc il existe H ∈ N tel que

PG(a) ≤ PH(v(x)a), pour tout a ∈ A. En particulier,

PG(δx(f)) := PG(f(x)) ≤ PH(v(x)f(x)) ≤ PH,v(f), ∀f ∈ E.

Ce qui achéve la preuve.

Dans tout le reste, sauf indication contraire, nous supposerons que E est à la fois un

sous-espace vectoriel de CV (X,A) et un Cb(X)-module et que l’inclusion ψCϕ(E) ⊂
C(Y,A) est vérifiée, c’est-à-dire que pour tout f ∈ E, ψCϕ(f) est continue sur Y .

4.3 Opérateurs de composition pondérée continus.

Nous allons caractériser les opérateurs continus ψCϕ de E dans CU(Y,A).
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Théorème 4.3.1. Sous l’une des conditions i., ii., ou iii. ci-dessous, l’opérateur ψCϕ

applique continûment E dans CU(Y,A) si, et seulement si, la condition suivante est

vérifiée ∀G ∈ N , u ∈ U, ∃ H ∈ N , v ∈ V tels que

PG(u(y)ψy(a)) ≤ PH(v(ϕ(y))a), ∀a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (4.3)

i. E satisfait (M),

ii. E satisfait à la fois (P ) et (SV ),

iii. X est localement compact et K(X)⊗ A ⊂ E.

Démonstration. Nécessité : Puisque ψCϕ : E → CU(Y,A) est continu, pour tous G ∈
N et u ∈ U , il existe H ∈ N et v ∈ V tels que

PG,u(ψCϕ(f)) ≤ PH,v(f), ∀f ∈ E.

Donc pour tout y ∈ Y , on a

PG(u(y)ψy(f(ϕ(y))) ≤ sup{PH(v(x)f(x)), x ∈ X}. (4.4)

Soient y0 dans YE,ϕ et a dans A des éléments donnés. Alors x0 := ϕ(y0) appartient à

coz(E).

Sous chacune des conditions i., ii. ou iii., Pour tout entier n > 0, nous construisons

un voisinage ouvert Un de x0 et une fonction hn ∈ E dont le support est contenu dans

Un et hn(x0) = a telle que, une fois que nous appliquons (4.4) à hn et que nous faisons

tendre n vers l’infini, on obtient l’inégalité voulue : PG(u(y0)ψy0(a)) ≤ PH(v(ϕ(y0))a).

Maintenant, si E vérifie i., alors il existe f ∈ E et K ∈ N tels que PK(f(x0)) = 1. On

prend alors

Un := {x ∈ X : PK(f(x)) < 1 +
1

n
et PH(v(x)a) < PH(v(x0)a) +

1

n
}

et hn := gnPK ◦ f ⊗ a, où gn ∈ Cb(X) est choisi de telle sorte que gn(x0) = 1,

0 ≤ gn ≤ 1 et supp(gn) ⊂ Un. Puisque v est fortement semi-continue supérieurement

et PK est continue, Un est un voisinage ouvert de x0.

Si E satisfait ii., alors il existe f ∈ E tel que f(x0) = a. On pose alors

Un := {x ∈ X : PH(v(x)f(x)) < PH(v(x0)f(x0)) +
1

n
}
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et hn := gnf , où encore gn ∈ Cb(X) est choisi de sorte que gn(x0) = 1, 0 ≤ gn ≤ 1 et

supp(gn) ⊂ Un. Notons que, d’après (SV ), Un est un voisinage ouvert de x0.

Enfin, si E satisfait iii., alors il existe f ∈ C(X,R+) tel que f(x0) = 1, supp(f) est

compact, et f ⊗ a ∈ E. On prend alors

Un := {x ∈ X : PH(v(x)f(x)a) < PH(v(x0)a) +
1

n
}

et hn = gnf ⊗ a, où encore une fois gn ∈ Cb(X) satisfait gn(x0) = 1, 0 ≤ gn ≤ 1 et

supp(gn) ⊂ Un. Puisque x 7→ f(x)PH(v(x)a) est semi-continue supérieurement, Un est

un ouvert contenant x0.

Suffisance : Soient f ∈ E,G ∈ N et u ∈ U des éléments donnés. D’après (4.3) il existe

H ∈ N et v ∈ V tels que

PG(u(y)ψy(f(ϕ(y)))) ≤ PH(v(ϕ(y))f(ϕ(y))),∀ y ∈ Y.

Donc,

PG,u(ψCϕ(f)) = sup{PG(u(y)ψy(f(ϕ(y)))) : y ∈ Y }

≤ sup{PH(v(ϕ(y))f(ϕ(y))) : y ∈ Y }

≤ sup{PH(v(x)f(x)) : x ∈ ϕ(Y )}

≤PH,v(f) <∞.

Cela montre à la fois que ψCϕ(f) ∈ CU(Y,A) et que ψCϕ est continu.

Dans le cas des opérateurs de multiplication, on obtient :

Corollaire 4.3.2. Si E satisfait l’une des conditions i., ii., ou iii. du Théorème 4.3.1,

alors Mψ est continu de E dans CU(X,A) si, et seulement si, la condition suivante

est vérifiée : ∀ G ∈ N , u ∈ U, ∃ H ∈ N , v ∈ V tels que

PG(u(x)ψx(a)) ≤ PH(v(x)a), ∀a ∈ A, x ∈ coz(E). (4.5)

D’une façon similaire, dans le cas des opérateurs de composition, on obtient :

Corollaire 4.3.3. Si E satisfait l’une des conditions i., ii., ou iii du Théorème 4.3.1,

alors Cϕ est continu de E dans CU(Y,A) si, et seulement si, on a la condition suivante :

∀ G ∈ N , u ∈ U, ∃ H ∈ N , v ∈ V tels que

PG(u(y)a) ≤ PH(v(ϕ(y))a), ∀a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (4.6)
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Dans le cas où (A, ‖ ‖) est un espace normé, notons que les propriétés (M) et (SV )

définies ci-dessus ne sont rien d’autre que celles données au chapitre 2. On obtient ainsi

le corollaire suivant qui généralise, en fait, Théorème 2.2.1.

Corollaire 4.3.4. Si (A, ‖ ‖) est un espace normé et E remplit l’une des conditions

i., ii., ou iii. du Théorème 4.3.1, alors ψCϕ applique continûment E dans CU(Y,A)

si, et seulement si, la condition suivante est vérifiée :

∀u ∈ U,∃v ∈ V : ‖u(y)ψy(a)‖ ≤ ‖v(ϕ(y))a‖, a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (4.7)

Ensuite, nous étudions la continuité de ψCϕ de E dans CU0(Y,A). Pour cela, on

considère encore l’ensemble Cst(E) introduit au chapitre 2. On voit facilement, ici

aussi, que tout v ∈ V est β-borné sur tout K ∈ Cst(E).

Pour v ∈ V , G ∈ N et f ∈ E, posons

N(G, v, f) := {x ∈ X : v(x)f(x) /∈
◦
G}.

En fait, nous avons aussi N(G, v, f) = {x ∈ X : PG(v(x)f(x)) ≥ 1}.

Définition 4.3.5. On dit que E satisfait la propriété (C) si, pour tous v ∈ V , G ∈ N
et f ∈ E, N(G, v, f) appartient à Cst(E).

Théorème 4.3.6. Supposons que E vérifie (C) et l’une des conditions i., ii. ou iii.

du Théorème 4.3.1. Si ψCϕ applique continûment E dans CU0(Y,A), alors (4.3) est

vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : u(y)ψy(a) /∈
◦
G} est relativement compact, pour tous

K ∈ Cst(E), G ∈ N , u ∈ U et a ∈ A \ {0}.
La réciproque est vraie si f(N(G, v, f)) est précompact dans A et v(N(G, v, f)) est

équicontinu sur A, pour tous G ∈ N , v ∈ V et f ∈ E.

Démonstration. Supposons que ψCϕ applique continûment E dans CU0(Y,A), alors

de toute évidence (4.3) découle du Théorème 4.3.1. Fixons maintenant K ∈ Cst(E),

u ∈ U , G ∈ N et a 6= 0. Choisissons f ∈ E tel que f ≡ a sur K. Comme ψCϕ(f)

appartient à CU0(Y,A), l’ensemble

S := {y ∈ Y : u(y)ψy(f(ϕ(y))) /∈
◦
G}
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est relativement compact et contient

ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : u(y)ψy(a) /∈
◦
G}.

Par conséquent, ce dernier est relativement compact.

Réciproquement, d’après Théorème 4.3.1, la condition (4.3) implique que ψCϕ applique

continûment E dans CU(Y,A). Il reste à montrer l’inclusion ψCϕ(E) ⊂ CU0(Y,A).

On se donne f ∈ E, G ∈ N et u ∈ U , et on considére à nouveau l’ensemble S

défini comme ci-dessus. On montre que S est relativement compact et par conséquent

ψCϕ(f) ∈ CU0(Y,A). En effet, soit H ∈ N satisfaisant H + H ⊂
◦
G. D’après (4.3), il

existe I ∈ N et v ∈ V tels que

PH(u(y)ψy(a)) ≤ PI(v(ϕ(y)a), ∀a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (4.8)

Mais K := N(I, v, f) appartient à Cst(E) et contient ϕ(S). Donc pour montrer que

ψCϕ(f) appartient à CU0(Y,A), il suffit de montrer que S est contenu dans une réunion

finie d’ ensembles de la forme

Ci := {y ∈ Y : u(y)ψy(ai) /∈
◦
H}

avec ai ∈ A \ {0}. Mais l’ensemble v(K) est équicontinu. Donc il existe J ∈ N tel que

v(x)J ⊂ I, ∀x ∈ N(I, v, f). (4.9)

De plus, comme f(K) est précompact dans A, f(ϕ(S)) l’est aussi. Par conséquent, il

existe y1, . . . , yn ∈ S tels que

f(ϕ(S)) ⊂
n⋃
i=1

(f(ϕ(yi)) + J).

Ainsi, pour y ∈ S, il existe un certain i ∈ {1, ..., n} tel que f(ϕ(y))− f(ϕ(yi)) ∈ J .

D’après (4.8) et (4.9), on obtient u(y)ψy(f(ϕ(y))−f(ϕ(yi))) ∈ H. Donc u(y)ψy(f(ϕ(yi))) /∈
◦
H. Sinon,

u(y)ψy(f(ϕ(y))) = [u(y)ψy(f(ϕ(y))− f(ϕ(yi)))] + u(y)ψy(f(ϕ(yi)))

∈ H +
◦
H ⊂

◦
G,
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ce qui est une contradiction. Par conséquent

S ⊂
n⋃
i=1

{y ∈ Y : u(y)ψy(ai) /∈
◦
H},

avec ai = f(ϕ(yi))(6= 0).

Il est à noter que, chaque fois que E ⊂ CV0(X,A), l’ensemble N(G, v, f) est

contenu dans un ensemble compact pour tout f ∈ E. Par conséquent, f(N(G, v, f)) est

précompact. Si, en plus, il arrive que A est un espace localement convexe tonnelé, alors

aussi v(N(G, v, f)) est équicontinu, car il est fortement borné. Cela donne beaucoup

de résultats en corollaires.

Dans le cas des opérateurs de multiplication, on obtient :

Corollaire 4.3.7. Supposons que E vérifie (C) et l’une des conditions i., ii. ou iii. du

Théorème 4.3.1. Si f(N(G, v, f)) est précompact dans A et v(N(G, v, f)) est équicontinu

sur A, pour tous G ∈ N , v ∈ V et f ∈ E, alors Mψ applique continûment E dans

CU0(Y,A) si, et seulement si, (4.5) est vérifiée et K ∩ {y ∈ Y : u(y)ψy(a) /∈
◦
G} est

relativement compact, pour tous K ∈ Cst(E), G ∈ N , u ∈ U et a ∈ A \ {0}.

De façon similaire, dans le cas des opérateurs de composition, on obtient :

Corollaire 4.3.8. Supposons que E vérifie (C) et l’une des conditions i., ii. ou iii. du

Théorème 4.3.1. Si f(N(G, v, f)) est précompact dans A et v(N(G, v, f)) est équicontinu

sur A, pour tous G ∈ N , v ∈ V et f ∈ E, alors Cϕ applique continûment E dans

CU0(Y,A) si, et seulement si, (4.6) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {x ∈ X : u(x)a /∈
◦
G} est

relativement compact, pour tous K ∈ Cst(E), G ∈ N , u ∈ U et a ∈ A \ {0}.

Dans le cas où (A, ‖ ‖) est un espace normé, les ensembles N(G, v, f) peuvent être

remplacés par les ensembles N(v, f) := {x ∈ X : ‖v(x)f(x)‖ ≥ 1}, v ∈ V et f ∈ E.

Ainsi, nous obtenons le corollaire suivant, qui est aussi une extension du Théorème

2.2.5 dans un cadre plus large.

Corollaire 4.3.9. Supposons que A est un espace normé, que E satisfait (C) et,

au moins, l’une des conditions i., ii. ou iii. du Théorème 4.3.1. Si ψCϕ applique
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continûment E dans CU0(Y,A) alors (4.7) est vérifiée et ϕ−1(K)∩{y ∈ Y : ‖u(y)ψy(a)‖ ≥
1} est relativement compact pour tous K ∈ Cst(E), u ∈ U et a ∈ A \ {0}.

La réciproque est vraie si f(N(v, f)) est précompact dans A et v(N(v, f)) est

équicontinu sur A, pour tous v ∈ V et f ∈ E.

Remarque 4.3.10. 1. Notons que Lemme 2.2.4 reste aussi vraie avec la nouvelle

définition de la propriété (M) donnée dans ce chapitre.

2. Les éléments de Cst(E) ne sont pas nécessairement compacts. A ce point, notons

que, si E contient les fonctions constantes, alors X est dans Cst(E) sans qu’il soit

nécessairement compact. Sous les conditions du Lemme 2.2.4, les compacts appartenant

à Cst(E) sont exactement les compacts contenu dans coz(E).

3. Sous les conditions du Lemme 2.2.4 et dans le cas E ⊂ CV0(X,A), la propriété

(C) est équivalente au fait que N(G, v, f)
X
⊂ coz(E) pour tous v ∈ V , G ∈ N et

f ∈ E. Cette condition est réalisée si E satisfait en plus (SV ). En particulier, si les

éléments de V sont σ-continus.

4. Si E vétifie (P ′) et les poids v ∈ V sont tous σ-continus, la réciproque du

Théorème 4.3.6 reste vraie avec les compacts K de coz(E) à la place de tous les

membres de Cst(E).

Dans le cas E ⊂ CV0(X,A), on caractérise dans le théorème suivant, la continuité

de ψCϕ tout comme Théorème 4.3.6. Mais au lieu de considérer tous les éléments de

Cst(E) dont les compacts de coz(E) font partie, on se réstreint aux compacts de

coz(E).

Théorème 4.3.11. Supposons que E ⊂ CV0(X,A) satisfait (C) et que, pour tous

v ∈ V , G ∈ N et f ∈ E, l’ensemble v(N(G, v, f)) est équicontinu sur A. Alors,

sous chacune des conditions ci-dessous i., ii’., ou iii., ψCϕ est continu de E dans

CU0(Y,A) si, et seulement si, (4.3) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : u(y)ψy(a) /∈
◦
G}

est relativement compact, pour tout compact K ⊂ coz(E), et tous G ∈ N , u ∈ U et

a ∈ A \ {0}. Où

i. E satisfait (M),

ii’. E satisfait (P ′) et (SV ),

iii. X est localement compact et K(X)⊗ A ⊂ E.
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Démonstration. En prenant en considération Lemme 2.2.4 et que (P ′) implique (P ),

la nécessité est la même que dans Théorème 4.3.6.

Suffisance : Pour tous v ∈ V , G ∈ N , f ∈ E et H ∈ N , l’ensemble N(G, v, f) est

relativement compact. D’après (C), il existe g ∈ E tel que g = a sur N(G, v, f), avec

a ∈ A \ {0}. Donc N(G, v, f) ⊂ g−1({a}) qui est fermé. Par conséquent, la fermeture

de N(G, v, f) dans X est un sous-ensemble compact contenu dans coz(E). Donc

ϕ−1(N(G, v, f)) ∩ {y ∈ Y : u(y)ψy(a) /∈
◦
H}

est relativement compact et f(N(G, v, f)) est précompact dans A. Nous concluons tout

comme dans la preuve du Théorème 4.3.6.

Dans le cas des opérateurs de multiplication, on obtient :

Corollaire 4.3.12. Supposons que E ⊂ CV0(X,A) satisfait (C) et, au moins, l’une des

conditions du Théorème 4.3.11, et que, pour tous v ∈ V , G ∈ N et f ∈ E, l’ensemble

v(N(G, v, f)) est équicontinu sur A. Alors Mψ est continu de E dans CU0(Y,A) si, et

seulement si, (4.5) est vérifiée.

De façon similaire, dans le cas des opérateurs de composition, on ontient :

Corollaire 4.3.13. Supposons que E ⊂ CV0(X,A) satisfait (C) et, au moins, l’une des

conditions du Théorème 4.3.11, et que, pour tous v ∈ V , G ∈ N et f ∈ E, l’ensemble

v(N(G, v, f)) est équicontinu sur A. Alors Cϕ est continu de E dans CU0(Y,A) si,

et seulement si, (4.6) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {x ∈ X : u(x)a /∈
◦
G} est relativement

compact, pour tout compact K ⊂ coz(E), et tous G ∈ N , u ∈ U et a ∈ A \ {0}.

Dans le cas où A est un espace localement convexe tonnelé (en particulier un espace

de Banach), chaque ensemble β-borné dans L(A) est équicontinu, donc aussi σ-borné.

Par la semi-continuité supérieure de la fonction PG,v : x 7→ PG(v(x)a), pour chaque

a ∈ A, l’application v est β-borné sur les parties compacts de X. Puisque N(G, v, f)

est contenu dans un ensemble compact, v(N(G, v, f)) est équicontinu. On obtient :

Corollaire 4.3.14. Supposons que A est un espace normé tonnelé et que E ⊂ CV0(X,A)

satisfait (C). Alors, sous l’une des conditions i., ii’. ou iii. du Théorème 4.3.11, ψCϕ
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est continu de E dans CU0(Y,A) si, et seulement si, (4.7) est vérifiée et ϕ−1(K)∩{y ∈
Y : ‖u(y)ψy(a)‖ ≥ 1} est relativement compact, pour tout compact K ⊂ coz(E), et tous

u ∈ U et a ∈ A \ {0}.

4.4 Opérateurs de composition pondérée bornés.

Rappelons qu’une application linéaire θ est dite bornée s’il existe un voisinage de 0

dont l’image, par cette application, est bornée.

Théorème 4.4.1. Supposons que l’une des conditions i., ii. ou iii. du Théorème 4.3.1

est satisfaite. Alors ψCϕ est borné de E dans CU(Y,A) si, et seulement si, il existe

H ∈ N et v ∈ V tels que pour tous G ∈ N et u ∈ U , il existe λ > 0 :

PG(u(y)ψy(a)) ≤ λPH(v(ϕ(y))a), a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (4.10)

Démonstration. Nécessité : Puisque ψCϕ est borné de E dans CU(Y,A), il existe H ∈
N et v ∈ V tels que, pour tous G ∈ N et u ∈ U , il existe λ > 0 vérifiant

PG,u(ψCϕ(f)) ≤ λ, f ∈ BH,v.

Donc,

PG,u(ψCϕ(f)) ≤ λPH,v(f), f ∈ E.

Par suite, pour tout y ∈ Y , on a

PG(u(y)ψy(f(ϕ(y))) ≤ λ sup{PH(v(x)f(x)), x ∈ X}. (4.11)

Soient y0 ∈ YE,ϕ et a ∈ A des éléments donnés et posons x0 := ϕ(y0).

Considérons la fonction hn construite dans la preuve du Théorème 4.3.1 et correspon-

dant à chacun des trois cas. En appliquant (4.11) à hn et en faisant tendre n vers

l’infini, on obtient

PG(u(y0)ψy0(a)) ≤ λPH(v(ϕ(y0))a), a ∈ A.

Suffisance : Supposons qu’il existe H ∈ N et v ∈ V tels que (4.10) est valide. On se

donne G ∈ N et u ∈ U . Donc, pour f ∈ E et y ∈ Y , on a

PG(u(y)ψy(f(ϕ(y)))) ≤ λPH(v(ϕ(y)f(ϕ(y))), y ∈ Y.
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En particulier, pour f ∈ BH,v, on obtient

PG(u(y)ψy(f(ϕ(y)))) ≤ λ, y ∈ Y.

Ce qui donne

PG,u(ψCϕ(f)) ≤ λ, f ∈ BH,v.

Dans le cas des opérateurs de multiplication, on obtient :

Corollaire 4.4.2. Si E vérifie l’une des conditions i., ii. ou iii. du Théorème 4.3.1,

alors Mψ est borné de E dans CU(X,A) si, et seulement si, il existe H ∈ N et v ∈ V
tels que :

∀G ∈ N , u ∈ U, ∃λ > 0 : PG(u(x)ψx(a)) ≤ λPH(v(x)a), a ∈ A, x ∈ coz(E).

De même, dans le cas des opérateurs de composition, on obtient :

Corollaire 4.4.3. Si E vérifie l’une des conditions i., ii. ou iii. du Théorème 4.3.1,

alors Cϕ est borné de E dans CU(X,A) si, et seulement si, il existe H ∈ N et v ∈ V
tels que :

∀G ∈ N , u ∈ U, ∃λ > 0 : PG(u(y)a) ≤ λPH(v(ϕ(y))a), a ∈ A, y ∈ YE,ϕ.

Lorsque (A, ‖ ‖) est un espace normé, les choses deviennent beaucoup plus faciles,

à savoir :

Corollaire 4.4.4. Supposons que (A, ‖ ‖) est un espace normé et que l’une des condi-

tions i., ii. ou iii. du Théorème 4.3.1 est satisfaite. Alors ψCϕ est borné de E dans

CU(Y,A) si, et seulement si, la condition suivante est vérifiée :

∃ v ∈ V, ∀ u ∈ U,∃ λ > 0 : ‖u(y)ψy(a)‖ ≤ λ‖v(ϕ(y))a‖, a ∈ A, y ∈ YE,ϕ. (4.12)

En combinant convenablement les preuves des Théorèmes (4.3.11) et (4.4.1), on

obtient le résultat suivant.
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Théorème 4.4.5. Supposons que E ⊂ CV0(X,A) vérifie la propriété (C) et l’une des

conditions i., ii’. ou iii. du Théorème 4.3.11. Si, pour tous v ∈ V , G ∈ N et f ∈ E,

v(N(G, v, f) est équicontinu sur A, alors ψCϕ est borné de E dans CU0(Y,A) si, et

seulement si, (4.10) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : u(y)ψy(a) /∈
◦
G} est relativement

compact, pour tout compact K ⊂ coz(E), et tous G ∈ N , u ∈ U et a ∈ A \ {0}.

Démonstration. Nécessité : (4.10) découle du Théorème 4.4.1. Comme ψCϕ est borné

de E dans CU0(Y,A), il applique continûment E dans CU0(Y,A). Donc la conclusion

dérive du Théorème 4.3.11.

Suffisance : D’après Théorème 4.4.1, la condition (4.10) implique que ψCϕ est borné

de E dans CU(Y,A). Par suite il applique continûment E dans CU(Y,A). D’après

Théorème 4.3.11, la deuxième condition montre que ψCϕ est à image dans CU0(Y,A).

Dans le cas où (A, ‖ ‖) est un espace normé, on obtient :

Corollaire 4.4.6. Supposons que E ⊂ CV0(X,A) satisfait (C) et l’une des conditions

i., ii’. ou iii. du Théorème 4.3.11. Supposons aussi que, pour tous v ∈ V et f ∈ E,

l’ensemble v(N(v, f)) est équicontinu sur A. Alors ψCϕ est borné de E dans CU0(Y,A)

si, et seulement si, (4.12) est vérifiée et ϕ−1(K) ∩ {y ∈ Y : ‖u(y)ψy(a)‖ ≥ 1} est

relativement compact, pour tout compact K ⊂ coz(E), et tous u ∈ U et a ∈ A \ {0}.

4.5 Opérateurs de composition pondérée équicontinus.

Rappelons que, si une application linéaire θ est à valeurs dans un espace de fonctions

continues sur un espace topologique Z, on dit qu’elle est équicontinue sur Z0 ⊂ Z, si

l’image par θ d’un certain voisinage de 0 est équicontinue en tout point z ∈ Z0.

Nous examinons maintenant l’équicontinuité locale de ψCϕ. Notons que, dans le cas

des poids à valeurs scalaires, tout x ∈ X admet un voisinage Ω tel que tout v ∈ V est

borné sur Ω.

Définition 4.5.1. On dit que X est localement V -σ-borné si, pour tout x ∈ X, il existe

Ωx ∈ Vx tel que l’ensemble {v(t) : t ∈ Ωx} est borné dans Lσ(A), pour tout v ∈ V .
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Théorème 4.5.2. Supposons que l’une des conditions i., ii’. ou iii. du Théorème 4.3.11

est satisfaite, que X est localement V -σ-borné, et que, pour tout x ∈ X, V (x)∩Lbi(A) 6=
∅. Alors ψCϕ est localement équicontinu sur YE,ϕ,ψ si, et seulement si, les conditions

suivantes sont remplies :

1. ϕ est localement constante sur YE,ϕ,ψ.

2. ψ est continu de YE,ϕ,ψ dans Lσ(A).

Démonstration. Nécessité : 1. Supposons que ϕ n’est constante sur aucun voisinage de

y0 ∈ YE,ϕ,ψ et choisissons f0 ∈ E avec ψy0(f0(ϕ(y0))) 6= 0. Alors tout Ω ∈ Vy0 contient

un yΩ avec ϕ(y0) 6= ϕ(yΩ). Considérons fΩ ∈ Cb(X) tel que 0 ≤ fΩ ≤ 1, fΩ(ϕ(yΩ)) = 0

et fΩ(ϕ(y0)) = 1. L’ensemble {gΩ := fΩf0, Ω ∈ Vy0} est borné dans E et alors son

image par ψCϕ est équicontinue en y0. Donc, pour tout G ∈ N , il existe Ω
′ ∈ Vy0 tel

que

ψy(gΩ(ϕ(y)))− ψy0(gΩ(ϕ(y0))) ∈ G, y ∈ Ω′, Ω ∈ Vy0 .

Ainsi, pour tous Ω ⊂ Ω′ et y = yΩ, nous obtenons ψy0(f0(ϕ(y0))) ∈ G. Puisque G est

arbitraire, ψy0(f0(ϕ(y0))) = 0, ce qui est une contradiction.

2. Soient y0 ∈ YE,ϕ,ψ et B un ensemble borné dans A. D’après 1., il existe un voisinage

Ω0 de y0 sur lequel ϕ est constante prenant une valeur x0. Puisque X est localement

V -σ-borné, il existe Ωx0 ∈ Vx0 tel que {v(t) : t ∈ Ωx0} est σ-borné, ∀v ∈ V . Donc, pour

tous v ∈ V et G ∈ N

∃MG,v > 0 : PG(v(t)b) ≤MG,v, t ∈ Ωx0 , b ∈ B.

Sous la condition i. :

Choisissons f0 ∈ E et H ∈ N de sorte que ψy0(f0(x0)) 6= 0 et PH(f0(x0)) = 1 et

considérons le sous-ensemble ouvert U := {x ∈ X :
1

2
< PH(f0(x)) <

3

2
} contenant x0

et g ∈ Cb(X) tel que g(x0) = 1, 0 ≤ g ≤ 1 et supp(g) ⊂ U ∩ Ωx0 . Posons

K := {gPHof0 ⊗ b, b ∈ B}.
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Nous obtenons

PG,v(gPHof0 ⊗ b) = sup{g(x)PH(f0(x))PG(v(x)b) : x ∈ X}

≤ sup{PH(f0(x))PG(v(x)b) : x ∈ U ∩ Ωx0}

≤ 3

2
MG,v.

Ainsi K est borné dans E. Par conséquent, ψCϕ(K) est équicontinu en y0. D’où il

existe un voisinage de y0, Ω contenu dans Ω0 tel que

ψy(g(ϕ(y)PH(f0(ϕ(y))b)− ψy0(g(ϕ(y0)PH(f0(ϕ(y0))b) ∈ G, y ∈ Ω, b ∈ B.

i.e.,

ψy(b)− ψy0(b) ∈ G, y ∈ Ω, b ∈ B.

Ceci donne ψy − ψy0 ∈ N(B,G) pour tout y ∈ Ω, ce qui montre que ψ est σ-continu

en y0. Comme y0 est arbitraire dans YE,ϕ,ψ, ψ est σ-continu sur YE,ϕ,ψ.

Sous la condition ii′. :

Pour b ∈ B, choisissons la fonction fb ∈ C(X) telle que fb ⊗ b ∈ E, fb(x0) = 1

et 0 ≤ fb ≤ 1 et considérons le sous-ensemble ouvert Ub := {x ∈ X :
1

2
< fb(x)}

contenant x0 et gb ∈ Cb(X) tels que gb(x0) = 1, 0 ≤ gb ≤ 1 et supp(gb) ⊂ Ub ∩ Ωx0 .

Alors K := {gbfb ⊗ b, b ∈ B} est un borné de E. En effet

PG,v(gbfb ⊗ b) = sup{gb(x)fb(x)PG(v(x)b) : x ∈ X}

≤ sup{PG(v(x)b) : x ∈ Ub ∩ Ωx0}

≤ MG,v.

Par conséquent ψCϕ(K) est équicontinu en y0. Il existe donc un voisinage Ω de y0,

contenu dans Ω0 et tel que

ψy(gb(ϕ(y))fb(ϕ(y))b)− ψy0(gb(ϕ(y0))fb(ϕ(y0))b) ∈ G, y ∈ Ω, b ∈ B.

i.e.,

ψy(b)− ψy0(b) ∈ G, y ∈ Ω, b ∈ B.

Cela donne ψy − ψy0 ∈ N(B,G) pour tout y ∈ Ω, montrant que ψ est σ-continu en y0.

Par suite, ψ est σ-continu sur YE,ϕ,ψ.
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Sous la condition iii. :

Il existe f ∈ C(X,R+) tel que f(x0) = 1 et supp(f) ⊂ Ωx0 est compact. En considérant

le sous-ensemble ouvert U := {x ∈ X :
1

2
< f(x) <

3

2
} et en raisonnant de la même

manière que ci-dessus. On arrive à la σ-continuité de ψ sur YE,ϕ,ψ.

Suffisance : On se donne un ensemble borné B ⊂ E, y0 ∈ YE,ϕ,ψ et G ∈ N . D’après

notre hypothèse, il existe un voisinage Ω0 de y0 où ϕ est constante prenant une valeur

x0. Choisissons v ∈ V avec v(x0) borné inférieurement, c’est-à-dire qu’il existe H ∈ N
et r > 0 : rPG(a) ≤ PH(v(x0)a)), a ∈ A. Donc, l’ensemble

B := {f(x0), f ∈ B}

est borné dans A. Comme ψ est σ-continu en y0, il existe un autre voisinage Ω de y0

tel que Ω ⊂ Ω0 et

ψy − ψy0 ∈ N(B,G), y ∈ Ω.

C’est-à-dire

ψy(f(x0))− ψy0(f(x0)) ∈ G, y ∈ Ω, f ∈ B.

Ce qui donne

ψCϕ(f)(y)− ψCϕ(f)(y0) ∈ G, y ∈ Ω, f ∈ B.

Par suite ψCϕ(B) est équicontinu en y0 et donc sur YE,ϕ,ψ.

Une conséquence triviale du Théorème 4.5.2 est

Corollaire 4.5.3. Supposons que E satisfait les conditions du Théorème 4.5.2. Si ϕ

n’est constante sur aucun ensemble ouvert (en particulier, si X n’a pas de point isolé

et ϕ est injective), alors ψCϕ est localement équicontinu de E dans C(Y,A) si, et

seulement si, il est identiquement nul.

Définition 4.5.4. On dit qu’un poids v est localement équicontinu sur X, si pour tout

x ∈ X, il existe Ω ∈ Vx tel que v(Ω) est équicontinu sur A (c’est-à-dire pour tout

G ∈ N il existe H ∈ N tel que v(x)(H) ⊂ G, pour tout x ∈ Ω).

On dit qu’une famille V est localement équicontinue sur X si tout v ∈ V est localement

équicontinu sur X.
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Notons que v(x)(H) ⊂ G n’est rien d’autre que PG(v(x)a) ≤ PH(a) pour tout

a ∈ A.

Théorème 4.5.5. Supposons que l’une des conditions i., ii’. ou iii. du Théorème 4.3.11

est satisfaite et que, pour tout x ∈ X, V (x) ∩ Lbi(A) 6= ∅. Alors ψCϕ est équicontinu

sur YE,ϕ,ψ si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. ϕ est localement constante sur YE,ϕ,ψ.

2. Il existe G ∈ N tel que, pour tous y0 ∈ YE,ϕ,ψ et H ∈ N , il existe un voisinage

Ω de y0 telle que ψy − ψy0 ∈ N(G,H) pour tout y ∈ Ω.

La réciproque est vraie si V est supposé localement équicontinue sur X.

Démonstration. Supposons que les conditions 1. et 2. sont satisfaites. Soit y0 ∈ YE,ϕ,ψ.

D’après 1., il existe un voisinage Ω0 de y0 sur lequel ϕ est constante prenant une valeur

x0. D’après 2., il existe G ∈ N tel que, pour tout H ∈ N , il existe un voisinage Ω de

y0 tel que

ψy − ψy0 ∈ N(G,H), ∀y ∈ Ω.

c’est-à-dire

ψy(a)− ψy0(a) ∈ H, ∀y ∈ Ω, a ∈ G.

Soit v ∈ V tel que v(x0) est borné inférieurement. Alors il existe G′ ∈ N tel que

PG(a) ≤ PG′(v(x0)a), a ∈ A. Pour tout f ∈ BG′,v, on a f(x0) ∈ G. Donc, pour tout

y ∈ Ω ∩ Ω0

ψy(f(ϕ(y)))− ψy0(f(ϕ(y0))) ∈ H.

En résumé, il existe v ∈ V et G′ ∈ N tels que pour tout H ∈ N

ψy(f(ϕ(y)))− ψy0(f(ϕ(y0))) ∈ H, ∀y ∈ Ω ∩ Ω0, ∀f ∈ BG′,v

c’est-à-dire ψCϕ(BG′,v) est équicontinu en y0. Ainsi ψCϕ est équicontinu sur YE,ϕ,ψ.

Réciproquement, Supposoons que V est localement équicontinue et ψCϕ est équicontinu.

Alors ψCϕ est localement équicontinu. Donc 1. découle du Théorème 4.5.2. Quant à

2., on se donne y0 ∈ YE,ϕ,ψ. Puisque ψCϕ est équicontinu, il existe G ∈ N et v ∈ V tels

que ψCϕ(BG,v) est équicontinu sur YE,ϕ,ψ, donc en y0. D’après 1., il existe un voisinage

Ω0 de y0 sur lequel ϕ est constante prenant une valeur x0. Soit maintenant H ∈ N .

Comme V est localement équicontinue sur X, il existe Ωx0 ∈ Vx0 et G′ ∈ N tels que :
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v(x)G′ ⊂ G ∩H, ∀x ∈ Ωx0 .

Sous la condition i. :

Il existe f0 ∈ E tel que ψy0(f0(ϕ(y0))) 6= 0. Donc f0(ϕ(y0)) 6= 0 et il existe aussi I ∈ N
tel que PI(f0(x0)) = 1. Considérons le sous-ensemble ouvert

U := {x ∈ X :
1

2
< PI(f0(x)) <

3

2
}

contenant x0. Il existe g ∈ Cb(X) tel que g(x0) = 1, 0 ≤ g ≤ 1 et supp(g) ⊂ U ∩ Ωx0 .

L’ ensemble

K := {gPIof0 ⊗ a, a ∈ G′}

est contenu dans
3

2
BG,v. Donc ψCϕ(K) est équicontinu en y0. Par conséquent, il existe

un voisinage Ω′ de y0, contenu dans Ω0 tel que

ψy(g(ϕ(y))PI(f0(ϕ(y))a))− ψy0(g(ϕ(y0))PI(f0(ϕ(y0))a)) ∈ H, y ∈ Ω′, a ∈ G′.

C’est-à-dire

ψy(a)− ψy0(a) ∈ H, y ∈ Ω′, a ∈ G′.

ou encore ψy − ψy0 ∈ N(G′, H) pour tout y ∈ Ω′.

Sous la condition ii′. :

Il existe fa ∈ C(X) tel que fa ⊗ a ∈ E et fa(x0) = 1. Donc l’ensemble Ua := {x ∈ X :
1

2
< fa(x) <

3

2
} est un voisinage ouvert de x0. Il existe ga ∈ Cb(X) tel que ga(x0) = 1,

0 ≤ ga ≤ 1 et supp(ga) ⊂ Ua ∩ Ωx0 . L’ensemble K := {gafa ⊗ a, a ∈ G′} est contenu

dans
3

2
BG,v. Donc ψCϕ(K) est équicontinu en y0. Par conséquent, il existe un voisinage

Ω′ de y0, contenu dans Ω0 tel que

ψy(ga(ϕ(y))fa(ϕ(y))a)− ψy0(ga(ϕ(y0))fa(ϕ(y0))a) ∈ H, y ∈ Ω′, a ∈ G′.

i.e.,

ψy(a)− ψy0(a) ∈ H, y ∈ Ω′, a ∈ G′.

Ce qui implique ψy − ψy0 ∈ N(G′, H) pour tout y ∈ Ω′.

Sous la condition iii. :
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Il existe f ∈ C(X,R+) tel que f(x0) = 1, 0 ≤ f ≤ 1 et supp(f) ⊂ Ωx0 est compact. La

fonction f ⊗ a ∈ E, pour tout a ∈ G′. L’ensemble

K := {f ⊗ a, a ∈ G′}.

est contenu dans BG,v. Donc ψCϕ(K) est équicontinu en y0. Par conséquent, il existe

un voisinage Ω′ de y0, contenu dans Ω0 tel que

ψy(f(ϕ(y))a)− ψy0(f(ϕ(y0))a) ∈ H, y ∈ Ω′, a ∈ G′.

i.e.,

ψy(a)− ψy0(a) ∈ H, y ∈ Ω′, a ∈ G′.

C’est-à-dire ψy − ψy0 ∈ N(G′, H) pour tout y ∈ Ω′.

Dans le cas où (A, ‖ ‖) est un espace normé, on obtient :

Corollaire 4.5.6. Supposons que l’une des conditions i., ii’. ou iii. du Théorème

4.3.11 est satisfaite, et que, pour tout x ∈ X il existe v ∈ V tel que v(x) est borné

inférieurement sur A. Alors ψCϕ est équicontinu sur YE,ϕ,ψ, si les deux conditions sui-

vantes sont remplies :

1. ϕ est localement constante sur YE,ϕ,ψ.

2. Pour tous y0 ∈ YE,ϕ,ψ et ε > 0, il existe un voisinage Ω de y0 tel que ‖ψy−ψy0‖ ≤ ε

pour tout y ∈ Ω.

La réciproque est vraie si V est localement équicontinue sur X.

Ce Chapitre fait l’objet de l’article [50]



Conclusion et perspectives

Cette thèse est une contribution à l’étude des espaces à poids de Nachbin CV (X,A),

ensemble des fonctions continues sur un espace complètement régulier X et à valeurs

dans un espace vectoriel topologique A, et à celle de certains opérateurs sur ces espaces.

Nous nous sommes particulièrement intéressé à l’étude des opérateurs de multiplication,

des opérateurs de composition et à ceux de composition pondérée.

Ici, nous avons repris l’étude des espaces à poids généralisés initiée par C. Shekhar

et B. S. Komal. Ajustant leur définition d’une famille de Nachbin, nous avons donné,

pour la première fois, une définition rigoureuse d’une famille de Nachbin généralisée et

par la suite d’un espace à poids généralisé. Nous avons alors établi plusieurs propriétés

de ces espaces CV (X,A) dans différents contexts, à savoir lorsque A est un espace de

Hilbert, un espace normé ou tout simplement un espace vectoriel topologique. Nous

avons aussi donné un théorème du tyupe Stone-Weierstrass caractérisant les parties

denses dans un sous-espace vectoriel E de CV0(X,A) et obtenu plusieurs théorèmes du

type Arzelà-Ascoli dans des sous-espaces particuliers de CV (X,A), particulièrement

lorsque A est un espace normé.

L’essentiel de notre contribution cependant s’inscrit dans le cadre de l’étude des

opérateurs de multiplication, des opérateurs de composition et de ceux de composition

pondérée d’un sous-espace vectoriel E de CV (X,A) dans un autre espace à poids

généralisé CU(Y,A). Nous avons obtenu plusieurs résultats caractérisant parmi ces

opérateurs ceux qui sont continus, bornés inférieurement, à images dense, inversibles

ou équicontinus, et ceux dans différents contexts selon la nature de A.

Parmi nos perspectives, nous projetons de :

1. Compléter l’étude des espaces à poids généralisés, particulièrement lorsque A est une
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algèbre topologique d’un certain type.

2. Etudier l’inversibilité et la compacité des opérateurs considérés dans cette thèse et

dont nous n’avons pas examiné ces propriétés.

3. Caractériser les différents spectres desdits opérateurs.

4. Etendre une telle étude aux espaces à poids généralisés de fonctions holomorphes

ou de fonctions harmoniques sur un ouvert de C ou encore sur une variété ainsi que

les opérateurs de multiplication, de composition ou de composition pondérée sur ces

espaces.
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Résumé 

 
Cette thèse est une contribution à l’étude des espaces à poids de fonctions continues sur un espace 

complètement régulier X et à valeurs dans un espace vectoriel topologique A. La recherche dans ce domaine 

a connu un essor considérable pendant les dernières décennies. S'il est de tradition de considérer des familles 

V de Nachbin constituées de fonctions réelles (poids) semi-continues supérieurement sur X, nous 

considérons ici pour la première foisdes familles de Nachbin, définies de manière rigoureuse,  dont les poids 

sont à valeurs opérateurs sur A. Notons qu'un tel essai a été entrepris par Shekhar et Komal dans le cas d'un 

espace de Hilbert H, mais leur travail contenait plusieurs imperfections. Nous avons remédié à ces 

imperfections et présenté un cadre approprié pour mener une étude systématique sur ces nouveaux espaces à 

poids, dit généralisés ou non commutatifs. Ceci constitue une belle généralisation des espaces à poids 

classiques. Nous nous sommes alors intéressés à certaines propriétés de ces espaces CV(X, A), telle la 

séparation et la complétude. Nous avons donné un théorème de densité caractérisant les parties denses dans 

un sous-espace vectoriel E de    (X, A). Ce résultat est en fait une extension du fameux théorème de Stone-

Weierstrass aux espaces à poids. Nous avons aussi obtenu plusieurs théorèmes de type Arzelà-Ascoli dans 

des sous-espaces particuliers de CV(X,A). Le gros de notre contribution cependant s'inscritdans l'étude des 

opérateurs de multiplication, de composition et de composition pondérée d'un sous-espace vectoriel E de 

CV(X, A) dans un autre espace à poids généralisé CU(Y, A). Nous avons obtenu plusieurs résultats 

concernant les propriétés topologiques de ces opérateurs dans différents contextes, selon que A est un espace 

de Hilbert, un espace normé ou seulement un espace vectoriel topologique. 

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Mots-clés : Opérateurs de multiplication, de composition ou de composition pondérée, famille de Nachbin généralisée, 

approximation  dans les espaces à poids généralisés. 

Abstract 
 

This work is a contribution to the study of weighted spaces of continuous functions on a completely regular 

space X with values in a topological vector space A. The research in this area has known a considerable 

growth during the last decades. If traditionally the Nachbin families consist of upper semi-continuous real 

functions on X, we consider here for the first time, in a rigorous way, Nachbin families whose elements (the 

weights) take values in the algebra L(A) of continuous operators on A. Note here that such an essay has been 

attempted by Shekhar and Komal in the Hilbert space case H, their work contained several imperfections. 

We have remedied these imperfections and presented an appropriate framework to conduct a systematic 

study of these new weighted spaces, qualified as generalized or non commutative. This is a nice 

generalization of classical weighted spaces. We then characterized some properties of these spaces CV(X, 

A), such as separation and completeness. We gave a density theorem characterizing the dense subspaces in a 

vector subspace E of   (X, A). This result is actually an extension of the famous theorem of Stone-

Weierstrass to weighted spaces. We have also obtained several Arzela-Ascoli type theorems in particular 

subspaces of CV(X, A). The essential of our contribution however concerns the study of multiplication, 

composition and weighted composition operators from a vector subspace E of CV(X, A) into another 

generalized weighted space CU(Y, A). We obtained several results concerning the topological properties of 

these operators in different contexts, according to whether A is a Hilbert space, a normed space or only a 

topological vector space. 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Keywords : Multiplication, Composition or Weighted composition operators, generalized Nachbin family, 

approximation in Generalized weighted spaces. 


