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Introduction générale

De maniere générale, I'automatique est une discipline scientifique permettant I’étude des pro-
blemes de modélisation, d’analyse et de synthése des systémes. Les domaines d’application de
cette discipline sont tres vastes et variés, tels que 1’électricité, la mécanique, 1’aérospatial, I'indus-
trie automobile, la robotique, la chimie, etc. Comme l'indique le titre de cette thése, nous nous
intéresserons dans la suite a des probléemes de la stabilité et de la synthese qui occupent une place
fondamentale dans ce domaine. Cette these entre dans le cadre de ’étude des systemes bidimension-
nels (2-D) qui représentent une classe importante des systémes dynamiques. En outre, les systémes
2-D ont attiré une attention considérable en raison de leur importance théorique et pratique au
cours de ces derniéres décennies. La caractéristique clé d’un systeme 2-D est que la propagation
de l'information se produit dans deux directions indépendantes. Les modeles d’espace d’état les
plus utilisés pour décrire la dynamique des systemes 2-D sont : Le modele de Roesser, le modele
de Fornasisni-Marchesini (F-M) et le modele d’Attasi. De nombreux processus physiques, tels que
le traitement d’images |[Givone et al., 1972|[Roesser, 1975], le filtrage des signaux [Lu et al., 1992
et les processus thermiques dans les réacteurs chimiques, les échangeurs de chaleur et les fours a
tubes [Kaczorek, 1985], ont des structures bidimensionnelles. Ainsi que la théorie des systéme 2-D
est fréquemment utilisée comme outil d’analyse pour résoudre certains problémes, par exemple, la
commande d’apprentissage itératif [Li et al., 2005] et la commande de processus répétitif [Dymkov
et al., 2002}|Galkowski et al., 2003|. En effet, ’étude des systémes 2-D est un sujet intéressant qui a
recu une attention considérable au cours des dernieres décennies et de nombreux résultats ont été
publiés dans la littérature |Benzaouia et al., 2016} David, 2018}|Galkowski et al., 2018} Kaczorek,
2012].

De point de vue pratique, notamment en science de l'ingénieur, les phénomenes de retard
apparaissent naturellement dans les processus physiques. Et méme si un parmi eux ne contient
pas des retards intrinseques, bien souvent ils apparaissent dans la boucle de commande. Parmi
les sources primordiales d’apparition des retards, il faut absolument citer les temps de réactions
des capteurs ou des actionneurs, les temps de transmissions des informations entre les différentes
composantes des systémes, ou encore les temps de mesures [Ellouze, 2010]. Alors, dans le but de
se rapprocher du processus réel, une meilleure modélisation consiste a prendre en considération les
phénomenes de retard. Contrairement aux systémes ordinaires (systémes sans retards), 1’évolution
des systeémes a retards dépend non seulement de la valeur de leurs variables a l'instant présent
mais aussi d’'une partie de leurs valeurs passées. Dans ce cas, il est nécessaire de mémoriser une
partie de "I’histoire" du systéme pour connaitre son évolution. Vu que le retard est tres souvent a
I’origine des dégradations des performances du systéme ainsi que de son instabilité, les probléemes
d’analyse et de commande ont été bien étudiés et développés pour les systémes monodimensionnels
(1-D) |Di Loreto et al., 2006, Hmamed, 1986, Meng et al., 2010}|Tissir et al., 1994} |Tissir, 2007, Wu
et al., 2010} /Zhao et al., 2012|, alors que ce probléme pour les systémes 2-D vient de gagner une
attention croissante récemment [Xu et al., 2009, Xu et al., 2013}|Yao et al., 2013].

La notion des systemes commutés est bien connue en automatique. Généralement, la classe des
systemes commutés présente une catégorie tres importante des systemes dynamiques hybrides. Un
systéme commuté est composé de plusieurs sous-systemes dynamiques, qui sont appelés souvent
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modes, et un signal de commutation qui spécifie le sous-systéme actif a chaque instant. En vue de
mieux illustrer la notion des systémes commutés, si on s’intéresse au déplacement d’une voiture dont
on souhaite connaitre la position et la vitesse & chaque instant |[El Hachemi, 2012]. Pour cela, on
cherche a spécifier un modele mathématique au déplacement de la voiture. Or, on sait que la vitesse
varie selon le rapport de vitesse enclenché. C’est pour cette raison, nous accordons une équation
mathématique & chaque rapport de vitesse pour décrire le déplacement de la voiture, et chaque
équation mathématique représente un sous-systéme (mode). Donc, si la voiture posséde 5 rapports
de vitesse pour aller en avant, un rapport pour la marche-arriére et un rapport pour la roue-libre.
On a alors sept équations pour décrire le mouvement de la voiture. Clairement, un seul rapport de
vitesse est activé a chaque instant et donc une seule équation décrira le mouvement & chaque instant.
Dans cet exemple, une commutation représente un changement de vitesse et la boite a vitesses joue
le role de signal de commutation. De plus, les systemes commutés surviennent dans de nombreuses
applications d’ingénierie, par exemple dans la commande des moteurs électriques [Balluchi et al.,
1997], la robotique [Bishop et al., 199§], les systémes de commande en réseau |Zhang et al., 2001],
etc.

L’analyse de la stabilité est un concept fondamental et central des systemes dynamiques ce
qui est a la fois une importance théorique et pratique. Il indique le comportement qualitatif d’un
systéme et joue un role capital dans la théorie du contrdle, puisque de nombreuses taches de
conception peuvent étre transformées en probléme de stabilité [Jin, 2017]. En général, les résultats
concernant la stabilité des systémes a retards sont divisés en deux catégories, a savoir les conditions
dépendantes du retard et les conditions indépendantes du retard. Etant donné que la stabilité
des systémes dépend explicitement du retard, les conditions indépendantes du retard est plus
conservatives que les conditions dépendantes du retard, et en particulier pour les petits retards.
La méthode des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii est la méthode la plus couramment utilisée
pour étudier la stabilité des systémes a retards. Le conservatisme de cette approche provient
principalement de la construction de la fonction de Lyapunov-Krasovskii et de I'estimation des
termes intégrales (ou sommations) apparaissant dans la dérivée temporelle (ou la différence dans le
cas discrete) des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. Trés récemment, une grande attention a
été accordée a I’étude de la stabilité des systemes 2-D a retards. De nombreux résultats importants
sur de tels systémes ont été rapportés dans la littérature, (voir [Benhayoun et al., 2013|[Benzaouia
et al., 2011}[Feng et al., 2010,[Huang et al., 2013, [Hmamed et al., 2016]).

De plus, la commande H,, est I'une des approches de commande robuste les plus puissantes
lorsque le systeme est soumis a l'influence des perturbations externes, qui s’est avérée efficace pour
atténuer les perturbations exogenes. Afin de réduire les effets des bruits ou des perturbations dans
les systemes 2-D, le probléme de commande H, a suscité un intérét de recherche croissant, a titre
d’exemple, le probléme de la commande H., dépendante du retard pour les systéemes 2-D discrets
commutés, décrit par le second modele d’espace d’état de F-M a retards a été étudié dans [Duan
et al., 2013|. Dans [Ghous et al., 2016b], une solution au probléme de commande H, des systémes
2-D continues commutés a retards variables a été proposé. Le probleme de la commande H., des
systémes 2-D continus avec des retards variables et des incertitudes bornées en norme a été traité
dans [Ghous et al., 2016a].

Pareil au probléme de commande, le probleme de filtrage a été largement étudié au cours
des dernieres décennies. Le filtrage étant 'une des approches les plus fondamentales et les plus
populaires pour traiter le bruit externe dans les systéemes. Des efforts de recherche importants
ont été consacrés au développement et a la syntheése des filtres [Barbosa et al., 2005} Elsayed et
al., 1989, Petersen et al., 1987, [Wu et al., 2014]. De fagon générale, le probléeme de filtrage se
résume dans l'estimation des états ou d’'une combinaison linéaire des états d’un systéme donné
en utilisant les sorties mesurées, tout en minimisant 'influence des perturbations extérieures sur
Perreur d’estimation. Parmi divers schémas d’estimateur d’état, le filtre de Kalman et le filtre Ho
sont deux outils de filtrage efficaces. Mais dans le cas ou les informations statistiques sur le bruit
extérieur ne sont pas connues avec précision, le célebre schéma de filtrage de Kalman n’est plus
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applicable. Différente du filtrage traditionnel de Kalman, 'approche du filtrage H,, ne nécessite
pas de connaitre les propriétés statistiques des bruits extérieurs. Ainsi, récemment, une grande
attention a été accordée au probléme du filtrage H., pour toutes sortes de systémes dynamiques [El
Hellani, 2018[He et al., 2009[Luan et al., 2010,[Mahmoud et al., 2012|[Shen et al., 2011/[Zhang et al.,
2006, Zoulagh et al., 2017]. Pour les systémes 2-D, dans [Gao et al., 2008], le probléme de filtrage
H, robuste pour les systemes 2-D incertains décrits par le modele Roesser avec des incertitudes
de type polytopique a été étudié. Dans [Li et al., 2012], le probleme de synthese des filtres Ho,
pour les systémes 2-D flous de type Takagi-Sugeno (T-S) décrits par le second modele de F-M a été
résolu. Derniérement, le probleme de filtrage H,, pour les systémes 2-D commutés discrets décrits
par le second modele de F-M a été étudié dans [Yang et al., 201§].

Les contributions de cette these portent sur le développement de nouvelles méthodes d’analyse
de la stabilité et la synthese des lois de commande H, et des filtres H, pour différentes classes des
systemes 2-D. Les critéres présentés ayant pour but la réduction du conservatisme des approches
existantes dans la littérature tout en garantissant que les méthodes proposées soient numériquement
efficaces. Tous les résultats présentés dans cette these sont formulés en termes des contraintes sous
la forme d’inégalités matricielles linéaires (LMIs). Des exemples numériques et des comparaisons
avec des résultats récents de la littérature sont également présentés afin de montrer I’avantage et
I’'intérét des approches proposées.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit est organisé en quatre chapitres de la maniére suivante :

Chapitre [1| : Notions introductives. Ce chapitre présente une introduction au systemes 2-D.
Nous commencerons par présenter en détail les principaux modeles discrets et continus exploités
dans ’étude des systéemes 2-D, pour mettre en place les fondements nécessaires a la compréhension
de nos travaux. Ensuite, nous rappellerons quelques notions de base sur la stabilité de tel systémes.
Et nous terminerons ce premier chapitre par une présentation des outils LMIs et les différentes
propriétés matricielles utiles dans la suite du manuscrit.

Chapitre [2| : Stabilité des systémes 2-D a retards. Dans ce chapitre, le probleme de la
stabilité des systemes 2-D a retards sera abordé. Le chapitre est organisé en trois sections. Dans
la premiére section, une nouvelle condition d’analyse de la stabilité asymptotique des systémes
2-D discrets décrits par le second modele de F-M sera proposée. Puis, dans la deuxiéme section,
I’analyse de la stabilité exponentielle des systémes 2-D discrets commutés décrits par le modele
de Roesser a retards variables sera discutée. Et a la fin de ce chapitre, le probleme d’analyse de
la stabilité avec la performance H., pour des systéemes 2-D continus a retards sera traité dans la
troisieme section.

Chapitre[3]: Commande H, des systémes 2-D aretards. Ce chapitre présente des résultats
portant sur la commande H., des systémes 2-D a retards. Le chapitre est organisé en deux sections
qui traitent d’une part le probléme de la commande fiable H,, pour des systémes 2-D commutés
discrets décrits par le second modele de F-M avec des retards d’état et des défauts d’actionneur, et
d’autre part, le probleme de la commande robuste H,, pour des systemes 2-D continus incertains
avec des retards variables et des incertitudes bornées en normes.

Chapitre : Filtrage H., des systémes 2-D. Les travaux de ce chapitre concernent la
synthese des filtres H, pour des classes de systémes 2-D. Ce chapitre est organisé en trois sections
dont nous proposerons des solutions aux problemes de filtrage robuste H,, pour des systemes 2-D
discrets incertains, filtrage H,, pour les systemes 2-D commutés discrets et filtrage H,, pour les
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systemes 2-D discrets flous de type T-S. L’objectif principale de ce chapitre est de développer des
outils de filtrage H., moins conservatifs en utilisant des nouvelles structures de la fonction de
Lyapunov.
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Chapitre 1

Notions introductives

1.1 Introduction

Lors de I’étude d’un systeme, la phase de modélisation est indispensable car elle conditionne les
méthodes qui seront ensuite utilisées pour analyser ses propriétés. La classe des systemes étudiée
dans cette these présente la particularité de posséder la caractéristique bidimensionnelle dans leur
dynamique (systémes 2-D). Au cours des derniéres décennies, les systémes 2-D ont attiré une
attention considérable dans la théorie et la pratique, en raison de leurs applications potentielles
dans de nombreux domaines, tels que le filtrage des données numériques, le traitement d’images,
lingénierie de I’énergie thermique, etc. [Du et al., 2002,|Lu et al., 1992, Roesser, 1975]. Par rapport
aux systémes monodimensionnels (1-D), la dynamique des systémes 2-D dépend de deux variables
indépendantes, et ces variables indépendantes peuvent toutes les deux étre discreétes, continues
ou mixtes [Boudellioua et al., 2019]. Les systémes 2-D peuvent étre décrits par divers modeles
d’espace d’état tels que le modele de Roesser [Roesser, 1975], le modele de Fornasini-Marchesini
(F-M) |Fornasini et al., 1989] ou le modele d’Attasi |Attasi, 1973].

Ce premier chapitre est consacré a une présentation générale des systemes 2-D. L’importance
se portera fondamentalement sur les differents modeles 2-D et quelques extensions possibles vers
des modeles 2-D complexes. D’autre part, nous proposons un apergu sur quelques outils d’analyse
de la stabilité des systemes 2-D et aussi quelques outils mathématiques nécessaires a ’étude des
systémes 2-D.

1.2 Modéles 2-D

Dans cette section, nous allons discuter les principaux modeles discrets et continus exploités
dans I’étude des systemes 2-D, a savoir celui de Roesser et ceux de F-M, premier et second modeéles.
Nous verrons ensuite quelques passages possibles entre les différents modeles de ces systemes.

1.2.1 Modeles 2-D discrets

1.2.1.1 Modéle de Roesser discret

Le modele de Roesser discret a été proposé pour la premiére fois dans le travail pionnier [Roesser,
1975] par R. P. Roesser pour le traitement d’images, puis ses diverses propriétés ont été largement
utilisés pour représenter des systémes 2-D discrets [Du et al., 2002|. La caractéristique fondamentale
de ce modele est que le vecteur d’état est composé de deux sous-vecteurs indiquant ’état horizontal
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et I’état vertical. Ce modele est alors donné par :

2528 -2 o
vlid) = € [ 209 |+ Dutid), (1.1)

avec 2"(i,j) € R™ et 2¥(i,j) € R™ représentent les vecteurs d’état horizontal et vertical, res-
pectivement. u(i,j) € R™ est le vecteur d’entrée et y(i,5) € R™ est la sortie du systéme. Les
matrices A, B et C peuvent étre écrites sous la forme :

A Ao By
A= . B= Cc=[C G,
[Am A22:| {BQ] [C1 C2]

Les conditions initiales sont données comme suit :

W (0,0) = (),
{x”(z‘,m_fv(i), i=0,1,2,....

avec f"(i) et f(i) sont des vecteurs qui contiennent les valeurs des conditions initials.

1.2.1.2 Modéles de Fornasini-Marchesini discrets

Fornasini et Marchesini en (1976, 1977, et 1978) ont proposé des représentations d’état pour des
fonctions de transfert 2-D dédiées aux filtres numériques 2-D. Différemment au modele de Roesser,
les modeéles de Fornasini-Marchesini (F-M) utilisent un seul vecteur pour représenter une fonction
de deux variables indépendantes. Le premier et second modele de F-M sont données par :

e Premier modeéle de Fornasini-Marchesini

w(i+1,5+1) = Aox(i,j) + Arz(i, j + 1) + Az (i + 1, 7) + Bu(i, j),
y(i,j) = Cx(i, j), (1.2)

avec x(i,j) € R™ représente le vecteur d’état bidimensionnel. u(i, j) € R™ est le vecteur d’entrée
et y(i,j) € R™ est la sortie du systeme.
Les conditions initiales sont données comme suit :

CE(O,i) = f(l)7 s
{x(i,O)zg(i), 1=0,1,2,.... (1.3)

avec f(i) et g(i) sont des vecteurs qui contiennent les valeurs des conditions initials.
e Second modéle de Fornasini-Marchesini

y(i,j) = Cx(i, j) + Du(i, j), (1.4)
avec x(i,j) € R™ représente le vecteur d’état bidimensionnel. u(i, j) € R™ est le vecteur d’entrée
et y(i,7) € R™ est la sortie du systéme. Les conditions initiales sont données par (|1.3]).
1.2.1.3 Passage entre les modeéles

e De modéle de Roesser au second modéle Fornasini-Marchesini
Le modéle de Roesser présenté dans (|1.1)) peut étre écrit sous la forme :

a"(i+1,7) = Ana”(i, j) + A122” (3, j) + Byu(i, j),
J“U(ihj + 1) = Aleh(ivj) + A22xv(i7j) + B2u(i7j)7
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ce qui donne :

a"(i 41,5 +1) = Ana” (i, + 1) + Az (4,5 + 1) + Biu(i, j + 1),
IU(Z + laj + 1) = A21§Ch(i + 17]) + Azng(i + 13]) + BQU(Z =+ 17])

Posons : z(i,j) = [z (i,5) =7 (i,]) }T avec n = mjp + ny,. Alors, le second modele de F-M est
obtenu comme suit :

. . A A . 0 0 ‘ .
z(i+1,7+1) = [ 011 Olz}x(z,]—i—l)—&—[AQl Aﬂ}x(z—i—l,])

+ [Bol} u(i, j+1) + []_22} u(i+1,7)
y(i,j) = Ca(i,j) + Du(i, j)-

e De second modéle de Fornasini-Marchesini au modéle de Roesser
Le modele de F-M présenté dans (|1.4) peut étre écrit sous la forme :

[thl,j)} _ [Al AQ} {xh(i,j)} . [Bl Bg}u(i’j)’

xv(i, 7+ 1) A Ag x¥(4,7) By By
y(i, j) = [2 g} [ﬁhgm + [10) g}um),

avec
o"(ig) = 2(ij +1),  2"(i,j) =2(i+1,j),
u(i,j) = diag{u(i,j +1),u(i +1,5)},
y(i,j) = diag{y(i,j+ 1), y(i +1,5)}.
Ce qui est équivalent au modele de Roesser .

1.2.2 Modeéles 2-D continus

1.2.2.1 Modéle de Roesser continu

Semblable au cas discret, le modele de Roesser continu est largement utilisé pour représenter
des systemes 2-D pratiques. Le vecteur d’état est a nouveau décomposé de deux sous-vecteurs
indiquant 1’état horizontal et 1’état vertical. Le modele de Roesser continu est alors donné par :

dz (t1,t2) h
o =4 m(tl’tQ)]But,t :
[am 8(2,152) ‘| |::L.’U(t1’t2) ( 1 2)
(t1,t2)
(t1,t2)

y(ti,t2) = C [ﬁ } + Du(t1,t2), (1.5)

avec z"(t1,ta) € R™ et a¥(t1,t2) € R™ représentent les vecteurs d’état horizontal et vertical,
respectivement. u(ty,ta) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t1,t2) € R"™v est la sortie du systéme. Les
matrices A, B et C peuvent &tre écrites sous la forme :

Ay Ais By
A= , B= ., C=[C 0.
|:A21 A22:| |:BQ:| [ ! 2]

Les conditions initiales sont données comme suit :

{ z"(0,t2) = fM(ta),
2V (t1,0) = fU(t1),

avec f"(ty) et fU(t1) sont des vecteurs qui contiennent les valeurs des conditions initiales.
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1.2.2.2 Modéles de Fornasini-Marchesini continus

Parallélement au cas discret, les modeles de F-M continus sont définis comme suit :
e Premier modéle de Fornasini-Marchesini

621‘(t1,t2) 83:(151,752) 81‘(t1,t2)
W = Aol‘(tl, tg) + A4 oty + Ao at, + Bu(tl, tg),
y(tl,tg) = Cx(tl,tg) -+ Dx(tl,tg), (16)

avec x(t1,t2) € R™ représente le vecteur d’état bidimensionnel, u(ty,t2) € R™ est le vecteur
d’entrée et y(t1,t2) € R™ est la sortie du systéme. Les conditions initiales sont données par les
deux équations suivantes :

Jf(o,tg) = f(tQ)v
{x(m@) — y(ts), (L7)

avec f(ta) et g(t1) sont des vecteurs qui contiennent les valeurs des conditions initials.
e Second modele de Fornasini-Marchesini

82$(t1,t2) ax(tl,tg) 8x(t1,t2) 8u(t1,t2) 6u(t1,t2)
————— =+4A A B B
It 0t T Ty, T T T,
y(tl,tg) = Clﬂ(tl,tg) + Dl‘(tl,tg), (18)

avec x(t1,t2) € R™ représente le vecteur d’état bidimensionnel, u(t1,t2) € R™ est le vecteur
d’entrée et y(t1,t2) € R™ est la sortie du systéme. Les conditions initiales sont données par ([1.7]).

1.3 Exemples pratiques des systemes 2-D

1.3.1 Echangeur de chaleur

Un échangeur de chaleur (voir Figures et [[.1b]) est un systéme permettant de transférer
de I’énergie thermique d’un fluide vers un autre sans les mélanger. Le flux thermique traverse
la surface d’échange qui sépare les fluides. Les échangeurs de chaleur sont plus utilisés dans di-
verses applications, par exemple le radiateur d’une automobile, un condenseur, un évaporateur, etc.
Apres quelques simplifications I’échangeur de chaleur peut étre exprimé par I’équation différentielle
suivante [Bu et al., 2017, [Kaczorek, 1985, Tandon et al., 2014] :

0T (s,1) 0T (s,1)
= — —agT'(s,t) + bu(s,t 1.9
O ot 0 ( ’ )+ ( )v ( )
ou T'(s,t) est la température & s (direction) € [0,z ¢] et ¢t (temps) € [0,00). u(s,t) est la fonction
d’entrée, ag, b sont des coefficients réels. En prenant :
or Az ’ ot At ’
ou T(x,t) = T(iAx, jAL), u(z,t) = u(iAz,jAt). Az et At sont les périodes de discrétisation
spatiale et temporelle, respectivement.

En choisissant x(i,7) = [TT(Z' —1,5) T*(i,5) ]T, il est facile de vérifier que 1’équation (1.9))

peut étre convertie en systeme 2-D discret décrit par le second modele de F-M suivant :

o 01] . . 0 0 i
w(i+1,j+1) = {0 O}x(w+1)+[§t l—a ﬁt]w(ﬂrld)
xT x

+ [8} u(i,j+1)+ [bgt] u(i+1,7).
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tuyau

::> T(s,1) ::>

vapeur (ou eau)

(a) Schéma de fonctionnement. (b) Systémes réel.

F1GURE 1.1 — Echangeur de chaleur.

1.3.2 Processus de laminage des métaux

Le laminage des métaux est un processus industriel ou la déformation de la piece a lieu entre
deux rouleaux d’axes paralléles tournant dans des directions opposées. Figure [I:24] illustre un
diagramme schématique du processus, 'approche consiste a faire passer le stock (c’est-a-dire le
métal a rouler & une épaisseur prédéfinie & travers une série de rouleaux pour des réductions
successives. Figure présente un exmple réel du systéme de laminage. Le modéle simplifié de

ce procédé de laminage de métaux est décrit par 'équation différentielle suivante [Yamada et al.,
1999 :

(0 = 55y { 0 2010) — £ F (1.10)

ol p désigne 'opérateur de différenciation d/dt, y;(t) est la i™¢ épaisseur réelle du métal, F}, est
la force développée par le moteur, M est la masse localisée du mécanisme de réglage, A1 est la
rigidité du ressort du mécanisme de réglage, Ay est la dureté de la bande métallique et, A = /\—);1_%)%;
est la rigidité composite de la bande métallique.

En échantillonnant le processus avec la période d’échantillonnage T, approximant la différen-
ciation :

%yi(t) _ yilt+T) = 2yi(t) + it = T)

oz~ T2 ’
et en définissant :
al:M as = —1 ag:i a4:)\—T2—Q ag,:i b:)\T2.
M ’ A1’ M N A1’ Ao M
et
. (T
y(0) = wGT). ulig) = Fn, a"(i,d) = [yi-ylf(j (j;)m} )= | wilom

yifl((j - 1)T)

L’équation (1.10)) peut étre convertie en systeme 2-D discret décrit par le modele de Roesser
suivant :

az aq a1 a2 as b
. . 1 .
i+ 1,5)] 00 00 2 (i, §) 0 .
ol - as a4 a1 G2 ap v b uli,g).
010 00 0
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Fm
[
T M
l_ o _I
Y
M|—F Zero Compression
Fq Al Ressort Separation
(0) 12
Bande métallique H ] _v
o] .
y -1 Cylindre yl
(a) Schéma de fonctionnement. (b) Systémes réel.

FIGURE 1.2 — Laminage des métaux.

1.4 Extensions possibles des modeles 2-D

La plupart des travaux de recherche effectués dans le domaine d’analyse des systémes 2-D ont
surtout porté sur les modeles linéaires que 'on a présenté dans la section précédente. Quelques
chercheurs ont néanmoins généralisé ces modeles pour des systémes de type complexe ou hybride
(par exemple : les systémes a retards, les systémes incertains, les systémes commutés et les systémes
flous), en raison de couvrir un champ d’application plus large. Cependant, il convient de noter que
plus le modele est complexe, plus il sera difficile de 1’étudier.

1.4.1 Systemes 2-D a retards

Les phénomenes de retard sont omniprésents dans une grande diversité des systémes pratiques
tels que les systemes de communication, les systémes de procédés chimiques et les systemes de
controle en réseau [Yin et al., 2016, Yin et al., 1989,|Zhang et al., 2015]. Un systéme 2-D discret a
retards d’état décrit par le modeéle de Roesser peuvent étre écrit comme suit :

(i +1,5) _ | A Avg zh(i, §) " Agir Az | [ 2" (i —dp, j) n B u(i, §)

x”(i,j + 1) A21 A22 Z‘U(Z,]) Ad21 Ad22 xv(i,j — dv) BQ e
‘rh(z - dhaj)
xv(iaj - dv)

h . .
y(i,j) = [C1 C1 ] {ivgm + [Car Caz | [ ] + Du(i, §), (1.11)
)
ot z"(i,j) € R™ et x(i,5) € R™ représentent les vecteurs d’état horizontal et vertical, respec-
tivement. u(i,j) € R™ est le vecteur d’entrée et y(i,j) € R™ est la sortie du systeéme. dj, et d,
représentent les retards dans les directions horizontale et verticale, respectivement. Les matrices
A1, Aiz, Ao1, Azz, Aain, Az, Aazi, Aas2, Bi, Ba, C1, Ca, Car, Cyz et D sont des matrices de
dimensions appropriées.

Remarque 1.1. Le systéme 2-D de Roesser d retards présenté dans (L.11|) se réduit d un systéme
2-D sans retards (1.1)) lorsque Agi1 =0, Ag12 =0, Ago1 =0, Agaa =0, Cq1 =0 et Cyq2 = 0.

Les autres modeéles retardés similaires peuvent étre développés pareillement a partir de leurs
modeles de base.
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1.4.2 Systémes 2-D incertains

Le terme d’incertitude fait référence aux différences ou aux erreurs entre les modeles mathe-
matiques et les systeémes réels. Donc, l'incertitude est une caractéristique importante a considérer
lors de la modélisation de tout systéme pratique. Comme on le sait, presque tous les systemes
physiques et d’ingénierie existants comportent inévitablement des incertitudes en raison de 'exis-
tence de plusieurs sources comme les perturbations externes, les inexactitudes de modélisation ou le
vieillissement des composants. Dans cette thése, nous nous intéressons a deux types d’incertitudes :
incertitudes polytopiques et incertitudes bornées en normes

Généralement, un systeme 2-D discret incertains décrit par le modele de Roesser peuvent étre
écrit sous la forme :

{zh(l*l,j)] _ {An(a) A12(a)] [ﬂﬁh(i,j)] n [31(@)} u(i, ),

z¥(i,j +1) Az1(@) Agz(a) | [ 2°(i,4) Bs(a)
zh(i,j
y(i,5) = [Ci(a) Ca(a)] {xélm + D(a)u(i, ), (1.12)

ot x"(i,7) € R™ et x°(i,j) € R représentent les vecteurs d’état horizontal et vertical, respecti-
vement. u(i,j) € R™ est le vecteur d’entrée et y(i,j) € R™ est la sortie du systéme. Les matrices
A11(a), Arz(a), Asi(a), Asx(a), Bi(a), Ba(a), Ci(a), Ca2(e), et D(cr) sont des matrices de di-
mension appropriée, avec « est le terme incertain. Selon la structure de 'incertitude, ces matrices
s’écrivent sous une des formes données ci-aprés (polytopique ou bornées en normes).

1.4.2.1 Incertitudes polytopiques

Les incertitudes de type polytopiques sont des incertitudes paramétriques. Elles ont été intro-
duites dans les années 80 [Bernussou et al., 1989]. Cette structure permet de décrire un systéme
linéaire incertain par un modele qui dépend linéairement de parameétres incertains et dont les ma-
trices appartiennent a un domaine de type polytopique. Autrement dit, cette structure équivaut a
une modélisation multi-modele du systéme réel ou chaque modele correspond a des conditions de
fonctionnement données, ce qui permet de couvrir une vaste plage de fonctionnement du systeme
a étudier. Dans ce cas, les matrices du modele d’état forment une combinaison linéaire convexe et
elle appartient au domaine de type polytopique suivant :

Ani(a) Az(a)
Q) £ | Azi(a) Ax(a)

D4 { Qa)|Qa) = Z anQp; Zan =10, >0 } ; (1.13)

et

dénote le n®™¢ sommet du domaine polytopique. N représente le nombre de sommets du polyedre

D.
Figure présente un exemple d’un polyedre D. avec cing sommets (N = 5) ou 4, Qo, Qs3,
Q4 et Q5 sont les sommets du polyedre, respectifs.
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3

Qs

Q4

FI1GURE 1.3 — Ensemble polytopique.

1.4.2.2 Incertitudes bornées en normes

Les incertitudes bornées en normes ont été traité par |[Petersen et al., 1987,Zhou et al., 1988|.
Ce type d’incertitudes est considéré moins structuré que les incertitudes polytopiques, et il est
définie telle que les matrices du modele d’état sont données par :

Alao) = A+ AA, B(a)=B+AB, C(a)=C+AC, D(a)=D+ AD,
ol

A Aro By
A= B = cC=|0C, C
|:A21 A22:| ’ |: :| ) [ 1 2] )

e e Gl

avec G1 ,Go, H1 et Hy sont des matrices constantes connue définissant la structure de I'incertitude
et la répartissant sur les éléments des matrices A(a), A(a), A(a) et D(a). En plus F (i, j) représente
le parametre incertain, et il vérifie la contrainte suivante :

et

Fri, j)F(i,j) < 1.

Les autres modeles 2-D incertains peuvent étre développés d’une maniere similaire a partir de leurs
modeles de base.

1.4.3 Systémes 2-D commutés

Un systeme commuté est un type de systeme dynamique hybride qui se compose d’un nombre
fini de sous-systeémes et d’un signal de commutation, qui affecte un sous-systeéme spécifique activé
dans un certain intervalle. De nombreux systémes dynamiques peuvent étre correctement modélisés
comme des systémes commutés tels que les systémes de contrdle en réseau, le contrdle des avions
et les systémes d’alimentation |[Donkers et al., 2011,|Wang et al., 2015,|Williams et al., 1991].
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Généralement, un systeme 2-D discret commuté décrit par le modele de Roesser peuvent étre
écrit comme suit :

i+ 1,5)) _ AT A Tara ] | BYY
20 j+1)) T | agid) Aa(m) (i, 7) o(m) u(i, j),
;o4 o(,7 o1 h 1, o(ii L
yGi.d) = [ gD e ] [ UE@ j;] + Doy, §), (1.14)

ou z"(i,7) € R™ et x(i,5) € R™ représentent les vecteurs d’état horizontal et vertical, respec-
tivement. u(i,j) € R™ est le vecteur d’entrée et y(i,j) € R™ est la sortie du systéme. o(i, j)
est le signal de commutation, qui prend ses valeurs dans un ensemble fini N := {1,2,...N} avec
N > 1 est le nombre de sous-systémes. o (i, j) = k, (o(i,j) = 1), k,1 € N indique que le k*™¢ (]*™*)
sous-systéme est activé. Les matrices A¥ , Ak, Ak ~AE, BF BE Ck Ck et D* sont des matrices
de dimension appropriée.

Remarque 1.2. Sl n’y a qu’un seul sous-systéme dans le systéme (L.14) (c-a-dire N = 1), il
dégénérera en systéme 2-D discret ((1.1]).

Les autres modeles 2-D commutés similaires peuvent étre développés d’une maniére similaire a
partir de leurs modeles de base.

1.4.4 Systémes 2-D non linéaires flous de type Takagi-Sugeno

Depuis que le modeéle flou Takagi-Sugeno (T-S) a été proposé dans [Takagi et al., 1985], il y a
eu un intérét croissant pour la recherche et ’étude des systémes non linéaires flous de type T-S,
car il fournit une maniere flexible et puissante de représenter des systémes non linéaires complexes.
Généralement, 'avantage du modele flou T-S est son approximation universelle des systémes non
linéaires par un mélange de certains modeles de systeme linéaire, ce qui rend les théories du systeme
de contrdle linéaire utiles pour résoudre les problémes non linéaires.

Un systeme 2-D discret flous de type T-S décrit par le modele de Roesser peut étre écrit sous
la forme :

Regle k : SI 0 (i,7) est My 1, et 02(7,5) est My 2,..., 05(i,75) est My s ALORS :
(i +1,5) AL A2 [ 2" (i, ) BH] ..
|:.13v(i,j + 1) - Ail Ai2 ’U(Z ,]) + B}% u(7’7j)7

[C} C?] {x 8;” + Dyu(i,j), k=1,...r (1.15)

y(i,7)

ou 6(i,j) = [Gl(i,j) 02(i,7) ... Hs(i,j)] est appelé vecteur des prémisses; My, pour [ = 1,...s
est les ensembles flous. 2" (i, j) € R™ et 2%(i, j) € R™ représentent les vecteurs d’état horizontal
et vertical, respectivement. u(i,j) € R™ est le vecteur d’entrée et y(i,j) € R™ est la sortie du
systéme. 7 est le nombre de régles floues. Les matrices : A}, AX2, A21 A22 Bl B2 CL, C?% et Dy
sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Chaque régle k est pondérée par un poids wy(6;(¢,7)) qui dépend des degrés d’appartenance
des 6,(7,7) aux My, notés ug,(6;(i,5)). Le connecteur "et" reliant les prémisses est choisi comme
produit conduisant & ’expression suivante :

k(61(3,7)) Hukzellj

Les fonctions d’appartenance normalisées sont définies comme suit :

Wi (0:(4,5))

hi(6(i, 7)) = S (0004, ))
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Par définition, nous avons :

T

hi(0(i,5) = 0; Y hi(6(, ) = 1.

k=1

Les sorties finales des modeéles flous sont alors calculées comme suit :

[xhuﬂ,j)} _ |4k A%Zj)] [:vh(i,j)} .
A21 22 -

B,
B(217j)‘| U(Z?])’

av (i, j+ 1) ) Ay | L77(09) (i)
h . .
o 1 9 z"(1,5) .
y(i,j) = {C(m) C(i,j):| |:wv(i,j):| + D jyu(i, j), (1.16)
ou
11 12 1
S A Baa | o TAL AP B
A A B(i,j) :th(%]) Ay AR B;
k=1

() A0)
Cliy Cliiy| Py

Les autres modeles 2-D flous de type T-S peuvent étre développés d’une manieére similaire a partir
de leurs modeles de base.

1.5 A propos de la stabilité

La notion de la stabilité des systémes dynamiques constitue une problématique centrale en au-
tomatique, car 'analyse de la stabilité des systémes est une étape nécessaire pour toute conception.
Généralement, la stabilité posseéde un large éventail de définitions [Goldhirsch et al., 1978 |Lu et
al., 1994, Rogers et al., 1992|. Dans cette section, nous nous intéresserons & quelques notions par-
ticulieres de la stabilité des systémes 2-D, en particulier, on cite la stabilité au sens de Lyapunov.
Les résultats que nous développerons aux Chapitres et [4] s’appuierons sur ces concepts pour
démontrer des propriétés de stabilité des systemes 2-D complexes étudiés.

1.5.1 Cas discret

Considérons le systeme 2-D discret décrit par le modele d’espace d’état de Roesser suivant :

] = Al e

Notons z(i, j) = [z"T (i, ) V7 (i, §)]T. La suite de cette sous-section est consacré a la présentation
de quelques concepts fondamentaux sur la stabilité des systémes 2-D discrets.

(1.17)

Définition 1.1. [Kaczorek, 1985] Le systéme 2-D discret (1.17)) est asymptotiquement stable
si sup;, ; |[x(i,7)|| < oo et lim; ;oo |[2(3,7)|| = O sont satisfaites, pour toute condition initiale
satisfaisante sup; ; ||z (0, 7)|| < oo et sup, ; [|z*(i,0)]] < co.

Lemme 1.1. [Kaczorek, 1985] Le systéme 2-D discret (1.17) est asymptotiquement stable s’il
existe des matrices P, > 0, P, > 0, avec P, € R"*" P, & R™*™ telles que la condition
sutvante soit vérifice.

[AH Awr [Ph 0 } {Au Au] B [Ph 0

A1 Az 0 Py [ A2 A2 0 Pv:| <0

Année 2020 25 K. BADIE



CHAPITRE 1. NOTIONS INTRODUCTIVES

Considérons le systeme 2-D discret décrit par le second modele de F-M suivant :
2(i+1,j+1) = Aya(i,j+ 1) + Asa(i+1,5). (1.18)
Notons : X, = sup{||z(i,5)|| :i+j=7ri,75€ZT}.

Définition 1.2. [Xie et al., 2002] Le systéme 2-D discret (1.18) est asymptotiquement stable si
lim, o X, = 0 est satisfaite, pour toute condition initiale satisfaisant Xg < oo.

Lemme 1.2. [Hinamoto, 1993] Le systéme 2-D discret (L.18)) est asymptotiquement stable s’il
existe des matrices P > 0, Q > 0, avec P € R™"*"™, QQ € R"*", telles que la condition suivante soit
vérifiée.

AT Q 0

[AﬂP[Al Az]—[o pl ol <o

1.5.2 Cas continu

Considérons le systeme 2-D continu décrit par le modele d’espace d’état de Roesser suivant :

% _ [An A ] [ah(t1,t2) (1.19)
W Agr Ago | [2V(t1,t2) |- .
2

Par la suite, nous rappelons quelques concepts fondamentaux sur la stabilité du systéme ([1.19)).

Définition 1.3. [Benzaouia et al., 2016] Le systéme 2-D continu (1.19) est asymptotiquement
stable si

lim ’I‘h(tl,tg) = 0, lim Iv(tl,tg) = O,

(tl,tz)*)()o (t17t2)4)00

est satisfaite, pour toute condition initiale satisfaisant : ||z"(0,t3)|| < oo, [|z¥(t1,0)|| < oo,
limy, oo [|27(0,%2)|| = 0 et limy, o0 ||2¥(£1,0)]| = 0.

Lemme 1.3. [Benzaouia et al., 2016] Le systéme 2-D continu (1.19)) est asymptotiquement stable
s’il existe des matrices P, > 0, P, > 0, avec P, € R"*"n P R™*™ telles que la condition
sutvante soit vérifice.

[All A12:|T [Ph

0 P, 0 A Agp
Agy Ay oa}*[ H }<0'

0 P, | | Ay A

1.6 Outils mathématiques

1.6.1 Inégalité matricielle linéaire

La plupart des résultats présentés dans cette these sont obtenus grace a la résolution des
contraintes d’inégalités matricielles linéaires (LMIs). Dans cette sous-section, nous présentons un
bref rappel concernant les inégalités matricielles linéaires. Pour plus de détails, les lecteurs peuvent
se référer & [Boyd et al., 1994].

Les inégalités matricielles linéaires sont largement exploités pour résoudre beaucoup des pro-
bléemes d’automatique, qui sont généralement difficiles & résoudre de facon analytique. L’avantage
des méthodes basées sur les LMIs vient du fait que ces derniéres peuvent étre résolues en utilisant la
programmation convexe. Avec cette méthode, on n’est plus limité aux problémes ayant une solution
analytique. En résolvant ces inégalitées, on obtient un domaine de solutions faisables, c’est-a-dire
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des solutions satisfaisant ces LMIs, plus vaste que celui généré par la recherche des solutions ana-
lytiques. En utilisant le fait qu'une inégalité posséde davantage de solutions qu’une équation, il est
possible d’employer les degrés de liberté supplémentaires pour inclure d’autres objectifs que ceux
initialement retenus. Une LMI a la forme suivante

F(z)=Fo+ Y xF; >0, (1.20)
i=1
ot z = [zT,...,2T 1T est un vecteur de nombres réels (variables de décisions), F; = FI € R"*",

i =1{1,...,m} sont des matrices & valeurs réelles.

L’inégalité implique que : F(x) est une matrice définie positive c’est-a-dire : pour tout
z€Ret z#0, 2l F(z)z > 0. De maniére équivalente, la valeur propre la plus petit de F(x) est
positive. La condition LMI définit un ensemble convexe sur la variable z, c-a-dire, I’ensemble
E défini par E = {x € R : F(x) > 0} est convexe.

Définition 1.4. Un ensemble E est dit convezxe si pour toutes les points (x1,22) € E et 0 < a <1,
alors :

ary + (1 —a)zs € E.

Plusieurs algorithmes numériques ont été développés pour la résolution des LMIs. La résolution
des LMIs dans cette these a été faite & travers de la LMI Toolbox de MATLAB [Gahinet et al.,
1995|. Dans cette toolbox, des fonctions sont définies permettant de résoudre des problémes de
type LMI, tels que le probleme de faisabilité et le probleme d’optimisation. Ces problémes de base
sont définis comme suit.

— Faisabilité : La condition LMI (|1.20)) est dit faisable (ou réalisable) si et seulement sl existe
un vecteur z tel que la condition F'(x) > 0 soit satisfaite.

— Optimisation : Le probleme d’optimisation consiste a trouver une solution optimale de LMI
(1.20) en minimisant un critére donné. L'un des avantages qu’offre I'optimisation convexe est
qu’elle permet de garantir que tout minimum local est global.

1.6.2 Lemmes utiles

Dans cette sous-section, nous présentons des lemmes qui seront utiles dans la suite de cette
these. Les lemmes qui seront présentés ont pour principal but de rendre les inégalités matricielles
linéaires en les variables recherchées.

Lemme 1.4. (Complément de Schur [Boyd et al., 1994)]) Soit une matrice symétrique :

Sll 512 :|

*  Sag

SzST:[

avec S11, S22 sont des matrices carrées, les conditions suivantes sont equivalentes,
1. S < 0;
2. S11 <0,  Sop— 515,582 <0;
3. Sag <0, Si1 — 8125855 ST5 < 0.

Lemme 1.5. (Inégalité de sommation basée sur la fonction auziliaire [Park et al., 2016] ) Soient
les fonctions vectorielles :

{6(),n() |1 € [a,a+b—1]}
6(l) =n(l +1) —n().
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Pour toute matrice définie positive R, l’inégalité suivante est vérifiée

a+n—1 3

Z sTWrs) > 3 eppm,

k=0

ou

7](‘1 + b) - 77(0)7

[11
o
|

a+b
E1 = n(a+b) +nla b+1z77
a+b a+n a+b
=2 = nla+b) +nla Z" b+1 b+2 ZZZ”
a+b a+baa;f
= = nla+b)+nla b+1z77 b+0(b+2) b+2 le:"
a+b a+b a+bd o
(b+1)b+2 )b+ 3) Z;g”

Lemme 1.6. (Inégalité de Wirtinger discréte [Seuret et al., 2015]. ) Soient les fonctions vecto-

rielles :
{5(5)»77(” | le [a7a+b— 1}})
6(l) =n(l+1) —n().

Pour toute matrice définie positive R, l'inégalité suivante est vérifiée

a+b—1 3
> (R > {TRHOJF L E1RZ,
ou
Eo = n(a +b) —n(a),
a-+b

w
|

= n(a+b) +nla b+1z’7

Lemme 1.7. [Mathiyalagan et al., 2012] Pour toute matrice définie positivement R, un entier b
satisfaisant b > 1, et toute fonction vectorielle n(i), il s’ensuit que :

-1 -1 -1 -1 T 1 i
>3 2" (p)Ru(p) 2 50 1(22 ) R(Z Zn(p)>,
g=—bp=itq + =—bp=itq g=—bp=it+q

1 -1 -1 T

ZZZﬁT(p)Rn(p)Zl)(l)Hm(ZZZU )

r=—b q=r p=i+q =—b qg=r p=i+q

X<ii§nT(p)>,

r=—bg=rp=itq
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T

A T 24 -1 -1 -1 -1
s;m;sqz:;p;rqn wfente) = b(b+1)(b+2)(b+3) (;brz_:sqz;pzz;rq”T )
(£ 35 5 m)
s=—br=—sq=r p=i+q

Lemme 1.8. (Inégalité intégrale basée sur la fonction auziliaire [Park et al., 2016]) Pour une
matrice définie positive R et une fonction différenciable {y(u,u € [a,b]}, Uinégalité suivante est
vérifiée :

b 3 .
/ " () Ry(e)da > > 2% 1EfZEi, (1.21)

ou

b b rb
= =)~y + 2, [ e 50 [ yerdads

b b b
= =) v 5, [wedes 520 [ yeydeds

bl_Q(; / / / a)dadBdA.

Lemme 1.9. (Inégalité de Wirtinger continue [Seuret et al., 2013].) Pour une matrice définie
positive R et une fonction différenciable {y(u),u € [a,b]}, linégalité suivante est vérifiée :

b
. . I _
[ it @rit)da > =T

- =T R=,, (1.22)

ol

(1]

1= y() —y(a),

b
= = (t) + yl0) ~ ;[ yla)da.

Lemme 1.10. [Sun et al., 2009] Pour une matrice définie positive R et une fonction différenciable
{y(u),u € [a,b]}, Vinégalité suivante est vérifiée :

/ / a)dadf > 221 R=3, (1.23)

/ / a)dadf > 22T R=,, (1.24)

ou
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Lemme 1.11. [Sun et al., 2009] Pour toute matrice définie positivement R, un entier positif b,
et toute fonction x(«), il s’ensuit que :

Lo ([ pe)o([ [

[ [ oo ([ [ [ o) s
(L] [ ),

[ [ reomsoason= 2 ([ [ [ o)
(LT o)

Lemme 1.12. (Lemme de convexité réciproque [Park et al., 2011]) Pour tout vecteur { € R™,
matrices définies positives Ry, Ry € R™ ™ matrices X1, Xo € R™*™ S € R" "™ et scalaire réel
o € [0,1], lVinégalité suivante est vérifiée :

T
xR - xR < - [ [ ] 1R
avec {]il 1:392] > 0.
Lemme 1.13. [Xie et al., 1996 Etant donné les matrices © = OT, Y et Z avec des dimensions
appropriées, alors pour tout matrices F(t1,ts) satisfaisant FT (t1,to)F(t1,t2) <1,
O+ YF(t1,t)Z + ZVFT(t1,t2)YT <0,
si et seulement s’il existe un scalaire € > 0, tel que

O+eYYT+71277 <.

Lemme 1.14. [Yang et al., 2014 Pour toutes matrices Wi, Wa avec des dimensions appropriées,
€ étant un scalaire positif, la propriété suivante est vérifiée :

WiWo + WEWE < Wy W + e TWlws,.

Lemme 1.15. (Congruence [Boyd et al., 1994)]) Soient deux matrices X etY, ou'Y est de rang
plein en colonne, si X est defini positif (resp. Defini négatif), alors la matrice YT XY est defini
positive (resp . Defini négaltif).

1.7 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a quelques rappels et notions de base concernant les systemes 2-D.
Aussi, nous avons mis le point sur quelques extensions possibles des modeéles 2-D. Ensuite nous
avons présenté quelques définitions relatives a la stabilité des systémes 2-D. Enfin, aprés avoir
décrit le cadre théorique des LMIs et leur utilisation, nous avons conclu ce chapitre en introduisant
des outils qui nous seront nécessaires pour mener a bien les objectifs de cette these.
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Chapitre 2

Stabilité des systemes 2-D a
retards

2.1 Introduction

Comme il est bien connu, les retards existent largement dans de nombreux systémes pratiques
tels que les systémes chimiques, les réseaux de communication et les systémes mécaniques [Yin
et al., 2016,[Yin et al., 1989,[Zhang et al., 2015|. L’évolution des systémes & retards dépend non
seulement de la valeur de leurs variables a 'instant présent, mais aussi d’une partie de leurs valeurs
passées. En effet, le retard est un événement qui agit sur un systéme, il peut changer ses propriétés
et modifier sa dynamique conduisant a une dégradation des performances du procédé voir a son
instabilité. Par conséquent, les problemes d’analyse de la stabilité et de conception pour divers
systémes en présence des retards ont été largement étudiés dans la littérature [Cao et al., 2001} Fei
et al., 2017, Kim et al., 2008, Mohajerpoor et al., 2017,|Xu et al., 2005]. Généralement, les résultats
existants peuvent étre divisés en deux catégories : Des résultats dépendants du retard [Fei et
al., 2017,[Xu et al., 2005, Mohajerpoor et al., 2017] et des résultats indépendants du retard [Cao
et al., 2001, Kim et al., 2008]. Etant donné que les résultats dépendants du retard utilisent des
informations sur la largeur des retards, ils sont moins conservatifs que ceux indépendants du retard,
et en particulier lorsque le retard est faible. Dans cette these, nous optons pour des méthodes
d’analyse et de synthése dépendantes des retards a fin de prendre en compte les effets parfois
déstabilisant des retards sur la dynamique du systéme. il convient de noter que pour un critere
de stabilité dépendant du retard, I'une des préoccupations essentielles est d’obtenir une limite
supérieure du retard maximale admissible aussi grande que possible de sorte que le systéme puisse
rester stable. Ce qui peut étre considérée comme un indice important pour évaluer le conservatisme
des criteres de stabilité. Afin d’obtenir des critéres de stabilité moins conservatifs, de nombreuses
techniques sont développées dans la littérature, telles que la technique de transformation [Cao et al.,
2000], la technique des matrices de pondération libres [Qiu et al., 2010], la méthode des inégalités
intégrale/sommation [Park et al., 2016|, la technique de partitionnement de retard [Meng et al.,
2010] et la méthode du petit gain |Zhao et al., 2012].

Au cours des derniéres années, de nombreux travaux ont porté sur I’étude du probléme de la
stabilité dépendante du retard pour les systémes 2-D & retards, par exemple dans [Yao et al., 2013,
les matrices de pondération libres ont été introduites pour réduire le conservatisme des conditions
d’analyse de la stabilité des systémes 2-D discrets a retards décrits par le second modele de F-M.
Dans [Hien et al., 2016], des nouvelles inégalités & somme finie ont été développées pour traiter le
probleme de 'analyse de la stabilité des systémes 2-D discrets décrits par le modele de Roesser a
retrads variables. Récemment, dans [Peng et al., 2018], la méthode de partitionnement des retards
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a été exploité pour analyser la stabilité d’une classe de systemes 2-D discrets a retards variables.

D’un autre c6té, un systeme commuté est un type de systéme dynamique hybride qui se compose
d’un nombre fini de sous systémes et un signal de commutation indiquant le sous-systéme actif
dans un certain intervalle. La principale motivation pour étudier de tels systemes est qu’ils ont une
grande flexibilité dans la modélisation d’un grand nombre de systeémes réels tels que les systemes
d’alimentation, les systémes de controle en réseau, le contrdle des avions et les industries de la
communication [Donkers et al., 2011,[Wang et al., 2015, Williams et al., 1991]. Par conséquent, de
nombreux chercheurs se sont concentrés sur I’étude des problémes d’analyse et de synthese pour
les systémes commutés [Regaieg et al., 2019,(Wang et al., 2012}|Zamani et al., 2015]. En relation
avec les systemes 2-D, peu de résultats ont été obtenus concernant les problemes d’analyse et de
synthése pour les systemes 2-D commutés a retards, en particulier lorsque les retards sont variables.
Par exemple dans [Huang et al., 2013|, le probléme de Panalyse de la stabilité des systémes 2-D
commutés discrets représentés par le modele de Roesser a retards d’état a été étudié. Dans [Huang
et al., 2014], une solution au probléme de la commande fiable et robuste pour une classe de systémes
2-D commutés discrets incertains avec des retards d’état et des défaillances des actionneurs a été
proposée. Le probléme de la commande H, des systémes 2-D commutés a retards et avec saturation
de l'actionneur représentés par le second modeéle de F-M a été examiné dans [Ghous et al., 2015|.

Motivé par la discussion ci-dessus, dans ce chapitre, les problemes de la stabilité dépendante
du retard pour une certaine classe des systémes 2-D a retards seront traités.

La premiére section sera dédiée a l’analyse de la stabilité asymptotique des systemes 2-D dis-
crets décrits par le second modele de F-M. Différent des méthodes existantes dans la littérature,
I'inégalité de sommation basée sur la fonction auxiliaire, qui couvre I'inégalité de Jensen comme
un cas spécial sera utilisé. En plus, sur la base d’une fonction de Lyapunov-Krasovskii augmenté,
un nouveau critére de stabilité dépendant du retard sera proposé en termes de LMI. Des exemples
numériques seront aussi présentés pour démontrer 'efficacité et les avantages du résultat obtenu.

La deuxiéme section sera consacrée a I'analyse de la stabilité exponentielle des systemes 2-D
discrets commutés décrits par le modele de Roesser a retards variables. Sur la base d’une fonction de
Lyapunov-Krasovskii appropriée et I’approche du temps de séjour moyen, des nouvelles conditions
suffisantes pour la stabilité exponentielle du systéme étudié seront proposées. Dans le but d’obtenir
des conditions moins conservatives, la méthode de partitionnement de retard est adoptée ainsi que
la technique de matrice de pondération libre. Les conditions seront formulées sous le format LMI.
L’efficacité et 'avantage des résultats développés seront montrés par des exemples numériques.

La troisieme et derniére section sera réservée a ’analyse de la stabilité et de la performance H,
des systemes 2-D continus a retards. Une approche de partitionnement de retard en combinaison
avec 'inégalité intégrale basée sur la fonction auxiliaire, seront utilisés pour développer de nouveaux
criteres d’analyse de la stabilité et de la performance H,, dans un cadre LMI. Quelques exemples
numériques seront fournis pour montrer la validité des résultats et le conservatisme réduit par
rapport aux résultats de la littérature récente.

2.2 Stabilité des systemes 2-D discrets a retards

2.2.1 Formulation du probléeme
Considérons le systeme 2-D discret a retards décrit par le second modele de F-M suivant :
z(t+1,5+1)=A1x(i,j+ 1)+ Asx(i+1,5) + Arqz(i — di, j + 1) + Asqz(i + 1,5 — da), (2.1)

avec x(i,7) € R™ est le vecteur d’état, dy et dy sont des entiers positifs constants représentant
respectivement des retards dans les directions horizontale et verticale. Les matrices A1, As, A1q4 et
Aoy sont des matrices constantes avec des dimensions appropriées.
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Les conditions initiales sont supposées comme suit :

T =vYij, V0<j< My, —dy <i<O0,
L5 = 0i,5, VO§Z<M17 _dQSJSO,

r; =0, Vj=M,  —d <i<O0, (2.2)
ri;=0, Vi>M, —dy<j<0,
1/)0,0 = 00,0-

avec M et M5 sont des entiers positifs.
La définition suivante sera utilisée dans la preuve du résultat principal :

Définition 2.1. [Paszke et al., 2004] Notons : X, = sup{z(i,j) : i+ j =r,4,j € Z}. Le systéme
2-D discret a retards (2.1]) avec toute condition initiale (2.2)), est asymptotiquement stable si

lim X, = 0.

rT—00

Le but de cette section est d’analyser la stabilité du systéme (2.1)). Un nouveau critére de
stabilité dépendant du retard avec moins de conservatisme que certains critéres existants dans la
littérature sera proposé.

2.2.2 Reésultat principal

Dans ce paragraphe, nous présenterons un nouveau critére de stabilité dépendant du retard

pour le systéme (2.1)).

Théoréme 2.1. [Badie et al., 2018d|] Le systéme 2-D d retards (2.1)) est asymptotiquement stable
s’il existe des matrices P = diag{P", P’} > 0 et Q, = diag{Qy,Qy} > 0, ¢ = 1,2,...,5, avec
Ph ¢ R37x3n pv ¢ R3nx3n QZ € R™™ et Qp € R™™™ telles que la condition LMI suivante soit
vérifiée.

WpiPWE — Wpo PWE, +E3 <0, (2.3)
ol

=By — WQ25Q2W5257

2 = 1 — W2aQa Wy,

=Eo— WQ23Q2W5237

0 = Wou@QiWaiy — Woi12Q1Wihis + Wo21Qa Wiy — Wo22Qa W,
+Was1Q3Wihs1 — Wgs2Q3sWihsa + Wom QuWiha — Waoa1QaWiy,
+Wao11QsWhs — Wos1Q5Wss,

(11 [11 [1]
= w
|

[1]
|

Wp1 = [W£1 ngl} ) Wpo = [WIEQ WIgQ] )
- T T
€0
Wh — (dl + 1)6%1 - eg
Pl (dl + 1)(d1 + 2)6; — (dl + 1)6? ’
| (di +1)(d1 +2){(d1 + 3)eg —ef}
- eg., T
Wa, = (d2 + 1)62; - ez
pP1 = (d2 + 1>(d2 + 2)6% — (dg + 1)€g ’
| (d2 + 1)(da +2){(da + 3)eiy — e§ }

Année 2020 33 K. BADIE



CHAPITRE 2. STABILITE DES SYSTEMES 2-D A RETARDS

_ T T
e
(dy + 1)l — e
Wiy = | (dy 4 1)(dy +2)el — (dy + 1)e§; :
e
| (dy +1)(dy +2){(d1 +3)ef — 71}
- e%"
(do +1)el —e¥
Wpy = (do +1)(dg + 2)el — (d2 + 1) 62TT
€
_(d2+1)(d2+2){(d2+3 610 }
- AT s T T
e e di(el —eT)
1% — 1 ,W — 3 W |: 1 :| ,
Q11 _eg] Q12 [Bf} Q21 = @(el — )
- T
(] — ) (] + €T - 2¢])
Waae = 11(T_ T s Waaes = o .
| V& \©2 T A \ s (e +ex —2eq)
- T
- ,/%(elT — el +6el —12¢7)
Q24 =
,/%(eQT — el +6el —12¢l)
[ /(e 4 e = 126d + 60eT — 120e)
Waqas = :
|/ %(egT +el —12el + 60el — 120e7)
[ [di(dr+D) (T —€T) T 2(d1+1)
_ 2 _
Woa = daldatD) T Wasz = 2(d2+1)
L 5 (eg —e3
/d1(d1+1)(d1+2)( 0 e%") /6 d1+1 (d1+2) %
Woun = s Waaz = )
6(da+1)(dz2+2
I dz(d2+16)(d2+2)( el _e%“) 2+d2( 2+ )(% el 68)
g )|
Was1 = ;
i \/d2<d2+1><c£1+2><d2+3) (e —eI)
\/24(d1+1)(t(ii1+2)(d1+3)(%e{ . eg) T
— 1
Wese = \/24(d2+1)(d2+2)(d2+3) (l el )
i da 6 10

T
eo = (Are] + Azed + Ajgel + Asgel ),

es = [Onxp—1yn In Onx(io—pyn |, p=1,2,...,10.

Preuve. Motivée par le choix de la fonction de Lyapunov-Krasovskii dans [Park et al., 2016], une
fonction de Lyapunov-Krasovskii pour le systéme 2-D a retard (2.1 est choisie comme suit :

V(i,§) = V", ) + V*(i,j), (2.4)

ou

1—1 T—
V(i 5) = ¢G5 PG G),+ Y 2T (1L 5)Q (L 5) + ZZWMWM>

l=i—d; p=—dj l=i+p
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-1 -1 i-1 -1 -1 -1 -1

+ 303 Y duniay+ > DD > )R ()

r=—d; p=rl=i+p s=—dy 7=s p=rl=i+p
—1 -1 -1 -1 i—1

YD DY S LHRENL)),

t=—dy s=t r=s p=rl=i+p

V(i 5) = T, )P + Z

J—1
TG, 0)Q (i, 1) + Z > 63 (6, 1)@Q50a (i, 1),
l=j—d> p=—da l=j+p
—1 -1 j-1 —1 -1 -1 j-1
+ 30N> GG+ Y DN DT 636
r=—dg p=rl=j+p s=—dg r=s p=rl=j+p
—1 -1 -1 -1 j-—-1

+ 333 ST ST 616, 0@, 1),

t=—do s=t r=s p=rl=j+p

(522”

et

(i, 5) (i) ]
i—1 11—
> w(l,4) > ai)
l=i—d I=j—ds
-1 -1 -1 j-1

Ch(ivj): 7<v(iaj):

> ag)

p=—di l=i+p
-1 -1 -1

> 2 > )

Z Z x(1,1)

p=—dz l=j+p
-1 -1 j-1

ZZZI(ZZ)

L r=—d1 p=7l=i+p i L r=—dy p=7l=j+p

Les différences AV"(i,7) et AVV(i,4) de la fonction de Lyapunov-Krasovskii (2.4)) sont données
par :

AV, 5) = VG4 1,54+1) = VR(i,j+1)

="+ 1,5+ )P+ 1,5+ 1) = (6,5 + )P, 5+ 1)

+al (i, 7+ 1)Q1w(i,j + 1) — 2" (i — di, j + 1)QYa(i — di,j + 1)
1—1
+di0] (1,5 + 1)QE01 (6,5 +1) — >y (1,j+ 1)Q461 (1,5 +1)
l=i—d;
di(di +1 . .
+ B 570 )Qga 0.+ 1)
—1 i—1
-3 N i+ 1@k +1)
p=—dy l=i+p
di(di +1)(dy +2 . .
p B2 50 4 1)@+ )
—1 -1 i—1

= D> > i+ QLA+ 1)

r=—di p=rl=i+p
di(dy +1)(di +2)(dy +3)
+ 24

6T (L, +1)QEs1 (1,5 +1)
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-1 -1 -1 i-1

- SN N ST+1)Qka L+ 1),

s=—dy r=$ p=r l=i+p

et

AV(i,5) = V(i+1,j+1) =V (i+1,5)
=T+ 1,5+ 1)PCG+ 1,5+ 1) = "+ 1,5)P¢"(i + 1, 5)

+al (i + 1,5)QVx(i + 1,5) — xT(z' +1,j — d2)QVx(i+ 1,5 — da)

+d18y (i + 1, 5)Q302(i + 1, 5) Z 6T (i + 1,1)Q405(i + 1,1)
= j dz

do(dy + 1

LA sr g Qe+ 1,0)

2

-1 j-1
= D0 D G+ LDQER(+ 1)
p=—da l=j+p
da(d2 +1)(d2 + 2)
+
6
-1 -1 j-1
-y > Z 6T (i 4+1,00Q305(i + 1,1)
r=—ds p=T l=j+p
da(d2 +1)(d2 + 2)(d2 + 3)
+ 24

-1 -1 -1 j-1

I Z ST (i +1,1)Q185(i + 1,1).

s=—dg r=8 p=Trl=j+p

6T (i +1,0)Q452(i + 1,1)

65 (i 4+ 1,1)QUd2(i + 1,1)

L’application du lemme [1.5{aux termes a seule sommation dans AV" (i, j) et AV?(i,) conduit & :

2k+1
T( hT Hhh
Z 5T (Lj+1)Qbsi(1,j+1) > Z & Q" Q3 4,

l=i—d; k=0

- Tok 1
>0 i+ L0QsRi+10) = Y = =050

l=j—ds k=0

ou

Of = 2(i,j +1) —2(i — di,j + 1),
9 3
h _ .o . . .
O =2 j+)+a(i—d,j+1)— ml Zd z(l,j+1),
el
6 7
h _ .o . . .
2 = ""”W“)‘””(“d”“)*d1+1l,zd 2(1,j +1),
el

a+n a+n
(d1+1 d1+2 z_;lzzj (g +1),

12
h .. . . .
O = (i, j+ 1)+ (i —dij+1) - lel_Zd 2(lj+1),
e}
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a+na+n

(d1+1 d1+2 2D all.j+),

p=a = =p
1 a+n a+n a+n

(di 4+ 1)(di +2)(di +3) DD wli+,

r=a p=r l=p

et
Qg =z@+1,1) —x2(+1,j —da),

9 i
z(t+1,1),
7T, 2, L

O = 2(i+1,0) —+a(i+1,j — dg) —

i

, ) 6 ) .
QU x(l+17l)_$i+1,jfd2 “rm Z $(2+1,j),

[ V)
|

l=j—d2
a+n a+n
1,1),
R DI
p=a l=p
12 <
Qf =z(i+1,0)+x(i+ 1,5 —da) — x(i+1,10),
do+1 <
l=]—d2
a+n a+n
1,1),
(d2+1 d2+2 ZZ Z+
p=a l=p
1 a+n a+n a+n

(dy+1)(d2 +2)(d2 + 3) ZZZ (i+1,10).

r=a p=r l=p

En utilisant le lemmepour les termes & double, triple et quadruple sommations dans AV" (i, 5)
et AV?(i, ), on obtient :

< dy +1
Z Zéle+1 Qor(l,j+1) > 21 + )ehTQgeh,

dy
p=—d;y l=i+p

-1 j—1
1
> Y ey > 22 eoler

p=—dz l=j+p
-1 -1 i-1

6(d 1)(d 2
S S 6+ 0@+ 1) > NI D g gron
r=—di p=7 l=i+p 1
-1 -1 j-1

do +1)(d + 2
>3 S iy > e Do g,
r=—dg p=7l=j+p 2
-1 -1 -1 -1

. . 24(dy + 1) (dy +2)(dy + 3

SO S ST+ QL+ 1) > 2D 2 grr e

. dq
s=—dy 7=8 p=Tl=i+p

-1 -1 -1 j-1

Z ZZ Z 5T (i +1,1) 252(i+1,1)224(d2+1)(d2+2)(d2+3)@§TQ§

d
s=—do T=8 p=rl=j+p 2

avec
i—1

1
h .o .
= 1) — l 1
S z(i,5+1) d1+1l§dm(7]+ ),
=i1—d1
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1
h Lo
o1 2$(Za3+1) (d1—|—1 Y 1 2) Z Z 1,7+ 1),

7*d1lz+p
1
O = —a(i,j+1 x(l
2 = god T - (d1+1)(d1+2 )(d1 +3) X;JZZ A
1 p=r l=i+p

1 &
O i) 1
0" = (i +1,j) dﬁlljzd a(i+1,),

=J]— a2

1
O = a(i+1,) § § 1,1),
1= gl L) - (d2+1 )(ds +2) =

p=—dz l=j+p
1
oY = ~a(i+1,j 2(i+1,0).
2 = g 7= (d2+1)(d2+2 ds + 3) Zd:gpz;l_;p

Par la suite, on définit un vecteur d’état augmenté Y (i, j) comme suit :

x(i, 5+ 1)
x(i+1,7)
T(Z7J): x(l_dl?j+1) ’
z(i+ 1,5 —da)
I'(i, j)
avec

%

1
l,j+1
1

l:i_—dl
T > a(i+ 1)
l=5— d2
z(l,j+1)
L'(i,j) = LT

(d2+1 dy +2) Z Z (i+1,0)

p—*dz —J+p

(d1+1)(d1+2 di+3) ZZZ (7 +1)

r= 7d1p ri= 2+p

(d2+1)(d2+2 do + 3) ZZZ (i +1,1)

r=—dy p=Tl=j+p J

Notons : AV (4,7) = AV"(i,7) + AV?(i, j). Sur la base de I'analyse ci-dessus, on obtient :
AV (i, j) < Y70, §) { Wer PWE, = W PWi, + 25 } (5, 7).
Il s’ensuit de I'inégalité que :
AV (i, j) <0,

ou I’égalité est valable seulement lorsque Y (¢, 7) = 0, dans ce cas-1a le systéme ([2.1)) est certainement
stable. Dans le cas on AV (7,7) < 0, on obtient :

Vi1, 54+ +Vo6i+1,54+1) <VP(i+1,5)+ V6,5 +1).
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Pour tout entier » > maxz{M;, M2} et sous les conditions initiales (2.2)), il résulte de 'inégalité
ci-dessus que :

DoV = Y [V + VUG ]
it+j=r+1 it+j=r+1
Vi, 1)+ V(1) + Vi —1,2) + VO(r — 1,2) + .. + V(1 7r) + VO(1,7)
<Vhr—1,1)+Vr,0) + Vi —2,2) + VI(r —1,1) + ...
+Vh0,r) + VO (1,r — 1)
VA, 0) + VO(r,0) + Vi(r —1,1) + VP(r —1,1) + ...
+Vi(r = 1,1) + VO (r —1,1) + V(r,0) + V¥(r,0)

= > V(i.j).

1+j=r

Cela signifie que ’énergie stockée en tous points {(i,7) : i + j = r} est strictement supérieures a
celles aux points {(4,7) : ¢ + 7 = r + 1}. Ainsi, nous obtenons :

lim Y V(i 5) =0,

r=itj
ce qui implique :
Jim V(i) =0, lim [la(i.5)] =0,
Par définition le systeme est asymptotiquement stable. La preuve est terminée. O

Remarque 2.1. Le critére de stabilité dépendant du retard présenté dans théoréme concerne
les systémes 2-D a retard sans incertitudes. Cependant, il est facile d’étendre davantage ce résultat
a des systémes incertains, ou les matrices : A1, Aa, A1q et Asg, dans contient des incertitudes
de norme bornée ou polytopiques.

2.2.3 Exemples numériques

Dans ce paragraphe, deux exemples numériques sont utilisés pour montrer 'efficacité du critere
de stabilité proposé par rapport aux résultats donnés dans la littérature.

Exemple 2.1. Dans cet exemple, nous appliquons le résultat obtenu pour analyser la stabilité
asymptotique d'un processus thermique (échangeur de chaleur) décrit par I’équation différentielle
suivante [Xu et al., 2009] :
0T (s,t 0T (s,t
gi ) __ gj ) aoT(5,8) — axT(s,t — 7) + bu(s, ), (2.5)
ou T'(s, t) est la température & s (direction) € [0, x¢] et ¢ (temps) € [0, 00). u(s,t) est la fonction
d’entrée, T est un retard temporel, ag, a1, a2, b sont des coefficients réels. En prenant b = 0 et

o o OT(s,t) T(,j)—TG —1,5) 9T(s,t) T(i,j+1)—T(i,j
r,g) = Tiins g, 20 L TN =TG- 1) - 2060 i+ =16

On peut écrire ([2.5) sous la forme discréte suivante :

At
T(i,j+1)=(1- % —agAt)T(i,j) + A—ST(i —1,5) — a1 AtT (i, § — do),

ol dy = int(t/At + 1), int(-) est une fonction qui rend la valeur entiére par défaut.
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eIl " it

FIGURE 2.1 — Trajectoire d’état x1(7,j) du systéme avec do = 17.

FIGURE 2.2 — Trajectoire d’état x2(7,j) du systéme avec do = 17.

En choisissant z(i,5) = [TT(i — 1,7) TT(i,j)]7, il est facile de vérifier que I'equation (2.5)
peut étre converti en second modele de F-M (22.1)) avec :

01 0 0 00 0 0
A= {0 0] Az = {0.25 0.65] e = [0 0} Az = {0 —0.12}

La stabilité asymptotique de ce systéme ne peut pas étre assurée par le critére indépendant du
retard [Paszke et al., 2004]. En se basant sur les résultats de [Xu et al., 2009], pour toute valeur
ds satisfaisant 0 < dy < 5, le systéme étudié est asymptotiquement stable. D’apres le corollaire
1 dans , le systeme est asymptotiquement stable pour 0 < ds < 13. De plus, en
résolvant le théoreme le systeme est asymptotiquement stable pour tout retard constant ds
satisfaisant 0 < dy < 17.
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Afin de vérifier les résultats, on effectue une simulation ot on choisit do = 17 et des conditions
initiales arbitraires. Figures[2.I] et 2:2] donnent les trajectoires des deux variables d’état du systéme
étudié. On peut voir clairement que le systéme étudié est asymptotiquement stable.

Exemple 2.2. Considérons le systéme (2.1]) avec les matrices données dans [Feng et al., 2010] :

0 0.6 0 0 0 0 00
A= [0 0.2] Ao = {0.2 0.65]’A1d [—0.1 0] » Aea = {0 —0.1}'

Tableau 2.1 — Maximum de ds pour d; donné.

Méthodes d1 =1 d1 =2 d1 =3 dl =4 dl =10 dl =0
Théoréme 1 [Feng et al., 2010] 6 4 4 4 4 4
Théoreme |Badie et al., 2018a] 7 5 4 4 4 4

Pour des valeurs donnés de dj, les bornes supérieures de ds obtenues par le théoréme 1 dans [Feng
et al., 2010] et théoréme sont données dans le Tableau A partir de ce tableau, on voit
clairement que les bornes de retard assuré par le théoréme [2.1] sont supérieures ou égales & celles
obtenues par |[Feng et al., 2010],ce qui démontre ’avantage de notre approche.

2.3 Analyse de la stabilité exponentielle des systemes 2-D
discrets commutés a retards

2.3.1 Formulation du probléme

Considérons le systeme 2-D discret commuté suivant décrit par le modele de Roesser a retards :

Bhgjim _ AoGd) [f:hgjm | A7) Bh((ZZ; diél)(jﬂ)” . (2.6)

Ou z"(i,j) € R™, x(i,7) € R™ sont les états horizontal et vertical respectivement avec (n =
np + My ). 0(i,7) est le signal de commutation, qui prend ses valeurs dans un ensemble fini N :=
{1,2,...,N} avec N > 1 est le nombre de sous-systémes. o(i,5) =k, (c(i,5) =1), k,l € N indique
que le k°™¢ (1°™¢) sous-systéme est activé (Voir Figure . dp (i) et d,(j) sont des retards d’état
variables dans les directions horizontale et verticale, respectivement, satisfaisant :

{ 0 < dp1 < dp(i) < dpg;

0< dvl S dv(]) S dv27 (27)

Ou dp1, dpa, dy1 et dyo sont des scalaires constants représentant respectivement les bornes inférieure
et supérieure des retards sur les directions horizontale et verticale. Les matrices :

ko Ak k k
AF — [ﬁ}; illcz} Ak = [A%u Agm]’ keN,
21 A3y d21 Ad22

sont des matrices constantes connues de dimensions appropriées.
Les conditions initiales sont données par :

a"(r,j) = fy(G), ¥ —db<r<0, 0<j<T°,

xh(r7j):07 v 7d’21§7’§0, j>1Tv, (2 8)
2V (i,u) = guy(i), V —dy<u<0, 0<i<Th, ‘
z?(i,u) =0, V —ds<u<0, i>T"

ou T" < 0o et TV < oo sont des entiers positifs, Jr)(J) et geuy (@) sont des vecteurs.
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Sous-systeme: 1

signal de
commutation Sous-systeme: 2

g — 4 I

Sous-systeme: N

FIGURE 2.3 — Systéme commuté.

Remarque 2.2. Dans le but de se mettre dans les méme conditions que celles de la littérature, on
suppose que la valeur de o(i,j) ne dépend que de i+ j, ce qui indique que pour touti+j = m+n,
o(i,7) = o(m,n). Pour plus de détails, nous renvoyons les lecteurs d [Benzaouia et al., 2011)].
De plus, notons : Ly = is+ js, (s = 0,1,2,...) comme s¥€ instant de commutation. Ensuite, la
séquence de temps de commutation o(i,7) peut étre décrite comme (Lo, L1, ..., Ls, Lg11,...) avec
(i0,jo) = (0,0). Dans de telles situations, le k*™¢ sous-systéme est actif sur lintervalle [Lg, Ly1)
lorsque o(is,js) =k € N.

Avant de poursuivre, nous devons introduire les définitions suivantes de la stabilité exponentielle
pour le systéme 2-D (2.6) et I'approche du temps de séjour moyen qui seront essentielles dans la
preuve de nos principaux résultats.

Définition 2.2. [Huang et al., 2013] Sous le signal de commutation o(i,j), le systéme 2-D (2.1)
est dit exponentiellement stable s’il existe des scalaires positifs ¢ et A tels que :

ST llz@ )P < ge M N jai g, L > Lo,

iti=L i+j=Lo
ol
Solle@ple s sup > {2 — 0" )P+ 126G - 0.)]]
i+j=Lo 0" €[—dy 0] i+ 5=L,
0v€[—d? 0]
18" (i = O, D)1 + 115 (i, 5 — 6,)]1°}-
et

{sh(z’,ﬁ =2(i+1,7) — 2" (i, j);
s¥(i,7) = V(1,5 + 1) — x%(4, 7).

Remarque 2.3. I est a noter que la stabilité exponentielle d’un systéme implique sa stabilité
asymptotique mais l'inverse n’est pas nécessairement vrai.

Définition 2.3. [Huang et al., 2015] Pour toute i + j = L > Lo = ig + jo et tout signal de
commutation o (i, j), soit Ny(; jy(L,,1) le nombre de commutations de o (i, j) sur l'intervalle [Lo, L).
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Si
(L — L)
T,
pour Ng > 0 et T, > 0, alors T, est appelé le temps de séjour moyen.

Comme couramment utilisé dans la littérature [Wang et al., 2012,|Yang et al., 2018], nous
supposons que Ny = 0.

No(ij)(Lo,L) < No + (2.9)

Remarque 2.4. La commutation avec un temps de sé€jour moyen est une classe typique de si-
gnauz de commutation sous contraintes. Selon la déﬁm’tion la condition (2.9)) avec Nog =0 est
équivalent a :
L—-1L
_(L—Ly) > T, (2.10)
No(i,5)(L~Lo)

ce qui signifie qu’en moyenne, le temps de séjour entre deur commutations consécutives n’est pas
inférieur a une constante commune T,.

Notre objectif dans cette section est d’étudier la stabilité du systéme 2-D discret commuté (|2.6])
et d’établir de nouvelles conditions de la stabilité exponentielle dépendante du retard qui seront
meilleures que celles existantes.

2.3.2 Reésultats principaux

Cette sous-section est consacrée au probléme de la stabilité exponentielle du systéme (2.6)). Afin
d’appliquer Iidée de partitionnement du retard [Meng et al., 2010], nous partitionnons dp1 et dy
en my, et m, parties, respectivement, comme suit :

{ dp1 = mpTh,

dy1 = MyTy,

avec mp, My, Th €t 7, étant des entiers positifs. Ensuite, définissons les vecteurs augmentés suivants :

(i, 5) z" (i, )
O L | TG
| (i — (i, — L)n, j) 26, — (my — 1)7)
h(rh(ic,lj) ) (T”(ing |
hoe oo (1 — dp1, 7 v V(1,7 — dy1
§"(i,5) = xh(i—dh(i),j) ) §°(i,7) = 2°(i,j —dy (7)) |
L xh(l _dh2aj) ﬁv(i,j _dv2)

- "4, 7) }
i,j) = RO I
£(4,7) [ € (4, 4)
Maintenant, nous présentons le théoréme suivant :

Théoréme 2.2. [Badie et al., 2019d] Soit le systéme 2-D discret commuté a retards décrit par le
modéle de Roesser , étant donné les scalaires 0 < a < 1, u > 1 et les entiers positifs mp, m,,
Thy Tos dp2 €t dyo. S’il existe des matrices définies positives {PF,QF,, QF4, RY,, RE,} € Rwxnn,
{PF QF,, QFy, RE, REY € R QF ) € Rimuna)x(mann) Ok ¢ R(muno)x(munv) et des matrices

v vl

{Mf,NF, SEY € Rmat3muxnn Lk Nk Gk} ¢ Rmot3)Inexne sqtisfaisant les LMIs suivantes :

ok ME Nk Sk

* 7071le 0 0
. . —642R§ 0 <0, kewN, (2.11)
* * * _&QRIS
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Pt <pP', QY < pQt,
QF < pQy, Q< @i, k,le N(k>1), (2.12)
RY <pRi, RS <R,

avec
% = XT[—aP* +d2Q5 + QY X + UT QYU — aUT Qt U,
—bX3 Q5 X5 — bX3 Q5 X3 + sym[M*(X — X4) + N*(X1 — X3) + S*(Xp — X3))]
+EMPFER 4 7(BF — X)TRY(EF — X) + di2(E* — X)TREY(E* — X),

ko h k _ Rl k _ h2 k _ h3
P = I % P,L])C:| ) Ql - |: * 51 ) QQ - % Q52 ) QS - ” QSB 9
[RE, O RF, 0 MF 0 NE 0
k _ hl k _ h2 k _ h k _ h
Br=1% R’;l]’&{ 8 R,’jJ’M [ o MmN =0 NE
[SF 0 = dpial 0 _ 1 0
k _ h _ h124iny o hing
S L0 55]’d12[ 0 d'ulQIn,U:|7T|: 0 7'UInJ7
a = _aThImhnh 0 ’ B = adhzjnh d 0 ’ O_él = a;jé_ljnh 7?1;? ’
.0 Q™ In,n, 0 a™2l,, 0 e =15,
[ o~ 9h2 —q—9n1
Qo = ’i—a . Inh 0 ]
2 = a—%z,a—dvll )
i 0 = In,

et

X = |: Inh Onh,,(mh+2)nh Onh,(mv+3)nu :| X, = |: Onh7mhnh Inh Onh,th Onh,7(mv+3)nv :|

1=
Onv,(mh+3)nh I, Onv’(mv+2)nu Onv,(mh+3)nh O,y muma L, On,y 20,

X, = Onh,(mh-&-l)nh Inh Onh,nn Onh;(mv"l‘?’)n'u ] X3 = [ Onh,(mh+2)nh Inh Onh,(mu-ﬁ-B)nv :|

L O"va(m}L+3)n}L Onva(mv"l‘l)nv In'u OTLU,'IL,U Onv7(mh+3)nh 0”'07(mv+2)nv Inv

X4 o Onh,nh Inh Onh,(mh+1)nh Onh,(m1,+3)nv :| Ul _ |: Imh'n,h Omhnh,:}nh Omhnh,(mv+3)nu :|
- b - b

L Onv,(mh—&-?))nh, Oy L, 0"1)»(m1)+1)nv Omvnv,(mh+3)nh I n, Oy, 30,

Uy = [ Omhnh’nh Imhnh Omhnhﬁnh Omh,nh,y(varS)nu ]
- b

Omunv,(mh,JrS)nh Omvn,u,n,,, Im,unv Omunv,2nu

r k k k k
Ek _ All Onh,,mhnh Adll Onh,nh A12 Onhymvn'u Ad12 Onh,ﬂv
- Ak, 0 ’

k k k
L A21 Onvymh,nh, Ad21 Onm"h Ty s Mgy Mgy Ad22 Onvynu

alors, le systéeme (2.6]) est exponentiellement stable pour tout signal de commutation avec un temps
de séjour moyen satisfaisant :

In(p)

T, >Tr = — . 2.13
Preuve. Choisissons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante pour le systéme (2.6 :
Vk(z7]) = th(ivj) +Vvk(i7j>7 (214)

avec

4
Vik(i,4) = Y Vik (6, 4),
r=1

Vf{cl(lvj) = ‘ThT(ivj)Pl{th(ivj)v
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Vh2 i J Z Oél P IThT(pv )th b,J Z az Pt hT(pv )QhS‘r (pv )7
P=i—"Th p=i—dpa
—mpTh+1 i—1

Vi (i, j) = Z Z o' P (p, 1) Qraa" (p, 5),
g=—dp2+1 p=itq—1

thhfl i—1

—1 1—1
V(i g) = Y. > o T )RS L)+ > Y o P M (p )Ry, (0, ),

q=—Th p=i+p g=—dp2 p=it+gq

et
4
Vvk(iv.j) = Z V’UkT(i?j)?

1
Vi (i) = 2T (i, ) Py (i, §),

j—1 j—1
VhGG) = > PTG p)QE Y )+ D o P (i, p) Qe (i, p),
pP=Jj—Tu p=i—dy,2

—myTy+1  j—1

VEG) = Y. Y of P p) Qb (i, p),

q=—dy2+1p=j+q-1

j—1 My Ty—1 j—1
Vi, j) = Z S P T p)RE S (p) + Y > ol P s T (i, p) R,V (i, p).
q=—Ty p=j+p g=—dy2 p=j+p

En terme de :
AVUk(iaj) = Vvk(i’j + 1) - aVuk(iaj)a
on obtient :
AV (i, §) = @@+ 1, ) Pra (i + 1, 5) — az" (i, ) Pra" (i, ),
Ath( ) = ThT(l ])Qh1Th(Z J) a™ ThT(Z — Th,J )QleTh(i - Thvj)v
+ (ZaJ)Qh2x (17]) dhthT(Z - dh?a )Qlfﬂxh(z - dh?aj)a
AVE(,§) < dpi2a™T (4, §)Qfsa™ (i, j) — a®2a"T (i — dh( ), 3)Qhsa" (i — di(i), ),

AV (i, 5) = 8" (6, 5) (Tn Riy + dni2Ris)s Z a'” p,§)Ri1s" (D, 4)
P=i—Th
ifmh'rhfl ] i—d;L(i)—l )
- Z o' P (p, j)Ryas" (p, §) — a7 (p, j) Riias" (p, ),
p=i—dp () p=i—dp2

et

AVi(i ) = 2" (i + VP’ (i, +1) = ax"™ (i, ) Pra’ (i, ),
AV (i j) = T”T(z’ DAY (05) — wv% =) TG — ),

+x (’J)QUQI (aj)foé (Z.]*d )QﬁQ‘T (iajdeQ)v
AV, 5) < dooa®™ (6, 5)Qusa’ (i, §) — a®2a" (i, j — dy(5))Qusa (i, 5 — du (),
j—1
AVJZ("J) = SUTU,J')(TvRﬁ +dv12R§2)5U(i7j) - Z O‘j_psT(i7p>Rﬁ15U(iap)
P=J—Tv
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J=myTy—1

>

p=j—dy(j)

ajipsvT(Z‘a p)RijSv (Za p) -

J—dv(G)—1

>

p=j—duv2

ajipsvT(Lp)RﬁQSv (Zap)

Selon les expressions de s" (i, 5) et s”(i, ) dans définition et pour toutes les matrices MF, Mk,

NF, NE SFet SF (ke N), les

0 = 26" (i, j) My,
0 = 26" (i, ) M}
0 = 26" (i, j)N,

0 = 267 (i, j)N;

0 = 26" (i, 5)Sy

0 = 267 (i, 5)S¥

o P=j—Tuv

équations suivantes sont valables :

l'h(’L’j) 7xh(7’ *Th,j) - 2 Sh(paj)]

pP=i—Th

Jj—1
xv(i’j) - xv(i’j - Tv) - Z Sv(i,p)

|

i—dh—1

>

p=i—d" (i)
j—dy—1

D

ot (i —dy, j) — 2" (i — d"(i), j) —

x?(i,j —di) —x"(i,j — d"(j)) —

)

sn(p,7)

Sv(iap)

p=j—adv(j)

i—d"(i)—1

>

p:ifdg
J—=d’(j)—1

>

p=j—dj

xh(i - dh(l>7j> - xh(i - dliu]) -

xv(ivj - dv(])) - xv(iaj - d;) -

Sh(paj)

sy (i, p)

)

)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

En ajoutant les egalités (2:15)), [2-16), (2.17), [2.18), (2.19) et [2:20) & AV (4, 5) + AVE(3, §), on

en déduit que :

AVF(i, j) = AVF(, §) + AV, (i, §)
< €71, ){®" + ar M (RY) ' MM + Go N*(RE) ' NM + as S*(RE) 1 SMY(4, )

i—1

— 3 [T, H)ME + ai P (p, ) RE, | (o TPRE) T

P=i—Th
x [ M}

j—1

(i, ) + o' PRy, 5" (p, j) |

— 3 (€T (6, )ME + ad P T (i, p)RE, | (o9 P RE) !

P=j—Ty
X [MfT
. h
i—dy—1

>

p=i—d" (i)

€V(i,5) + a?"PRE s (i, p) |

x [ NTE" (i, 5) + o' P Ryys" (p, ) |

j—dy—1

>

p=j—d(j)

X [ NFT€v(i,5) + ol P REysV (i, p) |

i—d"(i)—1

>

—i_gh
p=i—d3
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[ i7" (6, 5) + o' PRyys" (p, ) |
j=d(G)—1 ‘
- Z (€7 (6,5)SE + a2 7Ps"T (i, p) RE, | (/P RY,) ™
p=j—dj

x [SyTEv (i, 5) + o/ P Ry,sV(ip) | - (2:21)

Notant que les six derniers termes dans (2.21)) sont negatifs, on obtient alors :
AVE(, 5) < €7 (1,){®" + a1 M*(RY) ' MM + ao N*(RE) "' N*T 4 a3 S*(RE) 1 SFT (i, 7).

Selon le complément de Schur (Lemme 7 la faisabilité de (2.11)) implique :

Vi +1,5) + VEG, 5+ 1) < aViF(i,5) + aViF(, j). (2.22)
Ensuite, a partir de (2.22]), nous pouvons obtenir :

Z VE@G,5) = VFO,L) + VFQA, L - 1)+ ...+ VF(L —1,1) + VF(L,0)

i+j=L
+Vuk(La O) + th(L - la 1) +...+ Vvk(lﬁ L— 1) + th<L?0)
< a(VF(=1,0) + VL, -1) + VFO,L — 1) + VH(L - 1,0) +. ..
+VH(L - 2,1) + VFQ,L-2) + VF(L - 1,0) + VF(0,L - 1))
=a Y Vi)
i+j=L—1
<al DS VG )
i+j=L—2
< ...
<N VEGL ). (2.23)
i+j=R
En utilisant (| et (2.14)), au point de commutation Lg, on obtient :
Z Vot (i) < Y Vol (i, ). (2.24)
i+j=L, i+j=L

Par conséquent, il résulte de ) et - que :
Z VGsio (i,5) < alle Z VGsis) (i, )

i+j=L i+j=Ls
< /lOlL_LS Z V7ls—1ds-1) (4, 5)
it+j=Ls_1
< ...
< IUJN{(yLO,L)aLfLO Z V030 (4, §)
i+j=Lo
e_)‘(L_LU) Z va(io,jo)(i’j)7 (225)
t+j=Lo

avec A = —In(a) —In(p/7). En vu de (2.14), il existe deux constantes positives ¢1 et ¢2 (¢1 < ¢2)
telles que

o el DIP < 3 Ve (i), (2:26)
i+j=L i+j=L

¢ Y e = Z VG0 (4, ). (2.27)
i+j=Lo i+j=
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En combinant (2.25)), (2.26)) et (2.27)), on obtient :
Y 2@ DIP < ge A EE N T la (i, )12,

i+j=L i+j=Lo

avec ¢ = ¢o/d1.
Par conséquent, selon la définition le systéme 2-D discret commuté a retards (2.6]) est
exponentiellement stable. La preuve est terminée. O

Remarque 2.5. Lorsque = 1, Uinegalité T, > T; = —In(pu)/In(a) devient T, > Tr =0, ce qui
signifie que le signal de commutation o(i,j) est arbitraire. Dans ce cas, devient P* = P,
QY =Q1, Q5 = Q2, Q% = Q3, R¥ = Ry, RS = Ry, Yk € N, ce qui signifie que les N sous-systémes
emploient une fonction de Lyapunov-Krasovskii commune.

Remarque 2.6. Il convient de noter que l'utilisation de la méthode de partitionnement du retard
implique lintroduction des deux vecteurs augmentés Y"(i,5) et YV(i,5), ce qui conduit a exploi-
ter plus d’informations sur les tailles des retards dp(i) et d,(j). En plus, la complezité de calcul
dépend des nombres de partitionnement de retard my et m,, de sorte que lorsque les nombres de
partitionnement de retard augmentent, le nombre de variables de décisions augmente aussi. De
plus, la formulation de la matrice devient plus compleze et le cott de calcul augmente. Par consé-
quent, my et m, doivent étre choisis de maniére appropriée en considérant un compromis entre le
conservatisme des résultats et le cotut de calcul.

Remarque 2.7. Il est a noter que le résultat du théoréme donne une condition suffisante
dépendante du retard pour garantir la stabilité exponentielle du systéme 2-D discret commuté (2.6)).
Lors du développement du résultat dépendant du retard de théoréme[2.2, aucune transformation de
modeéle n’est effectuée pour le systeme , De plus, nous avons adopté l’idée de partitionnement
de retard ainsi que nous avons introduit quelques matrices de pondération libres, qui aident a éviter
le conservatisme possible.

Remarque 2.8. [l est a noter que lors de la dérivation du résultat du théoréme les bornes
inférieures des retards sont supposées étre dp1 = mp7h > 1, dy1 = my7y, > 1. Cependant, dans
de nombreuses applications, les bornes inférieures des retards pourraient étre nulles, dans cette
situation, nous proposons le résultat de théoréme [2.3.

Théoréme 2.3. [Badie et al., 2019d] Considérons le systéme 2-D discret commuté avec
0 < dp(i) < dpa, 0 < dy(j) < dya , étant donné les scalaires 0 < a < 1 et p > 1. S’il existe
des matrices définies positives {PF,QY,, Q¥4 RE} € Rmnxmn [PF QF, QF,  RE} € R | et des
matrices {NF, Sk} € R3nnxnn [Nk GFY ¢ R3nvXno gatisfaisant les LMIs suivantes :

ok N Sk
x —asRF 0 <0, keWN, (2.28)
ES * *643Rk

Pr<pPl, Q5 < pQb,

ke N(k>1D). 2.29
Qb <pQh,  FF<pR. =0 (229

avec
OF = XT[—aPF + (dy + I)Q% + Q51X — bXT Q5 X2 — bX] QX5
+sym[N*(X — Xo) + S¥(Xo — X3)] + EFT PFEF + do(E* — X)TRF(EF — X)),

o %h2
Rk = |:ROZ R?k:| ) CZ2 - |:dh1201nh d OI :| ) C_Y?) = %allnh O
v v24n,

—d2,
a —1
0 11— Inv

9
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et

X = Inh Onh,th Oﬂh,3nv X, = Onh/nh, Iﬂh Oﬂh,nh Onh,3ﬂu
On,,,,?)nh Inu Onv,2nv ’ 2 ’

k k k k
XB _ Onp.2ny Iny, Ony 3n, BF = Ail Ony, n, Agn A%ﬁ2 Onp ., A,ccm
Onu,?mh On'u;2n'u In'u ' A21 Onv,nh Ad21 A22 Onu,nu Ad22

On,,,,?)nh Onv,nv Inu Onv,nu

Alors, le systeme ([2.6]) est exponentiellement stable pour tout signal de commutation avec un temps
de séjour moyen satisfaisant (2.13)).

Preuve. En choisissant la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :
‘_/k(%]) = ‘_/hk(i’j) + Vvk(i’j)7
ol

1 i—1
V(i) = 2" )R+ Y > o P (p, )QFaa" (p, )
g=—dp2+1p=itq—1

i—1 —1 i—1
+ > o T )QEsa () + Y. Y P (p, )Ry (. 5),
p=i—dp2 g=—dp2 p=it+gq

1 j—1
VEGg) = 2T, )Pt (i )+ Y Y o P T, p)QFya (i, p)
q=—dy2+1p=j+g—1

j—1 -1 -1
+ Z aj—p—lva(i,p) 53xv(i,p) + Z Z Oéj_p_lsvT(i,p)RﬁS”(i,p),
p=j—duv2 g=—dv2 pP=j+q

et en utilisant les mémes étapes de la preuve du théoreme discutées précédemment, on peut
facilement arriver au théoréme ci-avant. Les détails de la preuve du théoréme [2.3] sont donc omis.
O

Il est également plus intéressant de considérer certains cas particuliers des résultats précédents.
Notant que lorsque : dp1 = dpe = djp, et dy1 = dy2 = dy, nous pouvons conclure que le systeme
(2.6) devient un systéme 2-D discret commuté a retards constants, qui a la forme suivante :

2w ] a (25 92] e

Sur la base du théoréme [2.2] nous pouvons dériver le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. [Badie et al., 2019d] Considérons le systéme 2-D discret commuté a retards
constants , étant donné les scalaires 0 < a < 1, p > 1 et les entiers positifs mp, My, T
et 7,. S’il existe des matrices définies positives {PF, R} € Rmnxnn [Pk RE L € Rroxne QF €
R(mhnh)x(mhnh)} Qﬁl c R(muny) X (myny) et des matrices M/_f c R(mr+1)nn Xn;z} M{f c R(muvt+1)ny Xy
satisfaisant les LMIs suivantes :

ok MF
[ . _ale] <0, keWN, (2.31)
Pk < P! QY < uQt, RF < uR!, k,le N(k>1). (2.32)
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ou
oF = XT[—aPMX + U Q{Us — aly QiU + sym[M*(X — X1)]
+EMTPRER 4 F(EF — X)TRFEY — X),
et

X |: Inh Onh,mhnh np,(Mmy+1)n, :| Xl . |: On;“nh Inh Onh»(mh,*l)nh

0 . (my 1),
Ony,(mh+1)nh I, Ony 1m0 ’

0
Onu,(mh+1)nh Onv,nu Inu Onv,(mv—l)nv

Ul _ [ Imhnh Omhn}unh mpnp,(my+1)n, :| 0'2 _ |: Omhn}nnh mpnp Vmpnp, (My+1)n, ]
- - b

0 0
Omvnv,(mh-q—l)nh Im Ny Omunv,nv Omvnu,(vml-i-l)nh Omvnmnv Imvnv

EF — |: Al}zl O (mn—1)nn A§11 Alf? Oy, (m20=1)m, Agw ] )
Az Ony,(mhfl)nh Ad21 A3y Onv7(mv71)nv Ad22
Alors, le systéeme (2.30) est expomentiellement stable pour tout signal de commutation avec un
temps de séjour moyen satisfaisant (2.13)).

Preuve. La preuve du corollaire 2.I] peut étre obtenu en utilisant la fonction Lyapunov-Krasovskii
suivante :

VEG5) = Vil 9) + VG ), (233)
avec
i1
Vi, g) = ", ) PR )+ D o P (p, QI Y (. 4)
P=i—MhpTh
S5 @)
q=—Th p=i+p
j—1
VEG,§) = 2", 5)PEa(0) + Y o PTIT(d p) Q5 T (i p)
P=J—MuTy
-1 41
Z Z P T (i p)RE 5% (4, p),
q=—Ty p=7+p
et en suivant les mémes démarches de la preuve du théoreme O

En absence des retards, le systéme 2-D discret commuté (2.6)) devient :
(i +1,5) ) [ 5)
Sl = 406D oo 2.34
{x”(m +1) z"(i, j) (2:34)
Sur la base de ( , nous construisons la fonction de Lyapunov suivante :
ViE(i, ) = 2" (4, §) P a" (i, §), Vir(i, 3) = 27 (i, ) Py a® (i, 5)-
Ainsi, nous obtenons le corollaire suivant pour le systeme ([2.34)) :

Corollaire 2.2. [Badie et al., 2019d] Considérons le systéme 2-D discret commuté sans retards
(2.34), étant donné les scalaires 0 < o < 1, p > 1. S’l existe des matrices définies positives
Py e Rwxnhe, Pk ¢ RroXme  satisfaisant les LMIs suivantes :

AFTPEAR _aPk <0, keN, (2.35)
Pk < uP!, k,le N(k>1).

Alors, le systéme (2.34) est exponentiellement stable pour tout signal de commutation avec un
temps de séjour moyen satisfaisant (2.13)).

Année 2020 50 K. BADIE



CHAPITRE 2. STABILITE DES SYSTEMES 2-D A RETARDS

Remarque 2.9. Selon le complément de Schur (Lemme , la condition LMI ([2.35) peut étre

réécrite comme suit :

—aP} 0 AMPE ASTPE

" —apl AN PE AET P
. . P 0 < 0. (2.36)
* * * —Pf

Ensuite, en multipliant la LMI ([2.36) @ gauche et a droite par diag{(PF)=*, (P¥)=1, (PF)~, (Pk)~1}
et en définissant les variables X = (PF)~1, X4 = (P¥)~1, nous obtenons la condition LMI pro-
posée dans le théoréme 1 dans [Xinag et al., 2015)].

Remarque 2.10. Généralement, il existe deux méthodes pour obtenir la valeur de p : une consiste
a choisir d’abord le scalaire 1, puis a vérifier la faisabilité des contraintes LMIs. Si ces LMIs n’ont
pas de solution, nous augmentons progressivement la valeur de p jusqu’a ce que nous obtenions la
faisabilité, et finalement nous choisissons la plus petite valeur de p qui garantit la faisabilité des
conditions LMIs. L’autre méthode consiste a résoudre quelques LMIs, puis a trouver la valeur de p
en fonction des solutions obtenues. La deuziéme méthode peut ne pas conduire d un p approprié.

2.3.3 Exemples numériques

Pour illustrer les résultats proposés et montrer leurs avantages par rapport aux résultats donnés
dans la littérature, nous considérons deux exemples numériques.

Exemple 2.3. Considérons le systéme 2-D discret commuté utilisé dans [Huang et al., 2013|, qui
se compose de deux sous-systémes (N = 2). Pour le sous-systéme 1, les paramétres sont donnés
par :

0.8 —0.6]0.018
At=1015 004 0 |, Al=
0.025 0 [0.12

tandis que les parametres du deuxiéme sous-systéme sont donnés par :

0.9 —0.5]0.02
A2=101 03
0.02 0 [0.09

Les retards sont donnés par :
) T . .
ai)=3+sin(5),  d()=a+sin(Y),
ce qui se traduit par :

{ 2 (i) ? (2.37)

Afin de comparer nos résultats avec ceux de [Huang et al., 2013|, nous utilisons le théoréme
avec [t = 8.4841, le Tableau [2.2] donne les résultats de la comparaison sur l'intervalle de o pour
le théoréme 1 dans [Huang et al., 2013] et le théoréme avec différentes valeurs de my, et m,,.

Grace a la comparaison des résultats donnés, on peut constater que les résultats du théoréme [2.2]
pour les systémes 2-D discrets commutés sont moins conservatifs que ceux de [Huang et al., 2013].
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(A) (B)

x'(i.J)

signal de commutation
)]

0 20 40 60 80 100
i+]

FIGURE 2.4 — Résultats de simulation. (A) : Trajectoire d’état de a7 (i, j) ; (B) : Trajectoire d’état
de x%(i,7); (C) : Trajectoire d’état de z¥(4,5); (D) : Signal de commutation o (3, 7).

Afin de vérifier les résultats, nous choisissons o = 0.7639 et a partir de (2.13) nous obtenons

T, >Tr =—1In(u)/In(a) = 7,94, en outre, supposons que les conditions initiales sont :
2"(r,j) =04 11T, V —-4<r<0, 0<j<10,
a(r,j) =0 07, V—4<r<0, j>10,
2*(ibu) =11, ¥V —5<u<0, 0<i< 10,
x¥(i,u) = 0, V -5<u<0, i>10.

Les résultats de la simulation sont présentés dans la Figure D’apres la Figure [2.4] (A), (B) et
(C). On peut voir que les états horizontal et vertical du systéme considéré convergent vers zéro,
avec un signal de commutation donné par la Figure (D) satisfaisant un temps de séjour moyen :
T, = 9.4. Les résultats de la simulation impliquent donc que 1'objectif souhaité est bien atteint.

Remarque 2.11. Selon et (2.13)), on peut voir que le temps de séjour moyen T, dépend du
parametre o, de sorte que lorsque v diminue, T, diminue également, ce qui augmente la complexité
du signal de commutation. Dans Uezemple [2.3, il est noté que dans le Tableau [2.3, le théoréme
assure des intervalles de o plus larges que ceux obtenus par le théoréme 1 dans [Huang et al.,
2013/, ce qui signifie que notre approche proposée est moins conservative que [Huang et al., 2015].
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Tableau 2.2 — Résultats de comparaison pour I’exemple .

Méthodes Intervalle de «
Théoréme 1 [Huang et al., 2013" [0.810,1)
Théoréme [2.2 (mp, = 1, m,, = 1) |Badie et al., 2019d [0.7644,1)
Théoréme [2.2 (my, = 2, m,, = 3) |Badie et al., 2019d [0.7639,1)

Exemple 2.4. Considérons le systéme 2-D discret commuté (2.6)) avec N = 2 et les parameétres
suivants
sous-systeéme 1 :

[0 o1 T
A= {0.25 0.52]’ Aa = [0.03 0.04]’

sous-systeéme 2 :
> | 0 1 2 0 0
AT = {0.25 0.58 |’ Aq = —0.02 —0.04 | °

Tableau 2.3 — Résultats de comparaison pour ’exemple (Retards variables)

Méthodes dl =2 dl =4 d1 =6
Théoréme 1 [Huang et al., 2013] 4 6 8
Théoréme [2.2] (my, = m, = 1) |Badie et al., 2019d 12 12 13
Théoreme [2.2| (my, = my = dp1 = dy1) [Badie et al., 2019d] 12 13 14

Afin de comparer nos résultats avec [Huang et al., 2013], nous choisissons (a = 0.9665, u = 2),
le Tableaudonne les résultats de la comparaison sur la limite supérieure des retards (dpe = dy2)
selon le théoréeme 1 dans [Huang et al., 2013] et le théorémeavec différents valeurs de partitions
(mp et my) et di = dp1 = dy1. Grice a la comparaison dans le Tableau il est clair que la
méthode développée dans notre théoreme donne des résultats moins conservatifs que les conditions
présentées dans le théoréme 1 dans [Huang et al., 2013].

Pour démontrer 'avantage du corollaire - sur le corollaire 1 dans [Huang et al., 2013|, nous
considérons le cas ou les retards sont constants, c’est-a-dire dp; = dpe = dj, et dy1 = dyo = d,.
Pour (a = 0.85, ;1 = 2), les régions possibles de retards selon le corollaire 1 [Huang et al., 2013],
(indiqué par "x’) et le corollaire avec mp = m, = 1 (indiqué par ‘o) sont illustrés dans la
Figure 2.5] On peut voir clairement que les conditions de la stabilité proposées dans le corollaire
donnent le plus grand domaine d’application.

Dans le cas ou les retards sont constants avec (dp(i) = d,(j) = h), en choisissant p = 2 et
en appliquant le corollaire 1 dans [Huang et al., 2013|, et corollaire pour my = m, = 1 et
myp, = m, = h. Le Tableau [2:4] présente les limites maximales de reatrd obtenues pour différentes
valeurs de a. Le Tableau [2.4] montre clairement que notre méthode donne des limites de retard
beaucoup plus grandes que le résultat de [Huang et al., 2013]. On peut également voir que ces limites
augmentent encore lorsque my, et m, augmentent. Alors, 'avantage de notre résultats proposés est
évident.
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108 O 4

9% ® o

8% ® o O O 1

7% ® O (0} O © O O O O -

6% ® ® O O O o O O O o o O 1

5% ® ® ® ® ® ® ® O O O O O o O O 1

4% ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® O O (0} O O O -

2% ® ® ® ® ® ® ® @ ® & ® ® O O O O O O A1

1 S —————— S ——e——h—e—& & &
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
d

FIGURE 2.5 — Régions de faisabilité des conditions LMIs du corollaire 1 [Huang et al., 2013] (indiqué
par 'x’) et corollaire [2.1| avec mj, = m, = 1 (indiqué par 'o’).

Tableau 2.4 — Résultats de comparaison pour I’exemple (Retards constants).

Méthodes a=07 a=08 a=08 «a=09
Corollaire 1 [Huang et al., 2013] 2 3 5 9
Corollaire [2.1{ (mp, = m, = 1) [Badie et al., 2019d 3 4 7 12
Corollaire [2.1| (my = m, = h) |Badie et al., 2019d 3 5 8 14

Remarque 2.12. I convient de noter que dans le travail [Badie et al., 2019f], nous avons proposé
également une condition dépendante du retard pour étudier la stabilité exponentielle des systemes
2-D discrets commutés décrits par le modéle de Roesser a retards, Dans ce travail nous avons
opté sur Uutilisation de l'inégalité de Wirtinger discréte afin de développer une condition moins
conservative avec un nombre de variables de décision reduite.

2.4 Stabilité et analyse de la performance H., des systémes
2-D continus a retards

2.4.1 Formulation du probléme

Considérons le systeme 2-D continu décrit par le modele de Roesser a retards :

h
%?m _ [An A [a(t1,t2) Agin Agiz | [2"(t1 — ha, t2)
Bz"{g?,tz) Ao Agg :L‘U(thtz) Ago1 Agao v (t17t2 _ h2)
2
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B
+ [Bj w(ty, ta),

llfh(tl, tg)

2(t1,t2) = [C1 Oy {wv(thb)

:| + Dw(tl, tz), (238)
ou x"(ty,ty) € R™ % (ty,t5) € R™, sont les états horizontal et vertical, respectivement, w(ty,ts) €
R™ est 'entrée de perturbation (qui appartient a £2{[0,00),[0,00)}), 2(t1,t2) € R™* est la sortie,
hy et hy sont les retards dans les directions horizontale et verticale, respectivement. Enfin, A1,
Aqa, As1, Aso, Agi1, Aqia, Ago1 , Agas, Bi, Ba, C1, Cy et D sont des matrices constantes avec des
dimensions appropriées.

Les conditions initiales sont données par :

ah(0,t2) = foltz), —h1<0<0, 0<ty<Th,

=

€ (97t2) = 07 _hl S 0 S 07 t2 Z T27 (2 39)
z¥(t1,0) = g5s(t1), —ha<8<0, 0<t; <Tq, '
z¥(t1,0) =0, —hy<6<0, t >Ty,

ou Ty < oo et Tp < oo sont des constantes positives, fg(t2) et gs(t1) recoivent des vecteurs.
Lorsque w(ty,t2) = 0, le systeme (2.38) se reduit a :

h
%ﬁtz) _ Aqp Agz iUh(tl,tQ) + A1 Agio :L'h(tl — h1’t2) (2 40)
W Agy Ao | | 2¥(t1,t2) Agor Adoz | | 2¥(t1,t2 — ha) | :
L2

Avant de poursuivre, nous rappelons les définitions et le lemme suivants, qui seront utilisés dans
la preuve de nos principaux résultats.

Définition 2.4. [Ghamgui et al., 2015 Le systéme 2-D continu d retards (2.40) avec les conditions
initiales (2.39)) est asymptotiquement stable si

lim  (||z"(t, t2)]] + ||z (t1, t2)]] ) = 0. (2.41)
(t1+t2)— o0
Définition 2.5. [Galkowski et al., 2005] Soit V (t1,t2) = V" (t1,ta) + VV(t1,t2) une fonction de
Lyapunov pour le systéme (2.40)), alors sa dérivée unidirectionnelle est donnée par :

. VI (ty,t OV (ty,t
Via(t1, ) = 8(151 2) ét; 2)

Lemme 2.1. [Benzaouia et al., 2011] Le systéme 2-D ([2.40) est asymptotiquement stable si sa
dérivée unidirectionnelle (2.42) est définie négative.

Définition 2.6. [Ghous et al., 2016d] On dit que le systéme 2-D continu & retards (2.38]) a un
niveau vy d’atténuation des perturbations de la performance Hy, $’il est asymptotiquement stable et
sous des conditions initiales nulles il satisfait la condition suivante :

[zt t2)ll2 < Allw(ts, 22)]]2- (2.43)

Le but de cette section est de proposer des conditions pour analyser la stabilité dépendante du
retard du systéme (2.40). Et aussi développer des conditions pour I'analyse de la stabilité avec la
satisfaction de la performance H,, pour le systéme (2.38]).

(2.42)

2.4.2 Reésultats principaux
2.4.2.1 Analyse de la stabilité

Dans cette sous-section, le probleme d’analyse de la stabilité du systéme 2-D continu a retards
(12.40)) est étudié :
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Théoréme 2.4.

a retards ([2.40)

avec

[1]
Il

et

X =

Ey =

Ly =

Hy =

Hy =

X9 =

Xog =

Yo =

By =
Ep =

By =

Année 2020

[Badie et al., 2018b] Etant donné un entier m > 1, le systéme 2-D continu
est asymptotiquement stable s’il existe des matrices P = diag{P", P'} > 0,
Q; = diag{Q},QV} >0, i ={1,...,5}, de telle sorte que la condition LMI suivante soit faisable

=<0,

sym(X{ PXo) + Y Q1Y1 — Y3 Q1Y + B (H2Qo + H3Q3 + HiQ4
+H5Q5)E1 — EXYQoEy — ETQoE3 — ETQoFy — EYQoFs — FTQ3F
-GTQ.G — LT QsL,

[ X121 Xo1 Y You En
Xy = 7Y 7Y = ) - )
_)(12}7 2 |:X22:| [Ym} 2 [Yzz} [Eu]
[ o Es3; Eqn F G,
aE = 7E = >F = ) )
Bl A R K
L
Loy |’
1 .
diag { (5) 0 (50T, } Hy = Sdiag { (5)°1,,. (5221, ],
1 ; 1 1 1 - 1 13
gdlag{ (%)3Inh’ (%)SIM } Hs = ﬂdmg{ (%)417”17 (%)41'”1) } )
[ T, Onh,(m+3)n T, 0n1,,(m+3)n
Ony (ma1)n %Tl Ony, 20 Xy = Ony (mtD)n Z,%Tz On, 2n
Onh,(m+2)n (Rl)2’r1 Onh,n ’ On,,,(m+2)n (ﬁ)?fg Onv,n

L Onh,(m+3)n (%)3T1 Onv,(erS)n (%>3T2

A1 A1 0py (m—1)n Aarr Aar2 On, 30
Tl Onh,(m—l)n _Tl Onh,Bn
1(h1)};§g100nh,mn ]:ﬁ_’I(\}lh())g:ilznO )
L 2\ 1 Ynyp,(m+1)n ™ 1 Ynp,n |

A21 A2z Oy (m—1)n Ad21 Aaz2 On, 30
TQ Onm(m—l)n _TQ Onu,3n
%T2 Onv,mn _%T2 Onv,2n ’

%(%)QTQ Onu,(m+1)n _(%)QTI Onv,n J

Tl Onh,(m+3)n T2 0n1,,(m+3)n

Onh,n Tl Onh,,(m+2)n Om,,n T2 Onu,(m+2)n
. , Y12 = : )
L Onh,,(mfl)n Ty Onh,4n J L Onv,(mfl)n To Onv,4n J
[ Onh,n Tl Onh,(m+2)n i [ Onv,n TQ Onv,(m+2)n i
On;L,Qn Tl Onh,(m+1)n Onu,2n T2 Onv7(m+l)n
) ;Yoo = : ;
Onh,mn Tl Onh,?m i L Onv,mn TQ OnU,Bn

[A11 A1z 0py (m—1)n Ad11 Ad12 Ony3n |,
[A21 A2z Oy (m—1)n Ad21 Ad2z On,3n |

\/hml [T1 =T1 Opp (ma2)n | 5 Bz = \/Z[TQ =12 On, (mt2yn ]

56

(2.44)

(2.45)

K. BADIE



CHAPITRE 2. STABILITE DES SYSTEMES 2-D A RETARDS

3m
E31 = hil [T1 Tl Onh,(mfl)n —2T1 Onh,Qn]7
3m
Esp = }TQ [T2 T Oy, (m—1)n —27 0"1”2"] ’
5m
Bt = 52 100 =T 0y 601 <120, 00, ]
1
5m
E42 = hiz [Tg 7T2 Onv,(m—l)n 6T2 712T2 Onu,n] ’
™m
Es = ™ [T1 Ty Oy (mo1)n —1271 60T —1207 |,
™™m
Esy = ™ [T2 T2 0, (m-1)n —12T2 60Ty —12075 |,

Fl = \/§[T1 Onh,mn _Tl Onh,Qn] 7F2 = \/5 [TQ On,,,mn _T2 Onv,Qn] )

[6h

Gl - ml [ Tl np,(m+1)n Tl Onh,,n]a
[6h

G2 = m2 [ T2 ny,(m+1)n _TZ Onv,n]v

h h
L, = ﬁni [571 0pp (ma2n —Y1].L \/2>7T2L [572 Oy (mi2yn —T2],
Tl = [Inh Onh,nv ] 7T2 = [Onv,nh Inv ] s =Np + Ny

Preuve. Choisissons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante pour le systeme (2.40)) :

V(ty,ta) = V' (t1,t2) + V(t1,t2), (2.46)
ou
5
V™(t1,t2) :Z‘/zh(tlatZ)
i=0
AT
Vit (t, t2) = ¢ (ty, t2) PCM (1, t2)
ty
V! (tl,tz):/ (0 1) QT (e )
tl—ﬁl
0 t1
Vi = [ [ i@k (o ) dads,
—= Jt1+8
0 0 t1
Vi (b, ts) = / / / 7T (0, 12)Qhi" (v, t2)dadBdA,
7% A Jti+pB
0 0 0 it
Vf(tl,tz):/ / / / 7T (0, 12)Qhi" (v, t2) dad BANIS,
s In S+
0 0
VP5 (tl,tQ) / / / / / Ol t2 Q (Oé tg)dadﬂdAd(;dé‘,
t1+5
et
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Vi (tr, t2) = ¢V (t1, t2) P ¢ (t1, t2),

ta
Vi (t1,t2) = / 7 (t1, ) Q3T (¢, a)day,

tgfﬁ
0
t17t2 / t17 Q (t17a)dad6,
72 t2+ﬁ
0
tl,tQ / / / tl, ”(tl,a)dadﬂd)\,
Wz A t2+ﬁ

0
VY (t1,t) / / / / " (t, ) QUi (t1, o)dadBdNdS,
-2 Js ta+p5

m

0
V2 (t, 1) / / / / / T(t1, a)QLi® (11, a)dadfd)ddde,
t2+6

m

72
avec
ah(ty,t2)
, fttll [ 2™ (a, ty)da
th,te) = ,
Clta,t2) f By t +ﬂ (a to)dadp
f hl f)\ t +ﬁ Oé tz)dadﬂd/\
xV(ty, to)
jj;j “(tl, a)da
Cv(tlth) = f f t d d )
h2 17 « /8
o 3 2,52 (b, @)dadBax
a"(a, t2) " (ty, o )h
zh(a—— tg) xv(tl,a——z)
Fh(a,tg) = . 7F”(t1,0[) = . m s
2P (o — 2=Lhy ty) 2V (ty, 0 — 2L hy)
ot M (o, ty) = 2L | v () = Q)
On pose :

= .’Eh(tl,tg), 2’ =a"(ty,ta), J;ﬁ = wh(tl —7,t2),
x2 = x'(t1,ta — 1), xh(s) = xh(s,tg), x¥(s) = x"(t1, 5).

La dérivée unidirectionnelle de la fonction de Lyapunov-Krasovskii donne 1’égalité suivante :

Vu(tI, t2) — 2ChTPh<.-h + 2C1)TP1)<-1) + FhT(t]_, tQ)QhFh (t], t2)

h

h
T — =Lt !
m

QT (ty — E’tQ) + T (t1,2)Q T (t1, 2)
h h
T (ty, 10 — i)QvF”(h,b — 22
m m

wr [ h h? h3 h4 .h
+i (T;Q’5+2ni2@§ Q4 50 )

soT h2 v h% v 2 v h% v )
e <mQ2 + 2m? @+ 6ms3 Qi+ 24m4Q5 ’
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avec

Année 2020

A9

(O]

O

O3

D

o,

t1 to
= [ T e0@kE adan — [T (02)Q5 (as)das
ta— 2

t_i

m

0
/ Oél Q3I’ (al)daldﬂl
— t1+51

0
/ / T(02) Q4" (aiz) dovad B
72 t2+,32

0
—/h / / T(1)Qha" (a)daydBrd
A1 t1+51

o1
m

0
/ / / T () QYi? (g ) dagdBad s
;2 Az Jta+B2

0
—/ /// (1) Qb3 (o) dardBrdA1dby
—% 61 J A t1+,31
0 0
[ / / 7 (02) Q4" () dovadaddaddy,
*% 02 J A2 t2+52

En appliquant le lemme aux termes ayant une seule integrale dans Vu(tl, t2), on obtient :

¢ 3 ..
! T hh (2i+1D)m p
/t )@k (@da 2 Y Ol gle,

m i

=0
to 3 .
’UT v 50 (2Z+1)m THYVF.
[T @es@da = - E el o,

h_ h
xr — mﬂ’
2m (T
h
ah +2h - — z"(a)da,
™ hl =P
6m (" 12m
ah -2l — " (a)
Wby - +ﬁ

12m [ 60
zh 4 ac};i — —m " (a)da m’ / /
hl 71 t1+5

120m / / / a)dadBd,
t1+ﬁ
Z' *I’

2m [
' + x‘;’i e ¥ (a)da,
6m [T 12
x”—x%z—i——m z’(a)da — —— m’ / /
m hs tz—% -2 t2+/3
o 12mo 60m
x +xh2 - — z’ (@)
wo he _h2 t2+6
120
m’ / / / a)dadBd,
f2+,3

59

a)dadp,

a)dadf,

a)dadp,

a)dadp,

(2.47)

(2.48)
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L’application du lemme aux termes d’intégral double, triple et quadruple dans V,(t1,2)

conduit & :

0t m T
/} / " ()Qhi" (a)dadp > 2 | =" % X 2" (a)da h
- Jttp LJ -t
t1
h_ M h
X <x 3 tl_hx (a)da),

ta

0 ta m T
/ / " ()Q43" (a)dadB > 2 | &V — — z¥(a)da 3
—22 Jta4 ha Ji,-22

/ //w @)Q}i" (a)dadBd >
o (do e [ [ woaas) e
(m e /t dadﬁ)
[ L) i @t >
6722<2 " // dadﬂ>T@z
(g [ )
/_03 /50 /: /w i"T()Q4" (a)dadBdAds >
(3 [ [ [ o) o
(x—//Aw i)
/_f/ / /tf‘,+ﬁ 53" (a)dadBdrds >
Qi@(éxv_m/ / /,W dadﬁdAf@ﬁ
(b o)
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Ensuite, en définissant :

r
an - g
. .'L'Z2 IEU
hml tll 2 (a)da ah
m [tz v v
(t1,t2) = , a2 () do ; r=| "2 | (2.49)
m 0 t1 h
rea ftlJrﬁx (a)dadf .
m: 0, ft2 z¥(a)dadf h
h2 72 tz-‘r,@ xm":lhl
Tf I f/\ t1+6 2" (a)dadBd\ _xii""jth_
T f iy NI 1osp &Y (@)dadBdA

On obtient :
Vi(ti,ta) < €7 (t1,t2) { sym(X{ PXo) + YF QY1 — Y Q1>
+ET(HyQ2 + H3Qs + HiQu + H5Qs5)E1 — EL Q2E»
—ETQF; — ETQ2Ey — ETQoE5 — FTQ3F — GT Q4G

—LTQsL } &£(ty, t2). (2.50)
Par conséquent, il est clair que si (2.44]) est satisfaite, alors nous obtenons Vu(tl,tg) < 0, ce qui
complete la preuve. O

Remarque 2.13. La fonction de Lyapunov-Krasovskii définie dans (2.46|) est plus générale par rap-
port auz fonctions utilisées dans la littérature, grace a l'utilisation des vecteurs augmentés ("(ty,ts),
C¥(t1,ta), TP(t1,t2) et TV(t1,ts). Par exemple :

* Lorsque P" = diag{Py, 03,30}, la fonction V(t1,ts) se réduit & Vi*(z) dans [Benhayoun ef
al., 2015, Hmamed et al., 2016] et d la premiére fonction de Vy(t1,t2) dans [Benzaouia et al.,

2011).

* Lorsque P = diag{Ps, 03,3, }, la function V' (t1,t2) se réduit a V¥ (z) dans [Benhayoun et
al., 2013, Hmamed et al., 2016 et a la premiére fonction de Va(t1,t2) de [Benzaouia et al.,

2011].

x Lorsque Q" = diag{Q1,Q1,...,Q1}, la fonction VI (ti,t2) se réduit a Vi (x) dans
|hayoun et al., 2015] et a la deuziéme fonction de Vi (t1,t2) dans [Benzaouia et al., 2011].

* Lorsque QV = diag{Q2,Q2,...,Q2}, la fonction V3 (t1,t2) se réduit d V3'(x) dans
|hayoun et al., 2015] et a la deuziéme fonction de Va(t1,t2) dans [Benzaouia et al., 2011].
De plus, par rapport auz fonctions de Lyapunov-Krasovskii existantes pour les systemes 2-D conti-
nus a@ retards, celle proposée dans cette thése contient des termes intégrales triples, quadruples et
quintuples qui sont trés efficaces pour réduire le conservatisme [Feng et al., 2016, Park et al., 2016].
C’est une raison supplémentaire pour justifier que nos résultats sont moins conservatifs que ceuz
donnés dans la littérature.

Remarque 2.14. I convient de mentionner que le nombre de variables de décision utilisées dans le
théoréme est Nvd = (mTQ +10)n* 4 (B +4)n. A partir de ce nombre, on peut voir que le nombre
de variables de décision Nvd est lié au parametre de partitionnement de retard m, et il augmentera
st m augmente. Les exemples da la fin de cette section montrent comment l’augmentation de m
permet de réduire davantage le conservatisme, bien qu’avec le compromis de l’augmentation du
cott de calcul.
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2.4.2.2 Analyse de la performance H,

Cette sous-section présente une condition suffisante pour garantir un niveau d’atténuation -y
des perturbations H., donné pour le systéme (2.38]).

Théoréme 2.5. [Badie et al., 2018b] Etant donné un entier m > 1, le systéme 2-D continu d
retards avec des conditions initiales nulles est asymptotiquement stable avec une atténuation
des perturbations vy au sens de la performance Hy, s’il existe des matrices P = diag{P", P*} > 0,
Q; = diag{Q",Q?} >0, i = {1,...,5}, de sorte que la condition LMI suivante est faisable

2+ ETE, —*ETE, <0, (2.51)
avec
é = sym()?lTP)?g) + )/}ITQl}/}l — ?QTQ1E + ElT(HQQQ + H3Q3 + H4Q4
+HsQ5)Ey — EY QoEy — EY QoEs — Ef QoEy — EX QoFs — FTQ3F
_GTQ4é - ETQS)Ea
et
)?1 = [Xl O4nnw] Yl [}/1 Omn,nw]ygz [YQ Omn,?Lw]aA2: [EZ On,nw]a
ESZ[ nnw] E4—[E4 Onnw]7E5:[E5 On,nw]vﬁ:[FOn,nw]v
a:[GOnnw]a [Lonnw]v
Ez = [Cl C2 0 n.,(m+3)n D] aEw = [Onm,(m—i-4)n In“, ] )
o Xo1 By Ey By By B,
Xy = By = By = By = :
2 {X22 Bs ! Ei9 B ! 031,110 2 031,10

Les matrices : X1, Y1, Ya, E11, Ev12, Es, E3, By, E5, F, G, L, Hy, H3, Hy et Hys partagent les
mémes expressions que celles du théoréme[2.7)

Preuve. En définissant :
J = / / {ZT(tl,tg)Z(tl,tg) —’}/Q(UT(tl,tQ)w(tl,tg) }dtldtz,
0 0

sous les conditions initiales nulles, nous avons :
oo oo
j < A /0 { Vu(tl,tz) +ZT(t1,t2)Z(t1,t2) —’72wT(t1,t2>w(t1,t2) }dtldtg.
Ce qui équivaut a :
o0 o0
J < /0 /0 €7 (11, 12) { =+ ETE, —4°ETE, }E(tl,tz)dtldtm

avec g(tl,t2) = [T (t1,t2) wT(t1,12) }T. L’inégalité matricielle (2.51)) implique :
[l2(t1, t2)|13 < 7°|lw(ty, t2)]13.
La preuve est terminée. 0

Remarque 2.15. La contribution principale des théorémes[2.]] et[2. est est liée a la construction
de la nouvelle fonction de Lyapunov-Krasovskii ainsi la combinaison d’une méthode de partition-
nement de retard avec l'inégalité intégrale basée sur la fonction auxiliaire. Ce qui conduit d réduire
le conservatisme des résultats existants dans la littérature.

Année 2020 62 K. BADIE



CHAPITRE 2. STABILITE DES SYSTEMES 2-D A RETARDS

Remarque 2.16. La stabilité dépendante du retard et les conditions de la performance H, propo-
sées dans les théorémes et ont été dérivées pour des systéme nominaux (sans incertitude).
Néanmoins, il est a souligner qu’il n’est pas difficile d’étendre davantage les résultats aux systémes
avec des incertitudes, ou les matrices de systéme contiennent des incertitudes bornées en
normes ou polytopiques, ce qui est laissé comme travaux ultérieurs.

2.4.3 Exemples numériques

Dans cette sous-section, trois exemples sont utilisés pour illustrer l'efficacité et les avantages
des résultats développés.

Exemple 2.5. Considérons le systéme 2-D continu a retards (2.40) décrit par les matrices sui-
vantes :

(-1 -0504 [0.1 -1 1
Apy =10 -2 2|, Aia=|0 0 011,
0 0 -3 |1 1 0
[—10 0 [—0.5 -=0.3 0
Ayy =1 00011, Apy=| 0 -1 —06],
111 0 0 -2
[—0.5 —0.25 0.2 [0.02 —0.2 0.2
Ag = 0 -1 1 |,Ag2=1| 0 0 0.02},
0 0 -15 | 02 02 0
[—02 0 0 —0.2 =0.12 0
Agor = 0 0 002|, Ago=| 0 —-04 —0.24
| 02 0.2 0.2 0 0 -0.8

La stabilité de ce systéme 2-D ne peut pas étre assurée par le critere indépendant du retard dans
[Benzaouia et al., 2011], mais peut étre traitée avec ’approche développée dans cette section. Par
exemple, pour h; donné, le retard maximum admissible hs qui assure la stabilité asymptotique du
systéme en utilisant la méthode proposée dans théoréme [2.4] est donné dans le Tableau [2.5] D’apres
ces résultats, il est clair que le théoréme [2.4] est moins conservatif que les résultats récemment
donnés dans |[Benhayoun et al., 2013|[Hmamed et al., 2016]|.

10
ol —+— Théoréme 4.1 [Benhayoun et al., 2013]
—s— Théoréme 4.1 ( N1=4, N2=4) [Hmamed et al., 2016]
sl —+— Théoréme 2.4 (m=2 [Badie et al., 2018b]
7 L
6 L
=5

FIGURE 2.6 — Domaine de faisabilité des LMIs.
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Tableau 2.5 — Comparaisons des valeurs maximales de ho pour différents valeurs de h;.

Méthods hl =2 hl =3 hl =4 hl =5
Théoréme 4.1 ﬂBenhayoun et al., 2013] 191 1.26 1.02 0.90
Théoreme 4.1y, -2 n,—2 [Hmamed et al., 2016 2.88 1.72 1.32 1.12
Théoreme 4.1n,—4 n,—4 [Hmamed et al., 2016 3.19 1.86 1.40 1.18
Théoréme [2.4] (m = 1) [Badie et al., 2018b 3.725 2.041 1.512 1.256
Théoréme [2.4] (m = 2) [Badie et al., 2018b 3.734 2.046 1.519 1.263

Le domaine de faisabilité des conditions LMIs est presenté sur la Figure 2.6] Il est clair que le
domaine de stabilité obtenu en utilisant le théoréme [2.4] inclut les domaines obtenus en utilisant
les méthodes proposées dans [Benhayoun et al., 2013] et [Hmamed et al., 2016].

Exemple 2.6. Considérons le systéme dynamique bien connu (impliqué dans le chauffage du
courant d’eau par absorption de gaz et le séchage de l'air) décrit par I’équation de Darboux avec
retard [Dymkov et al., 2008] suivante :

q(z,1) 9q(, 1) 9q(, 1)
_|_
ox

ozot T ot a2 + aoq(w,t) + azq(z,t — he) + bu(z, 1),

(2.52)

avec ¢(z,t) est une fonction inconnue a x(direction) € [0, x| et t(temps) € [0,00), ag, a1, az, a3
et b sont des coefficients réels, hs est le retard, et u(z,t) est la fonction d’entrée. Définissons :

Oq(z,t
al(w,t) = % — agq(z,t), ¥ (z,t) = q(x,t).
11 est facile de vérifier que I’équation (2.52)) peut étre convertie & la forme (2.40) avec :
Ayp Agg _ | a1 ap +araz A1 Adiz _|0as
Agy Aso 1 az ’ Ad21 Aaz2 00"

Pour effectuer une étude numérique, les parametres suivants sont également fixés : a9 = 0,2,
ay = —3, az = —]., az = —0,4, b=0.

La stabilité de ce systéme ne peut pas étre résolue par le critére indépendant du retard dans
[Benzaouia et al., 2011]. Au contraire, en utilisant le théoreme [2.4] une solution réalisable peut étre
trouvée pour les retards constants comme indiqué dans le Tableau [2.6]

Tableau 2.6 — Comparaisons des valeurs maximales de hs.

Méthodes ha

Corollaire 1 [El-Kasri et al., 2013] 2.4601
Théoréme 4.1 [Benhayoun et al., 2013] 3.7416
Théoréeme 4.1y, -2 n,—2 [Hmamed et al., 2016 4.0772
Théoreme 4.1y, =3 n,—3 [Hmamed et al., 2016 4.0772
Théoréme (m = 1) |Badie et al., 2018b 4.6815
Théoreme (m = 3) |Badie et al., 2018b 4.6815
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Exemple 2.7. Considérons le systeme 2-D continu a retards suivant étudié dans [Hmamed et al.,

2016]
h
%ﬁ,tz) _ -2 0 l‘h(tl,tg) + -1 0 .L“h(tl - hl,tg)
W 0 -0.9 l‘v(tl,tg) -1 -1 x”(tl,tQ — hg) ’
2
ou les retards maximaux acceptables pour la stabilité sont h; = 0o et hg = 6.1725.
Une comparaison détaillée entre les retards maximaux garantissant la stabilité obtenue en

utilisant le théoréme et les méthodes dépendantes du retard proposées dans [Benhayoun et al. |
[2013|[Hmamed et al., 2016] est résumée dans le Tableau

Tableau 2.7 — Comparaisons des valeurs maximales de retard.

Méthods hl hg

Théoréme 4.1 ﬂBenhayoun et al., 2013 2.5800 4.4721
Théoreme 4.1y, -2 n,—2 [Hmamed et al., 2016 00 5.7175
Théoréme 4.1n5,-3 n,—3 [Hmamed et al., 2016 00 9.9677
Théoreme 4.1n5,-4 n,—4 [Hmamed et al., 2016 9 6.0568
Théoréme [2.4] (m = 1) [Badie et al., 2018b 00 6.1719
Théoréme (m = 2) |Badie et al., 2018b 00 6.1725

On peut voir que le critere de la stabilité proposé dans le théoreme fournit des bornes de retard
plus grandes que les résultats précédents énumérés dans Tableau

Considérons le probléeme d’analyse de la performance H,, le systeme est modélisé sous
la forme ([2.38]) avec :

Maintenant, nous appliquons le théoréme [2.5] pour calculer le minimum du niveau d’atténuation
des perturbations de la performance Hoo (Vpmin) pour différentes valeurs du retard constant (h =
hi1 = hg) qui garantissent la stabilité asymptotique avec un niveau « de la performance H, du
systeme . Les résultats de la comparaison sont répertoriés dans le Tableau

Tableau 2.8 — Comparaison des valeurs de 7,,,;, pour différents h.

Méthodes h=02 h=03 h=04 h=05 h=06

Théoréme 2 [Ghous et al., 2016a] 0.6832 0.7082 0.7709 0.9137 1.0754
Théoreme [2.5( (m = 1) [Badie et al., 2018b 0.6677 0.6734 0.7354 0.8443 0.9697
Théoréme [2.5 (m = 2) |Badie et al., 2018b 0.6677 0.6730 0.7346 0.8440 0.9684
Théoréme 2.5 (m = 3) |Badie et al., 2018b 0.6677 0.6730 0.7344 0.8438 0.9680

La Figure montre la variation de l'indice v,,;, de la performance H., obtenue en utilisant
le théoréme et [Ghous et al., 2016a), pour différentes valeurs de h.

On remarque que la valeur de 7, augmente lorsque les valeurs du retard h augmentent égale-
ment. Le méme comportement est remarqué dans |[Ghous et al., 2016a]. En plus les comparaisons
des performances effectuées montrent que le théoréme fournit des valeurs de 7,,;, plus petites,
ce qui montre avantage et l'efficacité de la méthode proposée.
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2 T T T T T T

+ Théoréme 2 [Ghous et al., 2016a]
18| « Théoréme 2.5 (m =3 [Badie etal., 2018b] F

1.6 b

1.4r 4

""mm

121 R

0.8r b

* ¥ *

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

FIGURE 2.7 — Indices d’atténuation des perturbations 7, au sens de la performance H,, pour
differents valeurs de h.

2.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous nous sommes intéressés a ’analyse de la stabilité dépendante du
retard pour une certaine classe des systémes 2-D a retards.

Dans la premiere section, le probleme de la stabilité dépendante du retard des systemes 2-D
discrets décrits par le second modele de F-M a retards a été considéré. Sans introduire des matrices
de pondération libres, un nouveau critére de stabilité dépendant du retard moins conservatif a été
obtenu en utilisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii augmentée et en utilisant 1'inégalité de
sommation basée sur la fonction auxiliaire |[Park et al., 2016]. L’efficacité du critére proposé a été
démontrée a 'aide de deux exemples numériques.

La deuxiéme section a permis d’étudier les systémes 2-D commutés. En utilisant ’approche du
temps de séjour moyen et en construisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii appropriée, des
nouvelles conditions suffisantes dépendantes du retard ont été dérivées pour garantir la stabilité
exponentielle des systemes 2-D discrets commutés décrits par le modele de Roesser a retards
variables. Pour réduire le conservatisme des conditions dépendantes du retard, nous avons adopté
I'idée de partitionnement du retard ainsi que la technique de la matrice de pondération libre.
Deux exemples sont exploités pour illustrer que la méthode proposée est efficace et peut fournir
un résultat moins conservatif.

Dans la derniere section, les probléemes de la stabilité dépendante du retard et de la performance
H, ont été étudiés, pour des systemes 2-D continus a retards. En combinant une méthode de
partitionnement des retards avec une inégalité intégrale basée sur une fonction auxiliaire [Park et
al., 2016|, des criteres de la stabilité asymptotique et de la performance Hy, ont été développés,
et qui sont moins conservatifs que les résultats existants, comme le montrent plusieurs exemples
numériques. De plus, les résultats peuvent étre facilement étendus au cas incertain.
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Chapitre 3

Commande H,, des systemes 2-D
a retards

3.1 Introduction

La théorie de la commande H,, a été introduite par Zames au début des années 80 |[Zames,
1981]. D’une maniére générale, la commande H, est 'une des approches de la commande optimales
les plus importantes lorsque le systéme est soumis & l'influence des perturbations externes, qui s’est
avérée efficace pour atténuer les perturbations [Wei et al., 2018], et a donc trouvé de nombreuses
applications dans une large classe de systemes, par exemple : La théorie du commande H, a été
appliquée a un batiment réel a Tokyo, au Japon, a I'aide d’une paire d’amortisseurs de masse pour
réduire le mouvement de flexion-torsion dii aux tremblements de terre [Fujinami et al., 2001]. Dans
[He et al., 2005], le probléme de la commande d’un satellite a été aussi étudié. Et des applications
en commande de la suspension active des véhicules automobiles ont été élaborés dans [Sun et al.,
2010]. De plus, de nombreux chercheurs se sont consacrés a I’étude du probléme de la commande
H,, pour différent type des systémes 1-D, par exemple, les systémes & retards [Fornasini et al.,
2003, [Vembarasan et al., 2014], les systémes non linéaires [Liu et al., 2015, |Wei et al., 2014] et
les systémes singuliers [Feng et al., 2013, [Long et al., 2016|]. Et au cours des derniéres années, de
nombreux travaux ont portés sur I’étude du probléme de la commande H., pour les systémes 2-D
linéaires [Badie et al., 2018d}[Peng et al., 2009al Xu et al., 2009]. Pour les systémes 2-D commutés
a retards et les systémes 2-D continus a retards, peu de résultats ont été publiés dans la littérature
concernant ces classes de systémes : Dans [Duan et al., 2013|, le probléme de la commande H,
dépendant du retard pour les systemes 2-D discrets commutés décrits par le second modele de F-M
a retards a été étudié. Dans |Ghous et al., 2015], le probléme de la commande H,, des systémes 2-D
commutés discrets a retards et avec saturation de I'actionneur décrits par le second modele de F-M
a été résolu. Le probleme de la commande H,, des systémes 2-D continus commutés représentés
par le modele de Roesser a retards a été abordé dans [Ghous et al., 2016b].

Néanmoins, bien que les méthodes de conception des lois de commande pour les systémes 2-D
a retards ont été bien développées, ces conceptions peuvent entrainer des performances insatis-
faisantes, voire une instabilité, lorsque les composants de commande rencontrent des défaillances
(c’est-a-dire, défaillances des capteurs ou défaillances des actionneurs). D’une maniére générale,
la commande fiable consiste a concevoir une loi de commande pour garantir la stabilité des sys-
temes en boucle fermée non seulement lorsque tous les composants de commande fonctionnent
correctement, mais également dans le cas de certaines défaillances admissibles des composants de
commande. Par conséquent, en raison des exigences croissantes de fiabilité pour les systémes dans
de nombreux domaines, tels que 'aérospatiale et les processus industriels, le probleme de la com-
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mande fiable a attiré beaucoup d’attention ces derniéres années, et des résultats correspondants
ont été publiés dans la littérature [Sakthivel et al., 2015,|Song et al., 2019}|Ye et al., 2017]. Bien
qu’il y ait eu jusqu’a présent une littérature riche et substantielle sur les problémes de la com-
mande fiables. Cependant, ce dernier pour les systémes 2-D commutés discrets a retards n’a pas
été entiérement pris en compte, seulement en [Huang et al., 2014] ou le probléme de la commande
fiable pour les systemes 2-D commutés discrets incertains ayant des retards dans ’état et des dé-
fauts d’actionneur décrits par le modele 2-D de Roesser a été résolu, ce qui constitue la principale
motivation de ce chapitre.

De plus, presque tous les systémes physiques et d’ingénierie existants comportent inévitablement
des incertitudes. Généralement, les incertitudes paramétriques sont dues aux erreurs d’identification
ou aux variations de certains parameétres physiques du systéme. Pour ces raisons, la présence des
incertitudes doit étre prise en compte dans les modeles mathématiques.

Par conséquent, sur la base des discussions ci-dessus, dans ce chapitre, les problemes de la
commande fiable H,, et la commande robuste H,, pour une certaine classe des systémes 2-D &
retards seront abordés.

Dans la premiere section, le probleme de la commande fiable H,, pour des systemes 2-D com-
mutés discrets décrits par le second modele de F-M ayant des retards dans 1’état et des défauts
d’actionneur sera étudié. L’objectif principal est de concevoir une loi de commande H., fiable
qui garantie, pour toutes les défaillances admissibles des actionneurs, que le systéme en boucle
fermée résultant sera stable de facon exponentielle avec une performance H., pondérée . Sur la
base de l'approche du temps de séjour moyen, la fonction de Lyapunov-Krasovskii et 1'inégalité
de Wirtinger, des nouvelles conditions suffisantes pour 'analyse de la stabilité exponentielle et
de la performance H., pondérée seront développées en termes des LMIs. Ensuite, une approche
de conception en termes de conditions LMIs sera proposée et une expression explicite pour la loi
de commande fiable H, par retour d’état sera présentée. Enfin, des exemples numériques seront
fournis pour montrer la validité et I'efficacité des résultats proposés.

Dans la deuxiéme section, nous aborderons le probleme de la commande robuste H,, pour des
systémes 2-D continus incertains ayant des retards variables et des incertitudes bornées en normes.
En construisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii, et en utilisant 1'inégalité de Wirtinger et la
technique de combinaison convexe réciproque, une nouvelle approche sera développée pour analyser
la stabilité, qui peut obtenir des résultats moins conservatifs que ceux donnés dans [El-Kasri et al.,
2013}|Ghous et al., 2016a]. Ensuite, I'analyse de la performance Ho, pour les systémes 2-D continus
incertains a retards sera proposée. En conséquence, une loi de commande robuste sera congue.
Deux exemples numériques seront utilisés pour démontrer 'efficacité des résultats proposés.

3.2 Commande fiable H,, des systémes 2-D discrets commu-
tés avec des retards d’état et des défaillances de ’action-
neur

3.2.1 Formulation du probléme

Considérons le systéeme 2-D discret commuté suivant avec des retards d’état et des défauts
d’actionneur décrit par le second modele de F-M :

2(i+ 1,5+ 1) = A7 V(5 +1) + AJ 0+ 1, 5) + AT Vel - diyj 1)
FASST (i 41,5 — dy)
+B7 T (i, 4+ 1) + BI04 1, 5)
+BZ 6 5+ 1) + BIUH D w(i 41, ),

2(i,5) = C°"Dx(i, §) + DGDw(i, 5). (3.1)
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Ou z(i,j) € R™ est le vecteur d’état, uys(i,j) € R™ est l'entrée de commande du défaut de
Pactionneur, w(i,j) € R™ est I'entrée de perturbation qui appartient a l5{[0, c0), [0,00)}, z(3,j) €
R™= est la sortie commandé, o (i, j) est le signal de commutation qui prend sa valeur de ’ensemble
d’index N := {1,2,..., N} avec N > 1 est le nombre de sous-systémes. A’f, A’g, A’fd, A’gd, B{"7 Bg,
BY,, BE,, C* et D sont des matrices réelles et constantes avec des dimensions appropriées pour

ke N.dy > 0et dy > 0sont des retards dans les directions horizontale et verticale, respectivement.
Les conditions initiales du systeme ([3.1)) sont spécifiées comme suit :

x(z7.7):pl,]7 VO§J<T27 _dISZ§07

z(i,j) =pi;, VO<i<Ti, —dy<j<O0,
x(i,j) =0, Vj>T,,  —di<i<O0, (3.2)
x(i,7) =0 Vi > T, —ds <7 <0,

P0,0 = £0,0,
ou T3 et 15 sont des entiers positifs. p; ; et ¢; ; sont des vecteurs.

Remarque 3.1. Dans le but de se mettre dans les méme conditions que celles de la littérature,
la commutation entre différents sous-systémes est supposée se produire a chacun des points i ou
j. Il convient de mentionner que la valeur de o(i,j) ne dépend que de i + j, ce qui signifie que
pour tous i +j = i+ j, o(i,j) = a(i,]), pour plus de détails, (voir [Benzaouia et al., 2011 ).
De plus, notons : ms = is + js, (s = 0,1,2,...) comme s-iéme point de commutation. Ensuite,
la séquence de commutation de o(i,j) peut étre représentée par (mg,my,..., Mg, Mgi1,...) QVEC
(i0,Jo) = (0,0). Dans telles situations, le k-iéme sous-systéme est actif sur lintervalle [mg, msi1)
lorsque o(is,js) =k € N.

L’entrée de commande du défaut de I’actionneur est donnée par :
ug (i, 5) = @7 Cy(i, j) = @70 KD g (4 ), (3.3)
ou K*F € RM*" ke N, est le gain de la loi de commande & concevoir. ©F est la matrice de défaut
de l'actionneur définie comme suit :

OF = diag{6},05,....05},  0<05 <ok <7, <1, (34)

eme

N ok , . .
ol ng“ et 0, avec g =1,2,...,n, sont des constantes donnés. 9’; = 0 signifie que le g actionneur

est compléetement en défaillance, 9’; = 1 signifie que le g™ actionneur est normal et 0 < 9’; <1
signifie que le ¢®™¢ actionneur a une défaillance partielle.
Pour simplifier, nous introduisons les notations suivantes :

) 1 -k
@é‘ = dzag{agl,egg, s aagm}’ Gé:g = 5(99 +Q’.‘;)’

. 1 —k
OF = diag{07,,0%,,....0%,,},  ©Of, = 50, —0%). (3.5)
A partir de (3.4) et (3.5)), la matrice ©F peut s’écrire sous la forme suivante :
oF = ok + A*, |AF| < oF, (3.6)

avec |AF| = diag{|6¥], |65],...,|6% |}.
Ensuite, a partir de (3.1)) et (3.3]), nous obtenons le systéme en boucle fermée suivant :
x(z 11,5+ 1) _ (Aclr(i,jﬂ) + Bf(i,jJrl)@o(i,j—&-l)Ko(i,j+1))x(i’j + 1)
_|_(Ag(i+1,j) + Bg(Hl’j)@"”‘*‘Lj)K”(H‘l’j))x(i +1,7)
FATT 06— dyy i+ 1) + AZTT (i 41,5 — da)
+BIUI (i, j+ 1) + Bes T w(i 4 1, ),
2(i,4) = €7 Da(i, j) + DD w(, j). (3.7)
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Remarque 3.2. Il convient de noter que la loi de commande partage le méme signal de
commutation avec le systeme 2-D commuté , Ainsi, lorsque le signal de commutation o(i,j)
passe d’un mode d un autre, les commutations entre les sous-systémes du systéme et de la loi
de commande (3.3) se produisent simultanément (Voir Figure .

w(i, J) z(1,4) K1

Systeme

HS(Z,]) K2 N

e I

o (i, )

Qe (4d)

FIGURE 3.1 — Schéma de commande des systémes commutés.

Les définitions suivantes seront utilisées dans la preuve de nos résultats.

Définition 3.1. [Huang et al., 2013] Le systéme (3.1)) avec w(i,j) = 0 et us(i,j) = 0 est dit
exponentiellement stable s’il existe des scalaires positifs ¢ et X tel que :

S0l )P < de M N" lai, )G, L>Z,

i+j=L i+j=2
ou
Sl 2 sup > {llali = 91,917 + (2,5 — 92)]7,
PR
ls1(6 = 91, )1 + [s2(i, 5 — D2)I*},
et

Définition 3.2. Pour des scalaires donnés 0 < a < 1 et v > 0, le systéme 2-D commuté est
dit exponentiellement stable avec une atténuation des perturbations v au sens de la performance
H, pondérée, si sous le signal de commutation o(i,j), w(i,j) =0 et ug(i,j) =0, le systéme (3.1)
est exponentiellement stable, et dans des conditions initiales nulles, et pour tout w(i,j) différent
de zéro et w(i,j) € 12{[0,0),[0,00)}, la condition suivante est vérifiée :

o0 o0 ) ) o0 o0
SOS @ EE <SS (wl,

=0 5=0 =0 j=0
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o1l
- z(4,7 +1 B . ‘ ‘
ZA{Z&+LjH’ 1213 2 N}z, 5 + DIE + |2+ 1, 9)I13,
s |w(,j+1) PN o , ' -
v {w(z’—i—Lj) ' @]z = [lw(i, 7+ DIz + llw(@ +1,5)][z.

Définition 3.3. [Huang et al., 2013] Pour toute i+ j = L > Z = iy + ji, soit N,(Z,L) le nombre
de commutations de o(i,j) sur Uintervalle [Z,L). Si

Ny(Z,L) < Ny + (L= Z), (3.8)

a

pour Ng > 0 et 7, > 0, alors 7, est appelé le temps de séjour moyen. Comme couramment utilisé
dans la littérature [Wang et al., 2012, Yang et al., 2018/, nous supposons que Ny = 0.

3.2.2 Résultats principaux

3.2.2.1 Analyse de la stabilité

Cette sous-section se focalise sur I’analyse de la stabilité exponentielle des systémes 2-D com-
mutés discrets (3.1), avec w(i,j) =0 et us(4,5) =0.

Théoréme 3.1. [Badie et al., 2020¢] Considérons le systéme 2-D commuté discret avec
w(i,j) = 0 et up(i,5) = 0, étant donné les scalaires 0 < a < 1, p > 1. S’ existe des matrices
définies positives {PF, Pk} € R0 {Qk Qk RY RE S¥ Skl € R™" et toute matrice M* €
R™™" (k€ N) satisfaisant les LMIs suivantes :

ok <0, keN, (3.9)
PP <upPl, Py <puPj,
QY <pQi, Q5 < puQh,

k,le N(k>1), 3.10

RE<uRl. R <uR), (k> 1) (3.10)
SP<uSy, S5 < pS,

ot
dF = sym(el M* AR J) + TTPFT) — aQF PFQy + T PATy — aQT PEQ,

T Ak di T Ak T Ak ds T Ak
+ei Qier —aez Qies + e5 Qea — ey Qseq

di(d; +1

Hes — el RE + PV (s o) 0 (XTREX, + ] 8PV
do(d 1

+(es5 — e2)T[daRE + 2(+—HS§](65 —eg) — a®2(XTREX, + Yy SEYs),

AF = [A’f Ak A’fdAgd —I], J:[elT el el el e?]T,

ro— | 7 Ty = 7
L= (d1+1)€5—63 ’ 2= (d2+1)€6—64 ’

€1 €2

th = @+n%—qy %=[@+n%-@}

X1 = el Jerleg 63265] » Xo= [62 j2€4 64266} ’

Y1 = 6_1*65, Yy = ey — e,

RY = diag{R¥,3R}}, RS = diag{R%, 3RS},

ex = [Onx(u-1)n Inxn Onx(r—ryn |, &=1,2,...,7.
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Alors, le systeme (3.1]) est exponentiellement stable pour tout signal de commutation avec un temps
de séjour moyen satisfaisant :

. In(p)
Ta > T, = “In(a)’ (3.11)

Preuve. Choisissons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante pour le systeme (3.1)) :

Vk(zu?) = Vlk(lﬂj) +V2k(7;7j)7 (3'12)
avec
i—1
VG, 5) = &1 G, ) PEa G g) + Y o P2 (p, )@Y (p, )
p=i—dy
—1 i—1
+di Y Y o P sl (p, j)REs1(p, J)
g=—d1 p=i+q
-1 -1 -1
+ Y>> @ s (p, ) ST (py ), (3.13)
r=—d; q=7 p=i+q
V(i §) = &3 (i, §) Py (i, §) Z o P2 (i, p) Qb (i, p)
p=j—di
+do Z Z P sT (i p) RE s(i, p)
g=—d2 p=j+q
-1 -1 j-1
+ Z Z Z ad P11 (6 p) SEsa (i, p), (3.14)
r=—d ¢=7 p=j+q
et
(i, j) (i, j)
o g i—1 U j—1
$1(Z,j) = Z J?(p,j) 3 $2(Z,]) = Z x(z,p)
p=i—d; p=j—d2

Ensuite, nous obtenons :

VG4 1,7 +1) —aVF¥(i,j+1) <2764+ 1,7 +1)PFz(i+ 1,5 +1)
—aiT (i, § + V) PFzy (6,5 + 1) + 2T (4,5 + 1)Q%x(i, 5 + 1)
—a®z (i —dy,j+1)QF (i —dy,j +1)

dl(d1+ )

a1 (5 + DR + ——

i—1
—a™ " sT(p.j)REsi(p, )

p=i—dy

i X_: s1 (p: 5)ST51(p, 5), (3.15)

q=—d1 p=i+q

S¥s1(i, 5+ 1)
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VEG+1,5+1) —aVF(i+1,5) < &+ 1,7+ D)Pre(i+ 1,54+ 1)
—ad] (i+1,§)Pya(i+1,5) +a" (i + 1,5)Q5x(i + 1, 4)
—a®22T(i+1,j — do)Qx(i + 1,5 — dy)

do(da + 1)

5 S3ls2(i+1,4)

52 (i +1,5)[d2RE +
j—1

—a® Y sl (i, p)REsa(i,p)
p=j—d2

—1 j—1
—a® Y > 53 (i.p)SEsali,p). (3.16)
g=—d1 p=j+q

En Definissons :

i

1

A —_— )+ 1
i+ )\ | @rn 2 eIt

- x(i+1,5) p=i=di

D= N ati—and) || LS iy | [

. z(t+1,p

x(i,j — dg) (d2 +1) pgmd

z(i+1,7+1)

on obtient :

l(ivj + 1) = Ql£<27])7
2(4,J + 1) = 02€(4, j).

L utilisation du lemme [1.6] pour les termes & seule sommation dans (3.15]) et (3.16]), donne :

=

1(i+1,5+1) = I'&(,5),

=1

i—1

—a® " sT(p ) REsi(p,j) < —a® €T (6, 5)[XT RYX1IEG, ),
p=i—d;
j—1

—a® N 5] (i,p)REsa i, p) < —a®€7 (4, 5)[ X5 REX2]E(4, ).
p=j—d2

L’utilisation du lemme pour les termes & double sommation dans (3.15)) et (3.16[), donne :

-1 i+q

—a™ 3TN T (p,)SEsi(p.g) < —a® €T (i, )Y SEVAIEG, ),
q=—d1 p=i—d;
—1 Jj+aq

—a® 3" N 5T (6,p)SEsa(inp) < —a®€T (i, 5) (Y5 SEYRJE(i ).
q=—dz p=j—da

De plus, de (3.1) avec w(i,j) = 0 et uys(i,j) = 0, et pour toute matrice libre M*, (k € N) de

dimension appropriée, nous avons :

0 =227 (i+1,j + )M AT (i, j + 1) + AZw(i+ 1,5) + Afga(i —di,j + 1) + Ajya(i+ 1,5 — do)
—z(i+ 1,7+ 1)]

0 = &7 (i, j)[sym(eg MEACT)IE (i, ). (3.17)
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La combinaison de (3.15))-(3.17) donne :
VEG+ 1,5+ D)+ VEG+ 1,5+ 1) — aVF@,j+ 1) — aV i+ 1,5) < €7(i, 5) { sym(el M*A*)
+TTPFT) — QT PFQy + TTPITy — aQT PRQy + €T QVer — a® el QYes + el Qhey — a®2el Qkey

di(dy +1 do(dy +1
+(€5 - el)T[le’f + %Sﬂ(e;—, — 81) + (85 — eg)T[d2R§ + %55}(85 — 62)

—aM(X{RYX:1 +Y{ STY1) — a®(XFREX> + Yy S3Ya) }£(4, )
= &7 (i, ) [P*IE (I, 4)- (3.18)
Evidemment, si ®* < 0 et £(7, j) # 0, alors :
VEG+1L, 5+ )+ VEGi+1,5+1) <aVFG,j+ 1) +aViF(i +1,5). (3.19)
Pour tout entier non négatif L > Z = max(T;,Tz), nous avons : V{¥(0,L) = VF(L,0) = 0. Alors,
a partir de (3.19)), nous pouvons obtenir :
o VGG = VR0 + VL -1, 1) + V(L —2,2) + ...+ VI (1, L= 1) + VF(0, L)
i+j=L
VS (L,0) + V(L = 1,1) + VI (L= 2,2) + ...+ Vo (1, L = 1) + V5*(0, L)
AVF(IL —1,0) + VFIL - 2,1) + VF(IL -3,2) +... + VF(0,L — 1) +0
+0 + VI(L = 1,0) + VIF(L —2,1) + ... + V&(1,L — 2) + V(0,1 — 1)}

a > VR ) <...<a?77 Y VEGL).

i+j=L i+j=2

N

Nous supposons qu'’il y a v points de commutation de o (4, j) dans 'intervalle (Z, L), ce qui signifie

que N,(Z,L) =v . De plus (ms—p+1, Ms—p+2, ..., Ms—1,Ms) représentent les points de commuta-
tion dans l'intervalle (Z, L). Done, pour L > mg, nous avons :
Z Va'(isvjs)(i7j) < al—ms Z Vo'(isvjs)<i)j)_ (3.20)
i+j=L i+j=ms

En utilisant (3.10), (3.14) et (3.13), au point de commutation ms, on obteint :

Z Volisd) (i 5) < Z Volis—tds=1) (i ). (3.21)

i+j=ms i+j=mys

Par conséquent, de (3.20]) et (3.21)), il s’ensuit que :
Z Va(is>js)(i7j) < oL—ms Z VU(is:js)(i’j)
itj=L it j=m,
< ok 3 el j)
i+j=mg
< pal—ms=1 Z Volis=1ds=1) (5 5)
i+j=ms_1

M2aL—ms_1 Z Va(is_g,js_g)(i’j)

i+j=m;_,

MQQL—msfz Z Vo'(is—27js—2)(z"j)

itj=ms_2

IN

A
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IN

#VaL*msfwrl Z VU(iSfuyjsfu)(i7j)

i+j=m].

S=Mg_p41

< ’uuaLfmsfu Z Vg(i57u-,jsfu)(i7j)

itj=ms_y

HVO[L?Z Z VU(is—mjsfr/)(i?j)_ (322)
i+j=Z

En vu de (3.12)-(3.14)), il existe deux constantes positives a; et as telles que :

Yo VG gy zar Y e IR, (3.23)

IN

i+j=L i+j=L
> Vel ) <as Y (i)l (3:24)
i+j=2 i+j=2

La combinaison de (3.22)), (3.23)) et (3.24) permet d’écrire :

.o az o, .o
> IIw(z,J)IIQS;IM D D | E{ ()] (3.25)

i+j=L itj=2
En utilisant (3.8]), 'inégalité (3.25]) peut étre réécrite comme suit :
.o a2 _(_in(a)—In T (L— .o
D2 lla(i, I < J2em CIn@mnGm) D R i, )12 (3.26)
i+j=L ! i+j=2
Il résulte de (3.11)) que : (—In(a) —In(p)/7a) > 0. Par conséquent, selon la définition [3.1] le systeme
2-D (3.1]) est exponentiellement stable. La preuve est terminée. O

Remarque 3.3. Il est a noté que lorsque pw = 1 dans , nous obtenons 7, > 77 =0, ce qui
signifie que le signal de commutation o(i,j) peut étre arbitraire. Dans le méme cas, (3.10) donne
Pl =Pl =P, P =Pl =Py, Qf = Qi = Q1. Q5 = Qb = @z, Rf = R} = Ry, RS = Ry = Ry,
Sk =6l =5, Sk =5, =8,, (k1 € N) et cela signifie que le systéme nécessite une fonction
de Lyapunov commune pour tous les sous-systéemes. En revanche, lorsque oo =1 dans , nous
obtenons T, — o0, ce qui implique qu’il n’y a pas de commutation. Dans ce cas, le systéme commuté
fonctionne sur 'un des sous-systémes tout le temps.

Remarque 3.4. Il est généralement connu que le choix de la fonction de Lyapunov-Krasovskii
joue un role considérable dans la réduction du conservatisme des critéres de stabilité. Dans cette

. . . .. —1 .
section, une fonction augmentée de Lyapunov-Krasovskii comprenant les termes : Z;:i_dl z(p, j)

et Z;;}—dg x(i,p) a été utilisé, ce qui conduit d exploiter plus d’informations sur Uhistorique de
x(i,7), afin de dériver un critére de stabilité qui ne crée pas un conservatisme significatif dans
les résultats. De plus, la fonction de Lyapunov-Krasovskii (3.12)) contient des termes de triple

sommation qui donnent des critéres de stabilité dépendant du reatard moins conservatifs.

Remarque 3.5. Il convient de noter qu’en plus du choix de la fonction de Lyapunov-Krasovskii,
le conservatisme des critéres de stabilité dépendants du retard dépend également des techniques
utilisées pour estimer les termes de sommation apparaissant dans la différence de la fonction de
Lyapunov-Krasovskii. Contrairement au lemme 1 dans [Duan et al., 2013], dans cette section,
nous appliquons l’inégalité de Wirtinger pour estimer les termes de sommation apparaissant dans
la différence de la fonction de Lyapunov-Krasovskii. Par conséquent, certains termes croisés sup-
plémentaires tels que :

BaeT (i, j){(e1 + e3 — 2e5)" Ry (e1 + e3 — 2e5)}E(i, ),

ont été utilisés dans les criteres de stabilité, ce qui contribue a réduire le conservatisme.
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3.2.2.2 Analyse de la performance H,

Dans cette sous-section, compte tenu des perturbations, ’analyse de la performance H,, pon-
dérée pour le systemes 2-D discret commuté (3.1)) est considérée.

Théoréme 3.2. [Badie et al., 2020¢] Considérons le systéme 2-D commuté discret avec
u(i,j) = 0, étant donné les scalaires 0 < o < 1, u > 1 et v > 0. Sl existe des matrices définies
positives {PF, P}} € R>™2" {QF Q5 Ry, R, SF, S5} € R™ ™ et toute matrice M* € R™",
(k € N) satisfaisant les conditions LMIs et

(I)ﬁ - ’YQfg;lfwl - f 2fw2 51T szT
* -1 0 <0, keN, (3.27)
* x =T

avec

ok = sym(fIM* AL J,) +TT PPyt — aQL, PEQy, +TL,PET o — aQL, PFQ
+f1TQ1f1*Oéd1f3 Q1f3+f2 Q2f2* d2f4 Q2f4

= 1T RE + I gt ) - ot (XD REX 0+ Y SEY)
e 1) o+ PEED Gy o) - ot (X REX s + Y5V,
AZ = [Alf A§ Alfd Alzcd —1 B{cw Béw]a [f1 f2 f3 f4 f7 wl w2]T7
r _ [ f7 :| T _ |: f7 :|
VLT (di 4+ ) fs—f3 ] T2 (da+1)f6 — fa|’
_ fi _ f2
Rz = _(611'i‘1)fs—f1}7 sz[(d2+1)f6—f2]’
L _ fo—fa
Xur = _f1+f3—2f5}’ Xw2_{f2+f4—2f6]’

Yor = fs—fs, Yw2=fa—fs,
fm = [en On><2nw ] ; fwl = [ N, TN Inwxnw Onwxnw ] ; fw2 = [Onuﬂn Onwxnm Inwxnw ] 3

Y = C* 1+ Df fun, = C"f2+ D fuo.
Alors, le systeme (3.1) avec u(i,j) = 0 est exponentiellement stable avec une atténuation des

perturbations v au sens de la performance Ho, pondérée, pour tout signal de commutation avec un
temps de séjour moyen satisfaisant (3.11)).

Prewve. En vu de (3.1)) avec u(i,j) = 0, w(i, j) € 12{[0,0),[0,00)}, et similaire & I'égalité (3.17)),
on obtient :
0=22T(i+1,7+1)MF[AYx(i, 5+ 1)+ Aka(i+1,5) + A¥jw(i — dy,j +1) + As (i + 1,5 — da)
+B1*w(i,j + 1) + BSw(i +1,5) — (i + 1,7 + 1)]
= &0 (i, 4) [sym(f3 M* AL Ju))€w (i, 5), (3.28)

avec & (1,5) = [€1(i,5) w?(i,5 + 1) wh (i +1,5) ]T. En utilisant (3.28)) et similaire & (3.18]), nous
obtenons :

VEG+1, 5+ D)+ V(i + 1, +1) — V(6,5 + 1) — oV (i + 1,5)

+27(1,4)2(i, j) — v*@" (i, §)d(i, j) <

fw(zhj){q)kify fglfwl Y fu;2fw2+f le+f sz]gw(l j)
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Ainsi, si % — 2 fL fur — Y2 FL fun + FEL R fkT k<0, (k € N) qui est équivalent &
par le lemme du Complément de Schur (Lemme , alors on obtient :

VEG+ 1,7+ 1)+ V(i + 1,5+ 1) — oV (i) +1) — oV (i +1,5)
+27(1,5)2(0, §) — *0" (i, )i i, §) < 0. (3.29)
Définissons A(4,5) = ||2||3 — v2||@]|3, & partir de (3.29)), on obtient :

Z V”(““ (,7) Z V”(““ (,7) Z A(i,9)

i+j=L i+j=L—1 i+j=L—-2

< a Z yolisds) (;, j) — Z ZaLQmAzg)

i+j=ms m= méflz-l—J m

’uaL—ms Z VO'('LS 1,Js— 1) Z j Z Z al—2- mA ’L j)

ij=mo m=mgs—1i+j=m

< pal—ms {a Z Volis—1:s- 1) (,7) Z A(i, j ]

i+j=ms—1 m=mgs—2

L—2
D> aFTTAG)

m=mgs—1i+j=m

_ IulNo(msfle) Z aL*(msfl)VU(i571)j571)(7:’j)
itj=ms—1

IN

ms—2

—MNa(mS_LL) Z Z OzL_mS_ZA(i,j)

m=mgs—21i+j=m

N(’m87 Z ZaL2mAZ])

m=ms—1i+j=m

R T R U A CR R B ()
i+j=ms—1

L—-2
Z Z [LN”(m+1’L)aL727mA(i,j)

m=mgs—1i+j=m

Z pNo 43D) g L= (me 1) o lis—1.a—1) (5 )

i+j=ms—1

_ Z Z ‘u »(m+1,L) L727mA(,L-7j)

m=mgs_1—1i+j=m

< ...
B e
i+j=m1
L—2
Do X W al T AG )
m=mi—1i+j=m
< Z ,LLN & (i+7, L) L— 1V001) 7, .] Z Z - (m+1,L) L_2_mA(i,j).

i+j=1
(3.30)
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Avec des conditions initiales nulles, nous avons : Y-, .y /e (3L o=y o0 (G j) = 0. Bt consi-
dérant 3., ., VUs72)(i, j) > 0, alors, nous pouvons obtenir & partir de (3.30) :

Z S pNetmFLB gl m2mm (G g) <o,

m=0i+j=m
ce qui équivaut a :
L-2 L—-2
Z Z MN(,(m+1,L)aL—2—mH2||§ <')/2 Z Z MN“(m+1’L)aL_2_m‘|ng.
m=011+j=m m=01i+j=m

En multipliant les deux c6tés de 'inégalité ci-dessus par p~Ne(1L) nous obtenons :

L—-2
Z Z M —Ng 1m+1) L—2— mHZ||2<72Z Z M_N (1m+1) L—-2— m|| ||2
m=0i+j=m m=0i+j=m

De et (3.11)), on obtient :
1o L—2
Z Z emmn(a) g L=2=m| 712 2 Z Z pNe (LmA) g L=2=m | 5|2,

m=0i4j—m m=0it+j=m

L—2 L2 =

SN A< Y S Nl 2 < 42 33 gk 3.
m=0i+j=m m=0i+j=m mEOrE=m

De plus, nous obtenons :

oo — oco L—2

Z Z A <Y DD D o,

L=2 0it+j=m L=2m=0i+j=m

o0 o0 o0 o0

> Z P Y MR <At >0 X0 of T Y Il

m=0 L=n i+j=m m=0 L=m+2 i+j=m

Et, nous avons : Zzo:erQ al=2—m = ﬁ Ainsi, il résulte de I'inégalité ci-dessus que :

oo oo
ST amEB <Y Y] w3,
m=0i+j=m m=0i+j=m
(oo} (oo} ) ) oo oo
DD aEE <)Y llall.
i=0 j=0 i=0 j=0

Selon la définition le systeme (3.1) avec uy(,j) = O est exponentiellement stable avec une
atténuation des perturbations v au sens de la performance H., pondérée. La preuve est terminé. [

3.2.2.3 Synthése de la loi de commande fiable H

Dans cette sous-section, nous sommes préts a résoudre le probleme de synthese de la loi de
commande fiable H,, pour des systemes 2-D commutés discrets a retards. Nous considérons tout
d’abord le cas ou le systéme en boucle fermée (3.7) a des parametres de défaillance des actionneurs
connus.
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Théoréme 3.3. [Badie et al., 2020e] Considérons le systéme 2-D commuté discret en boucle
fermée avec une matrice de défaillance des actionneurs OF connue, k € N, étant donné les
scalaires 0 < o < 1, > 1 et v > 0. S7il existe des matrices définies positives { Pf, Py} € R2"x2n,
{Q’f,@’g,R’f,R’g,S’f,Sé} € R™ ™ et des matrices de dimensions approprices Wk € R™ " Yk ¢
R™ X" sqtisfaisant les LMIs suivantes :

ok JIfT

z2
x =1 0 | <0, keN, (3.31)
-

Pf <uP{, Py <puP,
QF <pQt, Q<@
i i i x2 k,le Nk >1), 3.32
RE<uRl, R <, k=0 (332
SP<pSt,  S§< S,
avec
TF = @F A2 fT fr — V2 fL fun + sym(fF BYOFYF £ + £ BEOFY" fy)
Ok = syml( _fsTMkA’;J) +_r51151krw1_ — anlpleUil +TL,PrT o — a2, PF Qo
+fTQV 1 — oM fTQV f3 + T Q5 fo — ™ fT QL f4
o dy(dy+1) - _ _
+(fr = f1)T[di RY + %5{“]@7 — f1) — o™X RE X + Y, SY0)

da(ds + 1) - _ _
Balda ¥ ) g1y 5 ) — 0 (XT,RE Xun + Y055 Yas),

+(f7 = f2)"[d2 RS +
Al = [AFWHRT ABWKT AR WRT AR WET —WET B BE ],
RY = diag{RY,3R}}, RE = diag{R,3R5},
fho= C*WH* fy + DE fur, R = C*WHT fy 4+ DE fo0.
Alors, sous la condition de temps de séjour moyen , il existe une loi de commande fiable :
u(i, j) = K°CDx(i,5), K*=Y*W*H T keN,
ce qui peut garantir que le systéme en boucle fermée est exponentiellement stable avec une
atténuation des perturbations v au sens de la performance Ho, pondérée.
Preuve. Remplagons AY et A5 dans par AY + BYOFK* et AY + BYOF K| respectivement,
et définissant :
MY = diag{(M*)~*, (M*)7'},
ME = diag{(M*)~!, (M*)~t, ... (MF)~1} e RIO
M¥ = diag{ME,1,1,1,1}.
Ensuite, considerons les changements de variables suivants :
PE= MEPEMGT,  OF = QI R = R,
Sf = MESIT, P = MEPEMIT, Q5 = M QRAT,
RY = M*REM*T, S5 = M*Sy MM, YR = KEMT,
Wk = (M*)~.
Puis, multipliant & gauche et a droite par M* et M*T | respectivement, nous obtenons :
O — 2 furfur — 7 fanfwz + sym(fT BYOFY* fi + fTBYOFY* o) f1 f1

* -1 0 | <0,
* * —1
ce qui équivaut a (3.31]). La preuve est terminée. O
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Remarque 3.6. Avec des paramétres de défaillance des actionneurs connus, le théoréme 3.3 pré-
sente une condition suffisante dépendante du retard pour le probléme de la commande fiable Ho,
pour une classe de systémes 2-D discrets commutés a retards. Dans ce qui suit et sur la base des
résultats du théoréme[3.3, une méthode de synthése du loi de commande fiable Ho, sera présentée
dans le cas ot la matrice de défaillance des actionneurs est inconnue mais remplie les conditions

dans (3.4)).

Théoréme 3.4. [Badie et al., 2020e] Considérons le systéme 2-D commuté discret en boucle
fermée présenté dans (3.7), étant donné des scalaires 0 < o < 1, p > 1 et v > 0. S’il existe des
matrices définies positives : {PF, P¥} € R2>2n [Qk Qk RF RE SF Skl € R"™" des matrices
de dimensions appropriées Wk € R™ " Yk ¢ R et des scalaires positifs €5, e5, (k € N)

satisfaisant les conditions LMIs (3.32)) et ([3.33))

U+ AT BB g+ ST BB g T TYTeR Y el

* -1 0 0 0

* * —1 0 0 <0, keN. (333
* * % —5’1“[ 0

* * % * —5’5[

Alors, sous la condition de temps de séjour moyen (3.11)), il existe une loi de commande fiable :
u(i,j) = K70Da(i,j), K" =YW keN,

qui peut garantir que le systeme en boucle fermée (3.7) est exponentiellement stable avec une
atténuation des perturbations v au sens de la performance Hy, pondérée.

Preuve. A partir de (3.31]), en remplacant ©F par ©F + A* nous obtenons la condition suivante :
OF — i1 fur =V [ fuz + sym(ff BYOMY " fi + [T B3OFY* fo) 1 7L

* -1 0
* x —1
7By 17 B .,
+sym 0 |[[AFYFfL00]+] 0 |[AMYRfR00] 3 <O,
0 0

Par le lemme|1.14] pour tous scalaires positifs ¥, €5, nous obtenons que la condition ci-dessus peut
étre garantie par 'inégalité suivante :

®f, =V furfur = 7 o fur + sym(ff BYOFY® fi + [T BSORY  fo) f1

* -1 0
* x =1
8t fvrel
+eb | 0 | [B¥fr00]+ (T 0 [OYEf 00]
0| 0
[ f7BY ] . ey
+eb |0 | [fFBS00] + (b 0 [OfY*f 0 0] <0. (3.34)
0 0

D’apres le lemme du complément de Schur (Lemme , il s’ensuit que (3.34) est équivalent a
(13.33). La preuve est terminée. O

Remarque 3.7. Dans les résultats présentés dans cette section, le paramétre a joue un réle signi-
ficatif dans le contréle de la borne inférieure du temps de séjour moyen, ce qui peut étre observé
clairement a partir de . Plus précisément, avec un p fize, si a regoit une valeur plus petite,
la limite inférieure du temps de séjour moyen devient plus petite, ce qui peut entrainer ’instabilité
du systéme.
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Remarque 3.8. Derniérement, l’'inégalité de Wirtinger a été largement exploitée pour développer
des critéres de stabilité dépendants du retard moins conservatifs (Nam et al., 2015, Shu et al.,
2016,/ Yang et al., 2019]. Cependant, il convient de souligner que la plupart des résultats existants
ne considéraient que l’analyse de la stabilité, ils n’ont pas étudié le probléme de la synthése des lois
de commande. La raison principale est que l'inégalité de Wirtinger et la fonction augmentée de
Lyapunov-Krasovskii impliquent l'utilisation des termes croisés supplémentaires, ce qui complique
la tache de synthése du loi de commande. Contrairement, dans cette section, nous avons résolu
le probléeme de la synthése des lois de commande Hy, pour une classe de systémes 2-D discrets
commutés & retards, en utilisant la matrice commutée M* dans , ce qui aide a faciliter la
tache de synthese.

Remarque 3.9. De nombreux systémes pratiques compliqués peuvent étre décrits par le systéme
, car ce modele 2-D prend en compte plus de facteurs qui pourraient étre rencontrés dans la
réalité, y compris la nature commutée, les retards, la défaillance des actionneurs et les perturbations.
Un exemple typique des systémes pratiques est le procédé thermique.

3.2.3 Exemples numériques

Dans cette sous-section, deux exemples sont présentés pour démontrer ’efficacité et 'applicabi-
lité des approches proposées. 'exemple [3.1] sera fourni pour comparer lefficacité de la méthode de
synthese des lois de commande par rétour d’état proposée, avec le résultat dans [Duan et al., 2013]
lorsque les actionneurs sont normaux. L’exemple sera fourni pour démontrer D'efficacité de la
méthode de synthese des lois de commande fiable par rétour d’état, en présence des défaillances
des actionneurs.

Exemple 3.1. Dans cet exemple, nous considérons les processus thermiques dans les réacteurs
chimiques, qui peuvent étre exprimés par ’équation différentielle suivante [Duan et al., 2013] :
oT (x,t oT (x,t
(z,) = — (2,7) — ag(x’t)T(xj) — a‘;(m’t)T(%t —h)+ ba(x’t)@a(i’t)u(ac?t). (3.35)
ox ot
ou T'(xz,t) est la température & x(direction) € [0,z] et t(temps) € [0,00), u(x,t) est la fonction
o(x,t) aa(m,t) a°
0 1 )y 2

d’entrée, h est le retard. a (z’t), be@t) ot @7(%:t) gont des coefficients réels en fonction
du signal de commutation o (z,t). Similaire & la technique utilisée dans [Duan et al., 2013, prenons :
OT(x,t) _T(ij)=T(i~1,4) 0T(x,t) _T(i,j+1)—T(i.J)

~ ~
~ ~

ox Ax ’ ot At ’

ou T'(z,t) = T(iAx, jAL), u(z,t) = u(iAzx, jAt), o(z,t) = o(iAxz, jAL). Az et At sont respective-
ment des périodes de discrétisation spatiale et temporelle.
L’équation (3.35|) peut étre exprimée sous la forme discrete :

. (i A .
T@i+1) = (1—%( 7 —%)T(%J)—ET(Z—LJ)

—a{ AT (i, § — dy) + b7 Atug (i, 7). (3.36)
ou dy = int(h/At + 1), int(-) est une fonction qui rend la valeur entiere par défaut et uy(i,j) =
Q7 Iy(i, 5).

En choisissant z(i,j) = [TT(i —1,5) T7(4,5) ]T, il est facile de vérifier que I’équation ((3.36)
peut étre convertie en systeme (3.1]) avec

oGg) _ |01] o6q | 0 0 o(ig) _ |00
AT [00}"42” {ﬁ; 1— a7 — AL AW =100]

a(ig) _ |0 0 aliy) _ | 0] potig) _ 0
A2d = [0 —a‘f(w)At] , By = [O} , By - {ba(i’j)At :
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Nous supposons maintenant que le systéme 2-D commuté est décrit par deux sous-systemes avec
ad=1,at =12, =1,a2 =12, a7 =1, 5% = 1.2, Az = 0.4 et At = 0.1. En considérant le
probleme d’atténuation des perturbations H,, le processus thermique est modélisé sous la forme
de avec les parametres suivants :

Sous-systeme 1 :

L Jo1] 4 [0 o , ool 4 _[o o y 0] o
Al_[00]’A2_{0.250.65}’141‘1_[00}”42‘1_[0—0.12]’B1_[0]’B2_[0.1}’

1 [ 02 ] 01 1 1
Bj, = [0.004},321”_ {0'004},0 =[11],D,=0.5.

Sous-systeme 2 :

o [01] o [0 0 > _[0o0] .o o 0© s [0] o [0
A= {o 0] Ar = {0.23 0.62} A = [0 0} A2 = {0 —0.1} B = {0} B2 = {0.12}’

o (057 o J01] o s
B2, = [0.04],321”_ [0'04],0 =[11],D? =05

L’objectif principal est d’étudier le probléme de la commande H... Afin de comparer nos résultats
avec ceux de [Duan et al., 2013], nous considérons le cas ot ©F = I, (k € N) c’est-a-dire que le
systéme n’a pas de défaillance des actionneurs. Soit d; = dy = 3, v = 2 et 1 = 1.32. Le Tableau[3.]]
répertorie les résultats de la comparaison sur les intervalles de « et 7, entre le théoréme 2 de [Duan
et al., 2013] et le théoreme [3.3] le Tableau [3.1] montre également le nombre de variables de décision
(Nvd) impliquées dans chaque méthode. Il est évident que le théoréme donne le plus grand
domaine d’application en sacrifiant plus de nombre de variables de décision.

Tableau 3.1 — Résultats de comparaison.

Méthodes intervalle de « intervalle de 7, Nvd
Théoréme 2 [Duan et al., 2013] [0.6748,1) [0.7058, c0) 64
Théoréme |Badie et al., 2020¢] [0.4459,1) [0.3437, 00) 92

Tableau 3.2 — Comparaison des valeurs de 7y, pour différents dy, (Exemple .

Méthodes d2 =1 dg =2 dg =3 d2 =4 d2 =5
Théoréme 2 [Duan et al., 2013] 1.4559 1.5252 1.7040 4.3674 Infaisable
Théoréme |Badie et al., 2020e] 1.3828 1.4312 1.4438 1.4508 1.4593

Pour plus de comparaison, on pose dy = 3, a = 0.75 et p = 1.32. Une comparaison détaillée
entre les indices minimaux d’atténuation des perturbations 7,,;, obtenus en utilisant le théoréme 2
dans |[Duan et al., 2013| et le théoréme pour divers valeurs de ds est répertoriée dans le Tableau
11 est clair du tableau que nos résultats sont mieux marqués que ceux obtenus dans [Duan et
al., 2013].
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Exemple 3.2. Considérons le systéme 2-D discret commuté (3.1) avec N = 2, et les parameétres
suivants :
Sous-systeme 1 :

Ai{00.6}’A%[0 0.1}’A%d{_0 0.25}’A%d{0.2 0}7

002 0.2 0.65 02 0 0 03
v o207 ., fo0401] ., _[003] .. _ [0.01
Bl_[o.lo B2= 108 0 [Pw= |04 | Pow= |04

Sous-systeme 2 :

0 0.6 0 0.1 0 0.25 0.2 0
A%{ }A?[ },A%d[_ },Aéd[ }

00.2 0.2 0.65 02 0 0 0.3
2 1020 2 10401 2 10.02 2 10.01
Bi = [0.1 0 By = 08 0 »Biw = 0.04 »Baw = 0.04 "

C*=[11],D; =0.1.

Nous choisissons : a = 0.95 et p = 1.5, et nous considérons les deux cas de défaillance possibles
des actionneurs :

— Cas 1 : Les actionneurs sont en pannes partielles (les parameétres de défaillance des action-
neurs sont connus),

Ok = diag{0.6,0.7}, keN.

— Cas 2 : Les actionneurs sont en pannes partielles (les parameétres de défaillance des action-
neurs sont inconnus),

diag{0.5,0.6} < Oy < diag{0.7,0.8}, ke N.

En appliquant les théorémes et pour les deux cas des défaillances des actionneurs et pour
divers valeur de retard d, (d = dy = da), les indices 7y, de la performance Ho, du systéme en
boucle fermée sont données dans le Tableau [3.3] Il convient de noter que les problémes des cas 1 et
2 ne peuvent pas étre résolus par 'approche dans [Duan et al., 2013], en raison de la défaillance des
actionneurs. Le Tableau [3.3] montre clairement que la valeur de 7, augmente lorsque les valeurs
de défaillance des actionneurs du systéme augmentent également.

Tableau 3.3 — Valeurs de 7, pour différents d, (Exemple .

Cas Méthodes d=1 d=2 d=3 d=4 d=5

Cas 1  Théoréme [Badie et al., 2020e] ~ 0.1434  0.1630  0.2204  0.3363  0.4214
Cas 2 Théoreme [Badie et al., 2020¢]  0.1727  0.2613  0.5355  0.8173  1.0214

Pour vérifier les résultats, prenons dy = 5, do = 5, « = 0.95 et u = 1.5. En appliquant le
théoreme [3.3] on obtient en effet une solution réalisable avec ., = 0.4214 et les gains de la loi
de commande sont donnés par :

K'=

—0.3843 —1.2173] K= [—0.3936 —1.2614 (3.37)

1.7983 3.7910 1.7269 3.7867 |’
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x40}

=1,2,... 0o 0 i=1,2,... =12,.. 0 0 i=1,2,...

FIGURE 3.2 — Trajectoires d’état du systéme en boucle ouverte.

x,(i)

FIGURE 3.3 — Trajectoires d’état du systeme en boucle fermée.

De (3.11)), on obtient : 77 = In(u)/In(a) = 7.9048, en plus, pour la simulation on suppose que les
conditions initiales sont :

(i,5) = [ +1) 025/(i+1)]F, V0<j<8 —5<i<O0,
z(i,j) = [0.15/(i + 1) 0.25/(i+1)]T, V0<i<8, —5<j<0, 3.38
GH=[0 o, vj>s = 5<i<0, (3.38)
(i,j)=1[0 0T, Vvi>8,  —-5<j<0,

et lentrée de perturbation est :
w(i,j) = exp(—0.0277 (i + 7)).

Les Figures et donnent les résultats de simulation du systéme en boucle ouverte et du
systeme en boucle fermée, avec le signal de commutation présenté dans la Figure D’apres la
Figure [3:2] on peut voir que le systéme en boucle ouverte est instable. Cependant, aprés avoir
appliqué la loi de commande , le systéme en boucle fermée est stabilisé comme illustré dans
la Figure avec un signal de commutation montré dans la Figure satisfaisant 7, > 8. A partir
de ces figures, on peut confirmer que la loi de commande par retour d’état congu est efficace.
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L

0.5F 4

Signal de commutation

0 L I I I 1 L I I I

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
i+

FIGURE 3.4 — Signal de commutation.

Remarque 3.10. Il convient de noter que les conditions de la commande H, dépendant du retard
présentées dans cette section peuvent étre utilisées pour remédier a la situation de défaillance des
actionneurs, tandis que les conditions présentées dans [Duan et al., 201 ne s’appliquent pas dans
ce cas. Par conséquent, les résultats proposés dans cette section peuvent couvrir une large classe de
systémes. En revanche, selon les résultats de comparaison présentés dans les Tableauz[3.1) et[3.3, on
peut voir que notre méthode donne des résultats moins conservatifs que la méthode de
en sacrifiant un plus grand nombre de variables de décision, qui proviennent principalement
de lutilisation de la fonction augmentée de Lyapunov-Krasovskii.

3.3 Commande robuste H., des systémes 2-D continus in-
certains a retards variables

3.3.1 Formulation du probléme

Cette section considere la classe suivante des systéemes 2-D continus incertains décrits par le
modele de Roesser a retards variables :

A" (t1,t2) h h
76& 3 X (tl,tg) ~ X (tl — h(tl),tg) A
[ 8m“gil’t2) ] = A |::L'U(t1,t2) + Ad x“(tl,tg _ d(tg)) -+ BU)(tl,tQ) + E’u(tl,tg),
_ o2t te) al(ty — h(t1), t2)
tnta) = C [a;”(tl,tz) TG oty by — d(ty)) | TP )+ Fultite),

(3.39)

ou

A=A+AA, Ay=A,+AA;, B=B+AB,
A

[An A12:| Ad:[AdH Ad12:| B:|:Blj| E:[El}

A21 A22 AdQl Ad22 BQ
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C=[CC], Cy=[Ca Cal,

ah(t1,t2) € R est le vecteur d’état horizontal, z%(t1,ts) € R™ est le vecteur d’état vertical,
w(t1,t2) € R™ est I'entrée de perturbation, qui appartient & £2{[0,00),[0,00)} et z(¢1,t2) € R™
est la sortie mesurée. All, Alg, A21, A22, 14(1]_17 Ad127 Ad217 Adgg, B]_7 BQ, El, Eg, 017 CQ, Cdla Cdg,
D et F sont supposées étre des matrices constantes avec des dimensions appropriées. AA, AAy et
AB sont des matrices incertaines de la forme suivante :

[AA AAq AB| = GF(ty,t2) [Hy Hy Hs], (3.40)

ou

G
G = |:G;:|7 Hy=[Hn Hy|, Hy=|[Hy Hanl,

et Hj3 sont des matrices constantes réelles connues, et F(t1,t2) est une matrice continue inconnue
satisfaisant :

FL(ty,ta)F(ty,t2) < I. (3.41)

h(t1) et d(t2) sont des fonctions différentielles continues, qui représentent respectivement les retards
d’état variables le long de la direction horizontale et de la direction verticale, satisfaisant :

h1 < h(t1) < ho, h(t1) < <1, hi2 = hg — hy, (3.42)
dy < d(te) < do, d(te) < pe <1, dip2 = dy — dy, '

avec hy, hs, di, da, p1 et ps sont des scalaires positifs. Les conditions initiales sont données par :

ah(0,t2) = po(ta), —ha<0<0, 0<ty<Ty,

Ih(e,tg) = 07 _h2 S 9 S 07 t2 Z T27 (3 43)
zV(t1,0) = @s(t1), —da<6<0, 0<ty <Ty, '
x“(tl,é):O, —ng(SSO, tlle,

ou Ty < oo et Th < oo sont des constantes positives, ¢g(t2) et ps(t1) sont des vecteurs continus.

Remarque 3.11. Le terme d’incertitude fait référence aux différences entre les modéles et les
systémes réels. Les incertitudes polytopiques et bornées en norme sont les représentations les plus
utilisées dans la littérature. Dans cette section, nous considérons les problémes de la stabilité et de
la commande robuste Hoo pour les systémes 2-D continus incertains avec des retards variables et
des incertitudes bornées en norme.

Remarque 3.12. Lorsque les bornes inférieures des retards hy et di sont nulles et Cq = 0, le
systéme (3.39) se réduit au systéme étudié dans [Ghous et al., 2016a]. Par conséquent, le systéme
(13.39]) est plus général que celui considéré dans [Ghous et al., 20164d].

Les matrices incertaines AA, AA, et AB sont dites admissibles si les conditions (3.40)) et (3.41)
sont valides. Lorsque w(t1,t2) = 0 et u(t1,t2) = 0, le systéme (3.39) devient :

dx™ (t1,t2) h N
S| a2 tte) | o4 [ 2t = h(t), te)
lawﬁt”] _A[g;“(tl,tz) A ot — d(t)) | (3.44)

Dans cette section, le probleme de la commande robuste H., sera résolu pour le systeme 2-D
continu a retards (3.39)) en utilisant la loi de commande par retour d’état suivante :

u(ty, t2) = K [fjg;g] : (3.45)
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ou K = [Kl K5 | est le gain de la loi de commande & déterminer.
A partir de (3.39)) et (3.45)), nous obtenons le systéme en boucle fermée suivant :

ozh (ty,

o ol I O B B

02" (t1.t2) “lav(ti ta)
(t1,t2)
(t1,t2)

Oto

Z(tl,tg) =C, |:£C :| —|—D’w(t1,t2), (346)

avec
A, = A+ AA+ EK, C,=C +FK.

Alors, le probleme de la commande robuste H,, & résoudre dans cette section peut étre formulé
comme suit :

Etant donné le systéme 2-D continu & retards (3.39) et un niveau d’atténuation des perturba-
tions v > 0, le but est de déterminer les matrices K7 et K5 de la loi de commande telles que
les conditions suivantes sont remplies :

(i) Le systéme en boucle fermée (3.46) avec w(t1,t2) = 0 est robustement asymptotiquement stable
(i) Sous les conditions initiales nulles, la condition suivante est verifieé

[zl < Alfwl]2; (3.47)

pour un réel v > 0 donné.

3.3.2 Résultats principaux

3.3.2.1 Analyse de la stabilité

Cette sous-section se concentre sur le probleme de I'analyse de la stabilité robuste pour le
systéme 2-D continu incertain a retards variables (|3.44]).

Théoréme 3.5. [Badie et al., 20200 Le systéme 2-D continu (3.44) avec des incertitudes bornées
en norme (3.40)-(3.41)), des retards variables (3.42) et des conditions initiales (3.43) est robuste-

ment asymptotiquement stable s’il existe des matrices symétriques définies positives P", PV, ?,

7, R;‘, RY, Z,’;, Zy, matrices de dimensions approprices Mih, MY, S SV et des scalaires positifs
er, (1=1,2,3), (1 =1,2), (k=1,...,4), de sorte que les conditions LMIs suivantes sont faisables.

(W + sym(Uh + JEMATL) JEMG e JTHT
T = * —erd 0 <0, (3.48a)
i * * —ed ]
_W+sym(U12+JfMAJ1) JITMG EQJiTHT_
Tlg = * —521 0 < 07 (348]3)
i * * —eal |
[ W+ sym(U21 + J{FM.AJl) JITMG €3JirHT i
Ty = * —esl 0 <0, (3.48¢)
i * * —esl |
_W+sym(U22+JfMAJ1) JiTMG €4J1THT_
T22 = * —€4I 0 < O, (348d)
i * * —eql |
diag{(R} + Z}),3(RS + Z3)} S"
Uy = ) 4
= \ diag{ (R} + 20),3(Ry + zpy | =0 (3489
_ | diag{(R3 + Z3),3(R3 + Z3)} S
¥a = [ ; diag{(Ry + 23),3(Rs + 2)} | ~ (3.481)
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ou

avec

AP =

" =

Année 2020

W =5+ ATOMA" + AT RVAY,
Uy = 6" P'DY + G PUDY,
U, = G""P"DY + G°T PUDS,
Uy = G""P"Dy + G PUDY,
Uy = G P"Dy + G*T P'Dy,

€9 €1 €1 €10
e1—e3 |, DI = | hienr |, DY = hienn |,G" = |e2—e4 |,
| €3 — €7 hizeis hizess €4 — €
i €9 €9
diers 7D§ = | die1a |,
_d12614 diz2ei6
- T T
e1 MP 0 AT AT HE
e Oh MY Ale2 AEQ Hi%
€5 My 0 Ay Ago Hy,
7M = ,A = 7I{ =
€6 0 My AdTm A§22 H3, ’
ey M} 0 ~I,, O 0
_610 0 Méj O _Inq, O
[ €3 — €5 €4 — €g
e3 + es5 — 2613 AV — eq4 + eg — 2614
es — er T €6 — €3 ’
| €5 +e7 — 2e5 €6 +es — 2e16
diag{R% 3R}} Sh oh diag{RY,3R%} S
* diag{RE,3RA} |77 * dia{R%,3R5}

el (Q) + Q5 + Q})er — e5 Qe — ey Qer — (1 — pn)es Qes
+eg (QF + Q5 + QY)e2 — 5 QYes — e Qbes — (1 — po)ed Qe

)

+h%€gR’f€g - (61 - 63)TR?(61 — 63) - 3(61 +e3 — 2611)TR’11(61 +e3 — 2611)

+diel Rieio — (e2 — eq)T RY(ea — e4)

—3(62 +eq4 — 2612)TR11)(€2 +eq — 2612) =+ h%zegRgeg
h2
+d%2€{0R5610 + ?1632?69 — 2(61 — 611)TZ{L(61 — 611)

d? h2
+516?0Zf€10 — 2(62 — 612)TZ11(62 — 612) + iengeg

2

d
—2(63 — 611)TZ{Z(€3 — 611) + ?lelTOdelo — 2(64 — 612)TZ5(64 — 612)

h2
+%63Z§L€9 - 2(63 — 613)TZg(63 - 613) — 2(65 - 615)TZ§1(€5 — 615)

d2

+$6?OZ§610 — 2(64 — 614)TZ§(64 — 614) — 2(66 — 616)TZ§(€6 — 616)
h2

+$6§Z£69 - 2(65 — 613)TZ£(65 - 613) — 2(67 - 615)TZ£(67 — 615)

d2
+¥6?OZZ(310 — 2(66 - 614)TZZ(66 — 614) - 2(68 — 616)TZ}£(€8 — 616)7
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et les matrices élémentaires e,,,(m = 1,2,...,16) sont définies par :

—1

[Om“(p,l)n Ny, Onh,(g,p)n] , (p= "5=), si m est impair;

Em =

[Onu,(p—l)n N, Onv,(Sfp)n:I » (p = %), st m est pair;

avec Nj, = [Inh Onyine ]; N, = I:Onv7nh I, }

Preuve. Afin de prouver la stabilité du systeme (3.39)), nous choisisons la fonction de Lyapunov-

Krasovskii suivante :

V(ty,ta) = V(t1,ta) + V¥ (t1,t2),

ou
7
Vit 1) =Y Vi (1, 1)
i=0
AT
Vi (t, ta) = (M (81, t2) P ¢ (1, t)
2 t1 ty
VI (b1, ta) = Z/ 2" (0, 1) Q1 " (o, t)dox +/ 2" (o, t2) Q2"
i=1 t1—h; tlfh(tl)
0 t1
Vit (t1, 1) = hl/ & (@, o) RY 3" (o, t2)dadp,
—h1 Jt1+8
—h1 pt1
Véh(tl,tg) = h12/ / ihT(a,tg)Rgi‘h(Oé,tg)dadﬁ,
—ho Jt1+4p
0 0 t1
VIt t2) = / / W7 (0, 15) 2 (0, £2)dad B,
—hy JA Jt1 48
0 A t1
Vi (1, t2) :/ / / " (a, t2) 2y 3" (a, t2)dadBd,
—hy J—hy Jt1+p
—h —h t1
v (tl,tg):/ / / 7 (a0, 19) 23" (a0, t2)dad BN
—hy JA 148
—h
V7 (tl,tg) :/ / / (a tQ)Z4£B (Oé tg)dadﬂdA
—ha t1+5
et

Y(t1,t2) ZVU t1,t2),

Vo' (t1,t2) = CUT(tl ta) PUCY (t1,2),

to

(3.49)

(Ol, tZ)daa

V(b t) Z / T(,0)Qia (o + [ a0, @)@ (i, a)da,

to —d(tQ)

VPt ta) = dy / / 7 (ty, @) RV (ty, a)dadB,
dy Jta+pS

—d;
V3 (t1,t2) —d12/ / T(t1, @) Ryi" (t1, a)dadp,
t2+,3

tl,tQ / / / CV tg le (tl, )dadﬂd)\,
d1 d1+ﬁ
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0
Vi (t1, t2) :/ / / (o, t2) Z32" (t1, o) dadBdA,
d1 di t2+5
—d1  p—di
tl,tg / / / tl, U ”(tl,a)dadﬁd)\,
tz+5

tla t2 / / / t17
d2 t2+ﬂ

avec
Mt t2) =
. 9z (1,
et " (a,ty) = %

En définissant :

g(tl,tg) = col (

¥ (t1,ta)

U(tla )dadBdAa

Et calculant la dérivée unidirectionnelle de (3.49)), nous obtenons :

OVh(ty,ty)
oty

Année 2020

_th(tl _

—(1 = h(t1)2"" (11 —

2

(t1 —

h(tl)v

(t1,t2)

h?
+%2th(t1,t2)(2R2 + Z8 + Z0)ih(ty, ty)

t1
—hl / ihT(a,tg)R’fih(a,tQ)da
tl—hl

t1 —h1
—hlg/ :'rhT(a tg)Rgzth(a,tg)da
t

1—hs2

/ / (o, t2) Z0 i (o, ty)dad B
hi1 t1+ﬁ

0 t1+5

/ h
/J/tflg
.

hT (@, t9) Z0iM (o, ty)dad B
T, o) Z5i" (o, to)dadB

(a tQ)Z4.13 (v, to)dadf,

90

@t t) @t ty)
ttll:}ﬁl ;ph(a,tQ)dOA CU (t17t2) — 1;22:d xv(tla)da
b (@, ta)da g, T (tia)da
= |t1:0¢7 i‘“(tl,a) = %t;mhz:w
zh(t1,t2)
hxv(tl’t2) f (a, to)do
™ (t1 — hi,t2)
x¥(ty,te — dy) ftz dlh t2’ a)da
’ t1—h1
t i f Oé tg)d
_( 1), t2) , t1> B =it 0"
(t(l’t2 d(t2 ))) tg) 1 ft2 d(ts) T (B2, @)da
t1 — ha, o 1 ti—h(t1) p
xV(t1,to — da) ha— h(tl) by T (0 t2)der
) 1,02 2 ftz d(tz t )d
xh(tlth) da— d(tz) to—do 2’

= 28" (t1,2)G"T PIDME(ty,12) + 2" (11, 12)(QF + Q5 + QF)2"

hi,t2) Q"

t2)

(t1,t2)

hi,ta) — " (t) — ho, ta) Q2" (t1 — ha, t2)
h(ty), t2)Qa" (t, —

h
+ LT (¢, o) (2R + Zh 4 ZMi"
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ou

D" = [ef hiely (ha — h(tr))ely + (h(t) — h)ely ],
et

OV (t1,t v vT pUyv ¢v v v v o
# = 25 T(tlth)g TP D 5 (t13t2) +l’ T(t17t2)(Q1 +Q2 +Q3)I’ (tl’t2)

—JTUT(tl,tQ — dl)Qlljxv(tl,tQ — dl) — va(tl,tQ — dQ)ngv(tl,tQ — d2)
—(1 = d(t2))a" (t1,t2 — d(t2))Q{z" (t1, t2 — d(t2))

d2 U vV v v
—I—?lx T(tl,tg)(QR +Z +Z2) (tl,tg)

d?
+ 528 (b, t2) (2R + 25 + Z1)i" (1, 12)

to
—d1 / j?UT(tl, Oé)qu{bv(thz)dOé
t

2_d1

to—dq
—d12 / j?UT(tl, Q)Rgiv (tl, a)da
t2 d2

0
- / T(t, ) Z2Y2" (t1, o) dod 3

—d1 t2+ﬁ
0 t2+5
tl, ZU ”(tl,a)dadﬁ
—dy Jta— d1

dq to— d1
/ T (t1,0) 24" (1, a)dad
d2 Jt2+pB

d1 t2+ﬁ
/ t17 Z (tla a)dadﬂv
d2 Jta— dz

ou

D" = [ef diely (da — d(t2))ely + (d(t2) — dr)ely ]

o h(t1)—h d(ta)—d o
En définissant A" = % ot A = & 232 L nous pouvons écrire :

=MDy + (1 - ADs,
= XAMDE £ (1 = A)N'DE £ XY (1 = A)DE + (1 - A%)(1 — A)DE,

DY = \"DY + (1 - \")D3,
= AN\DY 4 (1 = AMHAYDY + N (1 = \)DY + (1 — A")(1 — A\)Dy.

Il résulte des inégalités intégrales dans le lemme et lemme que :

t1
*hl/ jth(a,tg)R}fx'h(oz,tQ)da > ﬁT(tl,tz){(el - 63)TR}1L(61 - 63)
t

1—h1
+ 3(61 +e3 — 2611)TR}11(61 +e3 — 2611)}£(t1, tQ), (350&)
to
*dl / Li?vT(t17Oz)R11}£l"Jv (tla)da Z §T(t1,t2){(62 - 64)TR11} (62 — 64)
to—dy
+ 3(62 +e4 — 2612)TR11}(62 +eq4 — 2612)}§(t1, tg), (35012))
t1—h1 t1—hi
*h12/ " (a, ta) Ry &" (v, to)dev = h12/ &' (o, t2) Ry 3" (o, ta)dax
t1—ho tlfh(tl)
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t1 h(t1)
+ his / j’}hT(Oz, tz)Rg.i‘h(Oé, tg)da >
t1—ho

hi2 T T ph
—_— t1,t — R —
" —h(t1)€ (t1,t2){(e5 — e7)" R3(es — er)
+ 3(65 +e7 — 2615)TR£L(€5 +e7 — 2615)}§(t1, t2)
hi2 T T ph
P — ti,t - R —
+ ht) _hlf (t1,t2){(es — e5)” Ry (e3 —es)
+ 3(63 +e5 — 2613)TRS(63 +e5 — 2613)}£(t1, tQ),
t2 d1 t27d1
*d12 / Sva (t17 OZ)RIQ)SCU (tl, Ot)dOé = d12 / l"vT(tQ, OA)RSQS"U (tg, Oé)dOé
to—dso t27d(t2)

to d(tz)
+ d12/ T (ty, @) RS2 (ta, a)da >
to—ds

dz_dl;(tz)fT(h,tz){(es — eg)TRg(e6 —eg)

+ 3(66 + eg — 2616)TR12)(€6 + eg — 2616)}f(t1, tg)

! d(tj)lz_ﬂhgT(tlth){(Q —e6)" RS (eq — €g)

+ 3(eq + e — 2e14) T Ry (es + €6 — 2e14) (1, t2),

0 11
*/ / j:hT(OéatQ)Z{ljh(a7t2)dad/6 >
—h1 Jt1+5
T(t1,t2){2(er — e11)T Z1 (e1 — e11) Y(t, ta),

€(
0 to

. / T (t3,0) 203" (11, 0)dad >
d1

to+p5
T(t1, t2){2(e2 — e12)" Z{ (e2 — €12) }(t1, t2),

t1+ﬁ
/ / (o, t2) Z8i" (o, ty)ded B
hl t

1— hl
T(t1,t2){2(es — e11)T Z5 (e3 — e11) Ye(t1, t2),

t2+ﬂ
/ tl, Z (tl, a)dadB
d1 to— dl

T(t1,t2){2(eq — €12)T ZY (es — €12) }E(t1, t2),

—hl t1— h1
/ / (o, o) Z0a" (o, to)dadB =
t

1+08

t1— h1
/ / (o, t2) Z3i" (o, to)dadB
tl) t

1+8

h(t] t1— h(tl)
/ (o, t2) Zh 3" (o, ty)dad
ha t1+0

t1—hq
+ (he — (1)) / T (a0, 15) 2" (0, t2)dad >
t

1—h(t1)
€0 (t1,t2){2(e3 — e13) T Z (e3 — e13) + 2(es — e15)T Z¥ (e5 — e1s)
ha — h(t1) T h
o —ti) A _
+ h(tl) — hl (63 65) 3 (63 65)
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h2_)h(hz(€3 +e5 — 2613)TZ§(63 + e5 — 2e13) }(t1, t2), (3.501)

—dy to— dl
/ / T(t1,0)ZY5% (11, a)dadB =
ta+8

2

+3

to— dl
/ tl, )Zgi:“(tl,a)dadﬂ
tz) t

2+
—d(tz) to— d(tz
/ / tl, )Zg:ic”(tha)dadﬂ
to+p
to—dso
(ds — d(t2)) / 7 (t2, @) 223" (11, a)dadf >
tg—d(tg)
€T (t1,t2){2(eq — e1a)" Z3 (€4 — €14) + 2(e6 — e16)” Z3 (€6 — e16)
dy — d(t2) T
Q2 —d\b2) TV (04 —
d(tg) _ dl (64 66) 3 (64 66)
dy — d(t2) T .
+ 3m( 4 +eg —2e14)" Z3(eq + eg — 2e14) Y(t1, 12), (3.505)
1
t1+ﬁ
*/ / (o, t0) Z03" (o, to)dadB =
t1— h2
t1+0
/ / (o, t2) 203" (o, ty)dd
tl) t1— h tl)
h(t1) t1+5
/ / (o, t2) Z0a" (o, ty)dadB
t1— h2
t1— h(t1)
+ (h(ty) — hl)/ i (a, t9) Z0iM (a, ty)dadS >
t1—ho
€0 (t1,ta){2(e5 — e13) T Z1 (e5 — e13) }e(t1, t2) + 2(e7 — e15)T Zi (er — e15)
h(ti) — hy T h
M) - 7 _
+ Tra — (1) (e5s —e7)” Zj(es — e7)
h(t1) — h
S,M(% ter — 2e15) T 2] (o5 + €7 — 2e15) (1, 1), (3.50K)
—dy t2+5
/ / T(t1,0) 2}i" (1, 0)dad =
to— d2
—dy to+f3
/ (15, 0) 25" (t2, @)dad
tz) to— d(tz
—d(t2) t2+ﬁ
/ / tg, )ZU ”(tg,a)dozdﬁ
to— d2
to— d(tg)
T (d(ts) — ) / 7 (t2, 0) 233" (13, @)dadB >
to—dso
€7 (t1,t2){2(e6 — e1a)” Z{ (e — e14) + 2(es — e16)” Z{ (es — e16)
d(t2) — d; T
a\te) — @1, TV (en —
* d — i) (e —es)” Zj(ec — es)
d(te) — d
BM(% +eg — 2616)TZZ(66 + eg — 2e16) }E (1, t2). (3.501)
dy — d(ts)
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Selon le lemme [T:12] nous avons :

(bt (e — )T (BS + Z)(es <)
+3(es + e5 — 2e13) T (RE + Z1)(e3 + e5 — 2e13) YE(t1, t2)
b €t ) {(es — en)T (RS + Z0)(es — en)
+ 3(es 4 e7 — 2e15) T (RY 4 Z1) (e5 + e7 — 2e15) }e(t1, t2)
— &(t1, )T {(es —e5)T Zh(es — e5) + (e3 + e5 — 2e13) T Z8 (e3 + e5 — 2e13)

+ (65 — €7)TZ£L(65 — 67) + 3(65 +e7r — 2615)TZ£(€5 +e7r — 2615)}§(t1, tg)
> 0 (t, t) AL @A E (0, 1),

et

1
Avf(flﬂtz) {(ea — e6)" (RY + Z3)(e4 — €6)
+3(eq +eg — 2e14)T (RY + Z¥)(eq + e — 2e14) Ye(t1, t2)
1
+ Wﬁ(h,tg)T{(ee —eg) (RS + Z7)(e — es)
+ 3(66 +eg — 2616)T(R12) + ZZ)(@G + eg — 2616)}f(t1,t2)
—&(ty,t) {(es — e6)T ZY (€4 — e6) + (eq + e6 — 2e14)T ZY(es + €6 — 2¢14)
—+ (66 — 68)TZX(€6 — 68) —+ 3(66 —+ €g — 2616)TZX(66 + €g — 2616)}5@1, tg)
> €T (t1,t2) AT @, AVE(t, 12).

D’apres (3.44 our toutes matrices libres M, MI M! M?, MY et M?, avec des dimensions
P , P 1, Moy Mg, 1, Vg 3>
appropriées, nous avons :

=[] [ i ] e[ ] [ ]

t1,t2)
] [ )
) R R B e
= 0 (ty, t2) {sym(JL M(A+ GF(t1,t2)H)J1) }e(t1, t2). 2 (3.53)

Alors, la combinaison (3.50a))-(3.53]) donne :

Vi(ti,ta) < €8 (t1,ta){W + sym(U + JE MAJy + JEGF(t1,t2)HJy) }e(t, t2)
= ET(t1, to){A"AVIT 1 + (1 — N)XTIp 4+ A(1 — \Y)Iyy
+(1 = A" (1 = A} (1, t2),

avec

My = W+ sym(Uyy + JL MAJy + JL MGF(t,t2)HJy)
My = W+ sym(Uio + JL MAJy + JL MGF(ty,t)HJ),
My = W+ sym(Uay + JL MATy + JEMGF (t,to)HJp),
Moy = W + sym(Usz + JL MAJy + JL MGF (th,t2)HJb).

b
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Par conséquent, si I1;; < 0, II15 < 0, IIp; < 0 et IIss < 0, sont satisfaits, alors Vu(tl,tg) <0, ce
qui garantit la stabilité asymptotique robuste du systeme selon le lemme Ensuite, en
appliquant le lemme [I.13] s’il existe des scalaires positifs 1, €9, €3 et g4, les inégalités suivantes
sont vérifiées

W+ sym(Usy + JEMAT) + e ' T MGGTMT ) + 0 JFHTHI, <0,
W + sym(Uia + JE MAR) + e ' TEMGGTMT Iy + e JF HTH, <0,
W + sym(Usay + JE MAT) +e3 ' TEMGGT MY Iy + e3JF HTH I, <0, (3.54c
W + sym (U + JE MAT) + e L TEMGGTMT Ty + ey JFHTH T, < 0. (3.54d

En utilisant le lemme les inégalités (3.48al),(3.48b)),(3.48¢]) et (3.48d]) sont équivalentes aux
conditions (3.54al),(3.54b)),(3.54d]) et (3.54d]), respectivement. Ceci compléte la preuve. O

En absence des incertitudes, le théoreme se réduit au corollaire suivant.

Corollaire 3.1. [Badie et al., 2020b] Le systéme 2-D continu sans incertitudes (3.40)-
, a retards variables (3.42) et les conditions initiales (3.43) est asymptotiquement stable, s’il
existe des matrices symétriques, définies positives P", PV, Q7 QF, R;L, RY, Z,?, Z} et des matrices
de dimensions appropriées M*, M?, S", Sv, (i = 1,2,3), (j = 1,2), (k = 1,...,4), tels que les
LMIs (3.48¢€), (3.48f), (3.55a]), (3.55b), (3.55¢) et (3.55d) sont faisables.

W + sym(Upy + JEMAT) <0 (
W + sym (U + JE MAJY) <0, (3.55b
W + sym(Usy + JlTM.AJl) <0
W + sym(Usa + JE MAJ) <0
Remarque 3.13. Les nombres de variables de décision utilisés dans le corollaire[3.1) et le théoréme

1 dans I{Ghous et al., 2016(1[/ sont 12ni + 12n12) + 6np + 6n, et 11.5n,21 + 11.5n3 + 2.5np + 2.5n,,
respectivement.

Remarque 3.14. 1[I est bien connu que le choix de la fonction de Lyapunov-Krasovskii joue un
role important dans la réduction de conservatisme des critéres de la stabilité. Dans cette section,
une fonction augmentée de Lyapunov-Krasovskii incluant certains termes intégraur a été utilisée,
ce qui conduit a exploiter plus d’informations sur les tailles des retards, afin de développer une
condition de la stabilité qui ne crée pas de conservatisme significatif dans les résultats. De plus,
par rapport aux résultats existants, la fonction de Lyapunov-Krasovskii utilisée dans cette section
contient quelques termes supplémentaires a triple intégrale, qui jouent un role important dans la
réduction de conservatisme. A notre connaissance, c’est la premiére fois que cette fonction de
Lyapunov-Krasovskii est utilisée pour résoudre le probleme de la stabilité robuste dépendante du
retard pour les systémes 2-D continus d retards variables.

Remarque 3.15. Il est bien connu que le conservatisme des critéres de stabilité dépendants du
retard dépend non seulement du choix de la fonction de Lyapunov-Krasovskii mais également de
l’estimation des termes intégraux apparaissant dans la dérivée de certaines fonctions de Lyapunov-
Krasovskii. Différent de la technique des matrices de pondération libres utilisée dans
, Dans cette section, on a utilisé linégalité de Wirtinger pour estimer la dérivée de la
fonction de Lyapunov-Krasovskii. En conséquence, des termes croisés supplémentaires tels que :
3#?(% t2){(es + er — 2e15) RY (e5 + e7 — 2e15)}(t, 12)

2 — h(t1)
ont été utilisés dans la condition de stabilité dépendante du retard, qui sont efficaces dans la ré-
duction du conservatisme.
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3.3.2.2 Analyse de la performance H,

Théoréme 3.6. [Badie et al., 2020b] Pour des scalaires donnés 0 < hy ho, 0 < di < do,
11, po et v > 0, le systéme 2-D continu d retards avec u(ty,ts) 0 est robustement
asymptotiquement stable et satisfait la condition , s’il existe des matrices symétriques définies
positives P", P*, Qh, Q?, R;-L, R7, Z;c‘, Zy, des matrices de dimensions appropriées MpP, My, ST,
SY et des scalaires positifs e, (1 = 1,2,3), (j = 1,2), (k = 1,...,4), tels que les conditions LMIs
(3.48¢]), (3.481), (3.56a]) , (3.56b)), (3.56¢) et (3.56d), sont vérifiées.

<

[ W + symUirw + JEMyAwdw) — V2 fu T JEMWG 1 JEHT
* —I 0 0
Ti1w = N « el 0 <0, (3.56a)
i * * * —el |
[ W + symUiow + JEMyAwdw) — VL fu T JEMWG eoHE
* —I 0 0
Ti20 = N « el 0 <0, (3.56b)
i * * * —eol |
[ W + symUarw + JEMyAwdw) = V2 fE fo fT IJEMWG e3JTHT
* -1 0 0
Torw = N s —esl 0 <0, (3.56¢)
i * * * —esl ]
[ W + symUazw + JEMyAwdw) = V2 fE fo f1 IEMWG e JEHT
* -1 0 0
Too2w = . . e 0 <0, (3.56d)
I * * * —eul
ol
Wy = S + APTOMAR + AVTVAY
Z/[llw = gZTPhD{Lw + gg)TPvDi)w7
Uraw = Gl P"DY, + Gy PUD3,,,
U1y = gLLJTPhIDQw + gngPvDi)w7
u22w = gL}tLJTPhDSw + g:j)TPUD;uN
avec
[ fo fi fi fio
Gh=1|fA-fs|.Dly=| hifir |, Dhy=| hafun |.Go=|Fo—fa],
| f3— f7 hia f13 hia f15 Ja—TJe
[ f f2 ]
1o = | dif Dy = | dif
1w 1J12 |, P9 1fi2 |,
| d12f14 di2 f16 |
- - q - 4T - 4T
fi Mp 0 Al AL Hy,
fo Oh MY A%T2 A:%T? ng
fs M3 0 AdT11 A%21 H2T1
Jy = fo | My = 0 My |, A= Ad12 Ad22 s Hy = | Hyy
fo M} 0 ~I,, O 0
fio 0 My 0 —I,, 0
i fuw i U BlT Bg i H3T |
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f3— 15 Ja—TJe
ho_ | fat+fs—2f13 v _ | fa+ fo—2f1a _
A = fs — fr A= fo — fs i = [Onuon In ]
f5+ fr—2f15 fo + fs — 2f16

f:=Cifi+Cofa+ Caifs + Caafe + D fu,
Yo = QY +Q5+ QN1 — Qs — 17 Q5 fr — (1 — 1) fL Q% f

+15 QY+ Q5+ Q8) fo — fLQVfa— fa Q5 fs — (1 — p2) fd Q4 fs

+hifs Rifo — (fi — )T RY(f1 — f3) = 3(f1 + f3 — 2f1) " RY(f1 + f5 — 2f11)

+d3 floRY fio — (f2 — f2) " RY(f2 — fa)

—3(fo+ fa — 2f12) T RY(fo + f1 — 2f12) + hisfq RS fo

2
A3 fio RS fro + %ngZ{Lfg —2(fi — i) 20 (f1 — fi1)
2 2
YL B2} fro 2 — F2) 21— fuo) + "L 1T 2 fy

2
—2(fs — )" Z8(fs — fu1) + %ffozﬁlo —2(fs — fr2)" Z5(fa — fr2)
hiy

t o Z4 fo —2(fs — f13)" Z5 (fs — f13) — 2(f5 — f15)" Z5 (f5 — frs)

2
d12

fst fro = 2(fa = f1a)" Z§ (fa — f1a) — 2(fs — fr6)" 25 (f6 — fre)

2
h12

=215 Ztfo = 2(fs — 13)T Z1(fs = fi3) = 2(fr = fi5)" Z1 (fr = frs)
d%Q f1oZ4 Fro=2(f6 — f10)" Z3 (fo — fra) = 2(fs — f16)" Z5 (fs — fre),
et les matrices fo(m = 1,2, ..., 16) sont définis par :
[em Onpony |+ ST m est impair;
N

[em Onmnw} , 8t m est pair.

Preuve. D’apres (3.39)), avec u(ty,t2) = 0, w(ty,t2) € L2{[0,00),[0,00)}, et similaire & I'égalité
(3.53) on obtient :

T T
0:2{ ah(tr,t) ] [MP 0 N ah(ty — h(ty),t2) ] [MLE 0O
JL‘U(tl,tQ) 0 Mf ,Iv(tl,tg—d(tg)) 0 M2v
ozl 1, T
] ragp g
Bz (t1 ,t2) 0 MY
Dty

[ 2" (tnta) ] g [at(t = h(t), 1) 2ul (t1,12)
X{A[w”m,tz)]“d{ U1 ta—d (g)} wity,tz2) = [a‘?>
w)

ot
En(tr t2) {sym(Jg Mo (A + GF (t1, t2) Hu) Juw) You(tr, t2), (3.57)

+

ol &y (t,t2) = [§T(t1,t2) wl'(t1,t2) ]T. De plus, en définissant :

Jz/ / {20 (t1, t2)2(t1, ta) — w' (L1, t2)w(ty, t2) }dt1dta,
0 0

considérant les fonctions de Lyapunov—Krasovskii dans (3.49), et en supposant que les conditions
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initiales sont nulles, nous obtenons :
(o) o0 .
J < / / {Valtr, t2) + 27 (1, t2)2(t1, t2) — w (t1, t2)w(ty, t2) Yt dts,
0 0

- /Ooo /OOO €7 (1, t2) {Way + sym(Usy + JE Moy AT + JEGF (b1, t5) Hop Joy)
I fe = f o Yew(tr, t2)dtrdts,
- /O‘X’ /O°° & (b1, t2) {N A M1 + (1= A")A Lz + A" (1= Aoy,
(1 = M) (1 = X)Dazy Yo (tr, t2)dt 1 dts,
avec

1w = Wa + symUiiw + JE M AwJw + JEMGGF (1, to) HyJw)
11 = f fws

M2 = We + sym(Uiow + JEMupAwdw + JEMyGF(ty, to) HyJy)
+Lfo = LL fs

o1 = Wa + symUstw + JE My AwJw + JEMuGF (t,to) HyJw)
1 =V f fws

Mo = W + sym(Usaw + JE M Aw Ty + JEMyGF(ty, to) HyJy)
I fe =7 f fo

SiIl11, < 0, Ijg,, < 0, I, < 0 et Ilso, < 0, nous obtenons J < 0, ce qui implique :

12113 < ¥?[wl][3.

Ensuite, en appliquant le lemme [T.13] s’il existe des scalaires positifs &1, €2, €3 et &4, les inégalités
suivantes sont vérifiées.

W + symUirw + JEMpAwdy) + e TEMWGGT ME 4+ e JEHE Hy, T

+ 11 =P f fu <0, (3.58)

W + symUiow + JEMpAwdw) + 63 ' TEMWGGT ME Ty 4 e JEHE Hy, T,

+ [ e =2 fw <0, (3.58b)

W + symUsarw + JEMpAwdw) + 3 TEMWGGT ME 4 e JEHE Hy, T,

+ [ fe =2 fw <0, (3.58¢)

W + symUsgw + JEMupAwdw) + e TEMWGGT ME 4 e JEHE Hy, T

+ 1 fe =7 fo fuw <0 (3.584)
En utilisant le lemme (1.4} les LMIs él%- , (3.56b)), (3.56c]) et (3.56d]), sont équivalentes aux
inegalités (3.58a)), (3.58b) , (3.58d) et (3.58d)), respectivement. Ceci compléte la preuve. O

3.3.2.3 Syntheése de la loi de commande robuste H,

Théoréme 3.7. [Badie et al., 2020b] Pour certains scalaires donnés hy < hg <0, d; < ds <0
et 1, po et v > 0, le systéme 2-D en boucle fermée est robustement asymptotiquement
stable et satisfait la condition , s’il existe des matrices symétriques définies positives : P,
P, Q" 7;9, R;L, R;’, Z,i‘, Z}C’, des matrices de dimensions appropriées W, W2, ShSUY, Y, et

7
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des scalaires positifs ni, (1 =1,2,3), (j =1,2), (k=1,...,4), de sorte que les LMIs suivantes sont

vérifiées :
(W + symUsiw + JEMwAwTy) — V2L fu 1 TEMWG e JEHYE
* -1 0 0 <0
* x =l 0 ’
i * * * —ml |
(W + sym(Uizw + JE My Awdw) = V2L fu T JEMWG e P HE
* —I 0 0 <0
* * *172[ 0 ’
i * * * —n2l |
_Ww + Sym(ZJ{Qlw + Jngvinw) - ’YQfZ;fw sz J’Z;M’wG E3J5H£ 1
* -1 0 0 <0
* x -3l 0 ’
i * * * f’I73I i
[ W + symUsgw + JEMwAwdw) = V2 fE fu fT TEMWG es JTHE
* -1 0 0 <0
x  —nul 0 ’
I * * —nal
[ diag{(R} + Z%),3(R} + Z§)} I <0
I * diag{(R} + Z1),3(Ry + Z1)} ’
[ diag{(R} + Z3),3(R5 + Z3)} N
I * diag{(R3 + Z}),3(R5 + Z{)} ’
ou
Wy = B + AZth)hAZ) + A&T@”AZ,
Unw = Go' P'DY, +GUT PUDY,,
Z/_[12w = gZT-PhD?w + gZTPvD§w7
Z{Qlw = gng]fh,DSw + g:j)T]vai)w7
Usow = G P"Dy, + GT P'D3,,,
avec
(I, 0 ] [WhAT, + YTET WhAL +vTET]"
0 In, W@ AL, + Yy Ef WUAS, + Yy Ef
_ Lo, 0 _ WhAdTu WhAZ;Ql
My, = 0 In, |,Aw= W”Afu WUA522 )
Inh 0 _Wh 0
0 I, 0 -wv
L0 0 | I BY B3
Hy, = [HuWh HoW? HyWh Hyy WY 00 Hs |,
éh _ [ dia'g{Rgv 3R§l} ‘_gh _ (Bh _ diag{Rg’ 3RS} SU _
- * diag{RE,3Rh} |7~ * diag{R3,3R3} |’

o= (CWT £ FY) f1 + (CoWT + FYa) fo + ConWhT fs + CaoW7 fo + D fo,

Sw = fI(QU+ Q3 +Q5) N1 — [3Q1fs — [ Q3 fr — (1= ) f5 Q3 f5
+f2 (QV + Q3+ Q)2 — [ QVfs — [ Q3fs — (1= ) f5 Q5 fo

(3.59)

(3.59D)

(3.59¢)

(3.59d)

(3.59¢)

(3.59f)

TR R fo — (fr — f3) T RE(f1 — f3) = 3(f1 + f3 — 2f10) "RE(f1 + f5 — 2f11)
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+d3 RS fro — (fa — f2)TRY (f2 — fa)
=3(f2+ f1 = 2f12) " RY(f2 + fa — 2f12) + hisfg RS fo

2
B TR Fio 4 T 2L o —2(fy — 1) 2~ i)
2 2
+%f%2fflo = 2(f2 = f12)" 27 (fo = fr2) + %ngngg

2
~2(fs — f11)T Z0(f3 — f11) + %f}TOnglo —2(fs— f12)T ZY(f4 — f12)

2

Jr%ngZ:?fg —2(fs — f13)T Z0(fs — f13) — 2(f5s — f15)" Z5(f5s — fi5)
2

+%ff02§flo — 21— Fi)TZY(f1 — i) — 2(fo — F16)TZY (fo — fi6)

h? - - -
Jr%ngZng —2(fs — f13)T Z0(f5s — fi3) — 2(f7 — f15)T Z2(fr — f15)
d? - _ _
+%2f1Ttoff10 —2(fs — f14)" Z{(f6 — f1a) — 2(fs — f16)" Z{ (fs — fu6)-
De plus, les gains de la loi de commande par retour d’état sont donnés par : K1 = Yi(Wh) =T et
Ky = Yo(W¥)~ T,

Preuve. En remplacons A1, Aqa, Asy, Agg, C1 et Co dans (3.56a)), (3.56b)), (3.56¢) et (3.56d)) par
A11 + ElKl, A12 + ElKQ, A21 + EQKl, A22 + EQKQ, Cl + FKl et 02 + F‘I(g7 respectivement, et
posons MI = MJ = M = M" et MY = MY = MM = M.

En plus, en définissons les matrices suivantes :

I = dzag — {Mh—l MU—I Mh—l Mv—l Mh—l M’U—l} c RSHXSH

L, = diag{L,1,,,In.,&; " In,e; ' I.}, k=1{1,2,3,4},

L5 — dZag — {Mh717Mh71’Mh71’Mh71}’

L = diag = {M"~", M~ M1 MY

Et considérons les changements de variables suivants :

P'=LsP"LT; P'=LgP'L{; Q! =M"'QIM"T, QU =M"TQUMTT
Rl = MM IREMMT R = MUTITRIMOTT Zp = MMM e =g
Zy =M zpMe T St = diag{M" ', M"Yy S diag{ M" T, M"Y
5«1} _ diag{MU_l,Mv_l}svdl’ag{Mv_T,MD_T}; Wh _ Mh_l; Wv _ Mv—l;
Vi =KMo Yo =KoMUT (i=1,2,3), (j=1,2), (k=1,..,4).

Alors, les inégalités (3.60a))-(3.601) sont équivalents aux conditions LMIs ([3.59al)-(3.591]) respecti-

vement.
L{Y110L1 < 0; (3.60a)
L3 Y120 Ly < 0; (3.60b)
LYy, L3 <0; (3.60c)
L3 Yoz Ly < 0; (3.60d)
LIw s <0 (3.60¢)
LE¥W,Ls < 0. (3.60f)
Ceci complete la preuve. O
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Remarque 3.16. Récemment, l’inégalité de Wirtinger a été appliquée pour développer des condi-
tions de stabilité dépendantes du retard moins conservatives pour des systemes a retard
let al., 2013,|Seuret et al., 2013]. Cependant, la plupart des résultats existants se sont concentrés
uniquement sur l'analyse de la stabilité, sans traiter le probléme de synthése des lois de com-
mande. La raison principale est que l’inégalité de Wirtinger implique l’introduction d’une fonction
de Lyapunov-Krasovskii augmentée, ce qui rend la tdche de synthése des lois de commande plus
complexe. Dans cette section, nous avons résolu le probléme de la synthése robuste d’une loi de
commande Hs, pour des systémes 2-D continus incertains da retards variables, en utilisant des
matrices libres dans , ce qui a facilité la tache de synthése.

3.3.3 Exemples numériques

Exemple 3.3. Considérons le systéme dynamique bien connu (utilisé dans le chauffage et le
séchage de l'air par absorption de gaz) décrit par I’équation de Darboux suivante avec des retards,
qui a été employée dans |[Ghous et al., 2016a] :

O%q(x,t)  Oq(x,t) dq(x,t)
R T

+ aOQ((E’t) + aSq(xa [ d(t)) + bu(x, t)a (361)

avec ¢(z,t) est une fonction inconnue & z(direction) € [0,xf] et t(temps) € [0,00), ag, a1, az,
as et b sont des coefficients réels, d(t) est un retard variable et u(z,t) est la fonction d’entrée de
commande. Définisson :

dq(z,t)
ot

Il est facile de vérifier que I’équation (3.61) peut étre convertie en modele continu a retard ((3.39)

avec :

2z t) = — asq(x,t), ¥ (z,t) = q(z,1).

| a1 ag+ aiaz . 0 as
A_{l as } Ad_[oo]‘

Pour effectuer une étude numérique, les parametres ag, a1, az, ag et b sont fixés comme suit :
apg = 0.2, a; = —3, as = —1, as = —0.4, b=0.

La stabilité de ce systeme ne peut pas étre résolue par les méthodes indépendantes du retard
dans [Benzaouia et al., 2011, Hmamed et al., 2013]. Cependant, la résolution des conditions LMIs
développées dans |El-Kasri et al., 2013}|Ghous et al., 2016a] et celles dans le corollaire |3.1| donnent
les limites supérieures de do qui assurent la stabilité du systéeme pour p = 0.3 et différente
valeurs de d;. Les résultats de comparaison sont listés dans le Tableau[3.4] On peut voir clairement
que le corollaire assure une limite de retard plus grande que les résultats précédents lorsque
dy; = 0. De plus, les conditions de la stabilité fournies par [El-Kasri et al., 2013||Ghous et al., 2016a]
ne peuvent pas traiter les cas ou dy # 0.

Tableau 3.4 — Limite supérieure de retard dy pour différents d; et ps = 0.3.

Méthodes dl =0 d1 =0.5 d1 =1
Corollaire 1 [El-Kasri et al., 2013] 2.1843 — —
Corollaire 1 [Ghous et al., 2016a/ 3.9829 — —
Corollaire |3.1 ﬂBadie et al., 2020bﬂ 4.1685 4.2949 4.3945
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Remarque 3.17. L’une des préoccupations essentielles des conditions de la stabilité dépendantes
du retard est d’obtenir une limite supérieure de retard maximale admissible aussi grande que possible
de sorte que le systéme puisse rester stable. Ainsi, la limite supérieure mazimale obtenue peut étre
considérée comme un indice significatif pour évaluer le conservatisme du critére de la stabilité
dépendant du retard. Selon le Tableau nous pouvons conclure que le critére de la stabilité
présenté dans cette section est moins conservatif que ceuxr de [El-Kasri et al., 2013,|Ghous et al.,

2016d].

Exemple 3.4. Considérons le systeme 2-D continu a retard (3.39) avec les parametres suivants :

A11 Alg _ 0.1 0.1 Adll Ad12 _ —-0.1 -1
A21 A22 ~1020.1 Ad21 Adgg o 0 —-0.9

)=o) [2]=[a] [a]-[a]
[C1 Co]=1082], [Cu Cg]=[00], D=1, F=01,
[

Hy Hip]=[0103], [Ho Hy]=[0102], H;=0.L

Le but est de concevoir une loi de commande robuste sous la forme de (3.45)) de telle sorte que le
systeme en boucle fermée soit robustement asymptotiquement stable et satisfasse la contrainte de
la performance Ho, (4.5)).

Tableau 3.5 — Valeurs de 7,,;» pour des retards donnés ds et ho avec puy = s = 0.9.

Méthodes d2 = h2 =04 dQ = h2 =0.8 dQ = hQ =1.2 Nvd
Théoréme 3 |Ghous et al., 2016a] 1.1025 1.5198 Infaisable 32
Théoréme |Badie et al., 2020D] 1.0922 1.1776 1.4958 47

Tableau 3.6 — Comparaison de 7, pour p; = e = 0.6.

di =hy do = ho Yimin Gain du retour d’état K
0.2 0.6 1.1227 [-1.4518 — 5.6650]
0.8 1.1749 [-1.1434 —4.7879]
1 1.2486 [-0.9303 — 3.8634]
0.4 0.8 1.1719 [—1.1523 — 4.8618]
1 1.2455 [-0.9266 — 3.9396]
1.2 1.4105 [-0.8034 — 2.9520]
0.6 1 1.2411 [-1.1523 — 4.8618]
1.2 1.3800 [—0.8059 — 2.9895]
14 Infaisable —

Pour comparer nos résultats avec ceux de |Ghous et al., 2016a], nous utilisons le théoréme
avec d; = hy = 0. Le Tableau [3.5] montre une comparaison des résultats de I'atténuation des
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perturbations 7y, pour différentes valeurs de ds et ho et = 0.9. Le Tableau [3.5]indique également
le nombre de variables de décision (Nvd) utilisé dans chaque méthode.

Dans le cas ou h; >0 et d; >0, le Tableau montre les indices Y, de la performance H.o,
et les gains de la loi de commande correspondants basés sur le théoreme Il est clair que les
valeurs de v, atteints et les gains de la loi de commande correspondant K sont liés aux limites
inférieures et supérieures des retards.

Pour la simulation, nous définissons :

F(t1,t2) = sin(0.3(t1 + t2)),
w(ty,t) = 0.1e705H2) o5(0.1(t; +t2)),
h(t1) = 0.9 + 0.3cos(0.67t1),
d(ta) = 0.9 4 0.3cos(0.67ts).

Les retards variables h(t1) et d(t2) satisfaisant :

0.6 < h(t;) <1.2, h(t1) < 0.6,
0.6 < d(ty) < 1.2, d(ty) < 0.6

Les conditions initiales sont supposées comme suit :

a"(0,t) =2, —hy<0<0, 0<ty <24,
xh(97t2> = 07 _h2 < 0 < 07 ty > 127
2V(t1,0) =2, —dy<6<0, 0<t; <24,
$v(t1,5) = O, —d2 < 1 S 0, tq Z 1.2.

150 60

100

50

h
X(t,.t)

-50

-100

-150

-200

FIGURE 3.5 — Trajectoires des états du systéme en boucle ouverte.
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h
X(tt,)
v

X (t1,t2)

FIGURE 3.6 — Trajectoires des états du systéme en boucle fermée.

FIGURE 3.7 — Sortie mesurée du systéme en boucle fermée.

Il convient de souligner que le systéme en boucle ouverte est instable (voir Figure . Ce
probléme ne peut pas étre résolu par 'approche dans |[Ghous et al., 2016a], car hy # 0 et d; # 0.
Au contraire, en appliquant le théoréme [3.7, nous obtenons une solution réalisable comme suit :
Ymin = 1.3800 et K =[—0,8059 — 2,9895]. Aprés avoir appliqué la loi de commande u(ty,t2) =
K [2hT(ty,t5) x”T(tl,tg)]T, le systéme en boucle fermée est stabilisé comme illustré dans les
trajectoires d’état du systéme en boucle fermée et la sortie mesurée dans les Figures [3.6 et [3.7]
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respectivement, ce qui confirme que la loi de commande par retour d’état congu est efficace.

Remarque 3.18. Dans ce chapitre, nous avons présenté des critéres dépendants du retard pour
résoudre les problémes de commande Ho, des systémes 2-D a retards, ces critéres sont plus per-
formants que les conditions indépendantes du retard car ils contiennent des informations sur les
valeurs des retards. Par contre, lorsque ces informations ne sont pas disponibles, les critéres dé-
pendants du retard me sont plus applicables. Dans cette situation, nous avons également proposé
dans [Badie et al., 2019d,|Badie et al., 2019b,|Badie et al., 2019¢], des solutions indépendantes du
retard pour les problémes de la commande Hy, des systémes 2-D d retards.

3.4 Conclusion

Nous avons consacré ce chapitre a I’étude des problemes de la commande fiable H,, et la
commande robuste H,, pour certaine classe des systemes 2-D a retards.

La premieére section a été dévouée a I’étude du probléeme de la commande fiable H., pour des
systemes 2-D discrets commutés décrits par le second modele de F-M avec des retards d’état et
des défauts d’actionneur. Premierement, sur la base de 'approche du temps de séjour moyen, la
fonction de Lyapunov-Krasovskii et de 'inégalité de Wirtinger, des conditions dépendantes du
retard suffisantes pour la stabilité exponentielle et 'analyse de la performance H,, pondérée des
systemes 2-D commutés discrets a retards ont été proposées. Ensuite, le résultat a été étendu pour
concevoir une loi de commande H, fiable de sorte que le systéme en boucle fermée soit exponentiel-
lement stable avec un niveau d’atténuation des perturbations H., pondéré, pour toutes défaillances
de lactionneur. Enfin, afin d’illustrer l'efficacité des résultats, deux exemples numériques ont été
présentés.

La deuxieme section a permis d’étudier le probleme de la commande robuste H., pour des
systémes 2-D continus incertains, avec des retrads variables et des incertitudes bornées en normes.
Plus précisément, une nouvelle condition de stabilité dépendante du retard moins conservative est
proposée, grace a la structure augmentée de la fonction de Lyapunov-Krasovskii et a l'utilisation
de l'inégalité de Wirtinger. Sur la base de cette condition, une loi de commande par retour d’état
a été congu pour résoudre le probléeme de commande robuste H,. Des exemples numériques ont
été traités pour démontrer 'efficacité des résultats.
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Chapitre 4

Filtrage H,, des systemes 2-D

4.1 Introduction

L’estimation des états ou d’une combinaison linéaire des états d’un systéme donné sert dans
de nombreuses applications pratiques. Par exemple, pour atténuer les effets des perturbations sur
les mesures, pour faire de la commande par retour d’état ou retour de sortie estimés, pour estimer
certaines variables non accessibles, pour faire de la supervision ou du diagnostic des procédés
industriels [Halabi et al., 2005]. Parmi divers schémas d’estimateur d’état, il existe deux approches
de filtrage importantes : le filtrage de Kalman et le filtrage H.,. Lorsque, a priori, les informations
statistiques sur le bruit externe ne sont pas connues avec précision, le célebre schéma de filtrage
de Kalman [Kumar et al., 2019, Xie et al., 1994] n’est plus applicable et le filtrage H, est adapté
a cette situation. Pour le filtrage H, les sources de bruit sont des signaux arbitraires avec une
énergie finie, et I'objectif principal était d’estimer les états ou une combinaison linéaire des états
d’un systeme en utilisant des mesures de sortie tour en minimisant la norme H,, du systeme
d’erreur de filtrage. Plusieurs résultats ont été obtenus pour le probleme de filtrage H., pour les
systémes dynamiques 1-D tels que les systémes a retards [He et al., 2009}|Zoulagh et al., 2017, les
systémes commutés [Mahmoud et al., 2012}Zhang et al., 2006] et les systémes non linéaires [Luan
et al., 2010}[Shen et al., 2011].

Au cours des derniéres années, le probleme du filtrage H,, a été étudié pour plusieurs type de
systemes 2-D, par exemple, les problemes de filtrage H,, indépendants du retard et dépendants
du retard pour les systemes 2-D discrets décrits par le second modele de F-M a retards ont été
considérés dans [Peng et al., 2009bl[Zhao et al., 2012]. Dans [Li et al., 2013|, le probléme de syntheése
du filtre flou H,, pour les systémes 2-D flous de type Takagi-Sugeno (T-S) dans le second modele
de F-M a été résolu. Le probleme de filtrage H,, pour les systemes 2-D commutés discrets décrits
par le second modele de F-M a été étudié dans |[Yang et al., 2018]. Derni¢rement, le probleme de
synthese du filtre H,, a fréquence finie pour les systémes 2-D non linéaires discrets décrits par le
modele flou de T-S (T-S) a été étudié dans [Duan et al., 2019).

Motivé par la discussion ci-dessus, dans ce chapitre, le probleme de filtrage H,, pour différentes
classes de systemes 2-D sera étudié. La contribution principale est issue de 'utilisation d’une
nouvelle structure de la fonction de Lyapunov. Cette nouvelle structure offre des degrés de libertés
qui permettront de relaxer les contraintes LMIs, ce qui conduit & une amélioration des performances
des filtres proposés.

Dans la premiere section, nous aborderons le probleme du filtrage robuste H, pour des systémes
2-D discrets incertains, les incertitudes des parametres sont de type polytopique. Premierement,
une nouvelle condition d’analyse de la performance H., pour le systeme d’erreur de filtrage sera
présentée en exploitant une nouvelle structure de la fonction de Lyapunov et certaines techniques
d’analyse. Deuxiémement, sur la base de la condition obtenue, les filtres H., indépendants des
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parametres et dépendants des parametres qui assurent la stabilité asymptotique robuste et un
niveau de performance H,, pour les systemes d’erreur de filtrage correspondants seront congus en
termes des LMIs. Et finalement, deux exemples numériques seront présentés pour montrer que nos
résultats sont moins conservatifs que certains existants.

Dans la deuxiéme section, nous nous intéresserons au probléme de filtrage H,, pour les sys-
temes 2-D commutés discrets décrits par le second modele de F-M sous un signal de commutation
arbitraire, les filtres d’ordre complet et d’ordre réduit seront concernés. En construisant une fonc-
tion de Lyapunov commutée appropriée et en utilisant certaines techniques d’analyse, une nouvelle
condition suffisante pour la stabilité du systéme d’erreur de filtrage avec un niveau de performance
H, sera présentée, et a son tour la synthese du filtre sera développée, ou les gains du filtre ap-
proprié seront obtenus en résolvant un ensemble des conditions LMIs. Deux exemples numériques
seront donnés pour montrer les avantages des résultats

La troisieme section sera consacrée a 1’étude de probleme de filtrage H., pour des systémes
2-D discrets flous de type T-S décrits par le modele de Roesser. En utilisant une nouvelle structure
de la fonction de Lyapunov floue et certaines techniques d’analyse, la stabilité et un indice de
performance H, seront garantis pour le systeme d’erreur de filtrage, de sorte que le couplage entre
la matrice de Lyapunov et les matrices de systeme sera supprimé. De plus, des conditions suffisantes
pour l'existence du filtre seront établies en terme des conditions LMIs. Un exemple numérique sera
présenté pour démontrer 'efficacité des résultats.

4.2 Filtrage H,, des systemes 2-D incertains

4.2.1 Formulation du probleme

Considérons un systeme 2-D discret avec des incertitudes polytopiques décrit par le modele de
I’espace d’état de Roesser :

G L) g [2(05)] .
|:37U(l,]+ 1):| - A(a) _x”(i,j)_ +B(a)w(z7]),
O
y(i.j) = C(a) §§j§ + Dia)wi, ),
20,7) = B@) [ 58D 4 Fayw(i, ), (4.1)

ou z"(i,j) € R™ et 2¥(i,7) € R™ sont les vecteurs d’état horizontal et vertical, respectivement,
w(i, j) € R™ est 'entrée de perturbation, qui est supposée appartenir & I5{[0, c0), [0, 00)}. y(i, ) €
R™ est la sortie mesurée et z(i,j) € R* est le signal & estimé. Les matrices :
All(a) A12(0[) Bl(a)
Ala) = , B(a) = ,
( ) l:A21(OZ) AQQ(a) ( ) BQ(O[)
Cla) = [Ci(a) Ca(a)], E(a) = [ Ei(a) Ex(a)],
D(a) et F(«) sont supposés appartenir & un domaine polytopique borné convexe connu D qui est
décrit par N sommets, c’est-a-dire :

Oa) & |22

ou

N N
D= { Q(a)|Qa) = Z ann; Zan =1la,>0 } ; (4.2)
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avec

Eln E2n Fn

dénote le n®™¢ sommet du domaine polytopique. Les conditions initiales sont supposées satisfaire :

T

lim > (|2"(0,p)* + |2" (4. 0)|?) < oo,

r—00
q=1
Le but de cette section est d’estimer le signal z(4, j) avec une performance H. A cette fin, le filtre
indépendant du parameétre incertain d’ordre complet suivant sera considéré premierement (Voir

Figure .

[ Ejﬁ{ } = Ar [ﬁmg] + Bry(i,j);

o EIGY) .

w#id) = Cr {xg(m)} + Dyl )
alh(0,) = 2%(i,0) =0,  i,j=1,2,... (4.3)

ott #%(i,7) € R™ et x%(i,j) € R™ sont les vecteurs d’état horizontal et vertical du filtre, zp (i, 5)
dénote l'estimation du signal z(4, 7). Les matrices :

Ar11 Ari2 B
Ap = Bp =  Cp=[Cm O],
F [AF21 AF22} F [BFQ] r=[Cri Cr2]

et Dp doivent étre déterminés.

w(i.j)——sf  Systeme y(i. )

A\ 4

Filtre

FIGURE 4.1 — Schéma de filtrage.

En augmentant le systéme 2-D (4.1) pour inclure les états du filtre (4.3), nous obtenons le
systeme d’erreur de filtrage suivant :

sh( s ; sh

2"+ 1, A T

{A ( . ‘])] :A(a>[gﬁ”

20(i, 7+ 1) E(O‘)w(ld)’

+

D(ayw(i, j); (4.4)

_|_

ot #(i,5) = [« (i, ) #}T(i,7)]", 220, 5) = [#°T(0,5) @3T(0,7)]" et e(i, j) = 2(i,5) — 2r (i ),
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o R A11(a) 0 Alg(a) 0
Ala) = A11(04)A12(Oé)] _ | BriCi(a) Ap11|BriCa(a) Aps |
Az () ‘A22(OZ) Az (o) 0 Az (a) 0 ’
BpaCi(a) Ap21|BraCa(a) Apar
Bu@)] | BaDin)
o _ @) | roa
Bley = _32(04)] = | B
BFQD(OZ)
Cla) = a)]

[Ci(a)
[ Ei(a) DFcl( ) —Cp1|Bsy(a) — DpCy(a) —Cra | ;
D(a) = F(a) — DpD(«).

Ensuite, le probleme de filtrage robuste H., & résoudre dans cette section peut étre exprimé comme
suit :

Etant donné un systéme 2-D et un niveau d’atténuation des perturbations v > 0, I'objectif
c’est de déterminer les matrices Ap11, Ari12, Ara1, Aros, Br1, Bro, Cr1, Cro et D du filtre 2-D
de sorte que les exigences suivantes soient vérifiées :

(i) Le systeme d’erreur de filtrage (4.4) avec w(%, j) = 0 est robustement asymptotiquement stable.

(i) Sous les conditions initiales nulles, la condition suivante est verifieé
oo oo o0 oo
DON e Gg)eli ) <Y D> w' (i, )w(, §), (4.5)
=0 j=0 =0 j=0

pour toute w(i, j) € l2{[0,00),[0,00)} et un réel v > 0 donné.

La fonction de transfert Gpg(z1, 22) du systeme d’erreur de filtrage (4.4]) de entrée de perturbation
w(i, j) & Perreur de filtrage e(4,j) est donnée par :

Gre(z1,22) = C(a)[Zpp(z1, 22) — A(a)] ' B(a) + D(a).

Ofl IFE(Zly 22) = diag{zllgnh,zg]gnv}.
Et la norme Hy, de Gpg(z1, 22) est donnée par :

HGFE(Zlv ZZ) | |oo = sup Omax [GFE(ejw1 ) ejW2)]-
w1,w2€[0,27]

Ol Opnae(.) désigne la valeur singuliére maximale d’une matrice.

Remarque 4.1. En utilisant le théoréme de Parseval 2-D [Du et al., 2002], il est facile de montrer
que, dans le cas des conditions initiales nulles, la condition dans (4.5)) est équivalente a :

I|Grr (21, 22)||o0 <7

Remarque 4.2. Le probléeme de filtrage Ho, est important en raison de sa valeur théorique et
pratique dans les domaines d’ingénierie, de controle et de traitement du signal. Dans cette section,
nous considérons le probléeme du filtrage robuste Hy, pour une classe de systemes 2-D discrets
incertains avec des incertitudes polytopiques. Le modéle utilisé dans cette section peut trouver de
nombreuses applications, par exemple, les processus thermiques dans les réacteurs chimiques [Badie
et al., 2019d|], les processus de chauffage et de séchage d l'air [De Souza et al., 2010].

Année 2020 109 K. BADIE



CHAPITRE 4. FILTRAGE H., DES SYSTEMES 2-D

4.2.2 Résultats principaux

Dans cette section, nous proposerons une nouvelle technique pour résoudre le probleme de
filtrage robuste H.,. Cette technique permet de concevoir des filtres H,, robustes vis-a-vis les
incertitudes, et plus performants que ceux des résultats existants.

4.2.2.1 Analyse de la performance H., robuste

Ce paragraphe présente une analyse de la performance H,, du systéme d’erreur de filtrage
(4.4), qui sera utilisée dans la sous-section suivante pour concevoir un filtre H,, robuste.

Lemme 4.1. [Badie et al., 2020d] Etant donné le systéme 2-D discret incertain et un filtre
2-D , le systeme d’erreur de filtrage est robustement asymptotiquement stable avec un
niveau Ho, d’atténuation des perturbations v au sens de la performance H, s’il existe des matrices
symétriques définies positives R"(a)), RV(a), et des matrices H, U, de sorte que l'inégalité suivante
est valide

5@ 0 =@ =@ ()
x  —2 BY (a)HT BI(a)UT DT(a)
Ea)=| * = —R"a) 0 0 | <o (4.6)
* * * —RY(a) 0
* * * * —1I
ot
- HT
—sym(H) 0 -t R" (a) 0
T
Ei(a) = * —sym(U) 0 — 4+ R"(a) |
—2RMa) 0
L * —2R"(«)
[AT ()T AL (@uT]" O
Eo(a) = Afy () HT . Eg(a) = AL ()UT . Cla) = 7 (@)
0 0 0
L0 0 0

Preuve. Supposons que les matrices dépendantes des parameétres R () et RV(«) ont la structure
suivante :

N
RM"a) = anRl, Rl > 0;
st n={1,...N}.
R’(a) = > anRy, RY >0
n=1

Ensuite, nous choisissons la fonction de Lyapunov suivante pour le systéme d’erreur de filtrage
(14.4)
V(i,5) = Vi, §) + V(0. 5);

avec :

=2

Vi, j) =
Vv(i’j) =

(i, ) HT (R (@)~ HE" (i, j); (4.7)
@)U (R ()M U (4, 4); (4.8)

=2
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ou H et U sont des matrices de dimension appropriée. La différence de la fonction V (4, j) est donné
par :

AV (i,j) = AV"(i,§) + AV (i, ),
avec
AVR(i,j) = VMi+1,5) = V"(i.j)
= 2" (i + 1, j)H" (RM()) ' H&"(i +1,5) — 2" (i, )) HT (R" () " HE" (i, j);
AV?(i,j) = V¥(i,j +1) = V*(i,])
= 2"T(i,j + DU (R ()" U2" (0,5 + 1) = 27 (i, ))UT (R () " UZ" (i ).
Par addition et soustraction des mémes termes, les deux équations suivantes sont vraies

A" = 2{a" (i, ) HT (R" ()T HE" (i, ) + 2" (i, ) R" (a) (R (@) " HE" (i, 5)
—a" (i, 5)HT (R"(a)) "' R" () (R" (o)) " HE" (i, 5) — 2" (i, j) H2" (i, )}

= 0;
AV = 2{2"" (i, )HUT (R* () "' UE" (i, j) + 2" (z J)R”( )(RY ()~ V2"(i, j)
—&"" (i, HUT (R ()~ 1R”( (R ()~ 'VE" (i, j) — &7 (i, ) H2" (i, 1)}

= 0.

En définissant :

nous obtenons :
AV (i,j) = AV (i, j) + A" + AY
= &7, ){E1(e) + B3 () (RM(@)) ' E2(a) + 5 () (R" (@) ' Ea(@) }E(i, ).

Si Iinégalité suivante est satisfaite

E1(a) + E5 (a)(RM(@) "' Ex(a) + E5 () (R (o)) "' Es(a) < 0; (4.9)

alors AV (4,7) < 0. Ainsi, la stabilité asymptotique robuste du systéme d’erreur de filtrage (4.4))
avec w(i, j) = 0 est garantie. En utilisant le lemme la condition (4.9)) est équivalente &

1(a) E3(a) Ei(a)
* —RMa) 0 <0. (4.10)
* *  —R%(a)

(1]

De plus, si U'inégalité (4.6]) est vraie, selon le lemme on a:

Ei(a) E3() Ef(@) 0 CT(a)
* Rh(a) 0 HBi(a) 0
TIE()T = |« % —RY(a) UBy(a) 0 <0,
* * —2I DT (w)
* * —I

Année 2020 111 K. BADIE



CHAPITRE 4. FILTRAGE H., DES SYSTEMES 2-D

ou
10000
00010
T,=101000],
00100
00001

ce qui implique que l'inégalité (4.10) est satisfaite, donc la stabilité asymptotique robuste du

systéme d’erreur de filtrage (4.4) avec w(i,j) = 0 est assurée par le lemme
Ensuite, nous prouverons que la condition (4.5) est satisfaite dans des conditions initiales nulles

et pour tout w(i, j) € I2{[0, 00), [0, 00) }. Pour cet objectif, définissant &, (i, j) = [fT(i,j) wT'(i, 7) ]T
et

J = ZZ{@T(Z,j)e(Z,]) - ’YQwT(ivj)w(ivj)}'

i=0 j=0

Sous les conditions initiales nulles, on a V*(0,5) =0 et V¥(4,0) = 0, alors :

T =D > {e" G g)eli, §) — v*w” (i, jw(i, j) + AV (i, §)}

i=0 j=0
= V" (00,4) = Y V(i )
j=0 i=0

< YN {e" (i g)e(i 5) — v*w (G, wli, §) + AV (i, 5)}

i=0 j=0
=Y " d)eli, ) — v w” (G, Hw(i, ) + AV (i, j) + A"+ A"}
i=0 j=0
_ 2 = T i El Oé) 0
_;jz_:ofw(vj){{ 0 _,sz:|

N {CT(a)} {IC)TT((C;))}T }gw(i,j).

En utilisant le lemme l'inégalité (4.6]) est équivalente a :
T
Ei(a) 0 =3 (@) noon-1| Z3(a)
[ 0 —721] + [BlT(a)HT (BX)™" | BT () AT

=1@) | poponot [ Z5@) 17 [CT@ ][] _ .
gt 0@ | gt ]+ [ Bre] [ Br | <o
ce qui garantit J < 0, alors :
D> e (e 5) <Y Y wh (i jw(i, 5). (4.11)
i=0 j=0 i=0 j=0

La preuve est terminée. O
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4.2.2.2 Syntheése du filtre H,, robuste

Dans le paragraphe précédent, nous avons développé une nouvelle condition d’analyse de la per-
formance H, pour le systéeme d’erreur de filtrage . Cependant, les matrices du filtre n’ont
pas été déterminées a partir de I'inégalité (4.6). Donc, dans cette sous-section, nous proposerons
une méthode pour résoudre le probleme de synthese du filtre H.

Théoréme 4.1. [Badie et al., 2020d] Considérons le systéme 2-D discret incertain et étant
donné un scalaire positif v, un filtre d’ordre complet existe assurant la stabilité asymptotique
robuste et une performance Hy, pour le systéme d’erreur de filtrage dans , s’ll existe des
matrices RZ > 0, R;.)L >0ne€e {1,...,N}, H, Z/{, -AFll; AF12 .AF21, .AFQQ, BFl; BFQ, CF1, Cro et
Dr tels que la condition LMI est faisable pour n € {1,...,N} :

_—sym(”H) 0 Tln 0 0 Tzn Tgn T4n i
* —sym(Z/{) O T5n 0 Tgn T?n Tgn
* * —2RM 0 0 0 0 0
* * *  —2RY 0 0 0 0
v, = n <0; 4.12
* * * * _’YQI T9n TlOn T11n ( )
* * * * * —RZ 0 0
* * * * * *x =Ry 0
i * * * * * * * -1 i
avec
Rh Rh RY v
h __ 11n 12n v 11n 12n
Rn|: * Rg2n:|, Rn|: * 12)2n:|’
Hi1 Haz Uy Upo
H= , U= ,
[7‘[21 7'//12} [Um Z/{12:|
et
'HT Z/{T
Tln:Rz"_Ta TSn:RZ'i_T Tlln:Fg_D;{Dgu
= [l CLBE AT $ CLEE |, _ [ = ChioE]
L Aria Ap11 ’ —Cp1 ’
T3n — Aglnulji ;L 017;ng2 Aglnug ;: O,lrn8£2 :| TSn — |:Egn - C]:ZTnpg}
i Afar Ao ’ —Chy ’
Yen = A{anfli;F C3.Bp, A1T2nH2le‘j‘ C. By ]
L Api12 Apia
v [ Adenltly + C3 By AUz, + CépanQz]
™ .AT AT )
L F22 F22
Yo, = [ BY, H{, + D} BE, BY, M3, + DiBE, |,
Tion = [ B3, Uiy + DI By B,Usy + Dy BE, |-
De plus, un filtre approprié sous la forme de (4.3) est donné par :
[ Ap11 Ap12|Brr | [Ht 0 0] [Arin Ari2|Br |
Apor Ap2e|Bra | = | 0 Uy 0| | Apa1 Apoe|Brs |, (4.13)
| Cr1 Cr2 | DF | | 0 0 I Cr1 Cr2 |Dr |
ou
[ Ap11 Ap12|Brr | [ Ap11 Ap12|Bri Hiy 0 0]
Apa1 Apaz|Bra | = | Apa1 Araz|Br2 0 U 0. (4.14)
| Cr1 Cp2|Drp | | Cr1 Cr2 |Dr 0 0 I]
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Preuve. On pose :

Hyy Hao Uz1 Uas
o= (%083 - [0 5]

On suppose que les matrices His, Hoo, Uo et Uss sont non singuliers et on définit les matrices
suivantes :

- {Hu HIQ}’ U:[Ull U12:|

Th = diag{I,HQETng};
TV = diag{I, Uy UL};
T = diag{T", T°, 7", 7°, 1, T", T", I}.

En multipliant & gauche et a droite Z(a) dans (4.1]) par 77 et T, respectivement, et en considérant
les changements de variables suivants :

ThTRh(a)Th — Rh(a) — {R?i(a) ggzgz;] _ i an [R?ln R£2n:| ,

TR )T = RY(a) = {Rh(a) %(a)] _ ZN: . [R R} |

* Riy() bt * Riay
Hi1t H Un U
WDt — qq — | 1 Hio VT — gy — | Ui Uiz
T T Ho1 Hio |’ TUT Uz U
et
Apin Apiz | _ | Hiz 0 Api Apio | [ Hyy' Hi 0 (4.152)
Ar21 Ar22 0 Uiz | | Ar21 Ar22 0 Usy U ’
Br1 Hyy 0 Bp
= ) 4.15b
|:BF2:| |: 0 U12:| |:BF2:| ( )
H,THE 0
[Cr1 Cra ] =[Cp1 Cra ] { 220 12 U2_2TU1,1;:| . (4.15¢)

Alors, nous obtenons que le systéme d’erreur de filtrage (4.4) est robustement asymptotiquement
stable avec une atténuation des perturbations v au sens de la performance H,, si l'inégalité
suivante est vérifiée

N
V(o) =T E()T =) _ an¥, <0. (4.16)
n=1

On observe que la condition LMI (4.12)) pour n € {1, ..., N}, garantie (4.16].
De plus, les égalités (4.15a))—(4.15¢c) peuvent étre réécrites comme suit :

|:AF11 AF12:| _ {ngl 0 } |:AF11 AFlQ] |:H12TH2TQ 0 (4.17a)
AFp21 AFa2 0 Up'| | Ar2 Arz 0 U UL’ ’
Bri Hy' 0 1[Bp
_ ) , 4.17b
{Bm} { 0 Uy | |Bre (4.17Db)
HR'HEL 0
[Cr1 Cra2| = [Cp1 Cr2 ] [ 120 2 UmTUsz} . (4.17c)
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La fonction de transfert de y(i,5) & zp(4,5) du filtre indépendant du parameétre incertain est
donnée par :

Gr(z1,22) = Cp (Zr(21,22) — Ap )_1 Br + Dr, (4.18)

ot Ip(z1, 22) = diag{z11n, , 221, }. En considérant les matrices suivantes :

| Hi2 O | Ari1 Ari2 | Bm _
W—|: 0 Z/{12:|7AF_|:AF21 AF22:|’BF_|:BF2:|’CF_|:CF1 CF2]7

et en remplagant les matrices de filtre par (4.17a)—(4.17c) dans (4.18).

Gr(21,22) = Cp(Zp(21,22) — Ap) 'Bp + Dp
= Cp(Zr(z1,20)W — Ap) " 'Br + Dp
= Cp(Tr(z1,22) =W Ap) "W Br + D
= CrW HZr(21,22) — ApW™ 1)1 Bp + Dp. (4.19)

Alors, les matrices de filtre peuvent étre calculées a partir de (4.13) ou (4.14). La preuve est
complétée. O

Remarque 4.3. I est a noter que les fonctions de Lyapunov dépendantes des paramétres dans
(4.62) et (4.63) se réduisent aux fonctions de Lyapunov quadratiques lorsque :

{R,’;:Rh,

R = RV, ne{l,..,N}

A partir du théoreme et de remarque [4.3} nous pouvons déduire le corollaire suivant :

Corollaire 4.1. [Badie et al., 2020d] Considérons le systéme 2-D incertain et étant donné
un scalaire vy positif, un filtre 2-D sous la forme de (4.3)) existe, de telle sorte que le systéme d’erreur
de filtrage est robustement asymptotiquement stable avec une atténuation des perturbations y
au sens de la performance Hy, s’il existe des matrices R" >0, R® >0, H, U, Ar11, Ar12 Arai,
Aras, Bri, Bra, Cr1, Cro et Dr tels que la condition LMI est faisable pourn € {1,....N} :

i fsym(H) 0 Tl 0 0 Tgn Tgn T4n i

* —sym(U) 0 T5 0 TGn T7n Tgn

* * —2RM 0 0 0 0 0

* * x —2RY O 0 0 0

* * * *  —v2I Yo, Yion Tiin <0 (4.20)
* * * * x —RM' 0 0

* * * * * * —RY 0

* * * * * * * -1

avec

R“F%mﬂ’w‘vﬂ%y

* Rgz * Ry
T T
I

ot les matrices H, U, Yopn, T3n, Tan, Yen, Y7, Lsn, Yon, Lon, et Y11, ont les mémes expressions
que celles du théoréme . De plus, un filtre approprié sous la forme de (4.4) est donné par (4.13)
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4.2.2.3 Syntheése du filtre H., robuste dépendant du parameétre incertain

Dans cette sous-section, nous nous concentrerons sur la synthése d’un filtre H., robuste dépen-
dant du paramétre incertain, oti les matrices du filtre varient en fonction du paramétre a.. A cette
fin, et comme dans [Chang et al., 2015], nous supposons que le parameétre « peut étre mesuré ou
estimé en ligne. Et nous considérons un filtre d’ordre complet dépendant du parametre incertain
de la forme suivante :

ah(i+1,5)] _ xh(m) uli. i)
l‘h 1
2r(i.J) = Cr(a) [xim + Dpa)u )
a(0,5) = 2%(3,0) =0; 0,5 =1,2,... (4.21)

ou

anio)=[450e) drner )+ o= 50

Cr(a) = [Cri(a) Cra(a) ],
et Dp(«) sont des matrices de filtre dépendantes des parametres a déterminer.

Remarque 4.4. Le filtre dans est appelé filtre dépendant du paramétre incertain, car il
dépend du paramétre o déterminé ou estimé en ligne. Etant donné que les valeurs instantanées des
parametres du systéme sont utilisées dans la méthode de filtrage dépendante des parameétres, le filtre
dépendant du paramétre incertain devrait étre plus performant que le filtre indépendant du
paramétre incertain . De plus, il est a noter que le filtre se réduit au filtre lorsque
Ap(a) = Ap, Br(a) = Bp, Cr(a) = Cp et Dp(a) = Dp. Nous observerons dans la sous-section
des exemples numériques que le filtre dépendant du parameétre incertain peut généralement obtenir
de meilleures performances que le filtre indépendant du parameétre incertain lorsque le paramétre o
peut étre mesuré ou estimé en ligne.

Théoréme 4.2. [Badie et al., 2020d] Considérons le systéme 2-D incertain dans (4.1) et étant
donné un scalaire v positif, un filtre dépendant du paramétre incertain sous la forme de (4.21)) existe,
de sorte que le systeme d’erreur de filtrage correspondant est robustement asymptotiquement stable
avec une atténuation des perturbations v au sens de la performance H., s’il existe des matrices
RE>0,RE >0, H, U, Ari1n, Ari2n Ar2in, Ar22n Brin, Bran, Crin, Cron ¢t Dpnn € {1, ..., N}
tels que les LMIs suivants sont faisables :

Onn <0, ne{l,2,..,N}, (4.22)
Onp + Opn <0, 1<n<p<N; (4.23)
ot
I —sym(?—[) 0 9171 0 0 @an ngp @4np T
* —symU) 0  Osp, 0 Opgnp Ornp Ognyp
* * —27?,2 0 0 0 0 0
o _ * * *  —2RY 0 0 0 0 )
np * * * x =721 Ognp O1onp O11np |
* * * * * —Rzp 0 0
* * * * * * —wa 0
I * * * * * * * -1 ]
T uT
@1n:RZ+H77 @571:722"_7; 911np=FE—D$D£m
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O2np
O3np
Ounp
O6np

@7np

®9np =

91071;) =

[B

A{2nH + C2p8£1n A{2nH + CQPBEIW,

A{lnH + Clplggln A{lnH + Clpggln

|

L 'AFlln AFlln
Aglnull C BFQn( ) Aglnu21 C BFQTL :|
L AFan AF21n ’
ElTn - glj;LDFp :| Ognp = |:E2Tn - ?QTnDFP :|
7CF17L ’ b 7CF2n '

|

Ab1a, AF12n
AsznUu + CJ, an AL U + C3, Ban}
AF22n AF22n ’
B+ DEBE, B, + DR, ]

[ B3, Uiy + DI Bfy, B3U3, + DIBL,, .

De plus, un filtre approprié sous la forme de (4.21)) est donné par :

ou

[ Api1n Arion|Brin | (H 0 0] [Ariin Arion|Brin |

Apoin Arpoon|Bro, | = 0 UL 0 Aroin Aroon |Bron |, (4.24)
L CFln CF2n DFn i 0 0 I CFln CFQn ‘ DFn i
[ Ap11n Arion|Brin | [ Ari1n Ari2n|Brin Hiz 0 0]

AF21'IL AF22'IL BFQn - AF21'IL AF227L BFZTL 0 qul 0 (425)
| Crin Cron |Drn | | Crin Cron | Drn 0 0 1]

Preuve. Semblable a la preuve du théoreme compte tenu du systéme 2-D discret incertain
dans et du filtre dépendant du parametre incertain , le systéme d’erreur de filtrage
correspondant est robustement asymptotiquement stable avec une atténuation des perturbations
v au sens de la performance H,, si 'inégalité suivante est vérifiée

—sym(H) 0 () 0 0  O3(a) O3(a) O4(c)
* —sym(U) 0 O5(w) 0 Og(a) O7(a) Os(a)
x +  —2RMa) 0 0 0 0 0
B * * * —2R"(a) O 0 0 0 )
O(a) = * * * * 72T BOg(a) O1g(a) O11(a) <0
* * * * x  —RMa) 0 0
* * * * * *  —RY%a) 0
i * * * * * * * -1 |
(4.26)
T T
O1(a) = R" (@) + 5, O5(a) =R*(a) + -,
Os(a) = [ AL (e)HT; + CT () By (o) ATy ()H3, + CT () By (@)
2= L AF11(O‘) AF11(O‘) ’
O3(a) = [ A (a)Uy + Cf (@) BEy(a) AZy(e)Uz) + O () By( )}
’ i Afa (a) Afa (a) ’
[ @ [ B
oue = [ G0 o= G |
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@6<a)={ 12(0) My + Cs ()Bf (a) Atp(@)Hs, +C3 ()a)B%(a)}

F12(04) F12(C¥ ’
_ [ A% ()Uf; + CF () By() Ady( )u21 +CT(a
or(o) = | M LS iy .
Og(a) = [ Bl ()M, + D" (a)BE, (o) Bf ()H3;, + DT (a)BE (@) |,
©10(a) = [ B (a)uu + DT (a)BEy(a) By (a)Uyy + DT (a)BEy(a) ],

O11(a) = FT(Q) - DT(Q)DIZ( )-

Alors, O(«) dans (4.26) peut étre réécrit comme suit :

N N
Z Z 0 0, O

n=1p=1

:Za @nn—l—z Z 00y (Onp + Opy).

n=1 p=n-+1

1l est & noter que les LMIs (4.22)) et (4.23) garantissent (4.26)).

De lautre coté, et similaire & (4.74), pour un « spécifique, la fonction de transfert de y(i,j) a
zr(i,j) du filtre dépendant du parametre incertain est donnée par :

O(a)

GF(Zl,ZQ,O[) = OF(OZ)(IF(ZJ,ZQ) (a)) 1BF(O£) +DF(05)
= CF(a)(IF(Zl,ZQ)W AF(Oé))_lgF(Oé) -‘rDF(Oé)
= CF(IF(Zl,ZQ) — IAF(Q))_IW_IBF(OZ) + DF(Q)

= Cr(a)W HZr(21,22) — Ap(@)W 1) 'Br(a) + Dr(a).

Finalement, les matrices de filtre peuvent étre calculées a partir de (4.24) ou . La preuve est
complétée. O

Remarque 4.5. L’avantage principal des fonctions de Lyapunov dépendantes des paramétres
et réside dans l’introduction de deux variables H et U, ce qui conduit a découpler
les produits entre les matrices de Lyapunov (R"(a), RV(«)) et les matrices du systéme. Cette fonc-
tionnalité permet d’utiliser des fonctions de Lyapunov dépendantes des paramétres pour l’ensemble
du domaine incertain. De plus, cette fonction de découplage augmente le degré de liberté, facilite
la tache de synthése du filtre robuste et assure ainsi des meilleures performances.

Remarque 4.6. Conformément au théoréme (Théoréme respectivement), le probléme de
filtrage Hyo pour les systéemes 2-D discrets incertaz’ns peut étre résolu au moyen de la faisabilité de
la condition LMI - 4.12)) (des conditions LMIs et -, respectivement) Par exemple, pour
le théoréme il est utile de soulzgner que les megalztes matricielles et | - sont des
LMIs en fonction des variables R, RY, H, U, Ariin, Arizn Aroin, .Apggn Brin, Bron, Crin,
Cran, Drn, n € {1,...,N} et v%. Par conséquent, si les LMI et sont faisables, les
matrices du filtre peuvent étre calculées a partir de ou (4.25)). De lautre coté, en résolvant
le probléme d’optimisation convexe suivant :

min § sujet de | et avec § £ 42,

nous pouvons obtenir d partir de (4.24) ou (4.25) les matrices du filtre optimal dépendant du
parametre incertain de telle sorte que l’indice vy de la performance Hoo du systéme d’erreur de
filtrage correspondant soit minimisé.
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Remarque 4.7. Il convient de mentionner que la méthode LMI a été largement utilisée pour
résoudre de nombreux problémes optimauzx dans la théorie du contréle. Comme il est bien connu,
lorsque le nombre de variables de décision devient important ou lorsque la taille des LMIs augmente,
il y aura une complexité de calcul relativement élevée. Dans [Boukili et al., 2016, El-Kasri et al.)
[2012,|Gao et al., 2008,[Gao et al., 2014, les auteurs utilisent des fonctions de Lyapunov polyno-
miales, pour traiter le probléme de filtrage Ho, Tobuste. Par conséquent, la complexité dans
let al., 2016 El-Kasri et al., 2012|Gao et al., 2008, Gao et al., 2014) est liée a la dimension des états
(np,n, ), le nombre de sommets (N) et le degré des matrices polynomiales homogénes (g). tandis
que la complezité du théoréme [[1, corollaire [[]] et théoréme [{.9 ne dépend que de np, n, et N.
De plus, Uutilisation des résultats développés dans [Boukili et al., 2016|] nécessite la recherche des
valeurs optimales de quelques scalaires supplémentaires. Au contraire, le théoréme[].1] le corollaire
[£]) et le théoréme[].9 ne nécessitent aucune recherche des paramétres.

4.2.3 Exemples numériques

Dans cette sous-section, deux exemples sont fournis pour démontrer I’avantage et 'applicabilité
des approches proposées. L’exemple [{.1]sera présenté pour comparer Uefficacité et la complexité des
méthodes de synthese des filtres indépendantes des parameétres proposées avec certains résultats
précédents. Et Pexemple [£.2] sera fourni pour démontrer la supériorité de la méthode de synthese
des filtres dépendants des parameétres sur les méthodes de synthése des filtres indépendantes des
parametres.

Exemple 4.1. Considérons le systeme 2-D discret avec des incertitudes polytopiques étudié dans

(Gao et al., 2008
s[5 2] 23] ogJoe

xv(iaj"i_l) L ap xv(zvj)

h . .
. x" (4, ) .
,7) = |a; 1 0+ 101w, g),
vtid) = [ 1] [ 500 | [0 1) i)
h . .
. x"(i,7)
= 1 A I
Z(Z,]) [0 ] |:£Ev(l7j):|
Ou a; et as sont deux parametres inconnus satisfaisant 0.15 < a7 < 0.45, 0.35 < ao < 0.85. 11 est
a noter que ce systéme incertain peut étre décrit par un polytope a quatre sommets. Maintenant,
nous allons considérer le probleme de filtrage H., pour le systéme incertain ci-dessus.
En appliquant le théoréme nous obtenons une solution faisable pour la condition LMI (4.12))
et nous trouvons la valeur minimale 7,,,;, = 1.1907, et les parametres de filtre correspondants sont :

Ap11 Api2|Bri 0.3353 —0.1003|—0.1441
Apa1 Apos|Bps | = | 0.6087 —0.1047|~0.9095
Cri Cr2 | Dr 0.2112 —0.1389] 0.8237

Les réponses fréquentielles correspondantes du systéme d’erreur de filtrage sont représentées sur
les Figures A4 et pour chacun des sommets. On peut voir clairement que ces réponses
fréquentielles sont inférieurs a la valeur minimale ~,,;, = 1.1907, ce qui démontre 'efficacité de la
méthode proposée.

Une comparaison détaillée entre les indices de la performance H,,, le nombre de variables de
décision et le nombre des LMIs obtenus en utilisant le théoréme [£.1] le corollaire [f.1] et les résultats
dans [Boukili et al., 2016[El-Kasri et al., 2012}/Gao et al., 2008|/Gao et al., 2014,[Li et al., 2012] est
répertorié dans le Tableau
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X:-0.1416
Y:2.558
Z:0.974

ltnlel
7 %‘z:":::‘:'::‘zzl'lz”’
0, NN
ol "'"""l/'f%;

s
i

FIGURE 4.2 — Réponse fréquentielle du systéme d’erreur de filtrage : 1°" sommet (a; = 0.15,
as = 035)

X: 004159
Y:0.05841
12 z:1.188

0.85

0.75 5l
4

FIGURE 4.3 — Réponse fréquentielle du systéme d’erreur de filtrage : 2°™¢ sommet (a; = 0.15,
as = 0.85).

Tableau 4.1 — Comparaison des valeurs de Vi, (Exemple .

Méthodes Ymin Nvd Nlmi
Théoreme 3 [Gao et al., 2008] (9 =2) 1.8290 111 20
Théoréme 6.2 |Gao et al., 2014] (g = 2 1.8295 111 20
Théoréme 4.3 [Boukili et al., 2016] (g = 2) 1.8042 211 20
Théoreme 3.4 [El-Kasri et al., 2012" (g=2) 1.5713 85 21
Corollaire 2 [Li et al., 2012] 1.1909 134 10
Corollaire |4.1{ |[Badie et al., 2020d 1.2025 22 4
Théoreme 4.1| |[Badie et al., 2020d 1.1907 40 4
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115 X: -0.04159

0.85 =l
4

FIGURE 4.4 — Réponse fréquentielle du systéme d’erreur de filtrage : 3°™° sommet (a; = 0.45,
ag = 035)

X:0.05841
Y:0.05841
zZ:1.11
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AN
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FIGURE 4.5 — (Réponse fréquentielle du systéme d’erreur de filtrage : 4°™¢ sommet (a; = 0.45,
as = 0.85).

Il est clair du Tableau [{.I] que la méthode dépendante des parametres donne des meilleures
performances que celles de [Boukili et al., 2016,[El-Kasri et al., 2012}|Gao et al., 2008||Gao et al.,|
|2014}[Li et al., 2012 avec une complexité de calcul réduite. Alors, les critéres proposés dans cette
section sont beaucoup moins conservatifs.

Exemple 4.2. Dans cet exemple, nous considérons le méme systéme 2-D incertain traité dans
I’exemple mais cette fois avec a; = ag = 0.05 4+ a et |a| < b. Le systéme 2-D incertain peut
étre représenté par un polytope a deux sommets avec des matrices suivantes :

Aq11 Aqor ~ 10.05+b 0 Aq19 Aqoo _10.056-=0 0
Ao1r Aogr | 1 0.05+b |’ Aogig Agoo | 1 0.05—0b |’

=)= [00)

[011 012]:[005+b 1], [021 022]:[0.05—1)1],
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Di=Dy=1[01], Fi=F=[01],[Ey En]=[En Exn]=[01],

b+a) _(b—a)
o 2T Ty

ou estimé en ligne.
Pour b = 0.9, par application du théoréme [£.2] nous trouvons une valeur minimale 7,,;, =
2.8285 de la performance H, et les matrices du filtre dépendant du parametre incertain sont :

avec o = . De plus, nous supposons que le parametre a peut étre mesuré

AFll(a) AF12(04) BFl(CY) 0.4596 —0.5880|—0.5884
Apa1(a) Apaa(a)|Bra(a) | = ap | 0.7029 0.6483 |—0.3020
Cri(a) Crpa(e) | Dp() 0.4454 —0.5221| 0.4776

—0.4526 —0.4659|—0.4662
+ap | 0.8505 —0.6570| 0.1931
—0.4734 —0.4289] 0.5708

Tableau 4.2 — Comparaison des valeurs de Vi (Exemple .

Méthodes b=01 b=03 b=05 b=07 b=09
Théoreme 3 [Gao et al., 2008|(g = 2) 1.1771 1.7119 3.0461 7.9634 > 10
Théoréme 4.3 |Boukili et al., 2016](g = 2) 1.1768 1.7082 2.9959 6.5939 > 10

Corollaire
Théoréme
Théoréme

Badie et al., 2020d 0.7809 0.9769 1.4301 2.8532 > 10
Badie et al., 2020d 0.7808 0.9767 1.4169 2.8097 > 10
Badie et al., 2020d 0.7808 0.9767 1.4027 1.9276 2.8285

—6—Théoréme 4.3 (g =2 [Boukilietal., 2016]
9r —+— Théoréme 4.1 [Badie et al., 2020d]
Théoréme 4.2 [Badie et al., 2020d]

= ™10

I 1 L ! L ! L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

FIGURE 4.6 — Indices d’atténuation des perturbations 7, au sens de la performance H,, pour
differents valeurs de b.

Le Tableau @ présente les valeurs de l'indices vy,;, de la performance H., obtenus par le
corollaire le théoréme le théoreme [4.2| et d’autres méthodes dans [Boukili et al., 2016,|Gao|
et al., 2008| pour différentes valeurs du parametre b. On constate a la lecture du tableau que les
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résultats proposés assurent des valeurs de 7,,,;, plus petites que celles obtenues par [Boukili et al.,
2016l /Gao et al., 2008|, ce qui démontre 'efficacité de nos résultats. En outre, nous pouvons voir
que lorsque b devient plus grand, v,»i, devient progressivement plus grand. Donc, il est clairement
démontré que le filtre 2-D dépendant du parametre incertain peut garantir des meilleures
performances que le filtre 2-D traditionnel.

De plus, la Figure [£.6] montre la variation de I'indice v, de la performance H., obtenue en
utilisant le théoreme le théoreme et les résultats dans [Boukili et al., 2016] pour différents
valeurs du parametre b. On peut voir sur la Figure que les valeurs de 7,,;, obtenues par le
théoreme ne dépassent pas 10.

Remarque 4.8. Il est a noté que nous avons également proposé dans [Badie et al., 2020d|], des
solutions au probléme de la synthése des filtres H, dépendants des parameétres pour des systemes 2-
D discrets incertains décrits par le second modéle de F-M avec des incertitudes de type polytopiques.

4.3 Filtrage H.,, des systemes 2-D discrets commutés

4.3.1 Formulation du probléme

Considérons le systeme 2-D discret commuté suivant décrit par le second modele de F-M :
a(i+1,5+1) = Atlf(i,jJrl)x(i’j +1)+ Ag(Hl’j)LE(i +1,5)
+BI T i, G+ 1) + BT (i + 1, 5),
y(i,j) = C70Da(i, j) + D7 ODw(i, j),
2(i,4) = B°5Da(i, j) + F7OPw(i, j), (4.27)

ou x(i,7) € R™ est le vecteur d’état, w(i,j) € R™ est 'entrée de perturbation qui appartient a
12{]0,0),[0,00)}, y(4,5) € R™ est le vecteur de sortie de mesure et z(i,j) € R"= est le signal a
estimer. o(i,5) : Zy X Zy — N = {1,...,N} est le signal de commutation qui sélectionne le
sous-systéme activé, et N > 1 indique le nombre de sous-systémes, o (i, j) = k signifie que le k°7¢
sous-systéme est activé. Les matrices A¥, A5, BF BE C* DF EF et FF du k*™¢ sous-systéme
sont de dimensions appropriées.
Les conditions initiales du systéeme 2-D commuté sont donnés par :

x(,0) = f(i), VO <i <y,

m(()?.]) = g(.])v U S.] < T2,

f(0) = 9(0), (4.28)

2(i,0) =0,  Vi>r,

IE(O,]) = 07 v] > 7o,
ol rp < 00 et rg < oo sont des entiers positifs et f(i) et g(j) sont des vecteurs.

Ici, nous souhaitons estimer le signal z(, j) en construisant un filtre 2-D commuté de la structure
générale suivante :

Bi+ 1,5 +1) = ARV )+ 1) + A0+ 1)
By Wy, g+ 1) + BRS T y(i + 1, ),
2(i,5) = CZ (i, §) + DFy i, 5),
#0,5) = #(i,0) =0, 4,j=1,2,..., (4.29)

ot #(i,7) € R™ et 2(i,j) € R"* . Les matrices A%, Ak, Bk, B, Ck et DX sont les parametres
du k®™¢ sous-systéme du filtre 2-D (&.29)) & déterminer. Il convient de mentionner que les problémes
de synthese du filtre d’ordre complet (lorsque ny = n) et d’ordre réduit (lorsque ny < n) seront
résolus dans un cadre unifié dans cette section.

Année 2020 123 K. BADIE



CHAPITRE 4. FILTRAGE H., DES SYSTEMES 2-D

Remarque 4.9. La commutation entre les différents sous-systémes est supposée se produire a
chacun des point i ou j. Il est d noter que la valeur de o(i,j) ne dépend que de i+ j, pour plus de
détails (voir [Benzaouia et al., 2011]).

Remarque 4.10. Il convient de noter que le filtre 2-D commuté partage le méme signal de
commutation avec le systéme 2-D commuté (4.27)). Ainsi, lorsque le signal de commutation o (i, j)
change, les commutations entre les sous-systemes du systéme et du filtre se produisent
simultanément (Voir Figure .

2(i,J) e(,j)

—{Systeme | ¥(7,]) Filtre
Mode: 1

Filtre
Mode: 2 _\
I 14 ¥ 2(6,7)

1

|

|

Filtre
Mode: N

L
ofiij)

FIGURE 4.7 — Schéma de filtrage des systémes commutés.

En augmentant le modeéle du systeme (4.27) pour inclure les états du filtre (4.29), nous obtenons
le systéme d’erreur de filtrage suivant :

#(i+1,5+1) = ATz, 5+ 1) + AF Dz +1,5)
By (i, g+ 1) + By w(i + 1,5),
e(i,j) = éa(z‘,j)f(i7j) 4 D”(i’j)w(iJ)- (4.30)

ou Z(i,j) = [xT(i,j) 2T (i, 4) ]T, e(i,j) = z(i,4) — 2(4,7) et les matrices sont définies par :

Atlr(i’jﬂ) = ('AESJH)‘ j (‘O'+1) Ag(iﬂ’j) = (f1g(';+l7j)' i ('qd )
BFlJ Colig+1) AFl,J BYY J) o (i+1,5) ATy »
Bolitl) Byt Boli+la) _ BgUtLD)
1 - B;gi’j+l)DU(i’j+1) ’ 2 - B;(Qi+1’j)DU(i+1’j) )

Oolid) — Eotid) — polid) oot _C;u,j)}’ Do) = polia) — paled) potid),

Avant de présenter 1’objectif principal de cette section, nous introduisons tout d’abord la définition
suivante, qui sera essentielle par la suite.

Définition 4.1. [Badie et al., 2020a] Le systéme 2-D commuté (4.27) est dit asymptotiquement
stable si son état T(i,j) satisfait lim;ijiseo ||Z(i,5)||> = 0 pour w(i,j) = 0, et toutes conditions

initiales (4.28)).

Alors, le probléme de filtrage H,, a résoudre dans cette section peut se résumer a :

Etant donné un systéme 2-D (4.27)) et un niveau d’atténuation des perturbations v > 0, objectif
c’est de déterminer les matrices A%, A%y, B, B, Ck et D% du filtre 2-D discret commuté
de sorte que les exigences suivantes soient vérifiées :
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(i) Le systeme d’erreur de filtrage (4.30) avec w(i, j) = 0 est asymptotiquement stable.

(i) Sous les conditions initiales nulles, la condition suivante est verifieé

e,z <A 2,

pour toute w(i,j) € l2{[0,00),[0,00)} et un réel v > 0 donné.

4.3.2 Résultats principaux

4.3.2.1 Analyse de la stabilité et de la performance H.,

(4.31)

Dans cette section, I'analyse de la stabilité et de la performance H,, du systeme d’erreur de
filtrage (4.30|) est effectuée en utilisant une fonction de Lyapunov commutée. Le théoréeme suivant

jouera un role déterminant dans le probleme de synthese du filtre.

Théoréme 4.3. [Badie et al., 2020a] Etant donné un scalaire v > 0, le systéme dans
asymptotiquement stable avec une atténuation des perturbations v de la performance

(14.30) est
H.,, pour

tout signal de commutation arbitraire, s’il existe des matrices RY > 0, RS > 0, X* et Y*, avec des

dimensions appropriées telles que la condition LMI suivante est faisable (Vk,l € N) :

(4.32)

(4.33)

=k 0 —=kT —=kT
=1 _ 52 =3
ki " _7212’““) BszkT DkT <0
- * * —R! 0 '
* * * —Is,,
ot
—ZF — Z*¥T Rk 4+ 0.5Z%T p .
—k __ =k _ =k __
ul_[ - FOSET == [zrak 0], = =[Eh o],
RY 0 Xk 0 T Ak Ak
kE _ 1 kE_ k_ | 41 A2
T b 5]
~ BY BY ~ c* 0 ~ D¥ 0
E_ | P1 D2 kE _ . k _ 1z
B_[BfB§]’C {ock’D 0 Dt
Preuve. Choisissons la fonction de Lyapunov commutée sous la nouvelle forme suivante :
veed(i, j) = v (i, 3) + V50, ),
ou
WO (i, 5) = 27 (6, ) (X )T P X 6D a(i, j),
V;(i’j)(Lj) _ jT(i7j)(Y”(i’j))TP;(i’j)YU(i’j)i‘(i,j),
posons :
fo‘»ﬁ - f(Z + Oé,j + ﬂ)a
Oa,p = U(Z + avj +ﬁ)

La différence de la fonction de Lyapunov V(%9 (i, j) est donnée par :
AV (i, j) = AV (0, ) + AV ().
ou

‘/10(’5+1;j+1) (’L +1,5+ 1) _ ‘/10(%]‘+1) (173 + 1)

— o — — lod —
xleoLlTpl 1’1X01'1x1,1 _ xalXUO’lTpl 0'1XU°‘1$0’1,

AV (i, 5) =
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AV D (i) = vy 1 1) - v 1)

— g — — g —
=3 YOI P Y gy g — & (YOI P X 0g .

De plus, les équations su