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Résumé

Ce mémoire est dédié à l'étude des systèmes à retard, à savoir : la stabilité des sys-
tèmes neutres avec des retards variables dans le temps, la stabilité avec la performance
H∞ des systèmes linéaires avec des retards variables dans le temps, la stabilité et la
synthèse des lois de commandes stabilisantes pour des systèmes discrets et à états re-
tardés. L'analyse est faite par une approche combinant les techniques LMIs (inégalités
matricielles linéaires) et les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, et par l'approche du
discrétisation des retards et l'approximation basée sur trois termes. On obtient des for-
mulations convexes, sous la forme d'LMIs, suffisantes pour la solution des problèmes
sélectionnés.
Dans la première partie, on obtient des conditions suffisantes de stabilité dépendantes du
retard pour les systèmes neutres à base de l'approche de la discrétisation du retard.
Dans la deuxième partie, on obtient des conditions suffisantes de stabilité et nous syn-
thétisons une loi de commande qui garantit la stabilisation des systèmes discrets à retard
variable basée sur l'approximation à trois termes.
Dans la troisième partie, nous avons développé des conditions de stabilité garantissant la
performance H∞ pour les systèmes continus linéaires avec des retards variables dans le
temps.
Les résultats obtenus sont moins conservatifs que ceux trouvés dans la littérature
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Abstract

This thesis is dedicated to the study of delay systems, such as the stability of neutral
systems with time-varying delays, the stability criteria and H∞ performance of linear
systems with time-varying delays, stability, and synthesis of stabilizing control laws for
discrete-systems with delays. The analysis is made by an approach combining LMIs tech-
niques (linear matrix inequalities) and functional Lyapunov-Krasovskii and by the delay-
partitioning approach and the approximation based on three terms. Convex formulations,
in the form of LMIs, are obtained which are sufficient for the solution of the selected
problems.
In the first part, sufficient delay-dependent stability conditions are obtained for neutral
systems based on the delay partitioning approach.
In the second part, we obtain sufficient stability conditions and we synthesize a control
law that guarantees the stabilization of the discrete systems with variable delay based on
the three-term approximation.
In the third part, stability conditions with H∞ performance are derived for linear systems
with time-varying delays.
The results obtained are less conservative than those in the literature.
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Notations

R : L'ensemble des nombres réels.
Rn : L'espace Euclidien de dimension n.
Rn×m : L'ensemble des matrices réelles de dimension n×m.
In×n ∈ Rn×n : La matrice identité.
0n×n ∈ Rn×n : La matrice de zéros.
A,B,C ∈ Rn×n : Des matrices constantes
MT ∈ Rn×m : La transposée de M ∈ Rn×m

P = P T > 0 : Une matrice symétrique et définie positive.
X > Y (X, Y ∈ Rn×n) : La matrice X-Y est définie positive.
sym(M) = M +MT

∗ : Les éléments ou blocs symétriques par rapport à la diagonale principale d'une matrice
symétrique.
%(C) : Rayon spectral de C.
| x | : Norme euclidienne (valeur absolue) d'un vecteur x.
‖ x ‖2 : Norme 2 d'un vecteur x.
LMI(s) : Inégalité(s) Linéaire(s) Matricielle(s).
[a b] : Intervalle fermé de R d'extrémités a et b.
h ; h(t) : Retard constant continue ; Retard variable continue.
d ; d(k) : Retard constant discret ; Retard variable discret.
h1, d1 : La borne inférieure du retard variable.
h2, d2 : La borne supérieure du retard variable.
x(t) : Vecteur d'état du système continue.
x(k) : Vecteur d'état du système discret.
‖ φ ‖c : Représente sup−τ≤t≤0 ‖ φ ‖, ou ‖ φ ‖ est la norme 2 de φ.
Cτ=C([−τ, 0],Rn) : L'espace de Banach des fonctions vectorialle qui définies sur [−τ, 0]

à valeurs dans Rn, muni de la topologie de la convergence uniforme.
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Introduction Générale

Le début du vingtième siècle a connu la naissance de grandes études conçernant les
systèmes à retard qui ont aboutit à de nombreux résultats importants. Un regard sommaire
sur le grand nombre d'articles publiés dans des conférences internationales, les ateliers
organisés et les revues d’archives laissent une forte impression de ce progrès. L'étude des
systèmes à retard a motivé de nombreux chercheurs. Cette étude permet l'analyse et la
commande des systèmes pour lesquels la représentation d'état usuelle n'est pas satisfai-
sante. Parmi ces recherches : la stabilié des systèmes linéaires à retard [19, 136, 63] et
[60], la stabilisation des systèmes neutres à retard [67, 108, 98], le filtrage du système à
retard [160, 159],...etc.
Ce qui définit un système à retard est la caractéristique de l'évolution future du système
qui dépend non seulement de son état actuel, mais aussi de son état passé. Le retard ap-
paraît souvent dans de nombreux systèmes réels d'ingénierie soit dans l'état, l'entrée du
contrôle, soit dans les mesures. Les retards sont fortement impliqués dans les domaines
difficiles de la communication et des téchnologies de l'information : dans la stabilisation
des systèmes de réseaux contrôlés et dans les réseaux de communication à grande vitesse.
Ces systèmes de retard ont été étudiés longtemps, eh bien ! l'étude des systèmes à retard
a été une région active de la recherche scientifique dans les mathématiques, la biologie,
l'écologie, l'économie et dans l'ingénierie.

La présence des retards dans les systèmes réels peut avoir une influence considérable
sur le comportement d'un tel système, car sa présence peut dégrader la performance, in-
duire des oscillations et des instabilités. Par contre, dans certains systèmes, la présence
des retards peut avoir un effet stabilisateur. Les problèmes de l'instabilités et la dégra-
dation de la performance font l'objet de plusieurs recherches, parmis-elles, la stabilité
et la stabilisation de plusieurs types de systèmes à retard continus ou discrets (neutres,
flous,...). Cela introduit une importance théorique et pratique de l'analyse de la stabilité et
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INTRODUCTION

la robustesse des systèmes à retard. Plusieurs méthodes et téchniques ont été développé
pour étudier ces systèmes, la plus célébre est la méthode basée sur les fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii à base de la téchnique d'inégalité matricielle linéaire (LMI).

Comme dans les systèmes sans retard, la méthode efficace pour l'analyse de la sta-
bilité des systèmes à retard est la méthode de Lyapunov. Pour les systèmes à retard, il
existe deux méthodes principales de Lyapunov : la méthode de Krasovskii (1956) et la
méthode de Razumikhin (1956). La méthode de Krasovskii s'applique à une plus large
gamme de problèmes et conduit à des résultats moins conservatifs que la méthode de
Razumikhin. Le critère de stabilité de Lyapunov pour les systèmes linéaires sans retard
peut être formulé en terme d'inégalité matricielle linéaire (LMI). Une inégalité matricielle
linéaire (LMI) peut être considérée comme un problème d'optimisation convexe. Le dé-
veloppement des algorithmes d'optimisation convexes est efficace, notamment celui des
algorithmes des points intérieurs peut conduire à la formulation de nombreux problèmes
de contrôle et leurs solutions sous forme de LMI [135]. En particulier, il y a eu une forte
recrudescence des activités de recherche et une grande diffusion de nouvelles téchniques
et résultats. Cependant, nous présentons quelques notions telles que la stabilité robuste,
la stabilité quadratique, le théorème de petit gain et la valeur de singularité.

Notre but dans cette thèse est de donner un survol de l'étude des systèmes à retard,
les techniques et les outils développés selon les tendances récentes. Nous avons traité
les problèmes de stabilité des systèmes neutres avec retard variable et constant et les
problèmes de stabilité des systèmes continus avec retard variable. Ensuite, nous avons
examiné le problème de stabilité et stabilisation par une commande de retour d'état pour
les systèmes discrets. Enfin, une étude sur la stabilité des systèmes continus garantissant
la performance H∞ a été réalisé. Par la suite, nous présentons un bref résumé de chaque
chapitre. Cela permet de donner aux lecteurx un aperçu sur les traveaux effectués.

Le premier chapitre est consacré à une étude bibliographique sur les systèmes à re-
tard, les notions, les définitions, les téchniques et les méthodes développées pour résoudre
les problémes liés aux systèmes à retard. Nous nous intéresserons à la notion de stabilité
et pour cela nous avons rappelé quelques concepts théoriques, tels que la méthode de
Lyapunov soit Krasovskii ou Razomikhin. Par la suite, nous rappellerons quelques tech-
niques largement utilisées dans l'analyse des systèmes à retard, telles que, les techniques
de majoration et les transformations de modèle.

2



Dans le deuxième chapitre, nous développerons une nouvelle fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii combinée avec la méthode de discrétisation de retard dont le but est de traiter
la stabilité des systèmes neutres avec retard variable et constant.

Le troisième chapitre s'appuie sur la méthode d'entrée-sortie à base de la transforma-
tion de modèle de deux termes pour proposer une solution aux problèmes de la stabilité
des systèmes continus à retard variable. L'application de cette méthode implicite la satis-
faction des conditions introduites.

Dans le quatrième et cinquième chapitre, nous développerons une nouvelle transfor-
mation de modèle basé sur trois termes. Nous appliquerons cette nouvelle méthode dans
le quatrième chapitre pour traiter le problème de la stabilité et la stabilisation des sys-
tèmes discrets à retard variable. Nous essaierons à resoudre le problème de la stabilité à
l'aide d'une nouvelle fonctionnelle de Lyapunov Krasovskii. Pour le problème de la sta-
bilisation nous ferons appel à l'approche de cone pour concevoir une loi de commande
de retour d'état. Nous traiterons dans le cinquième chapitre le problème de la stabilité
en garantissant la performance H∞ pour les systèmes continus à retard variable à l'aide
d'une nouvelle fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii combinée avec la nouvelle trans-
formation de modèle développée.

À la fin de cette thèse, nous présenterons un résumé de différents points traités et nous
essaierons de dégager quelques trajectoires ouverts pour des travaux futurs.

3



Chapitre 1

État de l'Art

1.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est d'introduire les principales notions concernant les sys-
tèmes à retard. Les retards peuvent être classés également dans différentes catégories
en fonction de leur nature et de la manière dont ils agissent sur le système. En ef-
fet, l'étude des phénomènes de transport et de propagation (de matière, d'énergie ou
d'information,...), ainsi que l'analyse du comportement de beaucoup de processus ren-
contrés en physique, mécanique, économie, chimie, biologie, . . . etc, montre que, de
nombreux systémes dynamiques ne peuvent pas être correctement modélisés par un sys-
tème ordinaire, l'évolution des variables d'état x(t) ne dépend pas seulement de son état
présent x(t), mais aussi de leurs valeurs passées x(ξ) avec t0 − h ≤ ξ ≤ t0 et h c'est le
retard, un tel système est appelé un système à retard. Alors que, plusieurs exemples réels
sont donnés pour démontrer l'utilité et l'importance des systèmes à retard en sciences et
en ingénierie.

1.2 Effets du retard sur la stabilité

D'une part, les retards sont connus pour avoir divers effets sur la stabilité : ils peuvent
être une source d'instabilité .
Le système suivant [38]

ẋ(t) = −x(t− h)

4



1.3. Types des systèmes à retard

est asymptotiquement stable (c-à-d ; limt→∞ x(t) = 0) pour h ∈ [0, π/2] et devient in-
stable pour h > π/2.
Des retards peuvent également avoir un effet stabilisateur. Par exemple le système suivant

ÿ(t) + y(t)− y(t− h) = 0

est instable quand h prend la valeur 0. Mais devient asymptotiquement stable pour h = 1.
Ceci montre l'effet stabilisateur du retard dans quelques systèmes.
Par conséquent, l'étude de la stabilité et la performance des systèmes avec retard a une
importance théorique et pratique.

1.3 Types des systèmes à retard

Suivant la dénomination introduite dans [139], différents types des systèmes à retard
peuvent être définis. Parmis ces types, nous trouvons, les systèmes avec retard discrets,
les systèmes avec retard distribué et les systèmes à retard de type neutre.

1.3.1 Système à retard discret

Les systèmes avec retard discret, sont des systèmes où les signaux retardés sont déca-
lés ponctuellement dans le temps voir par exemple [139, 53, 132, 92] et [143, 109, 107].
De nombreux processus et problèmes d'ingénierie sont décrits par les systèmes à retard
discret, tels que contrôle des systèmes réseaux [43, 62], les réseaux de communication
[84, 47, 30, 27], L'épidémiologie [77, 76], dans la Biologie [33, 103], Contrôle du débit
d'eau [83], etc.

1.3.2 Système à retard distribué

Les systèmes avec des retards distribués sont des systèmes qui possèdent des retards
continus [132, 53, 139, 92] et [143, 109, 107]. Les systèmes distribués sont representés
sous la forme suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +

∫ 0

−hx
Ah(θ)x(t+ θ)dθ +Bu(t) +

∫ 0

−hu
Bh(θ)u(t+ θ)dθ (1.1)

Où x et u sont l'état et l'entrée du système, respectivement. D'après l'équation du système
(1.1), nous voyons que la valeur passée de l'état influence l'évolution du système par
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1. ÉTAT DE L'ART

une somme pondérée et continue (Une partie intégrante). Des systèmes à retard distribué
apparaissent dans les systèmes de combustion des roquettes [96, 163], épidémiologie
[29], modèle et contrôle de la circulation [144], la biologie [134, 69].

1.3.3 Les Systèmes Neutres

Les systèmes neutres sont des systèmes où le retard agit sur la dérivée (voir[132, 53,
139]). Un exemple simple est donné par :

ẋ(t)− Fẋ(t− h) = Ax(t) (1.2)

Ce type de systèmes présente généralement un comportement plus compliqué que les
autres systèmes à retard. Même si les systèmes avec des retards distribués et discrets ne
peuvent avoir qu'un nombre fini de racines instables. Les systèmes neutres peuvent les
avoir en nombre infini.
Les systèmes à retard neutre se présentent par exemple dans la modélisation de lignes de
transport sans perte [140], systèmes de combustion [123], circuits équivalents d'éléments
partiels [10], régimes de mise en oeuvre de contrôleurs prédictifs [94], systèmes de
contrôle avec retard et dérivée Rétroaction [137], équations différentielles partielles avec
retards contrôlés par des limites [145], systèmes écologiques [45, 86, 44], la dynamique
de la population [86, 158] et les modèles épidémiologiques [74, 28]

1.4 Types des retards

Selon leur comportement et leur dépendance, les retards peuvent être affectés à diffé-
rentes familles, et des approches spécifiques sont habituellement nécessaires pour analy-
ser le système dans lequel ils sont impliqués.

1.4.1 Retards constants

Les retards constants appartiennent à la première classe des retards qui ont été pris
en considération. Les raisons de cela c'est que son analyse était plus facile et aucune
motivation réelle pour considérer une classe plus générale de ce type de retard. Les sys-
tèmes linéaires avec des retards constants bénéficient d'une théorie très riche et complète
basée sur de nombreux outils différents, tant dans les domaines de la fréquence que du
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1.4. Types des retards

temps. Plus important encore, les systèmes linéaires avec des retards constants font partie
de quelques systèmes auxquels il existe des conditions constructives nécessaires et suffi-
santes pour caractériser leur stabilité.
Quelques exemples des systèmes à retard constant sont donnés dans [126, 46, 128].

1.4.2 Retards Variables

Des retards variables dans le temps sont plus dommageables à la stabilité que les
retards invariables dans le temps. En effet, il est possible de trouver des systèmes qui
sont stables pour les retards constants mais devenir instable lorsque le retard commence
à être variable dans le temps. Notamment, lorsqu'un système linéaire invariant dans le
temps avec un retard constant est asymptotiquement stable jusqu'à un retard h, il est
presque tout à fait asymptotiquement stable jusqu'à un retard inférieur à h. Lorsque le
retard devient variable dans le temps. Le taux de variation du retard joue effectivement
un rôle important en réduisant la valeur de retard admissible maximale : plus le retard
est rapide, plus le retard est dommageable. Là encore, le cas des retards variables a fait
l'objet de nombreuses recherches [4, 48, 138] et [148]. Différents types de retard variable
ont été considerés par plusieurs chercheurs, par exemple :
Retards variables majorés Sont définis par l'existance d'un réel connu h > 0 tel que :

0 ≤ h(t) ≤ h

Retards variables bornés : Cette dernière catégorie suppose que le retard vérifie la
contrainte

h1 ≤ h(t) ≤ h2

Le fait d'autoriser le retard à prendre la valeur 0 (le cas précédent) est dû à des phéno-
mènes de transfert d'informations ou de matières. h1 = 0 indique qu'à un moment ce
transfert se fait de manière instantanée. Ce cas de retard a été largement considéré dans
la littérature.
Dans le cas des retards variables, une contrainte supplémentaire relative à sa dérivée peut
être ajoutée

ḣ(t) ≤ µ, µ ∈ R+

Cette contrainte revient à donner des informations sur la vitesse de variation du retard
h(t). En pratique, la contrainte µ ≤ 1 est souvent utilisée afin d'assurer que le retard ne

7



1. ÉTAT DE L'ART

varie pas plus rapidement que le temps et que les informations retardées arrivent dans
l'ordre chronologique.

1.5 Notions générales de la stabilité des systèmes à retard

L'analyse des systèmes à retard est un domaine bien développé qui rassemble un
grand nombre de techniques différentes. Ces méthodes peuvent être classées soit des
techniques dans le domaine fréquentiel ou dans le domaine temporel.
Les approches dans le domaine fréquentiel sont principalement consacrées à des sys-
tèmes linéaires invariants dans le temps, mais dans certaines circonstances, il est possible
de les adapter pour traiter les cas des retards variables en utilisant, par exemple, des trans-
formations de modèles.
Les approches dans le domaine temporel peuvent cependant être appliquées à n'importe
quel type de système : linéaire ou non linéaire, avec des retards constants ou variables
dans le temps, etc.
Dans ce paragraphe, des énoncés généraux sur les systèmes à retard sont fournis. consi-
dérons le système à retard suivant :

ẋ(t) = g(t, xt), t ≥ t0 (1.3)

x(t0 + s) = ψ(s), s ∈ [−h, 0]

Avec h > est le retard, ψ ∈ C([−h, 0],Rn) est la fonction des conditions initials. L'état
du système est défini par

xt(θ) = x(t+ θ)

Nous supposons que le système (1.3) a une solution unique. Dans ce qui suit, nous dé-
signons xt(t0, ψ) la valeur d'état à l'instant t avec la condition initiale xt0 = ψ. Nous
supposons enfin que le système (1.3) admet la solution x(t) = 0, c'est-à-dire g(t, 0) = 0.

Définition 1.5.1 (norme uniforme)[25] : considérons φ ∈ C([a, b],Rn), alors la norme

uniforme de φ est définie comme suit :

‖ φ ‖c= max︸︷︷︸
s∈[a,b]

‖ φ(s) ‖ (1.4)

Définition 1.5.2 [25] : Considérons le système à retard (1.3). On dit que la solution nulle

est Stable
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1.5. Notions générales de la stabilité des systèmes à retard

Si pour tout t0 ≥ 0 et tout ε > 0, il existe δ = δ(t0, ε), tel que

‖ x(t0) ‖c≤ δ ⇒ ‖ x(t) ‖≤ ε (1.5)

pour tout t ≥ t0

Attractive : si pour tout t0 ≥ 0 Et tout ε > 0, il existe δa = δa(t0, ε), tel que

‖ x(t0) ‖c≤ δ ⇒ lim
t→∞
‖ x(t) ‖= 0 (1.6)

Asymptotiquement stable :(Au sens de Lyapunov) si elle est stable et attractive.

Exponentiellement stable : s'il existe δ, α > 0 et β ≥ 1, tel que

‖ x(t0) ‖c≤ δ ⇒ ‖ x(t) ‖≤ β exp−αt ‖ x0 ‖ (1.7)

pour tout t ≥ 0

Instable : S'il n'est pas stable au sens de Lyapunov.

1.5.1 Théorème de Stabilité de Lyapunov-Krasovskii

Supposons la fonction

g : R≥t0 × C([−h, 0],Rn)→ Rn

dans (1.3) de R≥t0× (ensemble Borné C([−h, 0],Rn)) vers Rn, et u, v, ω : R≥t0 → R≥0

sont des fonctions continues croissantes, u(s) et v(s) sont positives pour s > 0 et u(s) =

v(s) = 0

Supposons qu'il existe une fonction dérivable continue

V : R× C([−h, 0],Rn)→ R

telle que
u(‖ ψ(0) ‖) ≤ V (t, ψ) ≤ v(‖ ψ ‖c) (1.8)

et

V̇ (t, ψ) := lim sup
ε→0+

1

ε
[V (t+ ε, xt+ε(t, ψ))− V (t, ψ)]

≤ −ω(‖ ψ(0) ‖)
(1.9)

9



1. ÉTAT DE L'ART

Si ω(s) > 0 pour tout s > 0, alors la solution nulle de (1.3) est uniformément asympto-
tiquement stable

Preuve 1.5.1 :

La preuve de ce résultat peut être trouvée, par exemple, dans [92, 11]. �

Remarque 1.5.1 Lorsque la fonction V est choisie de telle sorte qu'elle représente l'état

xt à tout moment t, c'est-à-dire qu'elle satisfait la condition (1.8), V̇ indique que xt ne

se développe pas avec t, ce qui signifie que le système considéré est stable. Pour bien

éclaircir l'idée aux lecteurs, un exemple illustratif simple est donné ci-dessous.

Exemple 1.5.1 :[25] Considérons le système suivant :

ẋ(t) = −ax(t) + bx(t− h) (1.10)

Avec a > 0 et h est le retard. La fonction du Lyapunov-Krasovskii

V (xt) = x(t)2 + q

∫ t

t−h
x(s)2ds, q > 0 (1.11)

satisfait l'équation (1.8) avec u(s) = s2 et v(s) = (1 + qh)s2.

La dérivée de V (xt) le long des trajectoires du système (1.10) est donnée par

V̇ (xt) =

[
x(t)

x(t− h)

]T [
−2a+ q b

b −q

][
x(t)

x(t− h)

]
(1.12)

Donc le système est asymptotiquement stable si[
−2a+ q b

b −q

]
< 0

Ou bien, si l'ínǵalité −2a + q + q−1b2 < 0 est vérifiée. Dans ce cas, la fonction ω peut

être choisie comme ω(s) = εs2, Pour certains petits ε > 0

On peut voir que chaque q > 0 définie une région de stabilité dans le plan (a, b) qui est

donné par
q + q−1b2

2
< a (1.13)

Pour avoir une région maximale de la stabilité, il faut minimiser q+q−1b2

2
. Un calcul

simple montre que le minimum est atteint pour q = b, qui produit une région maxi-
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male de la stabilité donnée par a > 0 et a > b.

Pour n'importe quelle valeur du retard h dans [0,∞), on peut effectivement vérifier cette

région de stabilité.

1.5.2 Théorème de Stabilité de Lyapunov-Razumikhin

Le Théorème suivant montre qu'il est inutile de vérifier que V̇ (x(t)) < 0 le long de
toutes les trajectoires du système. Effectivement, ce test peut se restreindre aux solutions
qui ont tendance à quitter un voisinage de V (t, x(t)) < c du point d'équilibre.
Supposons la fonction

g : R≥t0 × C([−h, 0],Rn)→ Rn

dans (1.3) qui lie R≥t0× (ensembles Borné C([−h, 0],Rn)) par un ensemble Borné dans
Rn, et u, v, ω : R≥t0 → R≥0 sont des fonctions continues croissantes, u(s) et v(s) sont
positive pour s > 0 et u(s) = v(s) = 0, ω une fonction strictement croissante.
Supposons qu'il existe une fonction dérivable continue

V : R× Rn → R (1.14)

Vérifier
u(‖ x ‖) ≤ V (t, x) ≤ v(‖ x ‖), pour tout t > t0 et x ∈ Rn (1.15)

Pour tout θ ∈ [−h, 0]. Alors

F le système (1.3) est uniformément stable.
Si la dérivée de V le long de la solution du système (1.3) satisfait

V̇ (t, x(t)) ≤ −ω(‖ x(t) ‖) quelque soit V (t+ θ, xt+θ) ≤ V (t, x(t)) (1.16)

F le système (1.3) est uniformément asymptotiquement stable.
Si, ω(s) > 0, pour tout s > 0 et qu'il existe une fonction continue croissante
p(s) > s pour tout s > 0 tel que la condition (1.16) est remplacée par

V̇ (t, x(t)) ≤ −ω(‖ x(t) ‖) quelque soit V (t+ θ, xt+θ) ≤ p(V (t, x(t)))

F le système (1.3) est globalement uniformément asymptotiquement stable.
Si lims→+∞ u(s) = +∞.

11
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Preuve 1.5.2 :

La preuve peut être trouvée, par exemple, dans [92, 12].�

Exemple 1.5.2 : Considérons le système (1.10).
La fonction de Lyapunov-Razumikhin satisfait (1.15) est donnée par l'équation suivante

V (x) = x2/2 avec u(s) = v(s) = s2/2. La dérivée de V (x) le long de la solution du

système (1.10) est donnée par

V̇ (x) = −ax(t)2 + bx(t)x(t− h) (1.17)

Selon le théorème de Lyapunov-Razumikhin, nous demandons simplement que la dérivée

soit négative chaque fois que V (x(t − h)) ≤ p2V (x(t)) pour p > 1. Cela équivaut à la

condition | x(t− h) |< p | x(t) |. Nous obtenons la condition

V̇ (x) ≤ −ax(t)2+ | b || x(t) || x(t− h) |

≤ (−a+ | b | p)x(t)2 < 0
(1.18)

Notant que si −a+ | b | p < 0 pour p = 1, alors pour p > 1 petit, nous obtenons une

région de stabilité définie par a > 0 et | b |< a, qui s'assure être identique à celui obtenu

avec le Théorème de Lyapunov-Krasovskii dans l'exemple (1.5.1)

1.6 Stabilité indépendante/dépendante du retard

Les conditions de stabilité obtenues dans les exemples (1.5.1) et (1.5.2) ne dépendent
pas de la valeur du retard, alors que d'autres exemples caractérisent essentiellement la
stabilité des systèmes pour un retard donné h > 0. Cela indique que deux types de
résultats de stabilité peuvent être distingués selon leur dépendance de la valeur de retard.
Cela conduit aux concepts de stabilité indépendantes, dépendantes du retard.

1.6.1 Notion de stabilité indépendante du retard

La stabilité indépendante du retard, telle qu'elle est présentée dans [25], est définie
comme suit :
Définition :[25] Un système à retard est stable indépendamment du retard si la stabilité
ne dépend pas de la valeur du retard, c'est-à-dire si le système est stable pour toute valeur
du retard dans [0,∞].
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La définition ci-dessus s'étend immédiatement aux systèmes avec des retards multiples et
des retards variables dans le temps. Ce concept de stabilité est assez fort car les retards
ne doivent avoir aucun impact sur la stabilité. Cela impose des contraintes sur la structure
du système. Cependant, il est très intéressant de souligner l'importance particulière des
résultats de stabilité indépendante du retard. En effet, les résultats de la stabilisation ou
d'observation indépendants du retard présentent un grand intérêt en ce qui concerne toute
perturbation du retard.

Exemple 1.6.1 [25] : Considérons le système linéaire avec retard constant

ẋ(t) =

[
−5 1

0 −5

]
︸ ︷︷ ︸

A

x(t) +

[
−1 0

1 −2

]
︸ ︷︷ ︸

Ad

x(t− h) (1.19)

Des conditions nécessaires et suffisantes [25] pour que le système (1.19) soit stable in-

dépendament du retard sont données par :

(a) : A est (Hurwitz)

(b) : %(A−1Ad) < 1

(c) : %((jω − A)−1Ad) < 1 pour tout ω > 0.

Les conditions (a), (b) et (c) sont vérifiées dans cet exemple

λ(A) = {−5,−5}

%(A−1Ad) =

√
2

5
(1.20)

%((jω − A)−1Ad) < 0.31, pour tout ω > 0

Donc, le système est stable indépendamment du retard.

Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes pour tester la stabilité du systèmes à
retard. Pour citer quelques-uns : tests de stabilité 2-D, méthodes de pseudo-delay, mé-
thodes fréquentielles, méthodes de Lyapunov, méthodes géométriques algébriques, etc.
Pour plus de détail, voir par exemple [143, 132, 124] et [92].
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1.6.2 Notion de stabilité dépendante du retard

Contrairement à la stabilité indépendante du retard, la stabilité dépendante du retard
est une notion de stabilité qui est réellement sensible aux variations des valeurs de retard.
C'est certainement la notion de stabilité la plus réaliste, car les retards ont une influence
sur la stabilité des systèmes réels.

Définition 1.6.1 :[25] Un système à retard est stable dépendamment du retard s'il existe

un intervalle I ∈ R≥0 pour lequel le système est stable pour tout retard dans I et instable

par ailleurs.

Exemple 1.6.2 :[25] Considérons le système linéaire avec retard constant

ẋ(t) =

[
−2 0

0 −0.9

]
︸ ︷︷ ︸

A

x(t) +

[
−1 0

1 −1

]
︸ ︷︷ ︸

Ad

x(t− h)

D'après les conditions données dans l'exemple (1.6.1), la condition %(A−1Ad) < 1

est nécessaire pour une stabilité indépendante du retard. Dans notre cas, nous avons

%(A−1Ad) = 10
9
> 1, et donc le système n'est pas stable indépendamment du retard. Une

analyse dans le domaine fréquentiel (voir [25]) nous permet de prouver que le système

est dépendant du retard pour tout h ∈ I := [0 h̄) avec

h̄ =
1√
0.19

[π − arctan(

√
0.19

0.9
)] ' 6.1726 (1.21)

Dans le cas où h = h̄, l'équation caractéristique du système a des zéros sur l'axe imagi-
naire et le système n'est pas asymptotiquement stable.
Lorsque le système admet un intervalle de stabilité au retard de la forme I = [h1, h2] avec
0 < h1 < h2, la plage de stabilité de retard est souvent utilisée.

Exemple 1.6.3 : Considérons le système linéaire avec retard constant

ẋ(t) =

[
0 1

−2 0.1

]
︸ ︷︷ ︸

A

x(t) +

[
0 0

1 0

]
︸ ︷︷ ︸

Ad

x(t− h)
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Nous analysons l'exemple (1.6.3) en utilisant des outils des systémes à retard pour ex-

traire l'effet de h sur la stabilité du système à retard.

Tout d'abord, notons que ce système n'est pas stable pour h = 0 puisque la matrice

A+ Ad n'est pas Hurwitz.

Un critère dépendant de la fréquence semblable à celui utilisé dans les exemples pré-
cédents (Exemple1.6.2) nous permet de conclure que le système est stable pour tout
h ∈ I = [h1, h2].

1.7 Les Transformations de Modèle

La transformation de modèle est une procédure introduite assez tôt dans l'analyse des
systèmes à retard. L'idée principale des transformations du modèle est de transformer
un système à retard en un autre système, appelé système de comparaison ou modèle de
comparaison, qui peut ou non être un système à retard. Ensuite, des outils d'analyse sont
appliqués au système de comparaison afin de tirer des conclusions sur la stabilité du sys-
tème à retard d'origine. Les modèles de comparaison peuvent prendre différentes formes :
des systèmes linéaires incertain de dimension finie [92, 59, 58, 102, 20, 21], systèmes à
retard [92, 39], ou même des systèmes linéaires incertains à paramètres variables (LPV)
[31, 28].
L'objectif des transformations de modèle est de simplifier l'analyse des systèmes à retard.
les désavantages de cette transformation est que le système de comparaison peut pré-
senter une dynamique supplémentaire conduisant à une perte possible d'équivalence, en
termes de stabilité, entre l'original et le système de comparaison. La stabilité du système
d'origine ne peut être déduite du modèle de comparaison. Étant donné que de nombreuses
procédures de transformation de modèles ont été proposées dans la littérature, il est dif-
ficile de donner une image complète ici.

1.7.1 La Transformation de modèle de Newton-Leibniz

La transformation du modèle Newton-Leibniz est basée sur l'équation suivante

x(t− h) = x(t)−
∫ t

t−h
ẋ(s)ds (1.22)
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Cette équation est certainement la première transformation du modèle qui a été introduite
pour l'analyse des systèmes à retard (1.23) [91, 52].{

ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− h)

x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0]
(1.23)

Cette transformation du modèle nous permet de remplacer le terme retardé x(t−h) dans
le système (1.23) par le côté droit de l'équation (1.22) pour produire le système suivant

ẋ(t) = (A+ Ad)x(t)− Ad
∫ t

t−h
ẋ(s)ds (1.24)

Nous observons dans l'équation (1.24) que le système transformé est formé de l'état pré-
sent x(t) et l'intégral de la variation d'état ẋ(s). Si nous remplaçons ẋ(s) par sa valeur
(1.23), nous retrouvons le système de comparaison suivant

ẋ(t) = (A+ Ad)x(t)− Ad
∫ t

t−h
[Ax(s) + Adx(s− h)]ds (1.25)

Notez que, contrairement au système (1.23), le système (1.25) nécessite une condition
initiale dans C([−2h, 0],Rn) à cause du retard dans l'intégralle terme. Le système (1.25)
peut maintenant être analysé à l'aide des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, des
fonctions de Lyapunov-Razumikhin ou d'autre techniques d'analyse.

1.7.2 Transformation de modèle Descripteur

La transformation du modèle descripteur introduite dans [39, 37], donne le modèle
de comparaison suivant :[

I 0

0 0

][
ẋ(t)

ẏ(t)

]
=

[
0 I

A+ Ad −I

][
x(t)

y(t)

]
+

∫ t

t−h

[
0 0

0 −Ad

][
x(s)

y(s)

]
ds

(1.26)
Avec y(t) = ẋ(t). Des calculs simples montrent que le système (1.23) est récupéré après
élimination de la variable y(t) dans le modèle (1.26).
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1.8. Théorème de Petit Gain (Scaled Small-Gain Theorem).

1.7.3 Transformation de Modèle de Newton-Leibniz Paramétré

Cette transformation de modèle [131, 133] généralise la transformation du modèle
Newton-Leibniz en introduisant un paramètre libre C ∈ Rn sous la forme suivante :

Cx(t− h) = Cx(t)− C
∫ t

t−h
ẋ(s)ds (1.27)

Le modèle de comparaison correspondant est donné dans ce cas par le système à retard
suivant :

ẋ(t) = (A+ C)x(t) + (Ad − C)x(t− h)− C
∫ t

t−h
ẋ(s)ds

= (A+ C)x(t) + (Ad − C)x(t− h)− C
∫ t

t−h
[Ax(s) + Adx(s− h)]ds

(1.28)

Quand C = 0 le système (1.23) est récupéré et quand C = Ad on retrouve le système
(1.24) obtenu à partir de la transformation du modèle Newton-Leibniz. Cette transforma-
tion de modèle définit une famille continue de systèmes de comparaison comprenant les
systèmes (1.23) et (1.24).

1.7.4 D'autres Transformations de Modèle

D'autres types de transformations de modèles ont été présentés dans la littérature. Par
exemple, approximations de Padé sont considérés dans [102, 20, 21], les transformations
de modèle au moyen des opérateurs sont annoncées dans [49, 50, 22, 161, 162], alors que
les transformations de modèle du deuxième ordre sont discutées dans [132, 92].

1.8 Théorème de Petit Gain (Scaled Small-Gain Theo-
rem).

Les approches d'entrée/sortie s'appuient sur les procédures de transformation de mo-
dèle et comme nous verrons plus tard, ces transformations de modèle sont généralement
formulées en termes d'interconnexions d'opérateurs. Ces transformations de modèle ba-
sées sur les interconnexions d'opérateurs peuvent être beaucoup plus avancées et exactes
que ceux généralement utilisées dans les approches basées sur les fonctions de Lyapunov
(même si elles peuvent être adaptées). À l'aide de ces transformations de modèle, le sys-
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tème à retard original est réécrit comme un système incertain qui peut impliquer ou non
des retards et les opérateurs sont considérés comme des incertitudes. L'interconnexion
résultante est analysée en utilisant des techniques d'analyse d'entrée/sortie, telles que les
résultats de petit gain.
Par conséquent, le Théorème de petit gain fournit une condition suffisante qui teste la sta-
bilité des interconnexions de rétroaction. Il faut noter que, dans sa généralité complète, et
en fonction des modifications appropriées, le théorème de petit gain est applicable dans
un sens beaucoup plus large. En particulier, le domaine d'application du théorème de petit
gain permet d'étudier des systèmes avec retard constant et peut être appliqué à des sys-
tèmes contenant des retards variables.
Le théorème de petit gain a joué un rôle important dans le contrôle robuste des systèmes
linéaires incertains. Dans l'analyse de stabilité robuste, on caractérise l'incertitude d'un
système par des perturbations déterministes, inconnues mais limitées à ses paramètres.
Considérons le système de rétroaction linéaire donné par les équations suivantes :

y = Gu (1.29)

u = ∆y (1.30)

Une conclusion importante dans la théorie de la stabilité des entrées-sorties est le théo-
rème de petit gain, qui indique que la rétroaction combinée du système (G,∆) est stable
si G et ∆ sont stables et satisfaisants

‖ G ‖∞‖ ∆ ‖∞< 1 (1.31)

La condition (1.31) est connue sous le nom de condition de petit gain.

1.9 Techniques d'analyse de Stabilité.

Des méthodes diverses sont fournies dans la littérature pour évaluer la stabilité des
systèmes à retard utilisant des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. Parmi eux, l'un
des termes les plus importants introduits dans plusieurs fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii

V (x(t)) =

∫ t

t−h

∫ t

θ

ẋT (s)Rẋ(s)dsdθ (1.32)
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Avec x représente l'état du système à retard, R > 0 et h > 0. La dérivée de ce terme par
rapport au temps t, est donnée par

V̇ (x(t)) = hẋT (t)Rẋ(t)−
∫ t

t−h
ẋT (s)Rẋ(s)ds (1.33)

Le problème principal lié à (1.33) est que l'intégrale n'est pas appropriée au processus
d'inégalité matricielle linéaire (LMI). Il consiste à transformer l'expression précédente
en une forme appropriée pour dériver une formulation des conditions d'inégalité matri-
cielle linéaire de stabilité. Dans ce qui suit, nous essayons de présenter différentes bornes
fournies par plusieurs auteurs au terme intégral de la forme

∫ t
t−h ẋ

T (s)Rẋ(s)ds.

1.9.1 Inégalité de Park

L'idée clée derrière l'inégalité de Park sur les termes croisés [117, 115] est de limiter
l'augmentation du conservatisme en bornant des termes croisés tels que

∫
Ω
bT (s)a(s)ds

en proposant une liaison plus précise. Cette borne est indiquée dans le résultat suivant :

Lemme 1.9.1 [115] : Nous supposons que a, b : Ω→ Rn sont des fonctions vectorielles.

Alors, pour toutes matrices X ∈ Rn
>0 et M ∈ Rn×n, l'inégalité suivante est verifiée

−2

∫
Ω

bT (s)a(s)ds ≤
∫

Ω

[
a(s)

b(s)

]T
Ξ

[
a(s)

b(s)

]
(1.34)

avec

Ξ =

[
X XM

∗ (MTX + I)X−1(XM + I)

]

Bien que cette téchnique nous permet de réduire le conservatisme en bornant les termes
croisés avec plus de précision, elle est encore limitée par l'utilisation de la transformation
du modèle de Newton-Leibniz et Newton-Leibniz Parametré. En plus, il est important de
mentionner que la complexité du résultat qui fournit l'inégalié de Park n'est pas optimale.

1.9.2 Inégalité de Jensen

L'utilisation de l'inégalité de Jensen dans les systèmes à retard a été localisée dans
[90] et a été prouvée très utile depuis lors. Le résultat de Jensen a trouvé de nombreuses
applications en physique statistique : théorie de l'information, statistique et en théorie des
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probabilités et dans d'autres domaines. Dans les systèmes et la théorie du contrôle, cette
inégalité peut être utilisée pour fournir des bornes de certains intégrales termes présents
dans les fonctionnelles de Lyapunov pour les systèmes à retard [122], systèmes de don-
nées échantillonnées [6, 7], et systèmes impulsifs [26]. L'idée clée derrière l'inégalité de
Jensen c'est de borner le terme quadratique

∫ t
t−h ẋ

T (s)Rẋ(s)ds au lieu du terme croisé.
Pour faciliter la discussion, nous donnons l'inégalité de Jensen.

Lemme 1.9.2 [90] : Pour toute matrice symétrique et positive R, h scalaire positif, et la

fonction de vecteur x(·) : [−h, 0]→ Rn. L'inégalité intégrale suivante est vérifiée :

−h
∫ t

t−h
ẋT (s)Rẋ(s)ds ≤

[
x(t)

x(t− h)

]T [
−R R

R −R

][
x(t)

x(t− h)

]
(1.35)

Le bénéfice de l'inégalité de Jensen c'est qu'elle contient moins de variables de décision
et n'introduit aucune matrice libre supplémentaire par rapport à l'inégalité de Jensen éten-
due.

Inégalité de Jensen Etendue

L'inégalité de Jensen est étendue à une forme généralisée comme suit.

Lemme 1.9.3 [149] : Pour toute matrice symétrique et positive R, M1,M2 matrices

libre, h scalaire positif, et la fonction de vecteur x(·) : [−h, 0] → Rn. L'inégalité inté-

grale suivante est vérifiée :

−h
∫ t

t−h
ẋT (s)Rẋ(s)ds ≤ ζT (t)

[
M1 +MT

1 −M1 +MT
2

−MT
1 +M2 −M2 +MT

2

]
ζ(t)

+ ζT (t)

[
MT

1

MT
2

]
R−1

[
MT

1

MT
2

]T
ζ(t)

(1.36)

Avec ζ(t) =

[
x(t)

x(t− h)

]
L'inégalité de Jensen étendue contient plus de matrices libres et couvre l'inégalité de
Jensen comme un cas particulier avec M1 = −R et M2 = R, qui peut être moins conser-
vative que l'inégalité de Jensen. On peut observer que l'inégalité de Jensen étendue a
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besoin de 2n2 (n est la dimension du système), variables de décision plus que l'inégalité
de Jensen, ce qui implique que l'application de cette inégalité peut être plus complexe et
consomme plus de temps de calcul que l'inégalité de Jensen.

Remarque 1.9.1 :Il semble que l'inégalité étendue de Jensen est moins conservative que

l'inégalité de Jensen puisqu'il existe plus de matrices libres sont introduites. Cependant,

il est prouvé dans [151] qu'elles sont équivalentes au sens du conservatisme.

Remarque 1.9.2 : Dans la littérature, l'inégalité de Jensen a été utilisée dans l'analyse

de stabilité des systèmes à retard. Cependant, il est également connu que cette inégalité

présente un conservatisme indésirable dans la condition de stabilité obtenue. Réduisant

cet écart est un thème de recherche important, voir [24]. Récemment, une nouvelle in-

égalité intégrale basée sur la théorie de Fourier appelée (inégalité de Wirtinger) a été

présentée dans [9], et a été appliquée pour donner un nouveau critère de stabilité pour

les systèmes à retard.

1.9.3 Inégalité de Wirtinger

L'inégalité de Wirtinger a été introduite très récemment dans l'analyse de la stabilité
des systèmes de données échantillonnées en utilisant des fonctions spécifiques [95], et
par la suite dans la stabilité des systèmes à retard [8] et des systèmes linéaires impulsifs.
Il existe effectivement plusieurs inégalités de Wirtinger, mais seulement le suivant, tiré
de [32], est donné ici :

Lemme 1.9.4 [32] : soit z : [a, b]→ Rn une fonction différentiable sur (a, b) ayant une

dérivée de premier ordre intégrable et telle que z(a) = z(b) = 0. Pour toute matrice

R ∈ Sn>0, l'inégalité suivante est vérifiée :∫ b

a

żT (s)Rż(s)ds ≥ π2

(b− a)2

∫ b

a

zT (s)Rz(s)ds (1.37)

L'inégalité (1.37) ne peut pas être appliquée directement aux termes intégrés impliqués
dans les dérivées de la fonctionnelle de Lyapunov Krasovskii (LKF) (1.33) en raison de
la contrainte z(a) = z(b) = 0 qui n'est pas satisfaisante pour les systèmes à retard. Pour
éviter cette difficulté, le résultat suivant basé sur l'inégalité de Wirtinger a été proposé
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dans [8]

Lemme 1.9.5 [8] : soit ω : [a, b] → Rn une fonction différentiable sur (a, b) ayant une

dérivé du premier ordre intégrable. Pour toute matrice R ∈ Sn>0, l'inégalité suivante est

vérifiée :∫ b

a

ω̇T (θ)Rω̇(θ)dθ ≥ 1

b− a
(ω(b)− ω(a))TR(ω(b)− ω(a)) +

π2

b− a
ΠTRΠ (1.38)

Avec Π = ω(b)+ω(a)
2

− 1
b−a

∫ b
a
ω(θ)dθ.

On peut voir dans le résultat (1.38) que le côté droit est constitué de deux termes : le
premier est en fait la borne obtenue en utilisant l'inégalité de Jensen alors que le deuxième
terme est spécifique à l'inégalité de Wirtinger. Notons que le terme intégral spécifique
à l'inégalité de Wirtinger est négatif et rend ainsi la borne supérieure plus étroite que
la borne obtenue en utilisant l'inégalité de Jensen. On peut conclure que l'inégalité de
Wirtinger nous permet d'obtenir une borne plus précise du terme quadratique intégral.

1.9.4 Discrétisation du retard

Une téchnique populaire pour réduire le conservatisme des critères de stabilité est
la discrétisation du retard. Cette méthode a été proposée par [89]. Il est bien reconnu
que l'approche de la discrétisation du retard peut donner des meilleurs critères de la ré-
gion de stabilité en raison du fait que cette méthode peut obtenir des bornes supérieures
plus étroites, obtenues par le calcul de la dérivé temporelle de la fonction de Lyapunov-
Krasovskii, ce qui conduit à des résultats moins conservatifs. [113] a proposé une mé-
thode de discrétisation du retard qui divise l'intervalle de retard en deux sous-intervalles
pour les systèmes dynamiques incertains et l'utilisation de la téchnique de matrices libre
à chaque intervalle. Récemment, des nouvelles méthodes de discrétisation du retard pour
les systèmes neutres avec des retards variables ont été présentées en utilisant des triples
intégrales termes dans [114]. L'idée principale de la discrétisation du retard est de di-
viser l'intervalle de variation du retard en N parties égales. De sorte que l'information
de chaque sous-intervalle de variation du retard est prise en compte. L'équation suivante
peut faciliter la tache

[hm, hM ] = [h1, h2] ∪ [h2, h3] ∪ . . . ∪ [hi, hi+1] ∪ . . . ∪ [hN , hN+1] (1.39)
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Avec h1 = hm, hN+1 = hM , hi+1 − hi = δ = (hN+1 − hN)/N , N est un entier donné.
Lorsque le nombre de discrétisation du retard augmente, la formulation de l'inégalité
matricielle linéaire devient plus complexe, la charge et le temps de calcul augmentent. Par
conséquent, il est fortement nécessaire que certaines nouvelles méthodes soient étudiées
dans l'application de l'approche de discrétisation du retard.

1.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un ensemble de notions qui caractérisent l'étude
des systèmes à retards et aussi quelques méthodes qui sont utiles dans la résolution des
problémes des systèmes à retard. Nous nous sommes intéressés plus particulièrement à
la notion de stabilité et à son étude pour une telle classe de systèmes.
Nous essayerons, dans les chapitres suivants, de résoudre les probémes de stabilité, de
commande, d'améliorer les performances d'une telle classe des systèmes à retard et aussi
d'améliorer les résultats existants selon l'approche temporelle suggérée. Nous exploite-
rons le potentiel fournit par la méthode de Lyapunov-Krasovskii pour développer de nou-
velles fonctionnelles appropriées.
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Chapitre 2

Stabilité des Systèmes Neutres à
retard : Approche de Discrétisation du
retard

2.1 Introduction

Les systèmes neutres peuvent être trouvés dans de nombreux domaines pratiques, tels
que le réseau distribué contenant des lignes de transmission[139], écologie de la popu-
lation, échangeurs de la chaleur, contrôle répétitif [100], [54] et [158], et des robots en
contact avec des environnements rigides [139], [140], [158], et [132]. Les problèmes de
stabilité des systèmes neutres à retard peuvent être classés en deux types : stabilité dé-
pendante du retard [55], [132], [39], [121], et [164], et stabilité indépendante du retard
[101].
L'existence du retard peut entraîner des oscillations, la divergence ou l'instabilité, et la
dégradation de la performance des systèmes contrôlés, pour cette raison, de nombreuses
études dans la littérature sont axées sur l'étude de la stabilité dépendante du retard [114],
[171], [111], [153], [106], [1], [16], et [120]. Pour cette raison, des conditions indépen-
dantes du retard ont été introduites par rapport aux conditions dépendantes du retard.
Afin de réduire le conservatisme, [37] a proposé une transformation de modèle descrip-
teur du système d'origine. Bien que des critères moins conservatifs soient obtenus, le
conservatisme reste encore présent fortement dû au fait qu'il a utilisé la téchnique de
majoration pour les termes croisés. [164, 165] proposent une approche de matrice de
pondération libre pour étudier la stabilité dépendante du retard. Elle n'utilise pas des
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téchniques de majoration pour des termes croisés, cette approche peut conduire à des
résultats moins conservatifs. Cependant, cette approche a introduit certaines variables
en dehors des variables matricielles apparaissantes dans les fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii. [156, 157] ont utilisé une approche de discrétisation du retard, et de nouveaux
résultats de stabilité ont été dérivés, qui sont plus simples et moins conservatifs.

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle approche basée sur les fonction-
nelles de Lyapunov-Krasovskii en introduisant des triples termes d'intégrales, et nous
étudierons la stabilité du système neutre linéaire avec un intervalle de retard basé sur
l'approche de discrétisation du retard. Des conditions dépendantes du retard sont données
pour s'assurer que le système neutre est asymptotiquement stable dans tout l'intervalle
du retard. Les résultats sont donnés en termes d'inégalités matricielles linéaires (LMIs).
Enfin, des exemples numériques sont présentés pour illustrer l'efficacité de la méthode
proposée, et la comparer avec des travaux antérieurs.

2.2 Description du problème

Considérons le système neutre à retard suivant

ẋ(t)− Cẋ(t− τ(t)) = Ax(t) + A1x(t− τ(t))

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], (2.1)

avec x(t) ∈ Rn est le vecteur d'état, φ(t) est une fonction continue des conditions ini-
tiales, τ(t) est le retard. A,A1 et C ∈ Rn×n sont des matrices constantes, tel que le rayon
spectral soit inférieur à un (ρ(C) < 1).
Nous étudierons le système précédent avec deux types de retard.
cas 1 : τ(t) est une fonction continue qui satisfait la contrainte suivante

0 < τ(t) ≤ τ <∞,∀t ≥ 0.

cas 2 : τ(t) est une fonction différentiable satisfaisant

τ̇(t) ≤ µ < 1,∀t ≥ 0.

Remarque 2.2.1 Pour vérifier la stabilité de l'opérateur ẋ(t) − Cẋ(t − τ(t)), il est né-
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cessaire de vérifier que C est Schur-Cohn stable.

Avant de poursuivre, nous introduisons le Lemme suivant, qui joue un rôle important
dans le développement de nos principaux résultats.

Lemme 2.2.1 [56] :Pour toute matrice constante R = RT > 0, et un scalaire τ > 0, tel

que les deux inégalités suivantes sont bien définies, alors

−
∫ t

t−τ
ξT (s)Rξ(s)ds ≤ −1

τ
(

∫ t

t−τ
ξ(s)ds)TR(

∫ t

t−τ
ξ(s)ds)

−
∫ 0

−τ

∫ t

t+θ

ξT (s)Rξ(s)dsdθ ≤ − 2

τ 2
(

∫ 0

−τ

∫ t

t+θ

ξ(s)dsdθ)TR

∫ 0

−τ

∫ t

t+θ

ξ(s)dsdθ

avec ξT (s) = [xT (s) ẋT (s)].

L'objectif dans ce chapitre est de chercher les conditions qui satisfaite la stabilité asymp-
totique du système (2.1), à base de la méthode de la discrétisation du retard.

2.3 Discrétisation du retard

L'idée basique de la méthode de discrétisation des fonctionnelles de Lyapunov Kra-
sovskii est de diviser le domaine de définition des matrices en des régions plus petites,
et choisissez ces matrices pour être continues linéaires par morceaux. La réduction du
nombre des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii dépend du choix d'un nombre fini de
divisions.
Divisons l'intervalle de retard I = [−τ, 0] en N segments Ii = [τi, τi+1],
i = 0, 1, 2, 3, . . . , N de même longueur

δ =
τ

N
(2.2)

alors
τi = −iδ = −i τ

N
, i = 0, 1, 2, 3, . . . , N (2.3)

Cela divise également le domaine de définition des matrices [−τ, 0]× [−τ, 0] en N ×N
petits domaines [τi, τi+1]× [τl, τl+1] avec l = 0, 1, 2, 3, . . . , N .
Il est bien connu que les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii ont une grande diffusion
dans l'analyse de stabilité des systèmes à retard. Dans la littérature, diverses fonction-
nelles sont fournies pour évaluer la stabilité des systèmes à retard. Ces fonctionnelles ont
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des termes communs. Parmi eux, l'un des termes les plus pertinents dans la dérivée est le
terme intégrale quadratique.
Un exemple simple peut éclaircir l'effet du terme quadratique. Nous considérons la fonc-
tionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V (x(t)) =

∫ t

t−h

∫ t

θ

ẋT (s)Rẋ(s)dsdθ (2.4)

où x(t) représente l'état d'un système à retard, R > 0 et h > 0. En différenciant ce terme
par rapport à la variable de temps t, nous obtenons

V̇ (x(t)) = hẋT (t)Rẋ(t)−
∫ t

t−h
ẋT (s)Rẋ(s)ds (2.5)

Le principal problème lié à (2.5) est que l'intégral quadratique n'est pas appropriée pour
formuler des conditions sous forme d'inégalité matricielle linéaire. Il consiste à transfor-
mer l'intégrale quadratique en une forme appropriée pour dériver une formulation LMI
concernant les conditions de stabilité. L'utilisation de la majoration fournie par l'inégalité
de Jensen peut surmonter le problème des conditions LMI, mais le problème de la ré-
duction du conservatisme reste fortement présent. La discrétisation du retard donne une
direction pour résoudre le problème du conservatisme. Diviser l'intervalle du retard en
sous-intervalles et fournir une borne à l'intégrale quadratique à chaque sous intervalle ré-
duira la zone du conservatisme d'une manière satisfaisante. L'illustration suivante éclair-
cit l'idée de la discrétisation :
Pour donner une image claire du mécanisme de fonctionnement de la méthode de dis-
crétisation aux lecteurs, nous considérons la borne fournie par l'inégalité de Jensen pour
l'intégrale quadratique sur un intervalle fini.
L'intégral quadratique

∫ t
t−h ẋ

T (s)Rẋ(s)ds a une représentation graphique sous forme
d'une parabole entre deux bornes t− h et t, dépendant de la variable s. La borne fournie
par l'inégalité de Jensen est considérée constante car elle ne dépend pas de la variable s.
L'utilisation des méthodes de majoration dont le but est de trouver une vraie estimation de
l'intégral quadratique. Ce qui a motivé de nombreux chercheurs à résoudre le problème.
Les méthodes proposées n'ont pas trouvé la vraie estimation, mais elles ont proposé une
bonne estimation.
Dans les figures ci-dessous : la zone du conservatisme est la surface entre la courbe de la
borne fournie par l'inégalité de Jensen et la courbe de l'intégral quadratique.

27



2. STABILITÉ DES SYSTÈMES NEUTRES À RETARD : APPROCHE DE

DISCRÉTISATION DU RETARD

La figure 2.1 décrit la zone du conservatisme dans l'intervalle [−h 0].
D'après la figure 2.1, nous remarquons que dans le cas de non-discrétisation du retard, la

FIGURE 2.1 – La zone du conservatisme pour [t− h t]

zone du conservatisme est vaste. Cela signifie que nous perdons plus d'informations. Ce
qui signifie que la réduction de la zone est encore possible.

La figure 2.2 décrit la zone du conservatisme dans les deux sous-intervalles [−h 0] =

[−h − h
2
] ∪ [−h

2
0].

Dans la figure 2.2, nous constatons que la zone du conservatisme est bien réduite que la
zone de la Figure 2.1. Donc, nous concluons que si nous continuons à déviser l'intervalle
nous aurons une réduction de la zone, ceci est clair dans la Figure 2.3.
La figure 2.3 décrit la zone du conservatisme dans les sous-intervalles [−h 0] = [−h −
h
3
] ∪ [−h

3
− 2h

3
] ∪ [−2h

3
0].
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FIGURE 2.2 – La zone du conservatisme pour [t− h t− h
2
] ∪ [t− h

2
t]

FIGURE 2.3 – La zone du conservatisme pour [t− h t− h
3
] ∪ [t− h

3
t− 2h

3
] ∪ [t− 2h

3
t]

La réduction du conservatisme est bien claire dans la figure 2.3.
Les Figures précédentes montrent clairement le fonctionnement de la méthode de la dis-
crétisation du retard et son impact sur la réduction du conservatisme, ceci nous encourage
pour la traiter dans ce travail.
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2.4 Analyse de la Stabilité pour le cas 1

L'objectif de cette section consiste à développer des conditions suffisantes qui peuvent
être utilisées pour vérifier la stabilité asymptotique du système (2.1).

Théorème 2.4.1 [65] : Pour τ > 0 donné, le système (2.1) est asymptotiquement stable

s'il existe

P =

 P11 P12 P13

∗ P22 P23

∗ ∗ P33

 > 0,Qj =

[
Qj Xj

∗ Sj

]
> 0,Zj =

[
Wj Yj

∗ Tj

]
> 0

N1 > 0, N2 > 0 et Rj > 0, j = 1, 2, . . . , N , Avec des dimensions appropriées telles que

la condition suivante est vérifiée :

Λ Ψ12 Ψ13 zT
1 (S1 +N1) zT

1 Π1 zT
1 Π2

∗ Ψ22 Ψ23 zT
2 (S1 +N1) zT

2 Π1 zT
2 Π2

∗ ∗ Ψ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ −(S1 +N1) 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Ψ44 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Ψ55


< 0 (2.6)

avec

Λ = Ψ11 + Ψk
11

zT
1 = [A 0 · · · 0 0 A1]T , zT

2 = [0 0 · · · 0 0 C]T .

Π1 = [
√
δ1T1

√
δ2T2 · · ·

√
δNTN ], Π2 = [

√
γ1
2
R1

√
γ2
2
R2 · · ·

√
γN
2
RN ]

Ψ11 =



Ξ1
T1
δ1

0 · · · 0 Θ1 Θ2

∗ Ξ2
T2
δ2
· · · 0 0 0

∗ ∗ Ξ3 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

∗ ∗ ∗ ∗ ΞN
TN
δN

0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ λ3 P T
12A1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0
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Ψ12 =



0 0 · · · 0 P12 Θ4

σ1 0 · · · 0 0 0

0 σ2 · · · 0 0 0
...

... . . . ...
...

...

0 0 · · · σN−1 0 0

0 0 · · · 0 σN + P22 P T
12C

0 0 · · · 0 0 0



Ψ13 =



λ1 · · · αk αk · · · αN 0
Y T
1

δ1
· · · 0 0 · · · 0 0

... . . . ...
... . . . ...

...

0 · · · −Y T
k

δk
· · · 0 0

0 · · · 0
Y T
k

δk
· · · 0

... . . . ...
... . . . ...

...

0 · · · 0 0 · · · −Y T
N

δN
0

−P T
33 · · · −P T

33 −P T
33 · · · λ2 0

AT1 P13 · · · ϕ1 ϕ2 · · · AT1 P13 0



Ψ23 =



0 0 · · · 0 0 0

0 0 · · · 0 0 0
...

... . . . ...
...

...

0 0 · · · 0 0 0

P23 P23 · · · P23 P23 0

CTP13 CTP13 · · · CTP13 CTP13 0



(Ψk
11)(N+2)(N+2) =



−Tk
δk
, i = k, j = k + 1

Tk
δk
, i ∈ {k, k + 1}, j = N + 2

−2Tk
δk
, i = N + 2, j = N + 2

0 otherwise
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Ξj


φ j = 1

−Tj−1

δj−1
− Tj

δj
−Qj−1 +Qj, j = 2, . . . , N.

−QN − TN
δN
, j = N + 1

σj =

{
Xj+1 −Xj, j=1,. . . ,N-1

−XN , j=N
βj =

{
Sj+1 − Sj, j=1,. . . N-1

−SN , j=N

φ = P11A+ ATP11 + P13 + P T
13 +X1A+ ATXT

1 +Q1 +
N∑
j=1

(δjYjA+ δjA
TY T

j )

+
N∑
j=1

δjWj −
N∑

j=1,j 6=k

2δ2
j

γj
Rj −

4δ2
k

γk
Rk −

T1

δ1

+ τN2

δj = τj − τj−1, γj = τ 2
j − τ 2

j−1, (j = 1, . . . N)

Ψ22 = diag{β1, β2, . . . , βN−1, βN ,−N1}.
Ψ33 = diag{−(2R1

γ1
+ W1

δ1
), . . . ,−(2RN

γN
+ WN

δN
),−N2

τ
}.

Ψ44 = diag{T1, T2, . . . , TN−1, TN}, Ψ55 = diag{R1, R2, . . . , RN−1, RN}.
λ1 = α1 − Y T

1

δ1
, λ2 = −P T

33 +
Y T
N

δN
, λ3 = ΞN+1 + Θ3.

ϕ1 = AT1 P13 +
Y T
k

δk
, ϕ2 = AT1 P13 −

Y T
k

δk

Θ1 = ATP12 − P13 + P T
23, Θ2 = P11A1 +

∑N
j=1 δjYjA1 +X1A1, Θ3 = −P23 − P T

23.

Θ4 = P11C +X1C +
∑N

j=1 δjYjC, Θ5 = −P T
33 + AT1 P13.

αj = Θ̄5 +
2δj
γj
R1, j = 1, . . . N, j 6= k, αk = Θ̄5 + 2δk

γk
Rk, k ∈ {1, 2, . . . , N}

Preuve 2.4.1 : Pour prouver le Théorème (2.4.1), nous considérons une fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovskii de la forme suivante :

Ṽ (t) = V1(t) + V2(t) (2.7)

où

V1(t) =ζTt Pζt +
N∑
j=1

∫ t−τj−1

t−τj
ξT (s)Qjξ(s)ds+

N∑
j=1

∫ −τj−1

−τj

∫ t

t+θ

ξT (s)Zjξ(s)dsdθ

+
N∑
j=1

∫ −τj−1

−τj

∫ 0

θ

∫ t

t+λ

ẋT (s)Rjẋ(s)dsdλdθ
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V2(t) =

∫ t

t−τ(t)

ẋT (s)N1ẋ(s)ds+

∫ 0

−τ(t)

∫ t

t+θ

xT (s)N2x(s)dsdθ

avec

ζTt = [xT (t) xT (t− τ) (
∫ t
t−τ x(s)ds)T ], ξT (s) = [xT (s) ẋT (s)].

Qj =

[
Qj Xj

∗ Sj

]
, Zj =

[
Wj Yj

∗ Tj

]
, j = 1, 2, . . . , N

Ensuite, la dérivée par rapport au temps de Ṽ (t) est donnée par :

V̇1(t) =2ζTt P ζ̇t + ξT (t)
N∑
j=1

δjZjξ(t) + ẋT (t)
N∑
j=1

γj
2
Rjẋ(t)

+
N∑
j=1

{ξT (t− τj−1)Qjξ(t− τj−1)− ξT (t− τj)Qjξ(t− τj)}

−
N∑
j=1

∫ t−τj−1

t−τj
ξT (s)Zjξ(s)ds−

N∑
j=1

∫ −τj−1

−τj

∫ t

t+θ

ẋT (s)Rjẋ(s)dsdθ

V̇2(t) =ẋT (t)N1ẋ(t)− ẋT (t− τ(t))N1ẋ(t− τ(t)) + τT (t)xT (t)N2x(t)

−
∫ t

t−τ(t)

xT (s)N2x(s)ds

(2.8)

En utilisant le Lemme 2.2.1, aux deux derniers termes d'intégrale de V̇1(t), nous obtenons

−
N∑
j=1

∫ t−τj−1

t−τj
ξT (s)Zjξ(s)ds ≤ −

N∑
j=1

ηT1
1

δj
Zjη1 (2.9)

et

−
N∑
j=1

∫ −τj−1

−τj

∫ t

t+θ

ξT (s)Rjξ(s)dsdθ ≤ −
N∑
j=1

ηT2
2

γj
Rjη2 (2.10)

où

η1 =
∫ t−τj−1

t−τj ξ(s)ds, η2 =
∫ −τj−1

−τj

∫ t
t+θ

ξ(s)dsdθ.

Pour le terme intégral de V̇2(t), il est similaire à [114], avec τ(t) est une fonction conti-

nue satisfaisante. ∀t > 0, Il existe un nombre entier positif k ∈ {1, 2 . . . , N} tel que

τ(t) ∈ [τk−1, τk].

−
∫ t−τk−1

t−τk
ξT (s)Rξ(s)ds ≤ −ηk1 − ηk2 (2.11)
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où

ηk1 =
∫ t−τ(t)

t−τk
ξT (s)ds R

δk

∫ t−τ(t)

t−τk
ξ(s)ds

ηk2 =
∫ t−τk−1

t−τ(t)
ξT (s)ds R

δk

∫ t−τk−1

t−τ(t)
ξ(s)ds

δk = τk − τk−1

En remplaçant (2.9), (2.10) et (2.11) en (2.8) on a l'inégalité suivante

˙̃V (t) ≤

 Σ1

Σ2

Σ3


T

Ψ

 Σ1

Σ2

Σ3

 (2.12)

avec

Ψ =

 Ψ11 + Ψk
11 Ψ12 Ψ13

∗ Ψ22 Ψ23

∗ ∗ Ψ33



+

 zT
1

zT
2

0

 (S1 +N1 +
N∑
j=1

(δjTj +
γj
2
Rj))

 zT
1

zT
2

0


T (2.13)

ΣT
1 = [xT (t) xT (t− τ1) . . . xT (t− τN), xT (t− τ(t))]

ΣT
2 = [ẋT (t) ẋT (t− τ1) . . . ẋT (t− τN), ẋT (t− τ(t))]

ΣT
3 =[

∫ t

t−τ1
xT (s)ds . . .

∫ t−τk−1

t−τ(t)

xT (s)ds

∫ t−τ(t)

t−τk
xT (s)ds . . .

∫ t−τN−1

t−τN
xT (s)ds∫ t

t−τ(t)

xT (s)ds]

En utilisant le complément de Schur à l'équation (2.13), on peut constater que Ψ <

0 est équivalent à (2.6), ce qui implique que ˙̃V (t) < 0. Ensuite, le système (2.1) est

asymptotiquement stable dans le cas 1. La preuve est terminée.�

Remarque 2.4.1 : On sait que le choix d'une fonctionnelle appropriée du Lyapunov-

Krasovskii (LKF) est la clé pour dériver un critère de stabilité moins conservatif. Mettons

P1i = 0, P2i = 0(i = 2, 3), P33 = 0,Wj = Yj = 0, Tj = δjT̃j, et Rj =
γj
2
R̃j avec

δj = τj − τj−1 et γj = τ 2
j − τ 2

j−1, (j = 1, . . . N), nous obtenons une fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovskii similaire à [114]. Par conséquent, la fonctionnelle du Lyapunov-

Krasovskii dans [114] est une forme réduite de Ṽ (t), il est donc théoriquement établi
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que nos résultats sont moins conservatifs que ceux dans [114].

Remarque 2.4.2 : Nous avons présenté un nouveau critère de stabilité dépendant du

retard en se basant sur la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovkii, qui est un cas plus gé-

néral que [164, 104, 165]. Par rapport à la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovkii dans

[165], notre approche contient un triple terme d'intégral
∫ 0

−τ

∫ 0

θ

∫ t
t+λ

ẋT (s)Rẋ(s)dsdλdθ,

dans le but d'obtenir des résultats moins conservatifs. Donc la fonctionnelle choisie dans

l'intervalle [−τ, 0] est décomposée en N sous-intervalles. De plus, les matrices de notre

fonctionnelle sont choisies sur différents sous-intervalles qui jouent un rôle clé dans la

réduction du conservatisme.

Remarque 2.4.3 : Dans l'approche proposée, les termes intégral∑N
j=1

∫ t−τj−1

t−τj ξT (s)Qjξ(s)ds et
∑N

j=1

∫ −τj−1

−τj

∫ 0

θ

∫ t
t+λ

ẋT (s)Rjẋ(s)dsdλdθ sont utilisés,

ce qui introduit les termes Σ1, Σ2 et Σ3. Ces termes jouent un rôle important dans la

réduction du conservatisme car les matrices Q et Rj donnent plus de liberté de choix.

Ce qui peut offrir plus de liberté pour choisir les tailles de partitionnement. De plus,

certains termes utiles ignorés dans [114] sont introduits dans la nouvelle fonctionnelle

de Lyapunov définie dans (2.7).

Dans la section suivante, nous présentons des conditions suffisantes pour lesquelles le
système (2.1) soit asymptotiquement stable pour le cas 2.

2.5 Analyse de la Stabilité pour le cas 2

Théorème 2.5.1 :[65] Pour τ > 0 et µ donné, le système (2.1) est asymptotiquement

stable s'il existe

N1 > 0, N2 > 0, Rj > 0, j = 1, 2, . . . , N ,

[
Q0 X0

∗ S0

]
> 0

P =

 P11 P12 P13

∗ P22 P23

∗ ∗ P33

 > 0,Qj =

[
Qj Xj

∗ Sj

]
> 0, Zj =

[
Wj Yj

∗ Tj

]
> 0
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Avec des dimensions appropriées telles que la condition suivante est vérifiée :

Λ̃ Ψ̃12 Ψ13 zT
1 S zT

1 Π1 zT
1 Π2

∗ Ψ̃22 Ψ23 zT
2 S zT

2 Π1 zT
2 Π2

∗ ∗ Ψ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ −S 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Ψ44 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Ψ55


< 0 (2.14)

Où

S = (S1 + S0 +N1), Λ̃ = Ψ̃11 + Ψk
11

Ψ̃11 =



Ξ̃1
T1
δ1

0 · · · 0 Θ1 Θ̃2

∗ Ξ2
T2
δ2
· · · 0 0 0

∗ ∗ Ξ3 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

∗ ∗ ∗ ∗ ΞN
TN
δN

0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ΞN+1 + Θ3 P T
12A1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ



Ψ̃12 =



0 0 · · · 0 P12 Θ̃4

σ1 0 · · · 0 0 0

0 σ2 · · · 0 0 0
...

... . . . ...
...

...

0 0 · · · σN−1 0 0

0 0 · · · 0 σN + P22 P T
12C

0 0 · · · 0 0 −(1− µ)X0


Ψ̃22 = diag{Ψ22,−(1− µ)(N1 + S0)}.
Λ = −2Tk

δk
− (1− µ)Q0, Ξ̃1 = φ+QO +X0A+ ATXT

0 .

Θ̃2 = Θ2 +X0A1, Θ̃4 = Θ4 +X0C.

Les termes restants sont définis dans le Théorème 2.4.1.

Preuve 2.5.1 :
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Pour le cas 2, nous considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t) (2.15)

Où

V3(t) =

∫ t

t−τ(t)

ξT (s)

[
Q0 X0

∗ S0

]
ξ(s)ds

Nous calculons la dérivée du V (t) par rapport au temps, le reste de la preuve est similaire

au Théorème 2.4.1. Ceci complète la démonstration. �

Remarque 2.5.1 : Par rapport à [114], nous avons construit une fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii en introduisant non seulement l'état x(t) mais aussi l'état retardé x(t−τ) et le

terme intégral
∫ t
t−τ x(s)ds pour exploiter toutes les informations possibles et nous avons

introduit dans le terme de la double-intégral l'état x(s), afin d'atteindre des résultats

moins conservatifs.

Remarque 2.5.2 : La réduction du conservatisme de nos résultats a bénéficié de la mé-

thode de partitionnement du retard, qui peut offrir plus de degré de liberté. De plus,

la partition de l'intervalle du retard [0 τ ] au lieu de l'intervalle [0 τ(t)], nous permet

d'introduire l'information entre τ(t) et τ , qui peuvent conduire à plus de conservatisme

si elles ne sont pas prises en compte. D'autre part, la borne inférieure du retard n'est pas

toujours limitée à 0, alors, le partitionnement de l'intervalle du retard [τ1 τ2] peut éviter

ces problèmes.

2.6 Résultats de Simulation

Dans cette section, nous utilisons deux exemples pour montrer l'efficacité et le mérite
de notre approche.

Exemple 2.6.1 Considérons le système neutre à retard suivant :

ẋ(t)− Cẋ(t− τ(t)) = Ax(t) + A1x(t− τ(t)). (2.16)

avec

A =

[
−2 0

0 −0.9

]
, A1 =

[
−1 0

−1 −1

]
, C =

[
c 0

0 c

]
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et 0 ≤ c ≤ 1. Pour différentes valeurs de N , et par l’application du théorème 2.4.1 et

théorème 2.5.1 avec les propositions suivantes

δ1 = δ2 = . . . = δN = τ
N

et γ1 = δ2, γ2 = 3δ2, γ3 = 5δ2, . . . , γN = (2N − 1)δ2.

Nous obtenons des résultats moins conservatifs que d'autres méthodes dans la litérature.

Si c = 0 et µ={0.1; 0.5; 0.9; inconnu}, en utilisant les critères de stabilité dans [16] et

[120]. Pour que le système soit asymptotiquement stable, les bornes maximales du re-

tard obtenues par [16] et [120] sont, respectivement : τ = {4.52; 2.40; 2.22; 2.22} et

τ = {5.51; 2.91;−;−}. La borne maximale de la méthode propospée est

τ={5.51; 3.26; 2.61; 2.61}.
Nous observons D'après les résultats, que notre méthode fournit des résultats moins

conservatifs que la méthode citée dans [16] et [120]. Pour plus de comparaison, Le ta-

bleau 2.1 illustre les bornes maximales pour des différentes valeurs de c et µ. Tableau 2.2

présente le nombre de variables de décision (Ndv) et le temps de calcul (CPU).

D'après les résultats figurant dans le tableau 2.1 on peut conclure que La méthode

Tableau 2.1 – La borne maximale pour différentes valeurs de c et µ
c 0.86723 0.72916 0.58831 0.24815
µ 0.1 0.3 0.5 0.9
[114] (N=2) 1.7776 1.5554 1.3436 0.7840
[114] (N=3) 1.7976 1.5801 1.3755 0.8076
[114] (N=4) 1.8128 1.5928 1.3964 0.8224
[114] (N=5) 1.8310 1.6080 1.4080 0.8345
Théorème 2.5.1 [65](N=2) 1.8951 1.6362 1.3894 0.7840
Théorème 2.5.1 [65](N=3) 2.8426 2.4543 2.0841 1.1760
Théorème 2.5.1 [65](N=4) 3.7902 3.2724 2.7788 1.5680
Théorème 2.5.1 [65](N=5) 4.7377 4.0906 3.4734 1.9600

proposée produit des résultats moins conservatifs que les résultats existants dans la lit-

térature.

Il est facile de voir que les résultats obtenus par l'application du théorème 2.4.1 sont

moins conservatifs que les résultats existants dans [114], ce qui démontre l'efficacité de

la méthode proposée.

Remarque 2.6.1 : Lorsque N augmente, les dimensions des inégalités matricielles li-

néaires (LMI) impliquées sont en croissance rapide et augmentent le nombre de variables

de décision (Ndv) qui compliqueront la manipulation de l'LMI et augmenteront le temps

de calcul (CPU). On peut également constater que l'augmentation de N a un effet im-

portant sur la borne maximale τ .
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Tableau 2.2 – La borne maximale τ quand µ est inconnu et c = 0.56764
method τ Ndv CPUtimes
Théorème 3.3 [114] (N=2) 1.0974 15n2+11n

2
4.3212

Théorème 3.3 [114] (N=3) 1.1757 21n2+15n
2

-
Théorème 3.3 [114] (N=4) 1.2168 27n2+19n

2
-

Théorème 3.3 [114] (N=5) 1.2505 33n2+23n
2

-
Théorème 2.4.1 [65](N=2) 1.0974 29n2+15n

2
16.4113

Théorème 2.4.1 [65](N=3) 1.6461 19n2 + 10n 32.1050
Théorème 2.4.1 [65](N=4) 2.1948 47n2+25n

2
79.6541

Théorème 2.4.1 [65](N=5) 2.7435 28n2 + 15n 152.2414

Exemple 2.6.2 : Cet exemple est un circuit dans lequel les éléments ont des retards (qui

représentent les circuits équivalents des éléments partiels PEEC). Ces circuits se ren-

contrent dans l'interconnexion des circuits digitaux ou avec des circuits intégrants des

micro-ondes. Pour plus d'informations voir [34, 112] et [5].

Nous testons les résultats théoriques par la résolution d'un problème du système neutre

(2.17), qui est motivé par le petit modèle de circuit équivalent à élément partiel (PEEC)

réel voir Figure 2.4 (b). Ce circuit représente un circuit équivalent d'onde complété pour

une barre de métal qui est discrétisée en deux cellules comme on le voit dans la Fi-

gure 2.4 (a). L'intérêt immédiat pour les problèmes de retard est le problème de stabilité.

Le modèle de la figure 2.4 (b) inclut les éléments de circuit que l'on connecte entre les

inductances avec retard de la forme Lpij(t − τ) et des sources de courant de la forme

icj(t− τ). La forme générale de ce type d'équation est

ẋ(t)− Cẋ(t− τ) = Ax(t) + A1x(t− τ). (2.17)

Les matrices pour notre exemple sont

A = 100×

 β 1 2

3 −9 0

1 2 −6

 , A1 = 100×

 1 0 −3

−0.5 −0.5 −1

−0.5 −1.5 0



C = (1/72)×

 −1 5 2

4 0 3

−2 4 1


Pour différentes valeurs de β, différentes méthodes sont utilisées pour calculer la borne
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FIGURE 2.4 – Modèle de circuit équivalent à élément partiel (PEEC)

maximale du retard, le tableau 2.3 présente les résultats obtenu par le théorème 2.4.1 et

d'autres résultats dans la littérature.

Clairement, à partir du tableau 2.3, nous avons trouvé que le théorème 2.4.1 dans ce

Tableau 2.3 – La borne supérieure τ pour différentes valeurs de β.
β -2.105 -2.103 -2.1
[34] 1.1413 0.3892 0.2553
[112] 1.1410 0.3892 0.2553
[105] 1.4483 0.4917 0.3214
[114] (N=2) 1.6084 0.5450 0.3538
Théorème 2.4.1 (N=2) 1.6164 0.5560 0.3643

mémoire peut obtenir des résultats beaucoup moins conservatifs que ceux de [34, 112,

105] et [114]. ce qui montre que la méthode proposée est plus significative que celle citée

dans le tableau 2.3.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de la stabilité asymptotique des sys-
tèmes neutres continus avec retard variable dans le temps, en utilisant la téchnique de
discrétisation du retard. Nous avons donné des critères concernant la stabilité asympto-
tique en se basant sur une nouvelle fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui contient
des termes à triple intégrale, qui est combinée avec l'approche du discrétisation du re-
tard. Les résultats sont formulés sous forme des inégalités matricielles linéaires (LMI).
Les résultats obtenus sont moins conservatifs que ceux existants dans la littérature. Les
exemples numériques donnés ont montré l'efficacité de la méthode dévelopée.
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Chapitre 3

Analyse de la stabilité des systèmes
linéaires avec retard variable : une
approche d'entrée-sortie

3.1 Introduction

L'existence du retard dans les systèmes dynamiques peut entraîner une oscillation,
divergences ou instabilité et dégradation des performances des systèmes. Le retard peut
être trouvé dans différents systèmes pratiques tels que les réseaux de neurones, le contrôle
dans les réseaux, les processus chimiques et les longues lignes de transmission dans les
systèmes pneumatiques, voir les réferences [116, 70, 70]. D'une manière générale, les
conditions de stabilité des systèmes à retard peuvent être classés en deux catégories :
l'un est un critère de stabilité dépendante du retard et l'autre est un critère de stabilité
indépendante du retard. Les critères de stabilité dépendante sont généralement moins
conservatifs que les critères de stabilité indépendante du retard, en particulier lorsque le
retard est faible.
Au cours des dernières décennies, une grande attention a été concentrée sur le problème
de la stabilité des systèmes à retard [2, 1, 127, 128] et [106]. De nombreuses approches
ont été développées dans la littérature pour réduire le conservatisme des conditions de
stabilité. Par exemple, dans [40], la méthode de transformation de modèle descripteur
a été considérée. Dans [15, 87], une téchnique de majoration des termes croisés a été
utilisée. Les auteurs dans [166, 85] proposent une approche de matrice de pondération
libre pour étudier la stabilité dépendante du retard pour la classe des systèmes continus
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et discrets. Dans [99] l'approche d'entrée-sortie a été étudiée.

L'idée principale de l'approche d'entrée-sortie consiste à transformer le modèle ré-
sultant en deux sous-systèmes interconnectés. Cette approche a été appliquée largement
aux systèmes à retard variable. Elle consiste à introduire les limites inférieures et supé-
rieures du retard dans un modèle d'approximation en transformant le système de départ
en deux sous-systèmes interconnectés basés sur le modèle d'approximation. Cette idée a
été appliquée pour la classe des systèmes discrets et continus avec retard variable, voir
par exemple les réferences suivantes [170, 59, 42] et [93].
Ce chapitre traite le problème de la stabilité asymptotique des systèmes continus à retard
variable en utilisant l'approche d'entrée-sortie et le Théorème de petit gain. Pour obte-
nir des critères de stabilité moins conservatifs, des matrices de pondération libre sont
introduites. Tous les résultats sont formulés en termes d'inégalités matricielles linéaires
qui peuvent être facilement résolus en utilisant des téchniques d'optimisation convexes.
Enfin, des exemples numériques sont donnés pour démontrer l'efficacité de la méthode
proposée.

3.2 Formulation de problème

Nous considérons le système avec retard variable décrit par le modèle suivant :{
ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− h(t)), t ≥ 0

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−h2, 0]
(3.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d'état, φ(θ) est une fonction vectorielle continue avec
θ ∈ [−h2, 0], A,Ad ∈ Rn×n sont des matrices constantes. h(t) est le retard variable
satisfaisant les contraintes suivantes :

0 < h1 ≤ h(t) ≤ h2 (3.2)

ḣ(t) ≤ µ (3.3)

Avant de continuer, le lemme suivant est introduit à cause c'est plus négatif. Vu son rôle
important dans le développement de nos principaux résultats.

Lemme 3.2.1 [90] : Pour toute matrice constante M >0, scalaire γ >0, et une fonction
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vectorielle, ω : [0, γ]→ Rn. L'inégalité intégrale suivante est vérifiée :

(

∫ γ

0

ω(s)ds)TM(

∫ γ

0

ω(s)ds) ≤ γ(

∫ γ

0

ω(s)TMω(s)ds). (3.4)

L'objectif principal de ce travail est de déterminer la condition de stabilité du système
(3.1) en utilisant le Théorème de petit gain (SSG) [99]. Pour appliquer ce Théorème,
nous devons transformer le système (3.1) en deux sous-systèmes suivants :

(S1) : z(t) = Gω(t); (S2) : ω(t) = ∆z(t) (3.5)

où le système (S1) est un système linéaire avec retard constant. G est la fonction de
transfert entre z(t) et ω(t). (S2) est le système linéaire inconnu de rétroaction avec retard
variable, avec l'opérateur ∆ ∈ D , {∆ : ‖∆‖∞ ≤ 1}. z(t)∈ Rz, ω(t) ∈ Rω.
En conséquence directe du Théorème de petit gain donné dans [99], il s'agit de trouver la
condition suffisante qui vérifie la stabilité asymptotique du système interconnecté (3.5)
au lieu du système (3.1).
La Figure 3.1 montre les sous-systèmes sous forme de blocs interconnectés :

FIGURE 3.1 – Les sous-systèmes (S1) et (S2) sous forme des blocks

Lemme 3.2.2 [99] : Considérons le système (3.5), et supposons que (S1) est stable.

Le système en boucle fermée formé par (S1) et (S2) est robustement asymptotiquement

stable pour tous ∆ ∈ D.
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S'il existe des matrices{Tω, Tz} ∈ T où

T ,{{Tω, Tz} ∈ Rω×ω × Rz×z : Tω, Tz matrices inversibles,

‖Tω ◦∆ ◦ T−1
z ‖∞ ≤ 1}

telles que la condition suivante soit satisfait :

‖Tz ◦G ◦ T−1
ω ‖∞ < 1. (3.6)

3.3 Transformation de modèle

Dans cette section, nous commençons par la transformation du système nominal (3.1)
en deux sous-systèmes interconnectés (3.5). Nous Considérons le système (3.1), et nous
cherchons à définir une approximation du retard h(t) en utilisant ses bornes inférieures
et supérieures h1, h2. C'est à dire définir une approximation de l'état retardé x(t− h(t)).
Les résultats de l'erreur d'approximation peuvent être écrits comme suit :

ω(t) =
2

h12

[x(t− h(t))− 1

2
(x(t− h1) + x(t− h2))]. (3.7)

avec h12 = h2−h1. En remplaçant x(t−h(t)) dans (3.1) par (3.7), le système (3.1) peut
être écrit en tant que système d'interconnexion formé par (S1) et (S2).

(S1) :

{
ẋ(t) = Ax(t) + 1

2
Adx(t− h1) + 1

2
Adx(t− h2) + h12

2
Adω(t)

z(t) = ẋ(t)

(S2) :ω(t) = ∆z(t)

L'opérateur ∆ est défini de z(t) vers ω(t) (z → ω).
Le lemme suivant est introduit pour montrer que la norme de ∆ est inférieure à 1.

Lemme 3.3.1 : L'opérateur ∆ : z(t)→ ω(t) satisfait la condition ‖X ◦∆◦X−1‖∞ ≤1,

où X est une matrice inversible.

Preuve 3.3.1 :
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Considérons la norme vectorielle pondérée par la matrice S

‖ω(t)‖2
S =

∫ t

0

ωT (t)Sω(t)dt =

∫ t

0

2

h12

[xT (t− h(t))− 1

2
(xT (t− h1)

+ xT (t− h2))]S
2

h12

[x(t− h(t))− 1

2
(x(t− h1) + x(t− h2))]dt

=
1

h2
12

∫ t

0

(

∫ t−h1

t−h2
β(s)ẋT (s)ds)S(

∫ t−h1

t−h2
β(s)ẋ(s)ds)dt

(3.8)

Où S = XTX ∈ Rn×n, et

β(s)


1 s ≤ t− h(t)

−1 s > t− h(t)

En utilisant le Lemme 3.4 et nous changeons l'ordre des deux intégrales. Après une cer-

taine manipulation, nous obtenons :

‖ω(t)‖2
S ≤

1

h12

∫ −h1
−h2

∫ t

0

ẋT (t+ α)Sẋ(t+ α)dtdα

=
1

h12

∫ −h1
−h2

∫ t+α

α

ẋT (t)Sẋ(t)dtdα

=
1

h12

∫ −h1
−h2

∫ t

0

ẋT (t)Sẋ(t)dtdα

=

∫ t

0

zT (t)Sz(t)dt = ‖z(t)‖2
S

Ce qui implique que ‖X ◦∆ ◦X−1‖∞ ≤ 1, avec z(t) = ẋ(t).

La preuve est terminée. �

Il faut noter que α est toujours négatif. L'intervalle de l'intégral est déplacé de [α, t + α]

à [0, t] et l'inégalité reste vraie car la fonction à integrer est dans la forme quadratique
positive.

Remarque 3.3.1 :{X,X} ∈ T sont des matrices qui apparaissent dans le théorème de

petit gain, puis selon le Lemme 3.2.2, pour s'assurer que le système (3.1) est stable sous

l'approche d'entrée-sortie, il est nécessaire de vérifier que (S1) est interne stable et qu'il

existe une matrice X tel que la condition ‖X ◦G ◦X−1‖∞ <1 est satisfaite.
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Remarque 3.3.2 :Il faut bien noter qu'aucun terme ajouté où ignoré lors de la transfor-

mation de modèle apportée au système (3.1), car si nous remplaçons ω(t) dans (S1) par

son expression (3.7), nous retrouvons le système (3.1).

Remarque 3.3.3 : Pour le système (3.1), avec ω(t) est une entrée et z(t) est une sortie,

la condition (3.6) dans le Lemme 3.2.2 est équivalent à la norme H∞. Alors, le système

(S1) peut étre écrit sous la forme suivante

z = Gω (3.9)

avec la fonction de transfert suivante

G(s) = s
(
sI − (A+

1

2
Ad(e

−h1s + e−h2s)
)−1h12

2
Ad. (3.10)

La contrainte (3.6) dans le Lemme 3.2.2 peut étre décrite par la condition suivante

‖Tz ◦G ◦ T−1
ω ‖∞ = sup

−∞<ω<+∞
‖XG(s)X−1‖. (3.11)

avec X une matrice inversible qui satisfait S = XTX .

3.4 L'analyse de la Stabilité

Dans cette section, on utilise l'approche d'entrée-sortie, à l'aide du Lemme 3.2.2 pour
démontrer le Théorème qui garantit la stabilité-dépendante du retard du système (S1).
L'analyse du théorème du petit gain peut être effectuée à plusieurs chemins puisque
l'interconnexion des deux sous-systèmes peut être décrite sous la forme suivante

(Sx1) :

{
ẋ(t) = Ax(t) + 1

2
Adx(t− h1) + 1

2
Adx(t− h2) + h12

2
AdX

−1ω̃(t)

z̃(t) = Xẋ(t)

(Sx2) :ω̃(t) = X∆X−1z̃(t)

avec z̃(t) = Xz(t), ω̃(t) = Xω(t).
Plusieurs chemins peuvent être suivis pour étudier la stabilité asymptotique du système
(Sx1), l'un de ces chemins est mentionné dans la remarque suivante :

Remarque 3.4.1 :Soit V (t) une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui garantit la
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stabilité du sous-système (Sx1) et soit

J , z̃T (t)z̃(t)− ω̃T (t)ω̃(t).

Il est bien connu que la condition donnée par (3.12) le long de la trajectoire de (Sx1).

W , V̇ (t) + J < 0 (3.12)

garantit que la norme H∞ de (Sx1) est inférieure à 1. Par conséquent (3.12) est une

condition suffisante pour le problème du lemme réel borné (BRL). Si la condition (3.12)
est satisfaite. Donc, selon le Lemme 3.2.2, on peut conclure que le système (3.1) est

stable. Ensuite, si J ≤ 0, cela signifie que ‖X ◦∆ ◦X−1‖∞ ≤ 1 et enfin, siW < 0 pour

S = XTX cela signifie que ‖X ◦G ◦X−1‖∞ < 1.

L'objectif de cette section consiste à développer des conditions suffisantes qui peuvent
être utilisées pour vérifier la stabilité asymptotique du système considéré.

Théorème 3.4.1 [3] : Pour des scalaires, h2 > h1 > 0 et µ. Le système (S1) est asymp-

totiquement stable s'il existe des matrices

P > 0, S > 0, Qi > 0 (i=1,2,3), Zj (j=1,2), Yk (k=1,2) et Wl (l=1,2).

tel que

Ψ1 =

 Ψ Φy

∗ − Z2

h12

 < 0 (3.13)

Ψ2 =

 Ψ Φw

∗ − Z2

h12

 < 0 (3.14)

où

Ψ =


Υ11 Σ1 Σ2

h12
2

Υ12

∗ Σ3 Σ4
h12
2

(Υ22

2
+ Y T

2 )

∗ ∗ Σ5
h12
2

(Υ22

2
−W T

2 )

∗ ∗ ∗ h12
2

Υ22 − S

+


AT

AT
d

2
AT

d

2

h12
AT

d

2

=


AT

AT
d

2
AT

d

2

h12
AT

d

2


T

Φy =
[
Y T

1
Y T
2

2

Y T
2

2
h12

Y T
2

2

]T
Φw =

[
W T

1
WT

2

2

WT
2

2
h12

WT
2

2

]T
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= = h2
1Z1 + h12Z2 + S.

Σ1 = Υ12

2
+ Y1 + Z1.

Σ2 = Υ12

2
−W1.

Σ3 = Υ22

4
+

Y T
2 +Y2

2
−Q1 − Z1.

Σ4 = Υ22

4
+

Y T
2 −W2

2
.

Σ5 = Υ22

4
− WT

2 +W2

2
−Q2.

Υ11 = PA+ ATP +
∑3

m=1Qm − Z1.

Υ12 = PAd +W1 − Y1.

Υ22 = −(1− µ)Q3 +W2 +W T
2 − Y2 − Y T

2

Preuve 3.4.1 :

Pour démontrer le Théorème 3.4.1, on suppose que le Théorème 2 dans [73] est satisfait.

Puis, nous définissons la matrice suivante

Γ =

[
I 0

0 h−1
12 I

]
(3.15)

En multipliant la condition (4) et (5) du Théorème 2 dans [73] à gauche par ΓT et à

droite par Γ, on obtient

ΓT (4)Γ = Φ1, ΓT (5)Γ = Φ2. (3.16)

Où

Φ1 =

[
Φ Y

∗ −h−1
12 Z2

]
, Φ2 =

[
Φ W

∗ −h−1
12 Z2

]
Ensuite, nous considérons la matrice suivante

Θ =


I 0 0 0 0

0 I
2

I
2

h12
I
2

0

0 I 0 0 0

0 0 I 0 0

0 0 0 0 I

 (3.17)

Puis, nous multiplions Φ1 à gauche par ΘT et à droite par Θ, nous obtenons

ΘTΦ1Θ =

[
Ξ Φy

∗ − Z2

h12

]
(3.18)
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avec

Ξ =



Υ11 Σ1 Σ2
h12
2

Υ12

∗ Σ3 Σ4
h12
2

(Υ22

2
+ Y T

2 )

∗ ∗ Σ5
h12
2

(Υ22

2
−W T

2 )

∗ ∗ ∗ h212
4

Υ22


+



AT

AT
d

2

AT
d

2

h12
AT

d

2


=̃



AT

AT
d

2

AT
d

2

h12
AT

d

2



T

Où =̃ = h2
1Z1 + h12Z2.

Pour satisfaire la contrainte (3.6) du Théorème du petit gain, qui est équivalent à la

norme H∞, il est évident d'appliquer l'inégalité suivante :

zT (t)Sz(t)− ωT (t)Sω(t) ≤ 0 (3.19)

remplaçons z(t) par sa valeur, nous obtenons l'inégalité (3.20) dépendante de la matrice

S 

AT

AT
d

2

AT
d

2

h12
AT

d

2


S



AT

AT
d

2

AT
d

2

h12
AT

d

2



T

+

[
03n×3n 03n×n

0n×3n −S

]
≤ 0 (3.20)

Nous additionons (3.18) et (3.20), nous obtenons l'inégalité (3.13).
La preuve pour obtenir l'inégalité (3.14) est similaire à (3.13).
La preuve est terminée. �

Remarque 3.4.2 : Si le théorème 2 du travail cité dans [73] vérifie que le système à

retard (3.1) est asymptotiquement stable pour tout h(t) satisfaisant 0 < h1 ≤ h(t) ≤ h2

et l'inégalité (3.18) est garantie, alors le théorème 3.4.1 garantit que le système (S1)

dérivé du système (3.1) est asymptotiquement stable. Dans ce sens, le théorème 3.4.1 est

moins conservatif que le théorème 2 [73].

Remarque 3.4.3 : Il est bien connu d'après la littérature que l'approche d'entrée-sortie
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peut réduire le conservatisme du système concerné. À titre de comparaison, notre mé-

thode nous permet d'introduire la matrice S. Par conséquent, les conditions dérivées sont

moins conservatives que celles dans [73]. Nous pouvons visualiser les bénéfices dans la

section des exemples numériques.

Remarque 3.4.4 : Les informations sur la dérivée du retard h(t) peuvent ne pas être

disponibles. Pour cette raison, le résultat lorsque µ est inconnu peut être obtenu à partir

du Théorème 3.4.1 où Q3 = 0.

Si h1 = 0, on peut dériver des conditions qui garantissent la stabilité asymptotique du
système (S1) à partir du Théorème 3.4.1.

Théorème 3.4.2 : Pour des scalaires, h2 > 0, h1 = 0 et µ. Le système (S1) est asympto-

tiquement stable s'il existe des matrices, P > 0, S > 0, Qi > 0 (i=2,3), Z2, Yk (k=1,2)

et Wl (l=1,2) tel que

Ψ̃1 =

 Ψ̃ Φ̃y

∗ −Z2

h2

 < 0 (3.21)

Ψ̃2 =

 Ψ̃ Φ̃w

∗ −Z2

h2

 < 0 (3.22)

Où

Φ̃y =
[
Y T

1 +
Y T
2

2

Y T
2

2
h2

Y T
2

2

]T
, Φ̃w =

[
W T

1 +
WT

2

2

WT
2

2
h2

WT
2

2

]T

Ψ̃ =



Σ̃1 Σ̃2
h2
2

(Υ̂12 + Υ22

2
)

∗ Σ5
h2
2

(Υ22

2
−W T

2 )

∗ ∗ h22
4

Υ22 − S


+



AT +
AT

d

2

AT
d

2

h2
AT

d

2


(h2Z2 + S)



AT +
AT

d

2

AT
d

2

h2
AT

d

2



T

avec

Υ̂11 = PA+ ATP +
∑3

m=2Qm + Y1 + Y T
1 .

Υ̂12 = PAd +W1 − Y1 + Y T
2 .

Σ̃1 = Υ̂11 +
Υ̂12+Υ̂T

12

2
+ Υ22

4
.

Σ̃2 = Υ22

4
+ Υ̂12

2
−W1 − W2

2
.
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Preuve 3.4.2 :

Nous suivons la même preuve que le Théorème 3.4.1. La preuve est terminée. �

Remarque 3.4.5 :Noter que nous avons bénéficié de la technique utilisée dans le papier

[73], qui est basée sur le choix d'une nouvelle fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii

combinée avec une nouvelle technique d'estimation de la limite supérieure de V (x(t)).

Par conséquent, nous obtenons deux inégalités matricielles. Donc nous obtenons des

résultats de stabilité moins conservatifs avec moins de variables matricielles.

3.5 Exemples Numériques

Dans cette section, nous utilisons deux exemples afin d’illustrer les avantages, et pour
montrer l'efficacité de nos critères de stabilité développés dans ce chapitre.

Exemple 3.5.1 : Nous considérons le système (3.1) avec les paramètres suivants

A =

[
0 1

−1 −2

]
, Ad =

[
0 0

−1 1

]
.

Pour tester la satisfaction de la condition 3.6 du théorème de petit gain, nous choisissons

différentes valeurs de h2 et nous fixons h1 à une valeur appropriée h1 = 0.5, la figure 3.2

montre la condition 3.11 développée dans la Remarque 3.3.3.

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

h
2


X

°G
°X

−
1 

∞

FIGURE 3.2 – L'évolution de la condition ‖XG(s)X−1‖∞ en fonction de la variation de

h2
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Le lemme 3.2.2 et l'application du théorème de petit gain exigent la satisfaction de la

condition 3.11. D'après la Figure 3.2, nous voyons clairement que la condition 3.11 est

inférieure à 1 pour différentes valeurs de h2. Ceci montre bien que la méthode proposée

satisfait les contraintes imposées par le théorème de petit gain. Ce qui signifie l'efficacité

de notre méthode.

Dans le cadre de montrer l'efficacité de la méthode proposée, on prend différentes valeurs

de h1 > 0 et on applique le Théorème 3.4.1. La borne supérieure du retard obtenue par le

théorème 3.4.1 ainsi que les résultats de la littérature sont présentés dans le tableau 3.1

et tableau 3.2. La figure 3.3 montre la région de stabilité en termes de h1 et h2, selon les

résultats obtenus dans le tableau 3.1.

Tableau 3.1 – La borne supérieure h2 obtenue par le Théorème 3.4.1 de l’Exemple 3.5.1
Méthode h1 1 2 3 4 5
[73] h2 2.35 2.58 3.47 4.39 5.33
Théorème 3.4.1[3] h2 2.75 2.82 3.62 4.55 5.50

Tableau 3.2 – La borne h2 obtenue par le Théorème 3.4.1 de l'Exemple 3.5.1 (µ est
inconnu)

Méthode h1 0.3 0.5 0.8 1 2
[73] h2 1.24 1.38 1.60 1.75 2.58
Théorème 3.4.1[3] (Q3 = 0) h2 1.31 1.45 1.68 1.84 2.70

À partir de ces tableaux, on peut voir que pour cet exemple, le résultat de la stabilité

du théorème 3.4.1 est moins conservatif que ceux obtenus en [73].

Lorsque h1 = 0 et µ = 0.3, nous utilisons le théorème 3.4.2, nous obtenons une borne

supérieure de h2 = 3.26 qui est supérieure à 2.34 obtenue par le critère de stabilité dans

[73] et 2.19 par le critère de la stabilité dans [71]. Ces résultats montrent l'efficacité et

l'avantage de notre approche.

Dans La figure 3.3, nous présentons les régions de stabilité dans lesquelles le système

(3.1) est asymptotiquement stable. Pour clarifier cette figure, l'espace entre la ligne qui

contient des cercles et la bordure est la région où le système est asymptotiquement stable

en utilisant théorème 3.4.1(TH1) et l'espace entre la ligne qui ne contient aucunes cercles

et la bordure est la région où le système est asymptotiquement stable selon la méthode

proposée dans [73](Th 2012). On peut observer que la région de stabilité du théo-

rème 3.4.1 comprend celui obtenu en utilisant le théorème 2 dans [73]. Cela signifie
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FIGURE 3.3 – La région de stabilité en termes de h1 et h2

que notre méthode donne des résultats moins conservatifs que celui de [73].

Exemple 3.5.2 : Considérons le système (3.1) avec les matrices suivantes

A =

[
−2 0

0 −0.9

]
, Ad =

[
−1 0

−1 −1

]
.

Nous choisissons différentes valeurs de h1 > 0, nous calculons la borne supérieure du

retard h2, qui assure la stabilité asymptotique du système (S1) pour tout retard satisfai-

sant h1 ≤ h(t) ≤ h2, les résultats sont figurés dans le tableau 3.3. D'après le tableau 3.3,

Tableau 3.3 – La borne h2 obtenue par le théorème 3.4.1 de l'Exemple 3.5.2 (µ est in-
connu)

Méthode h1 1 2 3 4
[154] h2 1.64 2.39 3.20 4.06
[167] h2 1.74 2.43 3.22 4.06
[71] h2 1.83 2.50 3.25 4.07
Théorème 3.4.1[3] (Q3 = 0) h2 2.06 2.61 3.31 4.09

nous constatons que les résultats obtenus mettent l'accent sur l'avantage et le mérite de

la méthode développée. Nous voyons qu'une amélioration a été réalisé par rapport aux

résultats existants dans la littérature.
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La figure 3.4 montre l'évolution de la condition 3.11 développée dans la Remarque 3.3.3

en fonction de la variation de la borne inférieure h1 et pour h2 = 1.85.
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FIGURE 3.4 – L'évolution de la condition ‖XG(s)X−1‖∞ en fonction de la variation de

h1

Nous voyons que la condition 3.11 est inférieure à 1 lors du changement de la borne

h1. Ce qui signifie que la condition imposée par le lemme 3.2.2 a été satisfaite, cela

montre que la méthode proposée est réalisable et respecte les conditions imposées.
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FIGURE 3.5 – Démonstration de l'inégalité ‖z(t)‖2‖ω(t)‖2 < 1 sous la condition initiale zéro
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La satisfaction de la condition 3.11 dans le domaine fréquentiel, fait voir que la

méthode proposée est plus significative. La figure 3.5 , montre le rapport ‖z(t)‖2‖ω(t)‖2 , et la

Figure 3.6 montre le rapport ‖ω(t)‖2
‖z(t)‖2 dans le domaine temporaire avec 1 ≤ h(t) ≤ 2.06 .
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FIGURE 3.6 – Démonstration de l'inégalité ‖ω(t)‖2
‖z(t)‖2 ≤ 1

À partir de la figure 3.5 et la figure 3.6, il est facile de voir que le modèle de trans-

formation donné satisfait les contraintes imposées par le Théorème du petit gain. Nous

pouvons voir qu'après 15 s, le rapport ‖z(t)‖2‖ω(t)‖2 a atteint une valeur constante d'environ

0.6586, et le rapport ‖ω(t)‖2
‖z(t)‖2 après 29 s, a atteint une valeur constante d'environ 0.6594,

ce qui est inférieur à 1. L'exécution des deux conditions montre clairement le pouvoir et

la réalisabilité de la méthode proposée.

Pour illustrer l'efficacité de la méthode proposée, La figure 3.7 a été faite sous les condi-

tions initiales x(0) = [0.5;−0.2] et le retard variable h(t) est une fonction aléatoire

uniforme dans l'intervalle [1 2.06].

La figure 3.7 illustre la solution obtenue avec la méthode proposée. Le comportement

global des états du système 3.1 est asymptotiquement stable. Ce qui montre bien que la

méthode proposée a résolu le problème de la stabilité du système 3.1.

3.5.1 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de la stabilité des systèmes linéaires
avec retard variable dans le temps. En se basant sur l'approximation des deux-termes
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FIGURE 3.7 – Les états du système pour l'Exemple 3.5.2

et le théorème du petit gain, nous avons donné des conditions dépendantes du retard.
Les résultats sont formulés sous forme des inégalités matricielles linéaires LMIs. Enfin,
deux exemples numériques sont donnés à titre d'illustration et de comparaison avec des
résultats antérieurs.
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Chapitre 4

Analyse de la stabilité et la stabilisation
des systèmes discrets avec retard
variable : approximation à trois termes

4.1 Introduction

De nombreux travaux appropriés au cours des dernières décennies sont axés sur
l'analyse de la stabilité des systèmes à retard. Les retards sont souvent une partie inté-
grante dans divers systèmes physiques tels que les systèmes de communication, la dy-
namique de la population, la stabilisation des navires, les systèmes d'alimentation éléc-
trique, les réacteurs nucléaires...etc. La nature de ces retards sont variables, il est bien
connu que l'existence du retard dans divers systèmes peut fournir de mauvaises perfor-
mances et une instabilité des systèmes dynamiques. Pour plus de détails, voir les réfé-
rences suivantes [61, 125, 57, 130].

Récemment, la modélisation discrète a un rôle essentiel dans de nombreux domaines
de la science et de l'ingénierie. Ainsi, la plupart des systèmes sont implémentés avec des
ordinateurs numériques via le matériel d'entrée/sortie nécessaire. L'ordinateur numérique
utilise l'information d'une manière discrète. D'une part, pour les considérations susmen-
tionnées, beaucoup d'intérêts ont été fixés pour l'analyse des systèmes à retard discret
dans la littérature, voir par exemple, [142, 167, 18, 115] et [129]. Basée sur la fonction-
nelle du Lyapunov-Krasovskii et sur les téchniques de majoration, la stabilité dépendante
du retard pour les systèmes discrets a été étudiée dans [41, 82, 68] et [155].
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4.2. Formulation du Problème

D'une part, une autre méthode a été utilisée dans l'analyse de la stabilité des systèmes à re-
tard discret, c'est l'approche d'entrée-sortie, cette méthode repose sur une transformation
spécifique qui vise à transformer un systéme pur en deux sous-systèmes interconnectés.
L'approche d'entrées-sorties a été mise en oeuvre dans divers travaux, tels que [170, 115]
pour le cas du retard constant. Dans [42, 22], l'approche a été étendue au cas du retard
variable. L'idée est de trouver une approximation de x(k − d(k)) pour le cas discret ou
x(t − h(t)) pour le cas continu, de sorte que l'erreur d'approximation soit aussi faible
que possible. Dans la littérature beaucoup de travaux ont montré que l'approche d'entrée-
sortie peut réduire le conservatisme du système approprié. Ces travaux ont bénéficié de
l'avantage de cette approche. Par la suite, nous citons quelques travaux qui ont utilisé
cette approche pour le cas du système à retard. Dans [42], x(k − da) est adopté comme
approximation de x(k − d(k)) avec da = (d1 + d2)/2. Les auteurs dans [93, 3] ont in-
troduit l'approximation à deux termes (x(t− h1) + x(t− h2))/2 comme approximation
de x(t − h(t)) pour le cas du système continu. Puis, elle est adoptée pour les systèmes
T-S Flous avec un retard variable dans [99]. Dans [150], les auteurs ont également utilisé
l'approximation discrète à deux termes (x(k−d1) +x(k−d2))/2 comme approximation
de x(k− d(k)). Puis, dans [152], cette approximation a été mise en place pour le filtrage
des systèmes discrets T-S flous avec retard variable.
Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approximation basée sur trois termes
(x(k − d1) + x(k − d2) + x(k − da))/3 comme approximation de x(k − d(k)) avec
d1 et d2 sont les bornes inférieures et supérieures du retard. L'erreur d'approximation de
l'approche proposée est inférieure à celle de deux termes. Cette méthode a été ensuite
utilisée pour donner de nouvelles conditions de la stabilité.

4.2 Formulation du Problème

Nous considérons le système linéaire discret avec retard variable décrit par le modèle
suivant. {

x(k + 1) =Ax(k) + Adx(k − d(k))

x(k) = φ(k), k = −d2,−d2 + 1, ..., 0
(4.1)

où x(k) ∈ Rn est le vecteur d'état, A,Ad ∈ Rn×n sont des matrices constantes. φ(k), k =

−d2,−d2 + 1, ..., 0 est une séquence de condition initiale. d1 et d2 sont des constantes
connues.

59



4. ANALYSE DE LA STABILITÉ ET LA STABILISATION DES SYSTÈMES DISCRETS

AVEC RETARD VARIABLE : APPROXIMATION À TROIS TERMES

d(k) est le retard variable, satisfaisant la condition suivante

1 ≤ d1 ≤ d(k) ≤ d2 (4.2)

Le Lemme suivant est utilisé, grace à son rôle important dans le développement de nos
principaux résultats.

Lemme 4.2.1 [75] Pour toute matrice symétrique M >0, deux entiers l1 < l2 et la

fonction vectorielle ω : [l1, l1 +1, ..., l2]→ Rn tel que les sommes concernées soient bien

définies, alors

(l2 − l1 + 1)

l2∑
i=l1

ωT (i)Mω(i) ≥ (

l2∑
i=l1

ω(i))TM(

l2∑
i=l1

ω(i))

D'après la littérature, le Lemme précédent a une grande importance dans la réduction du
conservatisme du système étudié. L'objectif principal de ce travail est de déterminer la
condition de stabilité pour le système (4.1) à retard variable en utilisant le Théorème de
petit gain.
Pour appliquer ce Théorème, nous devons transformer le système (4.1) en deux sous-
systèmes suivants :

(S1) : z(k) = Gω(k); (S2) : ω(k) = ∆z(k) (4.3)

où (S1) est un système linéaire avec retard constant, où l'opérateur G est la fonction de
transfert entre z(k) et ω(k). (S2) est le système de rétroaction linéaire inconnue avec re-
tard variable, où l'opérateur ∆ satisfaisant la contrainte suivante ∆ ∈ D , {∆ : ‖∆‖∞ ≤
1}. z(k) ∈ Rz, ω(k) ∈ Rω.
À partir du Théorème de petit gain donné dans [150], nous obtenons une condition suffi-
sante pour la stabilité asymptotique robuste des sous-systèmes interconnectés dans (4.3).
Pour cette raison, nous présentons le Lemme suivant.

Lemme 4.2.2 [150] : Considérons système (4.3), et supposons que (S1) est stable. Le

système en boucle fermée formé par (S1) et (S2) est robustement asymptotiquement

stable pour tout ∆ ∈ D, s'il existe des matrices{Tω, Tz} ∈ T où

T ,{{Tω, Tz} ∈ Rω×ω × Rz×z : Tω, Tz sont des matrices inversibles,

‖Tω ◦∆ ◦ T−1
z ‖∞ ≤ 1}
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telles que la condition suivante soit satisfait :

‖Tz ◦G ◦ T−1
ω ‖∞ < 1. (4.4)

4.3 Nouvelle approximation basée sur trois termes

Dans cette section, et avant de donner nos résultats, nous commençons par la présen-
tation de l'approximation de trois termes, et leur avantage par rapport a l'approximation
de deux termes.
Inspiré par le travail de [150], nous proposons une nouvelle approximation de l'état re-
tardé x(k − d(k)) en utilisant les états suivants x(k − d1), x(k − d2), et x(k − da).
L'estimation de x(k − d(k)) peut être écrite comme suit :

x(k − d(k)) =
1

3
(x(k − d1) + x(k − da) + x(k − d2)) +

d12

3
ω̃(k) (4.5)

Où d12 = d2− d1, da = d2+d1
2

. 1
3
(x(k− d1) +x(k− da) +x(k− d2)) est l'approximation

de x(k − d(k)) et d12
3
ω̃(k) est l'erreur d'approximation.

D'après l'équation (4.5) le système (4.1) peut être écrit sous la forme suivante :

x(k + 1) =Ax(k) +
1

3
Adx(k − d1) +

1

3
Adx(k − da) +

1

3
Adx(k − d2) +

d12

3
Adω̃(k)

ω(k) =∆z(k) avec ω̃(k) =
3√
6
ω(k)

(4.6)

Remarque 4.3.1 L'équation ω̃(k) = 3√
6
ω(k) est introduite pour montrer qu'il existe une

relation entre la rétroaction (S2) et le système (S1), et pour donner une représentation

du sous-système (S1) sous une forme compacte, similaire à celle dans [150].

Les deux équations présentées précédemment dans (4.6) composent la formulation
d'interconnexion du système (4.1).

(S1) :

[
x(k + 1)

z(k)

]
=

[
Φ1

d12
3
Ad

Φ2
d12
3
Ad

]
︸ ︷︷ ︸

G

[
ξ(k)

ω̃(k)

]

(S2) : ω(k) = ∆z(k)

(4.7)

où
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z(k) = x(k + 1)− x(k), Φ1 = [A Ad

3
Ad

3
Ad

3
]

Φ2 = [A− I Ad

3
Ad

3
Ad

3
], ξT (k) = [xT (k) xT (k − d1) xT (k − da) xT (k − d2)].

La position de d(k) dans l'intervalle [d1d2] nous donne deux sous-intervalles [d1da] et
[dad2]. Donc, l'équation (4.5), peut s'écrire sous les deux cas suivants :
Cas 1 : d1 ≤ d(k) ≤ da

d12

3
ω̃(k) = [x(k − d(k))− 1

3
(x(k − d1) + x(k − da) + x(k − d2))]

=
1

3

[
−

k−d1−1∑
i=k−d(k)

z(i)︸ ︷︷ ︸
ω1(k)

+2

k−d(k)−1∑
i=k−da

z(i)︸ ︷︷ ︸
ω2(k)

+
k−da−1∑
i=k−d2

z(i)︸ ︷︷ ︸
ω3(k)

]

=
1

3
{ω1(k) + ω2(k) + ω3(k)}

Cas 2 : da ≤ d(k) ≤ d2

d12

3
ω̃(k) = [x(k − d(k))− 1

3
(x(k − d1) + x(k − da) + x(k − d2))]

=
1

3

[
−

k−d1−1∑
i=k−da

z(i)︸ ︷︷ ︸
ω1(k)

−2
k−da−1∑
i=k−d(k)

z(i)︸ ︷︷ ︸
ω2(k)

+

k−d(k)−1∑
i=k−d2

z(i)︸ ︷︷ ︸
ω3(k)

]

=
1

3
{ω1(k) + ω2(k) + ω3(k)}

Le retard variable d(k) a été isolé dans ∆.
Avant de continuer, le Lemme suivant assure que la norme l2 de ∆ est borné par un.

Lemme 4.3.1 : L'opérateur ∆ : z(k)→ ω(k) satisfait la condition ‖∆‖∞ ≤ 1.

Preuve 4.3.1 :

Cas 1 :

Nous appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwartz [42].

d2
12

9
‖ω̃(k)‖2 =

1

9
‖ω1(k) + ω2(k) + ω3(k)‖2

≤ 1

9
{‖ω1(k)‖2 + ‖ω2(k)‖2 + ‖ω3(k)‖2}

Nous continuons la preuve pour chaque terme séparément. La fonction j = p(k) =

k − d(k) est croissante. Par conséquent, l'inverse k = p−1(j) = q(j) est bien défini et
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satisfait |q(j)− (j + d1)| ≤ d12/2. Alors, nous sommons ω1(k) dans k, nous changeons

l'ordre de la sommation et nous prenons en compte que z(k) = 0, k ≤ 0, nous trouvons

que

‖ω1(k)‖2
l2
≤

∞∑
k=0

(d(k)− d1)

k−d1−1∑
j=k−d(k)

‖z(j)‖2

= |
∞∑
j=0

(d(k)− d1)

j+d1−1∑
k=q(j)

‖z(j)‖2|

= |
∞∑
j=0

(d(k)− d1)(q(j)− (j + d1))‖z(j)‖2|

≤
∞∑
j=0

(da − d1)
d12

2
‖z(j)‖2

=
d2

12

4

∞∑
j=0

‖z(j)‖2

=
d2

12

4
‖z(k)‖2

l2

Pour ω2(k) et ω3(k), nous suivons le même processus, et nous aurons

‖ω2(k)‖2
l2
≤ 4

d2
12

4
‖z(k)‖2

l2
, ‖ω3(k)‖2

l2
≤ d2

12

4
‖z(k)‖2

l2

Ensuite, ajouter les trois termes ensemble

d2
12

9
‖ω̃(k)‖2

l2
≤ 1

9
(
d2

12

4
+ 4

d2
12

4
+
d2

12

4
)‖z(k)‖2

l2

=
d2

12

6
‖z(k)‖2

l2

En substituant ω̃(k) par la relation donnée dans l'équation (4.6), on obtient

‖ω(k)‖2
l2
≤ ‖z(k)‖2

l2
.

Cas 2 :

Pour le Cas 2, en utilisant un processus de preuve similaire à celui du Cas 1, nous obte-

nons les mêmes résultats.

Ceci complète la preuve.
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AVEC RETARD VARIABLE : APPROXIMATION À TROIS TERMES

Remarque 4.3.2 Le calcul du gain l2, nous permet d'extraire une étude comparative. Les

auteurs dans [42] ont défini x(k−da) comme approximation du x(k−d(k)( l'approximation

d'un terme). [150] a défini une approximation du x(k − d(k) basée sur deux termes
1
2
(x(k − d1) + x(k − d2)). D'un point de vue purement numérique, l'évaluation du gain

l2 montre que le gain l2 est plus petit en utilisant l'approximation de trois termes que

ceux obtenus en utilisant l'approximation de un ou de deux termes, comme le montrera

le Tableau 4.1.

Tableau 4.1 – Le gain l2 concernant différentes approximations.
Méthodes [42] [150] Approximation de trois termes
Le gain l2 d12√

2
d12
2

d12√
6

Remarque 4.3.3 Depuis les considérations susmentionnées, nous notons que l'approximation

de trois termes est plus générale que celle basée sur un ou deux termes. Ainsi

F Si x(k − da) = 1
2
{x(k − d1) + x(k − d2)}+ d12

6
ω̃(k). (4.5) est réduit à

x(k − d(k)) =
1

2
(x(k − d1) + x(k − d2)) +

d12

2
ω̃(k)

qui se réfère à l'approximation de deux termes [150]

F Si x(k − d1) + x(k − d2) = 2(x(k − da) + ω̃(k)). (4.5) est réduit à

x(k − d(k)) = x(k − da) +
d12√

2
ω̄(k)

qui se réfère à l'approximation d'un terme [42], où ω̄(k) = 3√
3
ω(k).

Remarque 4.3.4 Soit V (k) une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui garantit la

stabilité du sous-système (S1), et soit

J ,
∞∑
k=0

[zT (k)Sz(k)− ωT (k)Sω(k)].

Il est bien connu que la condition suivante

W , V (∞)− V (0) + J =
∞∑
k=0

[J(k) + ∆V (k)] < 0 (4.8)
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4.4. Analyse de la stabilité

garantit que la norme H∞ de (S1) est inférieure à 1. Par conséquent (4.8) est une condi-

tion suffisante pour le problème du lemme réel borné. Si la condition (4.8) est satisfaite,

selon le Lemme 4.2.2, on peut conclure que le système (S1) est stable. Cela signifie que

‖T ◦G ◦ T−1‖∞ < 1 où S = T TT .

4.4 Analyse de la stabilité

Le sous-système (S1) a trois états retardés avec des retards constants. Donc, la condi-
tion du petit gain dans le Lemme 4.2.2 ne peut pas être implémentée directement pour ré-
soudre (S1) par le Lemme réel borné. Une autre façon possible est d'appliquer la méthode
d'augmentation d'état (Anglais : lifting method) utilisée dans [168] pour convertir (S1) en
un système sans retard. Le Théorème suivant présente les conditions LMIs satisfaisant la
stabilité asymptotique du système (S1) et la condition du petit gain ‖T ◦G ◦T−1‖∞ < γ

pour un γ donné 0 < γ < 1.

Théorème 4.4.1 [36] Soient les scalaires d2 ≥ d1 ≥ 1 et γ > 0, le sous-système (S1)

est asymptotiquement stable et satisfait la condition ‖T ◦G ◦ T−1‖∞ < γ.

Lemme réel borné :

i) S'il existe des matrices positives P et S telle que la condition suivante est vérifiée :
−P PÃ PB̃ 0

∗ −P 0 C̃TS

∗ ∗ −2
3
γ2S D̃TS

∗ ∗ ∗ −S

 < 0 (4.9)

où

Ã =

[
A [0]1

1
3
Ad [0]2

1
3
Ad [0]2

1
3
Ad

Id2n 0

]

C̃ =
[
A− In [0]1

1
3
Ad[0]2

1
3
Ad [0]2

1
3
Ad

]
.

B̃ =

[
d12
3
Ad

0d2n×n

]
, D̃ =

d12

3
Ad, [0]1 = 0n×(d1−1)n, [0]2 = 0

n×(
d12
2
−1)n
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Fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii :

ii) s'il existe des matrices P > 0, S > 0, Qi > 0 (i=1,2,3), Rj > 0 (j=1,2), tel que[
Σ1

[
ΣT

2 P d1ΣT
3R1 d2ΣT

3R2 ΣT
3 S

]
∗ diag{−P,−R1,−R2,−S}

]
< 0 (4.10)

où

Σ1 =

[
Σ11

[
R1 0 R2 0

]
∗ diag{Σ12,−Q2,Σ13,−2

3
γ2S, }

]
Σ11 = Q1 +Q2 +Q3 − P −R1 −R2

Σ12 = −Q1 −R1, Σ13 = −Q3 −R2

Σ2 = [Φ1
d12
3
Ad]

Σ3 = [Φ2
d12
3
Ad]

Preuve 4.4.1 :

Lemme réel borné : Définissons le vecteur d'état augmenté suivant

x̂(k) = col{x(k), , x(k − 1), ..., x(k − d2)} (4.11)

et en utilisant la méthode d'augmentation d'état [168] pour convertir (S1) en un système

sans retard, nous obtenons[
x̂(k + 1)

z(k)

]
=

[
Ã B̃

C̃ D̃

][
x̂(k)

ω̃(k)

]
(4.12)

La fonction de transfert G entre z(k) et ω(k) garantit que la norme H∞ (‖T ◦ G ◦
T−1‖∞ < γ) du (S1) est inférieure à γ. Selon le Lemme 3.2 dans [119] et définissant

P = X et S = L. Alors la condition (4.9) garantit que ‖T ◦G ◦ T−1‖∞ < γ. Donc, il

est clair que (S1) est asymptotiquement stable.

Fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii : Considérons la fonctionnelle du Lyapunov-

Krasovskii discrète du système (S1) comme suit

V (x(k)) = V1(x(k)) + V2(x(k)) + V3(x(k)) (4.13)

où

V1(x(k)) = xT (k)Px(k)
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V2(x(k)) =
k−1∑

i=k−d1

xT (i)Q1x(i) +
k−1∑

i=k−da

xT (i)Q2x(i) +
k−1∑

i=k−d2

xT (i)Q3x(i).

V3(x(k)) =
2∑
l=1

dl

−1∑
j=−dl

k−1∑
i=k+j

zT (i)Rlz(i).

et z(i) = x(i+ 1)− x(i), da = (d2 + d1)/2.

La différence de V (k) peut être calculée comme suit

∆V (x(k)) =xT (k)(Q1 +Q2 +Q3 − P )x(k) + xT (k + 1)Px(k + 1)

− xT (k − d1)Q1x(k − d1)− xT (k − da)Q2x(k − da)

− xT (k − d2)Q3x(k − d2) + zT (k)(d2
1R1 + d2

2R2)z(k)

− d1

k−1∑
i=k−d1

zT (i)R1z(i)− d2

k−1∑
i=k−d2

zT (i)R2z(i)

(4.14)

Nous appliquons le Lemme 4.2.1 pour traiter les termes dans (4.14), nous obtenons

−d1

k−1∑
i=k−d1

zT (i)R1z(i) ≤ −ξT1 (k)R1ξ1(k) (4.15)

−d2

k−1∑
i=k−d2

zT (i)R2z(i) ≤ −ξT2 (k)R3ξ2(k) (4.16)

avec ξ1(k) = x(k)− x(k − d1), ξ2(k) = x(k)− x(k − d2).

En remplaçant les termes dans (4.14) par (4.15) et (4.16), nous obtenons

∆V (x(k)) = ξT (k)[Σ̄1 + ΦT
1 PΦ1 + ΦT

2 (d2
1R1 + d2

2R2)Φ2]ξ(k) (4.17)

où

Σ̄1 =

[
Σ11

[
R1 0 R2

]
∗ diag{Σ12,−Q2,Σ13}

]
Nous utilisons le complément de Schur, (4.10) implique que ∆V (x(k)) < 0, ce qui signi-

fie que (S1) est asymptotiquement stable.
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Soit S > 0

J ,
∞∑
k=0

[zT (k)Sz(k)− ωT (k)γ2Sω(k)︸ ︷︷ ︸
j(k)

]

=
∞∑
k=0

[zT (k)Sz(k)− ω̃T (k)
2

3
γ2Sω̃(k)]

(4.18)

Nous prenons ∆V (x(k)) de (S1), nous avons sous les conditions initiales zéro

J ≤V (∞)− V (0) + J =
∞∑
k=0

[j(k) + ∆V (k)]

≤
∞∑
k=0

ζT (k)[Σ1 + ΣT
2 PΣ2 + ΣT

3 (d2
1R1 + d2

2R2 + S)Σ2]ζ(k)

(4.19)

Où ζT (k) = [ξT (k) ω̃T (k)].

Utilisons le complément de schur, (4.19) implique (4.10). Pour S = T TT , J ≤ 0 signifie

que ‖T ◦G◦T−1‖∞ < γ. Il est facile de voir que (4.10) satisfaisant ‖T ◦G◦T−1‖∞ < γ.

la preuve est terminée.

Remarque 4.4.1 Il a été observé que l'utilisation de da = (d2 + d1)/2 dans la fonction-

nelle de Lyapunov construite, peut améliorer les performances de stabilité de nombreux

systèmes. D'autre part, l'erreur d'approximation de l'approche de trois termes montre

également que l'introduction de x(k − da) joue un rôle important pour obtenir une er-

reur d'approximation plus petite que les erreurs d'autres approches basées sur un seul ou

deux termes.

Remarque 4.4.2 Le nombre de variable de décision dans le Théorème 4.4.1 a été réduit

à 7
2
n2 + 7

2
n, qui est plus petit que 9n2 + 3n variables de décision utilisées dans [14, 88],

11
2
n2 + 9

2
n variables utilisées dans [110], 4n2 +3n variables utilisées dans [51] 8n2 +3n

variables utilisées dans [72]

4.5 Conception du contrôleur

Cette section est consacrée à l'étude du problème de conception du contrôleur de
retour d'état, dont l'objectif est de garantir la stabilité asymptotique du système à retard
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discret. Le système discret contrôlé est représenté par l'équation suivante

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) (4.20)

Il faut noter que dans la littérature plusieurs auteurs ont étudié la stabilisation du système
(4.20), et ont choisi comme loi de commande u(k) = Kx(k − d(k)). Différentes formes
de loi de commande sont utilisées dans [14, 110, 82] . Dans cette section, nous essayons
de stabiliser notre système avec une loi de commande différente de la loi utilisée dans
[14, 110, 82]. La commande de retour d'état est décrite par l'équation suivante :

u(k) = K1x(k) +K2x(k − d(k)) (4.21)

Où K1, K2 sont les gains à déterminer et d(k) est un retard variable satisfaisant (4.2). En
appliquant la loi de commande (4.21) au système (4.20) et en utilisant (4.5), le système
en boucle fermée est obtenu à partir de (4.20) sous la forme suivante

x(k + 1) =(A+BK1)x(k) +
1

3
Adx(k − d1) +

1

3
Adx(k − da)

+
1

3
Adx(k − d2) +

d12

3
Adω̃(k)

(4.22)

Où Ad = BK2.

Maintenant, nous présentons le Théorème suivant qui garantit la stabilité asymtotique du
système (4.22) en boucle fermée.

Théorème 4.5.1 [36] Etant donné les scalaires d2 ≥ d1 ≥ 1, le système linéaire (4.22)
est asymptotiquement stable s'il existe des matrices, P > 0, S > 0, X > 0, Z > 0,

Qi > 0 (i=1,2,3), Rj > 0, Yj > 0 (j=1,2), K1 et K2 tel que[
Σ1

[
Σ̃T

2 d1Σ̃T
3 d2Σ̃T

3 Σ̃T
3

]
∗ diag{−X,−Y1,−Y2,−Z}

]
< 0 (4.23)

avec des contraintes suivantes PX = I , R1Y1 = I , R2Y2 = I , SZ = I .

où Σ̃2 = [Φ̃1
d12
3
Ad]

Σ̃3 = [Φ̃2
d12
3
Ad].

Φ̃1 = [A+BK1
Ad

3
Ad

3
Ad

3
].

Φ̃2 = [A+BK1 − I Ad

3
Ad

3
Ad

3
]

Preuve 4.5.1 Remplaçant X , Z, Y1, Y2 par P−1, S−1, R−1
1 , R−1

2 respectivement. , en
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prenant en considération que A = A + BK1 et Ad = BK2. Ensuite, nous appliquons

le Lemme de complément de Schur, nous obtenons les conditions proposées dans Théo-

rème 4.4.1. Par conséquent, D'après le théorème 4.4.1, le résultat désiré est satisfait.

�

Remarque 4.5.1 La résolution du LMI à l'aide de Lmitoolbox dans MATLAB est diffi-

cile, alors, pour mettre en évidence le problème, il faut le transformer en un problème

d'optimisation. En vérifiant ensuite la satisfaction des LMIs en suivant la même procé-

dure que celle présentée dans [13]. La résolution de ce problème peut se faire facile-

ment en utilisant l'algorithme de cône (CCL) présenté dans [97], qui est adopté comme

l'Algorithme1.

Algorithme 1 Pour maximiser d2 :

Etape 1 :

Choisissez une valeur suffisamment petite de d2 > d1 ≥ 1 et une tolérance ε (par exemple

ε = 10−6). Soit {P0, X0, R10, Y10, R20, Y20, S0, Z0} = {I} telle qu'il existe une solution

pour les conditions (4.23) et (4.24)[
P I

I X

]
≥ 0,

[
R1 I

I Y1

]
≥ 0,

[
R2 I

I Y2

]
≥ 0,

[
S I

I Z

]
≥ 0 (4.24)

Prenez d2max = d2, k = 0.

Etape 2 :

Trouver une solution au problème d'optimisation suivant pour les variables

{P,X,R1, Y1, R2, Y2, S, Z}
Minimiser la Trace PkX +XkP +R1kY1 + Y1kR1

+R2kY2 + Y2kR2 + SkZ + ZkS

tel que (4.23) et (4.24)

Prenez Pk+1 = P,Xk+1 = X,R1(k+1) = R1, Y1(k+1) = Y1, R2(k+1) = R2, Y2(k+1) =

Y2, Sk+1 = S,Zk+1 = Z

Etape 3 :

Si ‖ Pk+1 − X−1
k+1 ‖≤ ε, ‖ R1(k+1) − Y −1

1(k+1) ‖≤ ε, ‖ R2(k+1) − Y −1
2(k+1) ‖≤ ε, et

‖ Sk+1 − Z−1
k+1 ‖≤ ε

sont satisfait, alors d2max = d2, incrémenter d2, et revenir à l'Etape 2. Si elle n'est pas

satisfaite dans un certain nombre maximal d'itérations, Alors quitter l'algorithme. Autre-
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ment, mettre k = k + 1 et retournez à l'Etape 2.

4.6 Exemples numériques

Pour illustrer l'efficacité de la méthode proposée, cette section fournira trois exemples.
On montrera que les résultats proposés peuvent fournir des résultats moins conservatifs
que les résultats récents proposés dans la littérature.

Exemple 4.6.1 Considérons le système linéaire à retard discret

x(k + 1) =

[
0.8 0

0.05 0.9

]
x(k) +

[
−0.1 0

−0.2 −0.1

]
x(k − d(k)) (4.25)

Dans cet exemple, nous montrons les avantages de la nouvelle approximation du modèle.

Les auteurs dans [150] ont adopté la transformation du modèle présentée dans d'autres

travaux tels que [42] et [23] et formuler ses lemmes spécifiques. Nous comparons notre

approche en utilisant le théorème 4.4.1 avec les résultats dans [150] et les résultats

obtenus par les lemmes présentés dans [150].

Tableau 4.2 présente le nombre de variable de décision de différentes méthodes quand

8 ≤ d(k) ≤ 14 et le minimum de γ.

Tableau 4.2 – Le minimum γ pour différentes méthodes quand 8 ≤ d(k) ≤ 14.
Méthodes nombre de variable de décision γ

Lemme 3 pour S̃h1[150] 174 1.00

Lemme 3 pour S̃hm[150] 303 0.79

Corollaire 1-(ii) pour S̃1[150] 18 0.53

Corollaire 1-(i) pour S̃1[150] 468 0.49

Théorème 4.4.1-(ii)[36] 21 0.44

Théorème 4.4.1-(i)[36] 468 0.42

On peut constater que le minimum de γ obtenu par notre méthode est plus petit

que celui donné par d'autres méthodes. D'après tableau 4.2 on peut voir que le théo-

rème 4.4.1-(ii) a besoin plus de variables de décision et en même temps donne un mi-

nimum de γ plus petit que le corollaire 1-(ii) dans [150], tandis que celui du théo-

rème 4.4.1-(i) et avec le même nombre de variables de décision, nous obtenons un γ

plus petit que le corollaire 1-(i) dans [150] ce qui signifie que l'approximation à trois
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termes donne des résultats moins conservatifs que l'approximation à deux termes.

Le tableau 4.3 présente les bornes maximales du retard obtenues par le théorème 4.4.1-i)

et ii).

Tableau 4.3 – La borne maximale d2 pour différentes valeurs de d1.
d1 2 4 6 7 10 15 20 25

[72] - - 18 18 20 23 27 31

[51] - - 18 18 20 23 27 31

[110] 19 19 20 20 21 24 27 -

[150]-(ii) 17 17 18 18 20 23 27 31

[60] 20 21 21 - 22 24 27 -

Théorème 4.4.1-(ii)[36] 20 20 21 21 22 25 28 32

[150]-(i) 17 19 21 22 25 30 35 40

Théorème 4.4.1-(i)[36] 20 22 24 25 28 33 38 43

D'après le tableau 4.3, nous pouvons conclure que la méthode proposée donne des

résultats moins conservatifs que les résultats existants dans la littérature. De plus, la

relation entre ‖X ◦G ◦X−1‖∞ et d2 lorsque d1 = 7 est représentée dans la figure. 4.1

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

 

 

X: 18
Y: 0.9486

d
2

||X
oG

oX
−

1 || ∞

X: 21
Y: 0.877

X: 21
Y: 0.8857

X: 18
Y: 0.6318

X: 26
Y: 0.9508

Col−ii)
Col−i)
Th−ii)
Th−i)

FIGURE 4.1 – La condition ‖X ◦G ◦X−1‖∞ en fonction du borne d2(d1 = 7).

D'après la figure. 4.1, nous observons que l'approximation avec trois termes a une

norme ‖X◦G◦X−1‖∞ plus petite. Par exemple lorsque d1 = 7, la norme ‖X◦G◦X−1‖∞
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obtenue par le théorème 4.4.1-i) et ii)((Th-i) et (Th-ii)) est 0.6318 quand d2 = 18 et 0.877

quand d2 = 21 respectivement, tandis que celle de l'approximation avec deux termes

dans [150] obtenue par le corollaire 1-i) et ii)((Col-i) et (Col-ii)) est 0.9486 et 0.8857

respectivement.

D'un autre côté, on peut observer D'après la figure. 4.1 que le théorème 4.4.1-i) donne

une borne de retard d2 = 26 plus grande que celle obtenue par le corollaire 1-i) dans

[150] (d2 = 21). Cette comparaison montre que la méthode proposée est moins conser-

vative.

Exemple 4.6.2 Considérons le système linéaire à retard discret suivant :

x(k + 1) =

[
0.7 0.1

0.05 0.7

]
x(k) +

[
−0.1 0.1

−0.1 −0.2

]
x(k − d(k)) (4.26)

Pour d1 donné d1 = {2, 5, 6, 7, 10, 20}, les bornes supérieures maximales d2 obtenues

par [88] sont {9, 11, 12, 13, 16, 26}, tandis que les bornes de retard en utilisant le théo-

rème 4.4.1-(ii) sont plus grandes d2 = {12, 15, 16, 17, 20, 30}, ce qui signifie que la

méthode proposée est moins conservative. Le Tableau 4.4 montre les résultats du borne

maximale d2 pour différentes valeurs de d1.

Tableau 4.4 – La borne maximale d2 pour différentes valeurs de d1.
d1 2 5 6 7 10 20 Nombre de variables de décision

[14] 7 9 10 11 14 24 42

[75] 8 10 11 12 15 25 18

[51] 9 11 12 13 16 26 22

[150]-(ii) 9 11 12 13 16 26 18

[150]-(i) 9 13 14 15 17 27 -

Théorème 4.4.1-(ii)[36] 10 13 14 15 18 28 21

Théorème 4.4.1-(i)[36] 12 15 16 17 20 30 -

Il est clair D'après le tableau 4.4 que les résultats obtenus par la méthode proposée

sont meilleurs que ceux existants dans la littérature. D'après la dernière colonne du ta-

bleau 4.4 concernant le nombre de variables de décision, nous observons que la méthode

proposée nécessite plus de variables de décision que [75] et [150], et plus petite que

d'autres méthodes, ce qui signifie que la méthode proposée reste efficace et donne des

73



4. ANALYSE DE LA STABILITÉ ET LA STABILISATION DES SYSTÈMES DISCRETS

AVEC RETARD VARIABLE : APPROXIMATION À TROIS TERMES

résultats moins conservatifs.

D'un autre côté, la figure 4.2 décrit la relation entre ‖X ◦G◦X−1‖∞ et d1 quand d2 = 8.
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FIGURE 4.2 – La condition ‖X◦G◦X−1‖∞ en fonction de la borne inférieure d1(d2 = 8).

La figure 4.2 montre que lorsque d1 augmente, la norme ‖X ◦ G ◦ X−1‖∞ diminue

et les résultats obtenus sont meilleurs que ceux dans la littérature, ce qui signifie que les

résultats obtenus sont moins conservatifs.

Exemple 4.6.3 Considérons le modèle du système de pendule inversé [110], présenté

sur la Figure 4.3 avec la description continue suivante

ẋ(t) =

[
0 1

3(M+m)g
l(4M+m)

0

]
x(t) +

[
0

− 3
l(4M+m)

]
u(t) (4.27)

Lorsque M = 8kg,m = 2.0kg, l = 0.5m, g = 9.8m/s2 et en choisissant le temps

d'échantillonnage Ts = 30ms, alors le système (4.27) peut être transformé en système à

temps discret avec les paramètres suivants

A =

[
1.00078 0.0301

0.5202 1.0078

]
, B =

[
−0.0001

−0.005

]

Nous considérons cet exemple pour illustrer les avantages de la méthode proposée. Ap-

pliquant le théorème 4.5.1, quand d1 = 1, La valeur maximale de d2 qui garantit la
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FIGURE 4.3 – Système de pendule inversé.

stabilité asymptotique du système (4.20) est d2 = 8 pour K = K1 = K2, et d2 > 15 pour

K1 6= K2, tandis que celle de [82, 14, 75, 110] est respectivement {3, 4, 5, 6}. ce qui si-

gnifie que notre approche donne une plus grande borne du retard. Le tableau 4.5 résume

les études consacrées à la stabilisation du système (4.20) et présente la liste des bornes

maximales du retard et du gain de controle obtenus pour chaque travail. La dernière co-

lonne du tableau 4.5 donne la liste du nombre d'itérations satisfaisant au théorème 4.5.1.

Tableau 4.5 – La borne maximale du retard d2 et le gain K.
Méthodes d2 K nombre d'itérations

[82] 3 [102.9100 80.7916] -

[14] 4 [110.6827 34.6980] -

[75] 5 [110.6827 34.6980] -

[110] 6 [110.6827 34.6980] -

Théorème 4.5.1 K1 = K2[36] 8 [85.9857 26.5128] 473

Théorème 4.5.1

[
K1

K2

]
[36] > 15

[
98.3007 7.0841

−0.0005 0.0020

]
59

Premièrement, il faut noter que le théorème 4.5.1 est satisfait avec un gain de contrô-

leur petit que ceux de [82, 14, 75] et [110]. De plus, le nombre d'itérations nécessaires

pour obtenir une solution au théorème 4.5.1 quand K = K1 = K2 est 473, tandis que
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celui de K1 6= K2 est 59, ce qui signifie que la méthode proposée avec K1 6= K2 est

meilleure que K = K1 = K2. Le gain du contrôleur dans la dernière ligne du ta-

bleau 4.5 est obtenu pour d1 = 1 et d2 = 15.

La figure 4.4 et figure 4.5 représentent le système en boucle fermée en utilisant le gain

du contrôleur K = K1 = K2 et K1 6= K2 respectivement.
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FIGURE 4.4 – Les états du système en boucle fermée x1(k) et x2(k) quandK = K1 = K2
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FIGURE 4.5 – La trajectoire des états x1(k) et x2(k) quand K1 6= K2

La figure 4.4 montre que les états convergent vers zéro pour un k faible, alors que ceux

représentés dans la figure 4.5 nécessite plus de temps k pour converger vers zéro. D'après

cet exemple, nous déduirons que notre méthode peut contrôler un système pratique. la

simulation est realisée à l'aide des valeurs suivantes : les valeurs initiales des états sont

x(0) = [−1 1]T et le retard d(k) est supposé d(k) = 1 + 7 | sin(kπ/2) |∈ [1 8].

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de la stabilité dépendante du retard
pour les systèmes linéaires discrets, à l'aide d'une nouvelle transformation du modèle ef-
fectuant une approximation à trois termes, une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii et
le théorème du petit gain direct. Par la suite, le problème de la conception de la loi de
commande par retour d'état pour les systèmes à temps discret a été étudié et une condi-
tion suffisante pour la solvabilité de ce problème a été donnée en utilisant l'algorithme
de linéarisation de cône (CCL). Les critères de stabilité et stabilisation ont été présentés
en termes d'inégalité matricielle linéaire. Enfin, les résultats sont testés en appelant trois
exemples de la littérature. Il est préférable de mentionner que ces résultats sont exten-
sibles pour le problème de performance H∞ de nombreux types de systèmes.
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Chapitre 5

Amélioration de la performance H∞
pour des systèmes linéaires à retard
variable

5.1 Introduction

Il est bien connu que l'existence du retard dans les systèmes dynamiques peut conduire
à des oscillations ; divergences ou instabilité et mauvaise performance. Le retard peut
être trouvé dans divers systèmes pratiques tels que les réseaux de transmission, le réseau
contrôlé, les procédés chimiques et les longues lignes de transmission dans les systèmes
pneumatiques [92, 70]. Au cours des dernières décennies, le problème de l'analyse de la
stabilité des systèmes à retard a suscité un grand intérêt, voir [1, 127] pour les systèmes
1–D et [106, 128] pour les systèmes 2–D. De manière générale, les conditions de la sta-
bilité des systèmes à retard peuvent être classées en deux catégories : l'une dite critère de
stabilité dépendante du retard et l'autre est un critère de stabilité indépendante du retard. Il
est bien connu que les critères de stabilité dépendants du retard sont généralement moins
conservatifs que les critères de stabilité indépendante du retard, en particulier lorsque le
retard est faible.
Nombreuses approches ont été développées dans la littérature pour réduire le conserva-
tisme des conditions de stabilité. Par exemple, dans [40], la méthode de transformation
du modèle descripteur est considérée. L'amélioration de la téchnique de la majoration est
proposée dans [15, 87]. Dans [166, 85], Une téchnique basée sur des matrices de pon-
dération libre est développée. En considérant les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii
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appropriées et en ajoutant les matrices de pondération libre, des conditions dépendantes
du retard qui garantissent la stabilité exponentielle globale sont données dans [78, 79, 80]
et dans [81]. L'approche d'entrées-sorties a été l'objet d'une recherche profonde par plu-
sieurs chercheurs. L'approche a été étudiée dans [99]. Dans [172, 173], une fonctionnelle
complète de Lyapunov-Krasovskii augmentée a été utilisée avec la téchnique de discréti-
sation du retard pour établir des critères de stabilité et de stabilisation pour les systèmes
à retard. Dans [172], des conditions moins conservatives pour les systèmes de Takagi-
Sugeno (T–S) flous à retard sont obtenues en utilisant l'inégalité de Wirtinger récem-
ment développée, des matrices de pondération libre et une fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii.
Pour l'approche d'entrées-sorties, l'idée principale consiste à convertir le système original
en deux sous-systèmes interconnectés. Nombreux travaux ont proposé des résultats tels
que [170] et [59] pour un retard constant et [42] et [22] pour un retard variable. Pour
les systèmes à retard variable, l'idée est de trouver une approximation de l'état retardé
(x(k − d(k))) pour un système discret ou l'état retardé (x(t − h(t))) pour un système
continu, de sorte que son erreur d'approximation soit aussi faible que possible. Les au-
teurs dans [42], ont adopté x(k − da) en tant qu'approximation de x(k − d(k)) avec
da = (d1 + d2)/2. Dans [3, 93], les auteurs ont introduit l'approximation à deux termes
(x(t − h1) + x(t − h2))/2 pour un système continu à retard variable. Cette dernière ap-
proximation a été utilisée pour étudier les systèmes T–S flous avec un retard variable,
voir [99]. Une version discrete de l'approximation à deux termes a été considérée dans
[150, 152]. D'aprés les travaux existants dans la littérature, nous remarquons que le mo-
dèle d'approximation de l'état retardé (x(t − h(t))) à deux termes est meilleur que celui
basé sur un seul terme.

Dans ce chapitre, un nouveau modèle de transformation sera proposé, analysé puis
appliqué à l'analyse de la stabilité des systèmes continus à retard variable. Pour cela,
une approximation basée sur trois termes sera considérée. Ce modèle, qui inclut non
seulement les bornes supérieures et inférieures mais aussi la moyenne des deux bornes
d1 et d2, permet d'améliorer le modèle d'approximation par comparaison avec les modèles
d'approximation existants basés sur un seul terme et sur deux termes.
Les principales contributions de ce chapitre sont soulignées comme suit :

1. Un nouveau modèle d'approximation de l'état retardé, plus réaliste, est proposé.

2. Des conditions de stabilité moins conservatives sont dérivées en utilisant une
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fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii appropriée, puis formulées en termes d'inégalités
matricielles linéaires (LMIs).

3. Des simulations numériques et des comparaisons avec quelques résultats récents
sont donnés pour démontrer l'efficacité de la méthode proposée.

5.2 Formulation du problème

Dans cette section nous présentons le système qui est l'axe de l'étude et aussi les
notions et les lemmes utilisés pour développer nos résultats. Nous considérons le système
avec un retard variable décrit par l'équation suivante :{

ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− h(t)), t ≥ 0

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−h2, 0]
(5.1)

Où x(t) ∈ Rn est le vecteur d'état, φ(θ) est une fonction continue des vecteurs ini-
tiales, avec θ ∈ [−h2, 0], A,Ad ∈ Rn×n sont des matrices constantes.
h(t) est le retard variable qui satisfait les contraintes suivantes.

0 < h1 ≤ h(t) ≤ h2, ḣ(t) < µ (5.2)

Avant de continuer, le lemme suivant est introduit, à cause de son rôle important dans le
développement de nos résultats.

Lemme 5.2.1 [118] : Pour une matrice R >0, et une fonction différentiable {x(u) | u ∈
[a, b]} l'inégalité suivante est satisfaite :∫ b

a

ẋT (s)Rẋ(s)ds ≥ 1

b− a
ΨT

0RΨ0 +
3

b− a
ΨT

1RΨ1. (5.3)

où

Ψ0 = x(b)− x(a)

Ψ1 = x(b) + x(a)− 2
b−a

∫ b
a
x(s)ds.

Le lemme précédent permet de réduire le conservatisme du système étudié, à cause des
termes qui sont apparus dans le côté droit de l'inégalité (5.3). Si nous comparons cette
inégalité avec l'inégalité de Jensen développée dans [90], nous voyons que cette dérnière
est un cas special de l'inégalité (5.3). Les avantages fournis par le lemme 5.2.1, nous en-
courage de l'utiliser.

80



5.3. Nouveau modèle de transformation

L'objectif principal de ce travail est de développer une condition de stabilité moins conser-
vative pour le système (5.1) en utilisant le théorème du petit gain proposé par [99].
Pour appliquer ce théorème, il faut transformer le système original (5.1) en deux sous-
systèmes :

(S1) : z∆(t) = Gω∆(t); (S2) : ω∆(t) = ∆z∆(t) (5.4)

où le système (S1) est un système linéaire avec retard constant, où G est la fonction de
transfert entre z∆(t) et ω∆(t). (S2) est un système linéaire inconnu de rétroaction avec
retard variable, où l'opérateur ∆ ∈ D , {∆ : ‖∆‖∞ ≤ 1}. z∆(t) ∈ Rz, ω∆(t) ∈ Rω.
D'aprés le théorème du petit gain donné dans [99], il s'agit de trouver la condition suf-
fisante qui vérifie la stabilité asymptotique du système interconnecté (5.4) au lieu du
système (5.1).

Lemme 5.2.2 [99] : Considérons (5.4), et supposons que (S1) est stable. Le système en

boucle fermée formé par (S1) et (S2) est robustement asymptotiquement stable pour tous

∆ ∈ D.

S'il existe des matrices {Tω, Tz} ∈ T où

T ,{{Tω, Tz} ∈ Rω×ω × Rz×z : Tω, Tz sontdesmatricesinversibles,

‖Tω ◦∆ ◦ T−1
z ‖∞ ≤ 1}

tel que la condition suivante est satisfaite :

‖Tz ◦G ◦ T−1
ω ‖∞ < 1. (5.5)

5.3 Nouveau modèle de transformation

Dans cette section, nous présentons le nouveau modèle de transformation, ses appli-
cations au système nominal (5.1), les différences et les avantages par rapport aux modèles
de transformation déja existants dans la littérature.
Nous considérons le système (5.1), nous proposons une nouvelle approximation de l'état
retardé x(t − h(t)) en utilisant ces bornes inférieures et supérieures h1, h2 et la borne
moyenne ha = (h1 + h2)/2 par l'équation suivante :

x(t− h(t)) =
1

3
{x(t− h1) + x(t− h2)) + x(t− ha)}+

h12

3
ω̃(t) (5.6)
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où h12 = h2− h1, ha = h2+h1
2

. 1
3
{x(t− h1) + x(t− h2) + x(t− ha)} est l'approximation

de x(t − h(t)) et h12
3
ω̃(t) est l'erreur d'approximation. D'après (5.6) système (5.1) peut

être écrit en tant que système d'interconnexion entre (S1) et (S2).

(S1) :


ẋ(t) = Ax(t) + 1

3
Adx(t− h1) + 1

3
Adx(t− h2) + 1

3
Adx(t− ha)

+h12
3
Adω̃(t)

z∆(t) = ẋ(t)

(S2) :ω∆(t) = ∆z∆(t)

D'après la formulation du système (S1), nous observons d'un côté que l'approximation
présentée fourni plus d'informations que les autres approximations. Ce qui rend cette
dernière plus efficace et plus rentable.
De l'autre côté, l'approximation dans (5.6) peut être écrite sous la forme d'une sommation
de trois intégrales, selon les deux cas suivants
Cas 1. h1 ≤ h(t) ≤ ha

h12

3
ω̃(t) = x(t− h(t))− 1

3
{x(t− h1) + x(t− h2) + x(t− ha)}

=
1

3
[−
∫ t−h1

t−h(t)

z∆(s)ds+ 2

∫ t−h(t)

t−ha
z∆(s)ds+

∫ t−ha

t−h2
z∆(s)ds]

Cas 2. ha ≤ h(t) ≤ h2

h12

3
ω̃(t) = x(t− h(t))− 1

3
{x(t− h1) + x(t− h2) + x(t− ha)}

=
1

3
[−
∫ t−h1

t−ha
z∆(s)ds− 2

∫ t−ha

t−h(t)

z∆(s)ds+

∫ t−h(t)

t−h2
z∆(s)ds]

La condition du lemme suivant doit être satisfaite par le système de rétroaction (S2)

Lemme 5.3.1 : L'opérateur ∆ : z∆ → ω∆ satisfait la condition du petit gain ‖X ◦∆ ◦
X−1‖∞ ≤1, où X est une matrice inversible.

Preuve 5.3.1 :

Si nous pouvons prouver que ‖∆‖∞ ≤ 1 est vrai pour les deux cas suivants, h1 ≤ h(t) ≤
ha et ha ≤ h(t) ≤ h2, alors ‖∆‖∞ ≤ 1 est vrai pour h1 ≤ h(t) ≤ h2.

Cas 1. h1 ≤ h(t) ≤ ha
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Nous avons par l'inégalité de Jensen (Cauchy-Schwartz) [42] pour tout t ≥ 0

h2
12

9
‖ω̃(t)‖2 =

1

9
‖ −

∫ t−h1

t−h(t)

z∆(s)ds+ 2

∫ t−h(t)

t−ha
z∆(s)ds+

∫ t−ha

t−h2
z∆(s)ds‖2

≤ 1

9
{‖
∫ t−h1

t−h(t)

z∆(s)ds‖2 + ‖2
∫ t−h(t)

t−ha
z∆(s)ds‖2 + ‖

∫ t−ha

t−h2
z∆(s)ds‖2}

Nous continuons la preuve pour chaque terme séparément. La fonction s = p(t) =

t − h(t) est croissante. Par conséquent, l'inverse t = p−1(s) = q(s) est bien défini et

satisfait |q(s)−(s+h1)| ≤ h12/2. Alors, nous intégrons ‖
∫ t−h1
t−h(t)

z∆(s)ds‖2 entre 0 et∞,

nous changeons l'ordre de l'intégration et nous prenons en compte que z∆(s) = 0, s ≤ 0,

nous trouvons que∫ ∞
0

‖
∫ t−h1

t−h(t)

z∆(s)ds‖2dt ≤
∫ ∞

0

(h(t)− h1)

∫ t−h1

t−h(t)

‖z∆(s)‖2dsdt

= |
∫ ∞

0

(h(q(s))− h1)

∫ s+h1

q(s)

‖z∆(s)‖2dtds|

= |
∫ ∞

0

(h(q(s))− h1)(s+ h1 − q(s))‖z∆(s)‖2ds|

≤ h12

2

h12

2

∫ ∞
0

‖z∆(s)‖2ds

=
h2

12

4
‖z∆(t)‖2

l2

Nous suivons le même processus pour les autres termes, et nous obtenons∫ ∞
0

‖2
∫ t−h(t)

t−ha
z∆(s)ds‖2dt ≤ 4

h2
12

4
‖z∆(t)‖2

l2
(5.7)

∫ ∞
0

‖
∫ t−ha

t−h2
z∆(s)ds‖2dt ≤ h2

12

4
‖z∆(t)‖2

l2
(5.8)

Alors l'ajout des trois termes ensembles donne

h2
12

9
‖ω̃(t)‖2

l2
≤ 1

9
(
h2

12

4
+ 4

h2
12

4
+
h2

12

4
)‖z∆(t)‖2

l2

=
h2

12

6
‖z∆(t)‖2

l2
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En substituant ω̃(t) selon l'équation suivante ω̃(t) = 3√
6
ω∆(t), on obtient

‖ω∆(t)‖2
l2
≤ ‖z∆(t)‖2

l2

Cas 2 :

Pour le Cas 2, en utilisant un processus de preuve similaire à celui du Cas 1, nous obte-

nons les mêmes résultats.

Ceci compléte la preuve. �

Remarque 5.3.1 Le calcul du gain l2 nous permet de dćrire une étude comparative. les

auteurs dans [93] ont approximé x(t − h(t)) par un seul terme (x(t − ha)) et dans

[93] et [3] les auteurs ont approximé l'état retardé x(t− h(t)) par deux termes 1
2
{x(t−

h1) + x(t− h2)}. D'un point de vue numérique, l'évolution du gain l2 fournit des valeurs

plus petites en utilisant un modèle d'approximation à trois termes que ceux obtenus en

utilisant un modèle d'approximation à base d'un seul ou deux termes. Le Tableau 5.1

montre la valeur du gain l2 des différentes approximations

Tableau 5.1 – La valeur du gain l2 des différentes approximations.
méthodes [93](seul terme) [93](deux termes) approximation à trois termes
gain-l2 h12√

2
h12
2

h12√
6

Remarque 5.3.2 Nous notons que le modèle d'approximation à trois termes d'un état re-

tardé est plus génèral que celui basé sur un ou deux termes. Mettre l'accent sur quelques

modifications typiques ,nous pouvons obtenir les approximations déjà existant dans la

littérature.

F Si x(t− ha) = 1
2
{x(t− h1) + x(t− h2)}+ h12

2
ω̃(t). (5.6) est réduit à

x(t− h(t)) =
1

2
(x(t− h1) + x(t− h2)) +

d12

2
ω̃(t)

Qui fait référence à l'approximation à deux termes [93]

F Si x(t− h1) + x(t− h2) = 2{x(t− ha) + ω̃(t)}. (5.6) est réduit à

x(t− h(t)) = x(t− ha) +
d12√

2
ω̄(t)

Qui fait référence à l'approximation à un terme [93], où ω̄(k) = 3√
3
ω(k).
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Remarque 5.3.3 {X,X} ∈ T sont les matrices du théorème du petit gain donné dans

le lemme 5.2.2. Alors , pour s'assurer que le système d'Entrée/Sortie (5.1) est stable, il

est nécessaire de vérifier que (S1) est stable et qu'il existe une matrice X telle que la

condition ‖X ◦G ◦X−1‖∞ < 1 soit satisfaite.

Remarque 5.3.4 nous notons que la condition du petit gain ‖X ◦G ◦X−1‖∞ coincide

avec la norme H∞ d'un tel système avec une entrée ω∆(t) et une sortie z∆(t). Soit V (t)

une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui garantit la stabilité du sous-système (S1)

et soit

J , zT∆(t)Sz∆(t)− ωT∆(t)Sω∆(t). (5.9)

dans le cas où S = I , l'équation (5.9) est réduite à la norme H∞ avec γ = 1. Il est bien

connu que la condition suivante le long de la trajectoire de (S1)

W , V̇ (t) + J < 0 (5.10)

garantit que la condition ‖X ◦G ◦X−1‖∞ est inférieure à 1. Par conséquent, (5.10) est

une condition suffisante pour le problème du lemme réel borné. En plus, si (5.10) est vrai,

donc d'après le lemme 5.2.2, on peut conclure que le système (5.1) est stable. Alors, si

J ≤ 0, cela signifie que ‖X ◦∆ ◦X−1‖∞ ≤ 1, et en fin de compte si S = XTX ,W < 0

cela signifie que ‖X ◦G ◦X−1‖∞ < 1

5.4 Analyse de la stabilité

Dans cette section, nous appliquons l'approximation à trois termes pour dériver une
nouvelle condition de stabilité du système (S1). À l'aide d'une nouvelle construction de
la fonctinnelle de Lyapunov-Krasovskii et l'utilisation du Théorème du petit gain, nous
pouvons donner des conditions qui garantissent la stabilité asymptotique de notre système
et qui vérifient les conditions du Théorème de petit gain. Le Théorème suivant présente
une nouvelle condition dépendante du retard pour le système (S1)

Théorème 5.4.1 [66] Pour des scalaires donnés h1, h2 et µ, le système (S1) est asymp-

totiquement stable, s'il existe des matrices définies positives

P =


P11 P12 P13 P14

∗ P22 P23 P24

∗ ∗ P33 P34

∗ ∗ ∗ P44

 , Qj(j = 1...4), Rl(l = 1...3) et S = XTX . telles que la
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condition suivante est vérifiée.
Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 ΩT

5

∗ −12R1 0 0 0

∗ ∗ −12R2 0 0

∗ ∗ ∗ −12R3 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Ω6

 < 0 (5.11)

où

Ω1 =

[
Ω11 P11Ω12 − Ω13

∗ −Ω22 − (1− µ)Ω33

]

Ω33 =


1
9
Q4

1
9
Q4

1
9
Q4

h12
9
Q4

∗ 1
9
Q4

1
9
Q4

h12
9
Q4

∗ ∗ 1
9
Q4

h12
9
Q4

∗ ∗ ∗ h212
9
Q4


ΩT

5 =
[
h1ΠTR1 haΠ

TR2 h2ΠTR3 ΠTS
]

avec

Ω11 = P11A + ATP11 + Q1 + Q2 + Q3 + Q4 + P12 + P T
12 + P13 + P T

13 + P14 + P T
14 −

4R1 − 4R2 − 4R3

Ω12 = [1
3
Ad

1
3
Ad

1
3
Ad

h12
3
Ad],Π = [A Ω12]

Ω13 = [2R1 + P12 2R2 + P13 2R3 + P14 0]

Ω22 = diag{Q1 + 4R1, Q2 + 4R2, Q3 + 4R3,
2
3
S}

Ω2 = h1ΠTP12 + ΞT
1 , Ω3 = haΠ

TP13 + ΞT
2

Ω4 = h2ΠTP14 + ΞT
3 , Ω6 = diag{R1, R2, R3, S}

Ξ1 = [h1(P22 + P23 + P24) + 6R1 − h1P22 + 6R1 − h1P23 − h1P24 0]

Ξ2 = [ha(P33 + P T
23 + P34) + 6R2 − haP T

23 − haP33 + 6R2 − haP34 0]

Ξ3 = [h2(P44 + P T
24 + P T

34) + 6R3 − h2P
T
24 − h2P

T
34 − h2P44 + 6R3 0]

Preuve 5.4.1 :

Nous considérons les fonctionnelles de Lyapunov Krasovskii suivantes pour le système

(S1) :

V (x(t)) = V1(x(t)) + V2(x(t)) + V3(x(t)) (5.12)
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avec

V1(x(t)) = ηT (t)Pη(t)

V2(x(t)) =

∫ t

t−h1
xT (s)Q1x(s)ds+

∫ t

t−ha
xT (s)Q2x(s)ds+

∫ t

t−h2
xT (s)Q3x(s)ds

+

∫ t

t−h(t)

xT (s)Q4x(s)ds

V3(x(t)) = h1

∫ 0

−h1

∫ t

t+θ

ẋT (s)R1ẋ(s)dsdθ + ha

∫ 0

−ha

∫ t

t+θ

ẋT (s)R2ẋ(s)dsdθ

+ h2

∫ 0

−h2

∫ t

t+θ

ẋT (s)R3ẋ(s)dsdθ

où

ηT (t) = [xT (t)
∫ t
t−h1 x

T (s)ds
∫ t
t−ha x

T (s)ds
∫ t
t−h2 x

T (s)ds]

Ensuite, la dérivée de V1(x(t)) et V2(x(t)) par rapport à t le long de la trajectoire de

(S1) est

V̇1(x(t)) =2xT (t){P11ẋ(t)− P12x(t− h1)− P13x(t− ha)− P14x(t− h2)}

+ 2(

∫ t

t−h1
xT (s)ds){P T

12ẋ(t) + (P22 + P23 + P24)x(t)− P22x(t− h1)

− P23x(t− ha)− P24x(t− h2)}

+ 2(

∫ t

t−ha
xT (s)ds){P T

13ẋ(t) + (P T
23 + P33 + P34)x(t)− P T

23x(t− h1)

− P33x(t− ha)− P34x(t− h2)}

+ 2(

∫ t

t−h2
xT (s)ds){P T

14ẋ(t) + (P T
24 + P T

34 + P44)x(t)− P T
24x(t− h1)

− P T
34x(t− ha)− P44x(t− h2)}

+ sym{xT (t)(P12 + P13 + P14)x(t)}
(5.13)

V̇2(x(t)) ≤ xT (t){Q1 +Q2 +Q3 +Q4}x(t)− xT (t− h1)Q1x(t− h1)

− xT (t− ha)Q2x(t− ha)− xT (t− h2)Q3x(t− h2)

− (1− µ)xT (t− h(t))Q3x(t− h(t))

(5.14)
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nous dérivons V3(x(t)) et nous utilisons le Lemme 5.2.1, nous aurons

V̇3(x(t)) ≤ ẋT (t)
{
h2

1R1 + h2
aR2 + h2

2R3

}
ẋ(t)− ξT1 R1ξ1

− 3ξT2 R1ξ2 − ξT3 R2ξ3 − 3ξT4 R2ξ4 − ξT5 R3ξ5

− 3ξT6 R3ξ6

(5.15)

où

ξ1 = x(t)− x(t− h1), ξ2 = x(t) + x(t− h1)− 2

h1

∫ t

t−h1
x(s)ds (5.16)

ξ3 = x(t)− x(t− ha), ξ4 = x(t) + x(t− ha)−
2

ha

∫ t

t−ha
x(s)ds (5.17)

ξ5 = x(t)− x(t− h2), ξ6 = x(t) + x(t− h2)− 2

h2

∫ t

t−h2
x(s)ds (5.18)

En définissant

J∆ =

∫ ∞
0

[zT∆(s)Sz∆(s)− ωT∆(s)Sω∆(s)]ds (5.19)

Nous avons sous la condition initiale zéro

J∆ ≤
∫ ∞

0

[V̇ (x(s)) + zT∆(s)Sz∆(s)− ω̃T (s)
2

3
Sω̃(s)]ds (5.20)

Nous remplaçons x(t− h(t)) dans (5.14) par l'équation (5.6) et nous combinons (5.13)-
(5.15) nous avons

J∆ ≤
∫ ∞

0

ξT (s){


Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

∗ −12R1 0 0

∗ ∗ −12R2 0

∗ ∗ ∗ −12R3

+ ΩT
5 Ω−1

6 Ω5}ξ(s)ds < 0

où

ξT (t) =[xT (t) xT (t− h1) xT (t− ha) xT (t− h2) ω̃T (t)
1

h1

∫ t

t−h1
xT (s)ds

1

ha

∫ t

t−ha
xT (s)ds

1

h2

∫ t

t−h2
xT (s)ds]

Nous appliquons le complément de Schur, nous obtenons la condition (5.11).
La preuve est terminée. �
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Remarque 5.4.1 Nous remarquons que l'utilisation de la moyenne ha = (h2 + h1)/2

dans la construction de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii améliore les perfor-

mances de la stabilité, comme indiqué ci-dessous par des simulations. De plus, nous

voyons que l'introduction du terme x(t − ha) donne une nouveauté à l'approximation

utilisée et a un effet important dans la réduction de l'erreur d'approximation vis à vis

d'autres approximations.

Remarque 5.4.2 : Nous pouvons remarquer que l'utilisation du lemme 5.2.1 nous permet

de donner un sens important et différent à la méthode de majoration des termes d'intégral

qui sont apparus dans la dérivée de V3(x(t)). Si nous analysons les termes dans les

équations (5.16), (5.17) et (5.18), nous constatons qu'ils contiennent plus de termes, ce

qui signifie que plus d'informations ont été introduites. En plus, les termes ξ1, ξ2, et ξ3

sont les termes du Lemme de Jensen, ce qui rend le Lemme 5.2.1 plus générale que celui

de Jensen.

Dans plusieurs travaux antérieurs, les auteurs dérivent quelques résultats lorsque la dé-
rivée de retard est inconnue ou n'existe pas. le résultat suivant peut être déduit du théo-
rème 5.4.1 en définissant Q4 = 0, ce qui implique que Ω33 = 0

Corollaire 5.4.1 [66] Pour des scalaires donnés h1, h2, le système (S1) est asymptoti-

quement stable, s'il existe des matrices définies positives

P =


P11 P12 P13 P14

∗ P22 P23 P24

∗ ∗ P33 P34

∗ ∗ ∗ P44

 , Qj(j = 1...3), Rl(l = 1...3) et S = XTX .

telles que la condition suivante soit vérifiée.
Ω̃1 Ω2 Ω3 Ω4 ΩT

5

∗ −12R1 0 0 0

∗ ∗ −12R2 0 0

∗ ∗ ∗ −12R3 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Ω6

 < 0 (5.21)

avec

Ω̃1 =

[
Ω̃11 P11Ω12 − Ω13

∗ −Ω22

]
Ω̃11 = P11A+ATP11+Q1+Q2+Q3+P12+P T

12+P13+P T
13+P14+P T

14−4R1−4R2−4R3.
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Remarque 5.4.3 L'idée présentée dans ce chapitre est appliquée au système original et

consiste à le transformer en deux sous-systèmes. Cette idée est différente de la méthode

de partition du retard basée sur la division de l'intervalle du retard en plusieurs sous-

intervalles. En plus, l'idée de partition du retard a été mise en oeuvre dans la fonction-

nelle de Lyapunov-Krasovskii pour dériver quelques conditions. La méthode de partition

de retard peut être facilement appliquée à notre Théorème afin de réduire le conserva-

tisme du résultat présenté dans ce chapitre.

Remarque 5.4.4 Il est bien connu qu'un système discret à retard peut être porté à un

système sans retard en utilisant la méthode d'augmentation d'état (lifting method) utilisée

dans le chapitre précédent. Donc, le système continu ne peut pas être porté à un système

sans retard. Cela signifie que la méthode d'augmentation d'état ne peut pas être appliquée

à l'idée de ce chapitre.

5.5 La Performance H∞
Dans cette section, nous avons développé un critère de stabilité dépendant du retard

qui garantit la performance H∞, nous considérons le système suivant :
ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− h(t)) +Bω(t)

z(t) = Cx(t) + Cdx(t− h(t)) +Dω(t)

x(θ) = φ(θ),∀θ ∈ [−h2, 0].

(5.22)

où ω(t) ∈ Rp est l'entrée de perturbation appartenant à L2[0,∞), z(t) ∈ Rl est la sortie.
B,C,Cd, et D sont des matrices constantes connues de dimensions appropriées et φ(θ)

est une fonction continue des vecteurs initials défini sur [−h2, 0].
En utilisant (5.6), le système (5.22) peut être écrit respectivement en tant que systèmes
d'interconnexion (S̃1) et (S̃2).

(S̃1) :



ẋ(t) = Ax(t) + 1
3
Adx(t− h1) + 1

3
Adx(t− h2)

+1
3
Adx(t− ha) + h12

3
Adω̃(t) +Bω(t)

z(t) = Cx(t) + 1
3
Cdx(t− h1) + 1

3
Cdx(t− h2)

+1
3
Cdx(t− ha) + h12

3
Cdω̃(t) +Dω(t)

z∆(t) = ẋ(t)

(S̃2) :ω∆(t) = ∆z∆(t)
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L'objectif de cette section est de développer une condition dépendante du retard avec la
performance H∞, telle que pour tout h(t) satisfaisant (5.2)

1. Le système (S̃1) est asymptotiquement stable pour ω(t) = 0

2. Le système (S̃1) garantit dans les conditions initiales nulles la condition suivante
‖z(t)‖2 < γ‖ω(t)‖2 pour toute ω(t) ∈ L2[0,∞) non null et γ > 0 est un critère
de performance H∞.

Le théorème suivant présente les conditions qui garantissent la stabilité asymptotique du
système (S̃1) avec une performance γ

Théorème 5.5.1 [66] Pour des scalaires donnés γ, h1, h2 et µ, le système (S̃1) est asymp-

totiquement stable avec la performance H∞, s'il existe des matrices définies positives

P =


P11 P12 P13 P14

∗ P22 P23 P24

∗ ∗ P33 P34

∗ ∗ ∗ P44

 , Qj(j = 1...4), Ri(i = 1...3) et S = XTX .

telles que la condition suivante soit vérifiée.
Ω1 ΓB Λ1 ΩT

5 ΣT

∗ −γ2I Λ2 Λ4 DT

∗ ∗ −Λ3 0 0

∗ ∗ ∗ −Ω6 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I

 < 0 (5.23)

avec

Λ1 =
[

Ω2 Ω3 Ω4

]
,ΓT = [P11 0n,4p]

Λ2 =
[
h1B

TP12 haB
TP13 h2B

TP14

]
Λ4 =

[
h1B

TR1 haB
TR2 h2B

TR3

]
Σ =

[
C 1

3
Cd

1
3
Cd

1
3
Cd

h12
3
Cd

]
Λ3 = diag{12R1, 12R2, 12R3}

Preuve 5.5.1 : nous définissons

J =

∫ ∞
0

[zT (s)z(s)− ωT (s)γ2ω(s)]ds
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Nous avons sous la condition initiale zéro

J ≤
∫ ∞

0

[V̇ (x(s)) + zT∆(s)Sz∆(s)− ω̃T (s)
2

3
Sω̃(s) + zT (s)z(s)− ωT (s)γ2ω(s)]ds

Nous prenons en compte (5.6), nous avons

J ≤
∫ ∞

0

ζT (s){

 Ω1 ΓB Λ1

∗ −γ2I Λ2

∗ ∗ −Λ3

+

[
ΩT

5

Λ4

]
Ω−1

6

[
Ω5 ΛT

4

]

+

[
ΣT

DT

] [
Σ D

]
}ζ(s)ds < 0

où

ζT (t) =[xT (t) xT (t− h1) xT (t− ha) xT (t− h2) ω̃T (t) ωT (t)
1

h1

∫ t

t−h1
xT (s)ds

1

ha

∫ t

t−ha
xT (s)ds

1

h2

∫ t

t−h2
xT (s)ds]

Nous appliquons le complément de Schur, nous obtenons la condition (5.23).
La preuve est terminée. �

5.6 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons trois exemples pour montrer l'efficacité de l'approche
proposée développée dans ce chapitre.

Exemple 5.6.1 : Nous considérons le système (5.1) à retard variable avec les paramètres

suivants

A =

[
−2 0

0 −0.9

]
, Ad =

[
−1 0

−1 −1

]
.

Pour prouver les avantages et le mérite de notre approche, des comparaisons avec des

résultats récents seront présentés via cet exemple. Nous utilisons le théorème 5.4.1, la

borne supérieure h2 qui garantit la stabilité asymptotique du système (5.1) pour diffé-

rentes valeurs de h1 et µ = 0.3 est indiquée dans le tableau 5.2. Le tableau 5.3 montre les

résultats obtenus par le corollaire 5.4.1 et comparé avec d'autres résultats sur l'analyse

du système à retard variable utilisant d'autres approches.
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Tableau 5.2 – La borne supérieure h2 pour diverses valeurs de h1 et µ = 0.3.
Méthodes h1 2 3 4 5 5.5

[3] h2 2.81 3.31 4.09 inf inf

[57] h2 2.91 3.34 4.16 5.02 -

[141] h2 3.02 3.41 4.20 5.03 -

Théorème 5.4.1[66] h2 3.09 3.58 4.34 5.15 5.58

À partir du tableau 5.2, nous pouvons voir que la méthode proposée dans ce chapitre

est moins conservative que les méthodes existantes dans la littérature. Pour éclaircir ce

point, nous pouvons voir dans le tableau 5.2 que lorsque h1 = 5.5, la condition de sta-

bilité donnée par le théorème 5.4.1 est faisable alors que le résultat donné dans [3] est

infaisable (inf), ce qui signifie que notre approche est plus significative que les autres.

D'un autre côté, le nombre de variables de décision utilisées par le théorème 5.4.1

est 10n2 + 6n alors que le nombre de variables utilisées dans [3, 57] et [141] sont

(11n2 + 7n)/2, (13n2 + 8n) et (22n2 + 8n), respectivement. Cela signifie que les condi-

tions proposées sont plus simples que celles présentées dans [57] et [141].

Tableau 5.3 – La borne supérieure h2 pour diverses valeurs de h1.
Méthodes h1 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

[169] h2 1.78 1.89 2.04 2.20 2.37

[3] h2 1.87 1.92 2.02 2.15 2.31

[146] h2 1.88 1.99 - - -

[17] h2 2.02 2.08 2.15 2.25 2.38

[147] h2 2.08 2.15 2.23 2.34 2.47

Corollaire 5.4.1[66] h2 2.12 2.19 2.29 2.43 2.59

Le tableau 5.3 donne une comparaison de nos résultats donnés par le corollaire 5.4.1

avec plusieurs travaux et méthodes de la littérature.

Nous pouvons voir que le corollaire 5.4.1 présente des résultats moins conservatifs au

niveau de la borne supérieure. De plus, quand h2 = 1.85, la figure 5.1 présente la varia-

tion de la norme ‖X ◦G ◦X−1‖∞ en fonction de la borne h1.
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FIGURE 5.1 – La variation de la norme ‖X ◦G ◦X−1‖∞ en fonction de la borne h1.

À partir de la figure 5.1 nous pouvons observer que la norme ‖X ◦G◦X−1‖∞ propo-

sée par notre méthode (Corollaire 5.4.1)(Corl1) est plus petite que celle de [3](Cor2015).

Cela signifie que la méthode proposée est meilleur que d'autre approches dans la littéra-

ture.

Exemple 5.6.2 : Nous considérons le système (5.1) à retard variable avec les matrices

suivantes

A =

[
−0.5 −2

1 −1

]
, Ad =

[
−0.5 −1

0 0.6

]
.

Dans cet exemple, nous présentons un autre point fort qui montre l'efficatité de la mé-

thode proposée. Pour comparer nos résultats avec ceux de [73] et [3], nous supposons

que µ = 0.3 et nous considérons différentes valeurs de h1. Le tableau 5.4 donne la borne

maximale h2 qui garantit la stabilité asymptotique du système (5.1).

Tableau 5.4 – La borne maximale h2 pour diverses valeurs de h1 et µ = 0.3.
Méthodes h1 0.5 0.8 1.1 1.5 2

[73] h2 1.07 1.19 1.33 1.61 2.11

[3] h2 1.38 1.38 1.41 1.69 2.19

Théorème 5.4.1[66] h2 2.06 2.15 2.21 2.25 2.32

impro(%) h2 49.27 55.79 56.73 33.13 5.93
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Nous pouvons voir qu'une amélioration importante est obtenue à l'aide de l'approximation

à trois termes par rapport aux deux termes. Ceci est clair dans la dernière ligne du ta-

bleau 5.4. en plus, l'intervalle du retard obtenu par l'approximation à trois termes est

plus large que celui obtenu par deux termes, ce qui signifie que l'approximation à trois

termes est moins conservative que deux termes.

Exemple 5.6.3 [64] Nous considérons le système (5.22) à retard variable avec les ma-

trices suivantes

A =

[
−0.6238 −1.0132

2.0116 −0.2106

]
, D =

[
0 0

0 0

]

Ad =

[
−0.5011 −0.7871

−0.3002 0.5231

]
, C =

[
0.2134 −0.0191

0.1119 −0.1665

]

B =

[
−0.4326 0.1253

−1.6656 0.2877

]
, Cd =

[
0.0816 0.1290

0.0712 0.0669

]
Deux valeurs différentes de µ sont considérées afin de comparer nos résultats obtenus

par l'application du théorème 5.5.1 avec [64]. Le tableau 5.5 montre le minimum de γ

pour un intervalle donné [h1 h2]. La borne maximale h2 pour un γ donné et h1 = 0.1 est

présentée au Tableau 5.6.

Tableau 5.5 – Le minimum de γ pour [h1 h2] donné
µ = 0.3 µ = 0.9

[h1 h2] [64] Théorème 5.5.1[66]

[0.1 0.2] 0.9833 0.9565

[0.3 0.5] 1.1833 1.0699

[0.5 0.9] infeas 9.8810

[64] Théorème 5.5.1[66]

0.9831 0.9566

1.1846 1.0701

infeas infeas

Au début, nous pouvons voir que notre méthode est moins conservative que la mé-

thode proposée par [64]. Pour [h1 h2] = [0.5 0.9] et µ = 0.3, la condition proposée par

[64] est infaisable, mais celles du théorème 5.5.1 sont toujours faisable et pour µ = 0.9

les deux conditions du théorème 5.5.1 et [64] sont infaisables, ce qui signifie que le théo-

rème 5.5.1 est plus significatif que celui de [64].
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Tableau 5.6 – La borne maximale h2 pour γ donné
µ = 0.3 µ = 0.9

γ [64] Théorème 5.5.1[66]

2 0.552 0.639

2.5 0.601 0.694

3.5 0.649 0.749

4 0.663 0.765

5 0.682 0.786

[64] Théorème 5.5.1[66]

0.490 0.568

0.534 0.611

0.575 0.655

0.586 0.668

0.603 0.686

La première observation montre que le théorème 5.5.1 présente des bornes maximales

plus larges que les bornes obtenues par [64]. Grâce aux comparaisons présentées dans

le tableau 5.6, nous pouvons constater que pour un γ donné, le théorème 5.5.1 est moins

conservatif que les conditions obtenues par [64].

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème de stabilité dépendante du retard
avec une performance H∞ pour une classe des systèmes linéaires continus avec retard
variable. Nous avons donné une nouvelle approximation basée sur trois termes et nous
avons présenté une nouvelle transformation du système à retard variable en deux sous-
systèmes. Nous avons employé le théorème du petit gain et une nouvelle fonctionnelle
du Lyapunov-Krasovskii pour améliorer des conditions de stabilité du système à retard
variable, et des conditions qui garantissent la performance H∞ sous forme d'inégalité
matricielle linéaire. Les résultats de la borne maximale montrent que nos conditions sont
moins conservatives que celles dans la littérature. Les exemples numériques donnés ont
démontré les avantages de la méthode proposée en terme de résultats moins conservatifs.
Il faut noter que la méthode proposée peut être facilement étendue pour résoudre d'autres
problèmes des systèmes T–S flous à retard variable tels que le problème du contrôle et le
problème de filtrage avec la performance H∞ .
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Dans ce travail, nous avons étudié le problème de stabilité dépendant du retard des
divers systèmes à retard variant dans le temps. Pour traiter des problèmes de la stabilité, la
stabilisation et la performanceH∞, nous avons considéré des nouvelles fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii, des méthodes de majorataion et de nouvelles transformations de
modèle. Avec l'utilisation de ces fonctionnelles, il a été possible d'obtenir des conditions,
formulées comme des tests de faisabilité de LMI, qui présentent des résultats bien moins
conservatifs que d'autres conditions trouvées dans la littérature pour des systèmes neutres,
discrets et continus à retard variant dans le temps. Nous avons obtenu des formulations
LMIs pour la solution des problèmes suivants :

z Stabilité asymptotique pour une classe de systèmes neutres à retard variant dans
le temps et en particulier, des systèmes à retard dans les états.

z Stabilité asymptotique pour des systèmes continus à retard variant dans le temps.

On peut conclure que l'utilisation des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, alliée à
l'application de la discrétisation du retard ou l'approximation à deux termes dans les
problèmes étudiés, mène à une réduction significative du conservatisme des conditions
d'analyse de stabilité. Comme conséquence de cette réduction de conservatisme, il y a
une augmentation de complexité de calcul et le nombre de variables de decision.
En faisant un bref aperçu dans la littérature, nous trouvons que la transformation de mo-
dèle basée sur l'approximation de l'état retardé est restreint à un terme et deux termes.
Ces dernières transformations présentent des résultats moins conservatifs que d'autres
méthodes dans la littérature. Ceci nous encourage à développer une nouvelle transforma-
tion de modèle basée sur l'approximation de trois termes et qui présentent des résultats
moins conservatifs et une erreur d'approximation faible que celle de un ou deux termes.
Après cela, nous nous sommes concentrés sur le développement de la nouvelle trans-
formation de modèle. Avec cet objectif, nous proposons deux classes de systèmes pour
réaliser cette approximation qui sont des systèmes discrets à retard variable et une classe
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de systèmes continus à retard variant dans le temps. Cette méthode a été traité pour syn-
thétiser des gains de retour d'état pour des systèmes discrets et la performance H∞ qui
permet de garantir conjointement la stabilité et un certain niveau de performance pour
des systèmes continus.

Le premier Chapitre nous a permis de présenter tout d'abord un rapide état de l'art.
Nous avons présenté quelques notions théoriques relatives aux systèmes à retard, certains
types de retards et des outils d'analyse de la stabilité des systèmes à retard.

Dans le deuxième chapitre de ce mémoire, nous avons résolu le problème de stabilité
dépendant du retard pour les systèmes neutres, basés sur l'approche de la discrétisation
du retard et la construction d'une nouvelle fonctionelle de Lyapunov-Krasovskii.

L'approximation à deux termes et le Théorème du petit gain ont été considérés dans
le troisième chapitre pour dériver des conditions qui garantissent la stabilité des systèmes
continus à retard variant dans le temps.

La nouvelle approximation basée sur trois termes a été considérée dans le quatrième
et le cinquième chapitre. Nous avons ajouté un terme d'intégrale dans la fonctionnelle
de Lyapunov-Krasovskii déjà existant pour résoudre le problème de stabilité du sys-
tème discret à retard variable. La synthèse de gains de retour d'état a été resolu à l'aide
de l'algorithme du Cone. Dans le cinquième chapitre, une nouvelle fonctionnelle de
Lyapunov-Krasovskii a été développée et une récente méthode de majoration a été uti-
lisée pour résoudre le problème de stabilité, en assurant une performance H∞ pour les
systèmes continus à retard variable.

5.8 D'autres travaux réalisés

Quelques travaux réalisés pendant la période de doctorat ont abouti à des résultats
qui ont des connexions avec la téchnique développée et les problèmes abordés dans cette
thèse. Ces travaux sont listés comme suit.

1. La stabilisation robuste des systèmes delta-opérateur à retard variable.

2. La stabilisation robuste des systèmes flous, discrets et continus à retard variable.

3. Le filtrage des systèmes continus à retard variable avec paramètres polytopiques.
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4. Le filtrage réduit et plein des systèmes continus à retard.

5.9 Perspectives

La recherche réalisée dans ce travail indique que certains thèmes d'intérêt peuvent
être explorés dans de nouvelles directions. Parmi ces thèmes, on peut souligner ceux qui
nous paraissent être les plus prometteurs :

> Le filtrage flou des systèmes flous, discrets et continus à retard variable.

> Réaliser une étude sur la stabilité et la stabilisation robuste pour les systèmes sto-
chastiques à retard.

> Étendre l'approche à trois termes aux systèmes non linéaires avec retard.
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