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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions les semi-groupes α fois intégrables. Cette notion a été introduite

par W. Arendt comme une généralisation des C0-semi-groupes. Plusieurs études ont été faites sur

les semi-groupes α fois intégrables comme l’existence de la solution du problème de Cauchy et la

généralisation du Théorème de Hille-Yosida. Inspiré de l’étude spectrale faite sur les C0-semi-groupes,

nous nous intéressons aux différentes relations spectrales entre un semi-groupe α fois intégrable et

son générateur. En particulier, les spectres de Fredholm, Drazin, ascente, descente, quasi-Fredholm et

Browder. Ensuite, nous continuons d’étudier les opérateurs décomposablement Fredholm holomorphes

HΦ(X). On dit que T ∈ HΦ(X) si 0 ∈ ρhF (T ) où ρhF (T ) := {λ ∈ C : tels qu’il existe un voisinage

U de λ et une fonction analytique F : U → B(X) vérifiant (T − µI)F (µ)(T − µI) = T − µI et

F (µ) ∈ Φ(X) pour tout µ ∈ U}. Plus précisément, nous calculons la distance entre 0 et le spectre

σhF (T ). Puis, nous caractérisons les φ-multiplicateurs à l’aide de la fonction de Helgason. Aussi, nous

discutons la fameuse équation AB = λBA. Enfin, nous terminons cette thèse par la recherche des

propriétés spectrales locales entre SA et AT tel que BSA = ATB.

Mots clés : C0-semi-groupe, semi-groupe α fois intégrable, générateur, Fredholm, quasi-Fredholm,

Drazin, ascente, descente, Browder, propriété de l’extension unique (SVEP), propriété de Bishop (β),

opérateur décomposablement Fredholm holomorphe, Kato, Saphar, φ-multiplicateur, bi-normal et

quasi-normal.
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Abstract

In this thesis we study the α−times integrated semigroups. This notion was introduced by W.

Arendt as a generalization of C0-semigroups. Several studies have been made on this class as the exis-

tence of the solution of the Cauchy problem and the generalization of Hille-Yosida’s Theorem. Inspired

by the spectral study done on C0-semigroups, we are interested in the different spectra relations bet-

ween an α−times integrated semigroup and its generator. Particulary, the spectra Fredholm, Drazin,

ascent, descent, quasi Fredholm and Browder. Later, we continue the development of holomorphically

decomposable Fredholm HΦ(X). We say that T ∈ HΦ(X) if 0 ∈ ρhF (T ) where ρhF (T ) := {λ ∈ C :

such that there exists a neighborhood U of λ and an analytic function F : U → B(X) satisfying

(T − µI)F (µ)(T − µI) = T − µI and F (µ) ∈ Φ(X) for all µ ∈ U}. More precisely, we calculate the

distance between 0 and the spectrum σhF (T ). Also, we characterize the φ-multipliers using Helgason’s

function. Finally, we discuss the famous equation AB = λBA. Also, we look for the local spectral

properties between SA and AT such that BSA = ATB.

Key words : C0-semigroup, α−times integrated semigroup, generator, Fredholm, quasi-Fredholm,

Drazin, ascent, descent, Browder, SVEP property, Bishop property β, operators holomorphically de-

composable Fredholm, Kato, Saphar, φ-multiplier, bi-normal and quasi-normal.
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Notation :

C : corps des nombres complexes,

X : espace de Banach ;

A : algèbre de Banach,

H : espace d’Hilbert,

r(T ) : le rayon spectral deT,

T ∗ : l’adjoint deT,

N(T ) : le noyau deT,

R(T ) : l’image deT,

B(X) : l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés surX,

G(X) : la classe des opérateurs inversiblesX,

GR(X) : la classe des opérateurs décomposablement régulières holomorphes surX,

Φ(X) : la classe des opérateurs Fredholm surX,

ΦR(X) : la classe des opérateurs décomposablement Fredholm surX,

HΦ(X) : la classe des opérateurs Fredholm holomorphe surX,

S(X) : la classe des opérateurs de Saphar surX,

ρ(T ) : le résolvant deT,

ρK(T ) : le résolvent de Kato deT,

ρrr(T ) : le résolvent de Saphar deT,

ρgr(T ) : le résolvent décomposablement régulier holomorphe deT,

ρhF (T ) : le résolvent décomposablement Fredholm holomorphe deT,

σK(T ) : le spectre de Kato deT,

σrr(T ) : le spectre de Saphar deT,

σgr(T ) : le spectre décomposablement régulier holomorphe deT,

σhF (T ) : le spectre décomposablement Fredholm holomorphe deT,

SV EP : la propriété de l’extension unique,

O(U,X) : espace de Frechet des fonctions de classeC∞ surU à valeurs dansX,

H(σ(T )) : algèbre des fonctions analytiques au voisinage du spectre deT,
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A∗ : le dual de A,

Re(λ) : le réel de λ ∈ C,

A\B : A pivé de B,

D(0, r) : disque de centre 0 et de rayon r,

A ' B : A isomorphe à B.
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Introduction Générale

En 1820, dans son cours d’analyse [13, p. 100], A. Cauchy a posé la question suivante :

”Déterminer la fonction ϕ(x) de manière qu’elle reste continue entre deux limites réelles quelconques

de la variable x, et que l’on ait pour toutes les valeurs réelles des variables x et y

ϕ(x+ y) = ϕ(x)ϕ(y).”

Autrement dit, le problème de Cauchy peut se reformuler de la manière suivante :

Trouver les applications T (.) : R+ → B(X) vérifiant{
T (t+ s) = T (t)T (s) pour tout t, s ≥ 0

T (0) = I.

Ce problème de Cauchy est l’origine de la notion de semi-groupes.

On dit qu’une famille (T (t))t≥0 est un semi-groupe si on a{
T (t+ s) = T (t)T (s) pour tout t, s ≥ 0

T (0) = I.

Si de plus limt→0+ T (t)x = x pour tout x ∈ X, alors (T (t))t≥0 est appelé un C0-semi-groupe. Le

générateur de (T (t))t≥0 est l’opérateur linéaire A défini sur le domaine

D(A) = {x ∈ X : lim
t→0+

T (t)x− x
t

existe}

par

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

.

Plusieurs auteurs ont étudié la relation spectrale entre un C0-semi-groupe et son générateur.

Dans [23] et [22], A. Elkoutri et M. A. Taoudi ont étudié les spectres semi-Fredholm supérieur, Kato

et essentiellement Kato.

Dans [61], A. Tajmouati, M. Amouch et M.R.F. Alhomidi Zakariya ont étudié différents spectres.
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Dans [63], A. Tajmouati et H. Boua ont étudié les spectres de l’ascente, descente et Drazin.

W. Arendt a remarqué que pour un générateur A d’un C0-semi-groupe (T (t))t≥0, R(λ,A)
λα

est la

transformée de Laplace pour une famille (S(t))t≥0 (c’est-à-dire R(λ,A)
λα

=
∫ +∞

0
e−λtS(t)dt) où

S(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
T (s)ds et Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx.

Grâce à cette remarque pertinente, W. Arendt a introduit la classe des opérateurs générés par les

semi-groupes α fois intégrables. Un opérateur linéaire A est dit un générateur d’un semi-groupe α

fois intégrable, si pour un certain ω ∈ R on a ]ω,+∞[⊆ ρ(A) et il existe une application fortement

continue S : [0,+∞[→ B(X) vérifiant

‖S(t)‖ ≤ Meωt pour tout t ≥ 0 et certain M > 0

R(λ,A) = λα
∫ +∞

0

e−λtS(t)ds pour tout λ > max{ω, 0}.

Dans ce cas, (S(t))t≥0 est appelée un semi-groupe α fois intégrable.

Si α = 0, alors (S(t))t≥0 est un C0-semi-groupe. L’étude spectrale faite sur les C0-semi-groupes, nous

pousse à chercher les relations spectrales entre (S(t))t≥0 et A.

Dans cette thèse, nous obtenons différentes relations spectrales entre un semi-groupe α fois intégrable

et son générateur. En particulier, nous étudions les spectres de Fredholm, Kato, Saphar, Quasi-

Fredholm, Drazin, ascente et descente.

Ensuite, nous continuons à étudier la classe des opérateurs décomposablement Fredholm Holo-

morphes HΦ(X) [20]. On dit qu’un opérateur T ∈ B(X) est décomposablement Fredholm Holo-

morphe, en symbole T ∈ HΦ(X), si 0 ∈ ρhF (T ) où ρhF (T ) := {λ ∈ C : tels qu’il existe un voisinage

U de λ et une fonction analytique F : U → B(X) vérifiant (T − µI)F (µ)(T − µI) = T − µI et

F (µ) ∈ Φ(X) pour tout µ ∈ U}. Cette notion est une généralisation des opérateurs relativement

réguliers [52].

On rappelle qu’un opérateur T ∈ B(X) est dit relativement régulier si 0 ∈ ρgr(T ) où

ρgr(T ) := {λ ∈ C : tels qu’il existe un voisinage U de λ et une fonction analytique F : U → B(X)

vérifiant (T − µI)F (µ)(T − µI) = T − µI pour tout µ ∈ U}.

Dans [51, Théorème 3], C. Schmöeger a calculé la distance entre 0 et le spectre relativement ré-

gulier à l’aide d’une distance bien posée.

D’une manière naturelle, nous nous intéressons à calculer la distance entre 0 et le spectre décompo-

sablement Fredholm Holomorphe.

Nous terminons ce travail par l’étude de deux types d’équations :
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-l’équation AB = λBA, en cherchant les valeurs de λ pour certaines classes d’opérateurs.

-l’équation BSA = ATB, en cherchant les propriétés spectrales communes entre SA et AT .

Pour se faire, nous organisons cette thèse sous forme de trois chapitres :

- Dans le premier chapitre, nous rappellons les principaux résultats et définitions connus et qui sont

utils pour aborder notre étude.

- Le deuxième chapitre sera consacré à la notion de semi-groupes α fois intégrables. Il est clair que

pour α = 0, alors (S(t))t≥0 est un C0-semi-groupe. La question qui se pose de manière naturelle, c’est

d’étudier les relations spectrales entre un semi-groupe α fois intégrable et son générateur.

- Nous introduisons, dans le dernier chapitre, une nouvelle distance qui nous permet de calculer

la distance du spectre décomposablement Fredholm holomorphe dist{0, σhF (T )} pour T ∈ HΦ(X).

Notamment, pour T ∈ B(X), on définit les distances suivantes :

δΦ,n(T ) = sup{r(S)−1 : T nST n = T n, S ∈ Φ(X)} pour tout n ∈ N∗ ;

δΦ(T ) = sup
n≥1

(δΦ,n(T ))
1
n .

Par conséquent, on montre que dist{0, σhF (T )} = limn→∞(δΦ,n(T ))
1
n = δΦ(T ).

Puis, on étudie les φ-multiplicateurs [36]. Dans [1, Théorème 4.14], P. Aiena donne une caractérisation

intéressante des multiplicateurs à l’aide de la fonction de Helgason. On essaye de généraliser ce résultat

pour les φ−multiplicateurs. Plus précisément, pour tout T ∈ Mφ(A), il existe une unique fonction

continue ϕT sur ∆(A) vérifiant l’équation T̂ x(m) = ϕT (m)φ̂(x)(m) pour tout x ∈ A et pour tout

m ∈ ∆(A). De plus, on a |ϕT (m)| ≤ ‖m‖‖T‖
‖m◦φ‖ pour tout m ∈ ∆(A). Enfin, nous nous intéressons aux

équations AB = λBA et BSA = ATB. Pour la première équation, on considère les opérateurs quasi-

normaux et bi-normaux. Pour l’autre équation qui généralise l’équation ASA = ATA, on cherche les

propriétés spectrales locales entre AT et SA comme spectre local, la propriété de l’extension unique

(SVEP) et la propriété de Bishop (β).

Nous terminerons cette thèse en donnant nos perspectives.
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Chapitre 1
Préliminaires (Rappels et Définitions)

1.1 C0−semi-groupes

Définition 1.1.1 [46, Définition 1.1] Une famille (T (t))t≥0 ⊂ B(X) est dite un semi-groupe si elle

vérifie le problème de Cauchy :{
T (t+ s) = T (t)T (s) pour tout t, s ≥ 0

T (0) = I.

Le générateur de (T (t))t≥0 est l’opérateur linéaire A définit sur le domaine

D(A) = {x ∈ X : lim
t→0+

T (t)x− x
t

existe}

par

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

.

Exemple 1.1.1 ([24],[46]) 1. Soit A ∈ B(X), alors (etA)t≥0 est un semi-groupe où l’exponentielle

etA est définie via l’intégral de Cauchy :

etA :=

∫
+∂U

eλtR(λ,A)dλ pour tout t ≥ 0

avec U un voisinage de σ(A) et +∂U sa frontière orientée positivement.

2. L’application définie par {
[0,+∞[ → B(X),

t → etA

est continue et différentiable. De plus, elle vérifie l’équation différentielle{
x′(t) = Ax(t)

x(0) = x0
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3. Inversement avec A ∈ B(X), tout semi-groupe différentiable vérifie l’équation{
T ′(t) = AT (t)

T (0) = I

alors T (t) = etA.

Définition 1.1.2 [24, Définition 3.6] On dit qu’un semi-groupe (T (t))t≥0 est uniformément continu

si l’application T (.) : R+ → B(X) est continue en norme (limt→0+ ‖T (t)− I‖ = 0).

Théorème 1.1.1 [46, Corollaire 1.4] Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe uniformément continu. Alors on

a :

1. A est un générateur de (T (t))t≥0 si et seulement si A ∈ B(X). De plus

T (t) = etA.

2. Il existe ω ≥ 0 tel que ‖T (t)‖ ≤ eωt

3. t→ T (t) est différentiable et de plus

T ′(t) = AT (t) = T (t)A.

Définition 1.1.3 [24, Définition 3.11] Un semi-groupe (T (t))t≥0 est dit exponentiellement stable s’il

existe ω > 0 et M ≥ 1 tel que

‖T (t)‖ ≤Me−ωt pour tout t ≥ 0.

Proposition 1.1.1 [24, Proposition 3.12] Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe uniformément continu, alors

(T (t))t≥0 est exponentiellement stable si et seulement si

lim
t→+∞

‖T (t)‖ = 0.

Définition 1.1.4 [46, Définition 2.1] On dit qu’un semi-groupe (T (t))t≥0 est fortement continu

(C0−semi-groupe) si l’application T (.) : R+ → B(X) est continue.

Remarque 1.1.1 ([24],[46]) Soit (T (t))t≥0 un C0−semi-groupe. Alors

1. limt→0+ T (t)x = x.

2. (T (t))t≥0 est exponentiellement stable.

3. A est fermé.

4. Pout tout n ∈ N,

D(A) = D(An) = X.
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Théorème 1.1.2 [46, Théorème 2.4] Soit A le générateur d’un C0−semi-groupe (T (t))t≥0. Alors on

a :

1. Pour tout x ∈ X,

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (r)xdr = T (t)x.

2. Pour tout x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) et

T ′(t) = AT (t)x = T (t)Ax.

3. Pour tout x ∈ X,
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) et

A(

∫ t

0

T (s)xds) = T (t)x− x.

4. Pour tout x ∈ D(A),
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) et

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

AT (r)xdr =

∫ t

s

T (r)Axdr.

Théorème 1.1.3 (Hille-Yosida(1948)) [24, Théorème 3.5] Soit A un opérateur linéaire sur un

domaine D(A) ⊂ X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est un générateur d’un C0−semi-groupe contractant (T (t))t≥0,

2. A est un fermé, D(A) = X et pour tout λ > 0, λ ∈ ρ(A) et

‖R(λ,A)‖ ≤ 1

λ
,

3. A est un fermé, D(A) = X et pour tout λ ∈ C tel que Re(λ) > 0, λ ∈ ρ(A) et

‖R(λ,A)‖ ≤ 1

Re(λ)
.

Théorème 1.1.4 (Feller-Miyadera-Phillips(1952)) [24, Théorème 3.8] Soit A un opérateur li-

néaire sur un domaine D(A) ⊂ X et soient ω ∈ R et M ≥ 1 des constantes. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. A est un générateur d’un C0−semi-groupe (T (t))t≥0 vérifiant

‖T (t)‖ ≤Meωt.

2. A est un fermé, D(A) = X et pour tout λ > ω, λ ∈ ρ(A) et pour tout n ∈ N,

‖R(λ,A)n‖ ≤ 1

|λ− ω|n
,

3. A est un fermé, D(A) = X et pour tout λ > Re(ω), λ ∈ ρ(A) et

‖R(λ,A)n‖ ≤ 1

|Re(λ)− ω|n
.
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1.2 Semi-groupes α fois intégrables

Définition 1.2.1 Soient X un espace de Banach et f : [0,+∞[→ X une fonction mesurable véri-

fiant ‖f(t)‖ ≤ Meωt pour un certain ω ∈ R et M ≥ 0. Alors pour tout λ > 0, la transformation de

Laplace est donnée par

r(λ) =

∫ +∞

0

e−λtf(λ)dt.

Cet intégrale est définie au sens de Bochner.

Soient β ≥ −1 et f une fonction continue. La convolution jβ ∗ f est définie pour tout t ≥ 0 par

jβ ∗ f(t) =


∫ t

0
(t−s)β
Γ(β+1)

f(s)ds si β > −1,∫ t
0
f(t− s)dδ0(s) siβ = −1,

avec Γ est l’intégrale d’Euler donnée par Γ(β + 1) =
∫ +∞

0
xβe−xdx, j−1 = δ0 la mesure de Dirac et

pour tout β > −1,

jβ : ]0,+∞[ → R,

t 7→ tβ

Γ(β+1)
.

Définition 1.2.2 [4]

1. Soit α > 0. Une famille S(t)t≥0 ⊆ B(X) fortement continue est dite un semi-groupe α fois

intégrable, si S(0) = 0 et pour tout t, s ≥ 0

Sn(t)Sn(s) =

∫ t+s

t

(s+ t− r)n−1

Γ(n)
Sn(r)dr −

∫ s

0

(s+ t− r)n−1

Γ(n)
Sn(r)dr, (∗)

où n− 1 < α ≤ n et Sn(t)(x) = (jn−α−1 ∗ S)(x) pour tout x ∈ X.

2. Inversement, pour un opérateur linéaire A, on dit que A est un générateur d’un semi-groupe α

fois intégrable, si pour certain ω ∈ R on a ]ω,+∞[⊆ ρ(A), et il existe une application fortement

continue S : [0,+∞[→ B(X) vérifiant

‖S(t)‖ ≤ Meωt pour tout t ≥ 0 et un certain M > 0

R(λ,A) = λα
∫ +∞

0

e−λtS(t)ds pour tout λ > max{ω, 0},

dans ce cas, (S(t))t≥0 est appelée semi-groupe α fois intégrable et le domaine de son générateur

A est donné par

D(A) = {x ∈ X :

∫ t

0

S(s)Axds = S(t)x− tαx

Γ(α + 1)
}.

Remarque 1.2.1 1. D’après le Théorème de la transformation de Laplace (S(t))t≥0 est unique.
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2. En particulier, tous les C0-semi-groupes sont des semi-groupes α fois intégrables avec α = 0.

3. D’après (*), on conclut que pour tout t, s ≥ 0

S(t)S(s) = S(s)S(t).

4. Si A est un générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 pour un certain α ≥ 0, alors

A est aussi un générateur d’un semi-groupe β fois intégrable (Sβ(t))t≥0 pour tout β > α avec

Sβ(t)x := jβ−α−1 ∗ S(t)x pour tout x ∈ X.

Dans 1934 [81], D.V. Widder a prouvé que si r ∈ C∞(]0,+∞[), alors il existe f ∈ L∞([0,+∞[)

tel qu’on a

sup
λ>0,n∈N

{λ
n+1r(n)(λ)

n!
} < +∞⇔ r(λ) =

∫ +∞

0

e−λtf(λ)dt.

Ensuite à 1987 [4], W. Arendt a démontré le Théorème de Widder dans un espace de Banach X :

Si r ∈ C∞(]0,+∞[, X) tel que supλ>0,n∈N{
λn+1r(n)(λ)

n!
} < +∞, alors il existe f ∈ L∞([0,+∞[, X)

vérifiant

r(λ) =

∫ +∞

0

e−λtf(λ)dt.

Théorème 1.2.1 (Feller-Miyadera-Phillips(1952)) [30, Théorème 3.4] Soit A un opérateur li-

néaire sur un domaine D(A) ⊂ X et soient α ≥ 0, ω ∈ R et M ≥ 0 des constantes. Alors les

propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe a ≥ max{0, ω} et M ≥ 0 tel que ]a,+∞[⊂ ρ(A) et pour tout k ∈ N et pour tout λ ≥ a,

‖
(R(λ,A)

λαk!

(k))(k)

‖ ≤ M

|λ− ω|k+1
,

2. A est un générateur d’un semi-groupe β fois intégrable (T (t))t≥0 pour tout β ∈]α, α + 1] et il

existe une constante K vérifiant pour tout t ≥ 0

lim sup
h→0+

‖Tα+1(t+ h)− Tα+1(t)‖ ≤ Keωt.

Théorème 1.2.2 (Arendt-Neubrander(1989)) [30, Théorème 3.5] Soit A un opérateur linéaire

tels que D(A) = X et ]a,+∞[⊂ ρ(A) pour certain a ≥ 0. On considère α ≥ 0 et ω ≤ a. Alors les

propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe M ≥ 0 tel que pour tout k ∈ N et pour tout λ ≥ a,

‖
(R(λ,A)

λαk!

)(k)

‖ ≤ M

|λ− ω|k+1
,

2. A est un générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (T (t))t≥0.
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Exemple 1.2.1 1. Pour tout f ∈ D(A) := {f ∈ L1(R) / f est continue et f ′ ∈ L1(R)}, on

définit l’opérateur linéaire A par

Af = −f ′.

Comme (L1(R))∗ = L∞(R) et l’adjoint A∗ de A est défini pour tout f ∈ D(A∗) = {f ∈
L∞(R) / f est continue et f ′ ∈ L∞(R)} par

A∗f = f ′.

Alors pour tout α > 0, A∗ est un générateur d’un semi-groupe α fois intégrable.

2. En général, on considère un générateur A d’un C0-semi-groupe sur un espace de Banach X,

alors pour tout α > 0, l’adjoint A∗ de A sur X∗ est un générateur d’un semi-groupe α fois

intégrable.

3. Soit X un espace de Banach ordonné de cône normal et générateur (par exemple : Banach

treillis ou C∗-algèbre). On considère un opérateur linéaire A tel que son résolvent est positif

c’est à dire (il existe a ∈ R tel que ]a,+∞[⊂ ρ(A) et R(λ,A) ≥ 0). Si D(A) = X ou la norme

de X est continue, alors A est un générateur d’un semi-groupe α intégrable.

4. Soit X = C([0, 1])×R. On considère A défini, pour tout (f, 0) ∈ D(A) = C1([0, 1])× {0}, par

A(f, 0) = (f ′,−f(0)).

Alors le résolvent de A est positif et, par suite, pour tout α > 1, A est un générateur d’un

semi-groupe α fois intégrable.

1.3 Opérateurs de Kato et d’essentiellement Kato

Soient M et N deux sous espaces de X. On note par M ⊆e N (inclusion essentielle) s’il existe un

sous espace de dimension finie F ⊆ X, tel que M ⊆ N + F .

Définition 1.3.1 [1],[45] Soit T ∈ B(X). Nous définissons les quantités suivantes :

1. Le module minimum de T par γ(T ) :=

inf{‖Tx‖ / x ∈ X, dist{x,N(T )} = 1} si T 6= 0,

∞ si T = 0.

2. Le module injectif de T par j(T ) = inf{‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ = 1}.

3. Le module surjectif de T par k(T ) = sup{r ≥ 0 : rBX ⊆ TBX}.

Théorème 1.3.1 [45] Soit T ∈ B(X). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. N(T ) ⊆ T n(X), ∀n ∈ N,
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2. N(T n) ⊆ T (X), ∀n ∈ N,

3. N(T n) ⊆ Tm(X), ∀n,m ∈ N,

4. N(T n) = Tm[N(T n+m)], ∀n,m ∈ N,

5. N(T ) ⊆ T∞(X) où T∞(X) :=
⋂
n≥0 T

n(X),

6. N∞(T ) ⊆ T (X) où N∞(T ) :=
⋃
n≥0N(T n),

7. N∞(T ) ⊆ T∞(X).

Définition 1.3.2 [45] Soit T ∈ B(X).

1. T est un opérateur de Kato (T ∈ D(X)), si R(T ) est fermé et T vérifie l’une des assertions du

Théorème 1.3.1.

2. T est un opérateur essentiellement Kato, T ∈ eD(X), si R(T ) est fermé et N(T ) ⊆e R∞(T ).

Les spectres de Kato et d’essentiellement Kato de T sont définis respectivement par

σK(T ) = {λ ∈ C / T − λI n’est pas de Kato},

σeK(T ) = {λ ∈ C / T − λI n’est pas essentiellement Kato}.

Théorème 1.3.2 [45] Soit T ∈ B(X). Alors on a les propriétés suivantes :

1. ∂σ(T ) ⊆ σK(T ) ⊆ σ(T ).

2. σK(T ) est un compact non vide de C.

3. σK(T ) = σK(T ∗).

4. σK(T )\σG(T ) est au plus dénombrable où σG(T ) := {λ ∈ C / (T − λI)(X) est fermé} est le

spectre de Goldberg.

5. Si T est Kato, alors T − λI est aussi Kato pour tout λ < γ(T ).

6. Si T est Kato, alors dist{0, σk(T )} = Γ(T ) := limn→∞ γ(T n)
1
n = supn≥1 γ(T n)

1
n .

7. Si X est un espace de Hilbert, alors σK(T ) = {λ0 ∈ C / limλ→λ0 γ(T − λI) = 0}.

Remarque 1.3.1 [45] Soient T, S ∈ B(X). Alors on a les propriétés suivantes :

– j(T ) ≤ ‖T‖ et k(T ) ≤ ‖T‖.
– T est surjectif si et seulement si k(T ) > 0.

– T est borné inférieurement si j(T ) > 0.

– j(S)j(T ) ≤ j(ST ) ≤ ‖S‖j(T ).

– k(S)k(T ) ≤ k(ST ) ≤ k(S)‖T‖.
– R(T ) est fermé si et seulement si γ(T ) > 0.

– Si T est injectif, alors γ(T ) = j(T ).

– Si T est surjectif, alors γ(T ) = k(T ).

– Si T est bijectif, alors γ(T ) = j(T ) = k(T ) = 1
‖T−1‖ .
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1.4 Opérateurs Drazin inversible et Quasi-Fredholm

Un opérateur T ∈ B(X) est Drazin inversible si a(T ) et d(T ) sont finies. Dans ce cas a(T ) =

d(T ) = p et d’après le Théorème 7.9 [72], on a

X = N(T p)⊕R(T p).

Pour un opérateur linéaire fermé A de domaine D(A) ⊆ X, on dit que A est Drazin inversible s’il

existe un opérateur AD ∈ B(X) vérifiant R(AD) ⊂ D(A), R(I − AB) ⊂ D(A), ADAAD = AD,

ADA = AAD et A(I − AAD) est nilpotent. De plus, A est Drazin inversible si et seulement si

A = A1 ⊕ A2,

où A1 est fermé et inversible et A2 est nilpotent et borné (voir [34]).

Soit T ∈ B(X), on définit le degré d’itération stable dis(T ) de T par

dis(T ) = inf{n ∈ N / ∀m ≥ n,R(T n) ∩N(T ) = R(Tm) ∩N(T )}.

L’opérateur T est dit quasi-Fredholm, en symbole T ∈ qΦ(X), s’il existe d ∈ N tels que dis(T ) = d

et R(T n) et R(T ) +N(T n) sont fermés pour tout n ≥ d. Les spectres de Drazin et de quasi-Fredholm

sont définis respectivement par

σD(T ) = {λ ∈ C / λ− T n’est pas de Drazin inversible},

σqe(T ) = {λ ∈ C / λ− T /∈ qΦ(X)}.

1.5 Opérateurs Saphar

Soit T ∈ B(X). On dit que T est relativement régulier, T ∈ R(X), s’il existe S ∈ B(X) tel que

TST = T .

Théorème 1.5.1 [45] Soit T ∈ B(X). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est relativement régulier,

2. N(T ) et T (X) admettent au sens topologique de sous-espaces complémentaires dans X.

Définition 1.5.1 [50] Soient T ∈ B(X). On dit que :

1. T est dit Saphar (T ∈ S(X)), si T est Kato et relativement régulier. En symbole, on note par

σrr(T ) son spectre associé.

2. T est dit essentiellement Saphar (T ∈ eS(X)), si T est essentiellement Kato et relativement

régulier. En symbole, on note par σerr(T ) son spectre associé.
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Remarque 1.5.1 1. Un opérateur de Saphar est appelé aussi selon R. Harte [29] et V. Mûller

[45, C.12.1] hyper-régulier et régulier respectivement.

2. Dans le cas où X est un espace de Hilbert, la classe des opérateurs de Saphar cöıncide avec

celle de Kato. Autrement dit, S(X) = D(X).

Lemme 1.5.1 [45] Soit T ∈ S(X) et S ∈ B(X) tel que TST = T , alors pour tout n ∈ N∗ on a

T nSnT n = T n. De plus, T n ∈ S(X) et Sn est un pseudo-inverse de T n.

Théorème 1.5.2 [45] Soit T ∈ B(X). Alors T ∈ S(X) si et seulement si il existe un voisinage U

de 0 dans C et une fonction analytique F : U −→ B(X) tel que :

(T − λI)F (λ)(T − λI) = T − λI pour tout λ ∈ U.

Plus précisément, si S est un inverse généralisé de T , alors on peut prendre et

F (λ) = S(I − λS)−1 =
+∞∑
k=0

Sk+1λk

pour tout λ ∈ U = {λ ∈ C / |λ| < ‖S‖−1}.

Remarque 1.5.2 Soit T ∈ B(X). Alors on a les propriétés suivantes :

1. D’après le Théorème 1.5.2, on conclut que ρrr(T ) est un ouvert de C et on a

ρ(T ) ⊆ ρrr(T ) ⊆ ρK(T ) et σK(T ) ⊆ σrr(T ) ⊆ σ(T ).

2. Si T ∈ S(X) et S ∈ B(X) tel que TST = T , alors

{λ ∈ C : |λ| < r(S)−1} ⊆ ρrr(T ).

Le théorème suivant caractérise les opérateurs de Saphar.

Théorème 1.5.3 [42, Théorème 4.1] Soit T ∈ B(X). Alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

1. T est de Saphar.

2. Il existe un voisinage U de 0 et une fonction analytique F : U → B(X) vérifiant (T −
λI)F (λ)(T − λI) = (T − λI) pour tout λ ∈ U.
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1.6 Opérateurs Fredholm

Définition 1.6.1 [1] Soit T ∈ B(X). Alors on note :

1. l’ascente de T par a(T ) = inf{n ∈ N : N(T n+1) = N(T n)},

2. la descente de T par d(T ) = inf{n ∈ N : R(T n+1) = R(T n)},

3. l’ascente essentielle de T par ae(T ) = inf{k ∈ N : dim[N(T k+1)/N(T k)] <∞},

4. la descente essentielle de T par de(T ) = inf{k ∈ N : dim[R(T k)/R(T k+1)] <∞}.

5. De plus on note = dim(N(T )) =: δ(T ),

6. co dimX(R(T )) = dim(X/T (X)) =: β(T ) où X/T (X) est l’espace quotient.

De même, on note les spectres d’ascente, de descente, d’ascente essentielle et de descente essentielle

respectivement par

σa(T ) = {λ ∈ C : a(λ− T ) =∞},

σd(T ) = {λ ∈ C : d(λ− T ) =∞},

σae(T ) = {λ ∈ C : ae(λ− T ) =∞},

σde(T ) = {λ ∈ C : de(λ− T ) =∞}.

Remarque 1.6.1 Soit T ∈ B(X). Alors on a :

1. a(T ) = 0 si et seulement si T est injectif.

2. d(T ) = 0 si et seulement si T est surjectif.

Théorème 1.6.1 [1] Soit T ∈ B(X). Alors on a les propriétés suivantes :

1. Si a(T ) <∞ et d(T ) <∞, alors a(T ) = d(T ) = p et X = T p(X)⊕N(T p).

2. S’il existe m ∈ N tel que X = Tm(X) ⊕ N(Tm), alors a(T ) = d(T ) = p ≤ m et T|T p(X) est

surjectif.

3. Si a(T ) <∞, alors δ(T ) ≤ β(T ).

4. Si d(T ) <∞, alors β(T ) ≤ δ(T ).

5. Si a(T ) = d(T ), alors δ(T ) = β(T ).

6. Si δ(T ) = β(T ) <∞ et si a(T ) <∞ ou d(T ) <∞, alors a(T ) = d(T ).

Définition 1.6.2 [1] Soit T ∈ B(X). Alors on dit que :

1. T est un opérateur semi-Fredholm supérieur, en symbole T ∈ Φ+(X), si δ(T ) <∞ et T (X) est

fermé. En symbole, on note par σe+(T ) son spectre associé.
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2. T est un opérateur semi-Fredholm inférieur, en symbole T ∈ Φ−(X), si β(T ) < +∞. En

symbole, on note par σe−(T ) son spectre associé.

3. T est un opérateur de Fredholm, en symbole T ∈ Φ(X), si δ(T ) < +∞ et β(T ) < +∞. En

symbole, on note par σe(T ) son spectre associé.

4. T est un opérateur semi-Fredholm, en symbole T ∈ Φ±(X), si T ∈ Φ+(X)
⋃

Φ−(X). En sym-

bole, on note par σe±(T ) son spectre associé.

5. T est un opérateur semi-Browder inférieur, en symbole Br−(X), si T ∈ Φ+(X) et a(T ) < +∞}.
En symbole, on note par σB−(T ) son spectre associé.

6. T est un opérateur semi-Browder supérieur, en symbole Br+(X), si T ∈ Φ−(X) et d(T ) < +∞}.
En symbole, on note par σB+(T ) son spectre associé.

7. T est un opérateur de semi-Browder si T ∈ Br+(X)∪Br−(X). En symbole, on note par σB±(T )

son spectre associé.

8. T est un opérateur de Browder si T ∈ Br+(X) ∩Br−(X). En symbole, on note par σB(T ) son

spectre associé.

Remarque 1.6.2 Soient T ∈ B(X), K(X) l’ensemble des opérateurs compacts, B(X)/K(X) l’algèbre

de Calkin et π : B(X)→ C(X) = B(X)/K(X) la surjection canonique. Alors on a les caractérisations

d’Atkinson suivantes :

1. T ∈ Φ(X) si et seulement si π(T ) est inversible.

2. T ∈ Φl(X) si et seulement si π(T ) est inversible à gauche.

3. T ∈ Φr(X) si et seulement si π(T ) est inversible à droite.

Définition 1.6.3 [1] L’indice d’un opérateur semi-Fredholm est une application définie par

ind : Φ±(X) → Z ∪ {±∞},

T → ind(T ) = δ(T )− β(T ).

Proposition 1.6.1 [45] Soient T, S ∈ B(X). Alors on a les propriétés suivantes :

1. Pour tout T ∈ K(X) et tout λ ∈ R∗ on a T − λI ∈ Φ(X) (critère alternatif de Fredholm). De

plus δ(T − λI) = β(T − λI) = δ(T ∗ − λI∗) = β(T ∗ − λI∗) < ∞ et a(T − λI) = b(T − λI) =

a(T ∗ − λI∗) = d(T ∗ − λI∗) <∞.

2. Pour tout T ∈ Φ±(X) et tout K ∈ K(X) on a ind(T +K) = ind(T ).

3. Si T ∈ Φ(X), alors il existe S ∈ Φ(X) tel que TST = T . De plus ind(T ) = −ind(S).

4. Si T ∈ Φ(X), alors a(T ) = d(T ∗) et d(T ) = a(T ∗).

5. Si T, S ∈ Φ(X), alors ST ∈ Φ(X) et ind(TS) = ind(T ) + ind(S).
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6. Si ST ∈ Φ(X), alors S ∈ Φ−(X) et T ∈ Φ+(X).

Théorème 1.6.2 [1] Soit T ∈ B(X). Alors on a les propriétés suivantes :

1. Si T ∈ Φ+(X), alors il existe ε > 0 tel que pour tout S ∈ B(X) vérifiant ‖S‖ < ε, on a

T + S ∈ Φ+(X). De plus δ(T + S) ≤ δ(T ) et ind(T + S) = ind(T ).

2. Si T ∈ Φ−(X), alors il existe ε > 0 tel que pour tout S ∈ B(X) vérifiant ‖S‖ < ε, on a

T + S ∈ Φ−(X). De plus β(T + S) ≤ β(T ) et ind(T + S) = ind(T ).

Théorème 1.6.3 [1] Soit T ∈ B(X). Alors on a :

1. Si T ∈ Φ+(X), alors il existe ε > 0 tels que δ(T − λI) ≤ δ(T ) et δ(T − λI) est constante pour

tout |λ| ∈]0, ε[.

2. Si T ∈ Φ−(X), alors il existe ε > 0 tels que β(T − λI) ≤ β(T ) et β(T − λI) est constante pour

tout |λ| ∈]0, ε[.

Définition 1.6.4 [1] Soit T ∈ Φ±(X), alors il existe ε > 0 tel que δ(T − λI) ou β(T − λI) soit

constante pour tout |λ| ∈]0, ε[ et dans ce cas on définit le saut de T par

j : Φ±(X) → N,

T → j(T ) =

{
δ(T )− δ(T − λI) si T ∈ Φ+(X),

β(T )− β(T − λI) si T ∈ Φ−(X).

Théorème 1.6.4 [1] Soit T ∈ B(X). Alors on a les propriétés suivantes :

1. Si T ∈ Φ±(X), alors T est Kato si et seulement si j(T ) = 0.

2. Si T ∈ Φ±(X), alors T est essentiellement Kato.

3. Si T est de type Kato, alors il existe ε > 0 tel que T − λI est Kato pour tout λ ∈ D(0, ε)\{0}.

1.7 Opérateur décomposablement Fredholm

Définition 1.7.1 ([78],[20]) Soit T ∈ B(X). Alors on dit que :

1. T est décomposablement régulier, en symbole T ∈ GR(X), s’il existe S ∈ G(X) tel que TST =

T .

2. T est décomposablement Fredholm, en symbole T ∈ ΦR(X), s’il existe S ∈ Φ(X) tel que

TST = T .

Théorème 1.7.1 ([20], [52], [78], [7]) 1. GR(X) = R(X)
⋂
G(X) et int(GR(X)) =W(X).
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2. ΦR(X) = R(X)
⋂

Φ(X) et int(ΦR(X)) = Φ(X).

Remarque 1.7.1 [47] Soit T ∈ B(X). Alors on a :

1. int(R(X)) = A(X) = {T : T +K ∈ R(X) pour tout K compact}.

2. T ∈ GR(X) si et seulement si T ∈ R(X) et N(T ) ' X/T (X) ;

3. Si X est un espace de Hilbert séparable, alors

ΦR(X) = Φ(X)
⋃
{T ∈ B(X) : T (X) est fermé et δ(T ) = β(T )}.

4. Φ(X) ⊆ ΦR(X).

5. intΦnR(X) = Φ−n(X) où Φk(X) = {T ∈ Φ(X) : ind(T ) = k} avec k ∈ Z.

6. ΦR(X) =
⋃
n∈ZΦnR(X) où

ΦnR(X) = {T ∈ B(X) : TST = T avecS ∈ Φ(X) et ind(S) = n}.

7. Φ(X) ⊆ Φg(X) ⊆ Φ(X) et Φg(X) ⊆ ΦR(X) où

Φg(X) = {T ∈ R(X) : I − ST − TS ∈ Φ(X) avecS ∈ B(X)}.

1.8 Propriété d’extension unique (SVEP) et propriété de

Bishop (β)

Définition 1.8.1 [1] Soient T ∈ B(X) et λ ∈ C.

1. L’ensemble résolvent local de T à x est définit par :

ρT (x) = {λ ∈ C : il existe un voisinageU deλ et une fonction analytique f : U → X tel que (T−
µ)f(µ) = x pour toutµ ∈ U}.

2. Le spectre local de T à x est σT (x) = C\ρT (x).

3. T admet la propriété d’extension unique (SVEP) à λ si pour tout voisinage U de λ, la seule

fonction f : U → X vérifiant (T − µ)f(µ) = 0 pour tout µ ∈ U est la fonction nulle.

4. T possède la propriété d’extension unique (SVEP) si T a SVEP à chaque λ ∈ C.

5. T satisfait la propriété de Bishop (β) s’il existe r > 0 vérifiant pour tout ouvert U du disque

D(0, r) et toute suite des fonctions (fn)n∈N ⊂ O(U,X) tel que limn→∞(T − µ)fn(µ) = 0 dans

O(U,X), alors limn→∞ fn(µ) = 0 dans O(U,X), où O(U,X) : est l’algèbre de Fréchet des

fonctions analytiques définies sur l’ouvert U ⊆ C à valeurs dans X qu’on associe la topologie

de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de U .
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1.9 φ-multiplicateurs

La notion des multiplicateurs a été introduite par Helgason [31] dans la cas d’une algèbre de

Banach sans ordre, ensuite Wang [80] et Birtal [18] ont poursuit les développement de cette notion.

Définition 1.9.1 [1] Soient A une algèbre de Banach complexe et T : A → A une application.

On dit que T est un multiplicateur, en symbole T ∈M(A), si

x(Ty) = (Tx)y pour tout x, y ∈ A.

Définition 1.9.2 ([1],[36],[38]) Soient A une algèbre de Banach et B un ensemble non vide de A.

On dit que :

1. Deux éléments x, y ∈ A sont orthogonaux si xy = yx = 0.

2. L’orthogonal de B est l’ensemble définit par : B> := {x ∈ A : xy = yx = 0 pour tout y ∈ B}.
De plus, B> est un idéal bilatère fermé de A ;

3. L’annulateur à gauche de B est l’ensemble : lan(B) = {x ∈ A : xB = {0}}.

4. L’annulateur à droite de B est l’ensemble : ran(B) = {x ∈ A : Bx = {0}}.

5. On dit que A est sans ordre, si lan(A) = {0} ou ran(A) = {0}.

6. On dit que A est semi premier, si le singleton {0} est l’unique idéal bilatère J vérifiant J2 = {0}.

7. On dit que A est semi simple, si rad(A) = {0} où radA est le radical de Jacobson de A.

Remarque 1.9.1 [1] Soit A une algèbre de Banach. Alors on a les propriétés suivantes :

1. Si A est semi simple, alors A est semi premier.

2. Si A est semi primaire, alors A est sans ordre.

De plus, si xAx = {0}, alors x = 0.

3. Si A est sans ordre, alors tout opérateur T ∈M(A) est automatiquement linéaire continue.

De plus, T (xy) = x(Ty) = (Tx)y pour tout x, y ∈ A.

4. Si A est algèbre de Banach commutative, alors rad(A) =
⋂
m∈∆(A) kerm, où

– ∆(A) est l’ensemble des idéaux réguliers maximums,

– A∗ est le dual de A,

– Le fonctionnel linéaire multiplicatif sur A est un fonctionnel linéaire m ∈ A∗ non nul vérifiant

m(xy) = m(x)m(y) pour tout x, y ∈ A.

Théorème 1.9.1 [1, Théorème 1.4.14] Soit A une algèbre de Banach commutative semi simple.

Alors pour tout T ∈M(A), il existe une unique fonction continue bornée ϕT sur ∆(A) vérifiant

T̂ x(m) = ϕT (m)x̂(m) pour tout x ∈ A et toutm ∈ ∆(A),
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où x̂ est la transformation de Gelfand associée à x qui est définie par

x̂ : ∆(A) → C,

x → x̂(m) = m(x).

De plus, pour tout T ∈M(A), on a

‖ϕT‖∞ ≤ ‖T‖.

Définition 1.9.3 [6] Soit A ∈ B(H).

– A est une isométrie si A∗A = I, qui est équivalent avec la condition ‖Ax‖ = ‖x‖ pour tout

x ∈ H.

– A est normal si A∗A = AA∗.

– A est quasi-normal si A(A∗A) = (A∗A)A.

– A est bi-normal si (A∗A)(AA∗) = (AA∗)(A∗A).
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Chapitre 2
Semi-groupes α fois intégrables

Dans ce chapitre nous étudions les semi-groupes α fois intégrables [4]. Plusieurs auteurs ont

étudié différentes relations spectrales entre un C0−semi-groupe et son générateur. Notre objectif

dans ce chapitre est d’obtenir des relations spectrales entre un semi-groupe α fois intégrable et son

générateur. En particulier, nous obtenons des inclusions spectrales concernant les spectres Fredholm,

Drazin, ascente, descente, quasi-Fredholm et Browder.

2.1 Propriétés d’un semi-groupe α fois intégrable

Lemme 2.1.1 [30, Proposition 2.4] Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0

avec α > 0. Pour tout x ∈ D(A) et pour tout t ≥ 0, on a :

1. S(t)x ∈ D(A) et AS(t)x = S(t)Ax.

2. S(t)x = tα

Γ(α+1)
x+

∫ t
0
S(s)Axds.

De plus, pour tout x ∈ X,
∫ t

0
S(s)xds ∈ D(A) et

A

∫ t

0

S(s)xds = S(t)x− tα

Γ(α + 1)
x.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer notre premier résultat principal.

Lemme 2.1.2 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Pour

tout λ ∈ C et pour tout t ≥ 0, on a :

1. Pour tout x ∈ D(A),

Dλ(t)(λ− A)x =
[ ∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)

]
x,

où Dλ(t)x =
∫ t

0
eλ(t−s)S(s)xds.
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2. Pour tout x ∈ X, Dλ(t)x ∈ D(A) et

(λ− A)Dλ(t)x =
[ ∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)

]
x.

Preuve :

1. D’après le Lemme 2.1.1, on a pour tout x ∈ D(A),

S(s)x =
sα

Γ(α + 1)
x+

∫ s

0

S(r)Axdr.

En passant à la dérivée et comme Γ(α + 1) = αΓ(α), on obtient

S ′(s)x =
sα−1

Γ(α)
x+ S(s)Ax.

Par conséquent

Dλ(t)Ax =

∫ t

0

eλ(t−s)S(s)Axds

=

∫ t

0

eλ(t−s)[S ′(s)x− sα−1

Γ(α)
x]ds

=

∫ t

0

eλ(t−s)S ′(s)xds−
∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
xds

= S(t)x+ λDλ(t)x−
∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
xds.

Finalement, nous venons de montrer que pour tout x ∈ D(A),

Dλ(t)(λ− A)x =
[ ∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)

]
x.

2. Soit µ ∈ ρ(A). D’après la démonstration du Lemme 2.1.1 on a pour tout x ∈ X,

R(µ,A)S(s)x = S(s)R(µ,A)x,

et, par suite, on en déduit que pour tout x ∈ X,

R(µ,A)Dλ(t)x = R(µ,A)

∫ t

0

eλ(t−s)S(s)xds

=

∫ t

0

eλ(t−s)R(µ,A)S(s)xds

=

∫ t

0

eλ(t−s)S(s)R(µ,A)xds

= Dλ(t)R(µ,A)x.
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Ensuite, pour tout x ∈ X,

Dλ(t)x =

∫ t

0

eλ(t−s)S(s)xds

=

∫ t

0

eλ(t−s)S(s)(µ− A)R(µ,A)xds

= µ

∫ t

0

eλ(t−s)S(s)R(µ,A)xds−
∫ t

0

eλ(t−s)S(s)AR(µ,A)xds

= µ

∫ t

0

eλ(t−s)R(µ,A)S(s)xds−
∫ t

0

eλ(t−s)S(s)AR(µ,A)xds

= µR(µ,A)

∫ t

0

eλ(t−s)S(s)xds−
∫ t

0

eλ(t−s)S(s)AR(µ,A)xds

= µR(µ,A)Dλ(t)x−Dλ(t)AR(µ,A)x

= µR(µ,A)Dλ(t)x− [S(t)R(µ,A)x+ λDλ(t)R(µ,A)x−
∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
R(µ,A)xds]

= µR(µ,A)Dλ(t)x− [R(µ,A)S(t)x+ λR(µ,A)Dλ(t)x−R(µ,A)

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
xds]

= R(µ,A)
[
(µ− λ)Dλ(t)x− S(t)x+

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
xds
]

En résumé, pour tout x ∈ X, Dλ(t)x ∈ D(A) et

(µ− A)Dλ(t)x = (µ− λ)Dλ(t)x+

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
xds− S(t)x.

Finalement, pour tout x ∈ X et pour tout λ ∈ C,

(λ− A)Dλ(t)x =
[ ∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)

]
x.

Grâce au Lemme 2.1.2, nous pouvons déduire les corollaires suivants.

Corollaire 2.1.1 [62, Lemma 2.1] Soit A le générateur d’un semi-groupe intégrable. Pour tout λ ∈ C
et pour tout x ∈ D(A), on a

Dλ(t)(λ− A)x =
[ ∫ t

0

eλ(t−s)ds− S(t)
]
x.

De plus, pour tout x ∈ X,

(λ− A)Dλ(t)x =
[ ∫ t

0

eλ(t−s)ds− S(t)
]
x.

Corollaire 2.1.2 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Pour

tout λ ∈ C, pour tout t ≥ 0 et pour tout n ∈ N, on a :

1. Pour tout x ∈ X,

(λ− A)n[Dλ(t)]
nx = [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1x

Γ(α)
ds− S(t)]nx.
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2. Pour tout x ∈ D(An),

[Dλ(t)]
n(λ− A)nx = [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1x

Γ(α)
ds− S(t)]nx.

3. N [λ− A] ⊆ N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)].

4. R[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆ R[λ− A].

5. N [λ− A]n ⊆ N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)]n.

6. R[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)]n ⊆ R[λ− A]n.

7. R∞[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆ R∞[λ− A].

2.2 Spectres ponctuel et Fredholm d’un semi-groupe α fois

intégrable

Dans le résultat suivant, nous caractérisons les spectres ordinaire, ponctuel et Fredholm d’un

semi-groupe α fois intégrable.

Théorème 2.2.1 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Pour

tout t ≥ 0, on a :

1.
∫ t

0
e(t−s)σ(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σ(S(t)).

2.
∫ t

0
e(t−s)σp(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σp(S(t)).

3.
∫ t

0
e(t−s)σe(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σe(S(t)).

Preuve :

1. Soit λ ∈ C tel que pour tout t ≥ 0,∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds /∈ σ(S(t)),

autrement dit
∫ t

0
e(t−s)λ sα−1

Γ(α)
ds − S(t) est inversible et on considère Fλ(t) son inverse. A l’aide

du Lemme 2.1.2, on obtient pour tout x ∈ D(A),

x = Fλ(t)[

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]x

= Fλ(t)[Dλ(t)(λ− A)]x

= [Fλ(t)Dλ(t)](λ− A)x.
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En suite, d’après le Lemme 2.1.2, on obtient pour tout x ∈ X,

x = [

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]Fλ(t)x

= [(λ− A)Dλ(t)]Fλ(t)x

= (λ− A)[Dλ(t)Fλ(t)]x.

En outre, comme S(t)Fλ(t) = Fλ(t)S(t), alors

Fλ(t)Dλ(t) = Dλ(t)Fλ(t).

Enfin, nous avons vu que λ− A est inversible et λ /∈ σ(A).

2. Soit λ ∈ σp(A). Alors il existe x 6= 0 tel que

x ∈ N(λ− A).

Donc, d’après le Corollaire 2.1.2, on en déduit que

x ∈ N [

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

Par conséquent ∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds ∈ σp(S(t)).

3. Soit λ ∈ C tel que ∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds /∈ σe(S(t)),

alors on a

δ[

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] < +∞ etβ[

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] < +∞.

En conclusion, d’après le Corollaire 2.1.2, on a

δ[λ− A] < +∞ et β[λ− A] < +∞.

Enfin,

λ /∈ σe(A).

Ce qui suit est un lemme capital qui caractérise plusieurs spectres d’un semi-groupe α fois inté-

grable.

Lemme 2.2.1 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Pour

tout λ ∈ C, pour tout t ≥ 0 et pour tout x ∈ X on a :
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1. (λ− A)Lλ(t) + ϕλ(t)Dλ(t) = φλ(t)I, où

Lλ(t) =

∫ t

0

e−λsDλ(s)ds, ϕλ(t) = eλt etφλ(t) =

∫ t

0

( ∫ τ

0

e−λr
rα−1

Γ(α)
dr
)
dτ.

De plus, l’opérateur Lλ(t) commute avec chacun des opérateurs Dλ(t) et (λ− A).

2. Pour tout n ∈ N, il existe un opérateur Lλ,n(t) ∈ B(X) tel que

(λ− A)Lλ,n(t) + [ϕλ(t)]
n[Dλ(t)]

n = [φλ(t)]
nI.

En outre, l’opérateur Lλ,n(t) commute avec chacun des opérateurs Dλ(t) et λ− A.

3. Pour tout n ∈ N, il existe un opérateur Dλ,n(t) ∈ B(X) tel que

(λ− A)n[Lλ(t)]
n +Dλ,n(t)Dλ(t) = [φλ(t)]

nI.

De plus, l’opérateur Dλ,n(t) commute avec chacun des opérateurs Dλ(t), Lλ(t) et λ− A.

4. Pour tout n ∈ N, il existe un opérateur Kλ,n(t) ∈ B(X) tel que

(λ− A)nKλ,n(t) + [Dλ,n(t)]n[Dλ(t)]
n = [φλ(t)]

n2

I.

En outre, l’opérateur Kλ,n(t) commute avec chacun des opérateurs Dλ(t), Dλ,n(t) et λ− A.

Preuve :

1. Soit µ ∈ ρ(A). D’après le Lemme 2.1.2, pour tout x ∈ X, on a Dλ(s)x ∈ D(A) et, par suite,

Lλ(t)x =

∫ t

0

e−λsDλ(s)xds

=

∫ t

0

e−λsR(µ,A)(µ− A)Dλ(s)xds

= R(µ,A)[µ

∫ t

0

e−λsDλ(s)xds−
∫ t

0

e−λsADλ(s)xds]

= R(µ,A)[µLλ(t)x−
∫ t

0

e−λsADλ(s)xds].

D’où, pour tout x ∈ X, on a Lλ(t)x ∈ D(A). De plus,

(µ− A)Lλ(t)x = µLλ(t)x−
∫ t

0

e−λsADλ(s)xds.

Ensuite, on voit également

ALλ(t)x =

∫ t

0

e−λsADλ(s)xds.
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Il en résulte que

(λ− A)Lλ(t)x = λLλ(t)x−
∫ t

0

e−λsADλ(s)xds

= λLλ(t)x−
∫ t

0

e−λs
[
λDλ(s)x−

∫ s

0

eλ(s−r) r
α−1

Γ(α)
xdr + S(s)x

]
ds

= λLλ(t)x− λ
∫ t

0

e−λsDλ(s)xds+

∫ t

0

e−λs
∫ s

0

eλ(s−r) r
α−1

Γ(α)
xdrds−

∫ t

0

e−λsS(s)xds

= λLλ(t)x− λLλ(t)x+

∫ t

0

∫ s

0

e−λr
rα−1

Γ(α)
xdrds− e−λt

∫ t

0

eλ(t−s)S(s)xds

=

∫ t

0

∫ s

0

e−λr
rα−1

Γ(α)
xdrds− e−λtDλ(t)x

=
[
φλ(t)I − ϕλ(t)Dλ(t)

]
x,

où φλ(t) =
∫ t

0

∫ s
0
e−λr r

α−1

Γ(α)
drds et ϕλ(t) = e−λt.

Par conséquent

(λ− A)Lλ(t) + ϕλ(t)Dλ(t) = φλ(t)I.

Comme S(s)S(t) = S(t)S(s) pour tout s, t ≥ 0, on en déduira Dλ(s)S(t) = S(t)Dλ(s).

Puis on conclut que

Dλ(t)Dλ(s) =

∫ t

0

eλ(t−r)S(r)Dλ(s)dr

=

∫ t

0

eλ(t−r)Dλ(s)S(r)dr

= Dλ(s)

∫ t

0

eλ(t−r)S(r)dr

= Dλ(s)Dλ(t).

Donc

Dλ(t)Lλ(t) = Dλ(t)

∫ t

0

e−λsDλ(s)ds

=

∫ t

0

e−λsDλ(t)Dλ(s)ds

=

∫ t

0

e−λsDλ(s)Dλ(t)ds

=

∫ t

0

e−λsDλ(s)dsDλ(t)

= Lλ(t)Dλ(t).

Enfin, d’une part pour tout x ∈ X,

ALλ(t)x =

∫ t

0

e−λsADλ(s)xds.
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D’autre part pour tout x ∈ D(A),

ADλ(s)x = Dλ(s)Ax.

Alors on obtient

(λ− A)Lλ(t)x = λLλ(t)x− ALλ(t)x

= λLλ(t)x−
∫ t

0

e−λsADλ(s)xds

= λLλ(t)x−
∫ t

0

e−λsADλ(s)xds

= λLλ(t)x−
∫ t

0

e−λsDλ(s)Axds

= λLλ(t)x− Lλ(t)Ax

= Lλ(t)(λ− A)x.

2. Comme (λ− A)Lλ(t) + ϕλ(t)Dλ(t) = φλ(t)I, alors pour tout n ∈ N, on en déduit

[ϕλ(t)Dλ(t)]
n = [φλ(t)I − (λ− A)Lλ(t)]

n

=
n∑
i=0

Ci
n[φλ(t)]

n−i[−(λ− A)Lλ(t)]
i

= [φλ(t)]
nI − (λ− A)

n∑
i=1

Ci
n[φλ(t)]

n−i[−(λ− A)]i−1[Lλ(t)]
i

= [φλ(t)]
nI − (λ− A)Lλ,n(t),

où

Lλ,n(t) =
n∑
i=1

Ci
n[φλ(t)]

n−i[−(λ− A)]i−1[Lλ(t)]
i.

Par conséquent

(λ− A)Lλ,n(t) + [ϕλ(t)]
n[Dλ(t)]

n = [φλ(t)]
nI.

Finalement, pour la commutativité, il est claire que l’opérateur Lλ,n(t) commute avec chacun

des opérateurs Dλ(t) et λ− A.

3. De même, comme (λ− A)Lλ(t) + ϕλ(t)Dλ(t) = φλ(t)I, alors pour tout n ∈ N, il en résulte

[(λ− A)Lλ(t)]
n = [φλ(t)I − ϕλ(t)Dλ(t)]

n

=
n∑
i=0

Ci
n[φλ(t)]

n−i[−ϕλ(t)Dλ(t)]
i

= [φλ(t)]
nI −Dλ(t)

n∑
i=1

Ci
n[φλ(t)]

n−i[ϕλ(t)]
i[−Dλ(t)]

i−1

= [φλ(t)]
nI −Dλ(t)Dλ,n(t),
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où

Dλ,n(t) =
n∑
i=1

Ci
n[φλ(t)]

n−i[ϕλ(t)]
i[−Dλ(t)]

i−1.

Par conséquent

(λ− A)n[Lλ(t)]
n +Dλ(t)Dλ,n(t) = [φλ(t)]

nI.

En fin de compte, pour la commutativité, il est évident que Dλ,n(t) commute avec chacun des

opérateurs Dλ(t), Lλ(t) et λ− A.

4. Comme Dλ(t)Dλ,n(t) = [φλ(t)]
nI − (λ− A)n[Lλ(t)]

n, alors pour tout n ∈ N, on en déduit

[Dλ(t)Dλ,n(t)]n =
[
[φλ(t)]

nI − (λ− A)n[Lλ(t)]
n
]n

= [φλ(t)]
n2

I −
n∑
i=1

Ci
n

[
[φλ(t)]

n
]n−i[

(λ− A)n[Lλ(t)]
n
]i

= [φλ(t)]
n2

I − (λ− A)n
n∑
i=1

Ci
n

[
[φλ(t)]

n(n−i)(λ− A)n(i−1)[Lλ(t)]
ni

= [φλ(t)]
n2

I − (λ− A)nKλ,n(t),

où Kλ,n(t) =
∑n

i=1C
i
n[φλ(t)]

n(n−i)(λ− A)n(i−1)[Lλ(t)]
ni.

Par suite, on obtient

[Dλ(t)]
n[Dλ,n(t)]n + (λ− A)nKλ,n(t) = [φλ(t)]

n2

I.

A la fin, la commutativité est claire.

2.3 Spectre de Drazin d’un semi-groupe α fois intégrable

2.3.1 L’ascente et la descente

Maintenant, nous nous intéressons à l’ascente et à la descente d’un semi-groupe α fois intégrable.

Proposition 2.3.1 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0.

Pour tout λ ∈ C et pour tout t ≥ 0, si :

1. d[
∫ t

0
eλ(t−s) sα+1

Γ(α+)
ds− S(t)] = n, alors d[λ− A] ≤ n.

2. a[
∫ t

0
eλ(t−s) sα+1

Γ(α)
ds− S(t)] = n, alors a[λ− A] ≤ n.

Preuve :

1. Soit y ∈ R[λ− A]n, alors il existe x ∈ D(An) vérifiant

(λ− A)nx = y.
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Comme d[
∫ t

0
eλ(t−s) sα+1

Γ(α)
ds− S(t)] = n, alors

R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α+1

Γ(α)
ds− S(t)]n = R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α+1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1.

Ceci entrâıne qu’il existe z ∈ X tel que

[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α+1

Γ(α)
ds− S(t)]nx =

∫ t

0

eλ(t−s) s
α+1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1z.

En appliquant le Lemme 2.2.1, on obtient

(λ− A)Lλ,n(t) + [ϕλ(t)]
n[Dλ(t)]

n = [φλ(t)]
nI,

avec Lλ,n(t), Dλ(t) et (λ− A) commutent entre eux.

Par conséquent

[φλ(t)]
ny = (λ− A)n[φλ(t)]

nx

= (λ− A)n[(λ− A)Lλ,n(t) + [ϕλ(t)]
n[Dλ(t)]

n]x

= (λ− A)n(λ− A)Lλ,n(t)x+ [ϕλ(t)]
n(λ− A)n[Dλ(t)

n]x

= (λ− A)n+1Lλ,n(t)x+ [ϕλ(t)]
n[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]nx

= (λ− A)n+1Lλ,n(t)x+ [ϕλ(t)]
n[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1z

= (λ− A)n+1Lλ,n(t)x+ [ϕλ(t)]
n[(λ− A)n+1[Dλ(t)]

n+1z]

= (λ− A)n+1[Lλ,n(t)x+ [ϕλ(t)]
n[Dλ(t)]

n+1z].

D’où y ∈ R[λ− A]n+1 et, par suite,

R[λ− A]n = R[λ− A]n+1

Finalement, on aura

d(λ− A) ≤ n.

2. Soit x ∈ N(λ− A)n+1 et on suppose que a[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n, alors

N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n = N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1.

En appliquant le Lemme 2.1.2, on en conclut que

N(λ− A)n+1 ⊆ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1,

et donc

x ∈ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n.
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Par conséquent

[φλ(t)]
n(λ− A)nx = (λ− A)n[(λ− A)Lλ,n(t) + [ϕλ(t)]

n[Dλ(t)]
n]x;

= (λ− A)n(λ− A)Lλ,n(t)x+ [ϕλ(t)]
n(λ− A)n[Dλ(t)]

nx

= (λ− A)n+1Lλ,n(t)x+ [ϕλ(t)]
n[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]nx

= (λ− A)n+1Lλ,n(t)x

= Lλ,n(t)(λ− A)n+1x

= 0.

Ceci prouve que x ∈ N(λ− A)n et, par suite,

a(λ− A) ≤ n.

2.3.2 Spectres de Drazin et Browder

Le résultat ci-dessous concerne les spectres d’ascente, de descente, de Browder et de Drazin d’un

semi-groupe α fois intégrable.

Théorème 2.3.1 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Pour

tout t ≥ 0, on a :

1.
∫ t

0
e(t−s)σa(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σa(S(t)).

2.
∫ t

0
e(t−s)σd(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σd(S(t)).

3.
∫ t

0
e(t−s)σB(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σB(S(t)).

4.
∫ t

0
e(t−s)σD(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σD(S(t)).

Preuve :

1. Soit λ ∈ C, tel que l’on ait ∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds /∈ σa(S(t)).

Alors il existe n ∈ N vérifiant

a[

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

Ceci entrâıne, d’après la Proposition 2.3.1, que a[λ− A] ≤ n et, par suite,

λ /∈ σa(A).
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2. Soit λ ∈ C, tel que ∫ t

0

e(t−s)λ sα

Γ(α + 1)
ds /∈ σdsc(S(t)).

Alors il existe n ∈ N satisfaisant

d[

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

On obtient donc, d’après la Proposition 2.3.1, d[λ− A] ≤ n et, par suite,

λ /∈ σdsc(A).

3. C’est immédiat, d’après les assertions précédentes.

4. On suppose que l’opérateur
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t) est de Drazin inversible, alors

a[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = d[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n

et

X = N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n ⊕R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n.

Soit x ∈ N [λ−A]n ∩R[λ−A]n, alors x ∈ N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)]n et il existe y ∈ X, tel que

l’on ait x = (λ− A)n(y). D’où, d’après le Lemme 2.2.1,

[φλ(t)]
n2

x = (λ− A)n[φλ(t)]
n2

y

= (λ− A)n
[
[Dλ(t)]

n[Dλ,n(t)]ny + (λ− A)nKλ,n(t)y
]

= [Dλ,n(t)]n(λ− A)n[Dλ(t)]
ny +Kλ,n(t)(λ− A)n(λ− A)ny

]
= [Dλ,n(t)]n(λ− A)n[Dλ(t)]

ny +Kλ,n(t)(λ− A)nx
]

= (λ− A)n[Dλ(t)]
n[Dλ,n(t)]ny

= [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n[Dλ,n(t)]ny.

Ceci prouve que

x ∈ R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n.

Par conséquent

x ∈ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n ∩R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n = {0},

et, par suite,

N(λ− A)n ∩R(λ− A)n = {0}.
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Maintenant, considérons x ∈ X. Alors d’après la supposition, il existe x, y ∈ X tels que x = y+z,

y ∈ N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)]n et z ∈ R[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)]n.

D’où z ∈ R(λ− A)n, et d’après le Lemme 2.2.1, on aura

(λ− A)n
[
[φλ(t)]

n2

y
]

= (λ− A)n
[
[Dλ(t)]

n[Dλ,n(t)]ny + (λ− A)nKλ,n(t)y
]

= [Dλ,n(t)]n(λ− A)n[Dλ(t)]
ny + (λ− A)n(λ− A)nKλ,n(t)y

= [Dλ,n(t)]n[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]ny + (λ− A)n(λ− A)nKλ,n(t)y

= (λ− A)n(λ− A)nKλ,n(t)y.

Par conséquent

(λ− A)n
[
[φλ(t)]

n2

y − (λ− A)nKλ,n(t)y
]

= 0.

Alors également on a

u = [φλ(t)]
n2

y − (λ− A)nKλ,n(t)y ∈ N(λ− A)n.

Ceci implique que

[φλ(t)]
n2

y = v + u,

où v = (λ− A)nKλ,n(t)y ∈ R(λ− A)n et u ∈ N(λ− A)n.

Ce qui montre que

x = y + z =
u+ v

[φλ(t)]n
2 + z = u′ + v′,

où u′ = u

[φλ(t)]n2
∈ N(λ− A)n et v′ = v

[φλ(t)]n2
+ z ∈ R(λ− A)n.

Par conséquent

X = N(λ− A)n ⊕R(λ− A)n.

Enfin, il est claire que (λ−A)|N(λ−A)n est nilpotent, et comme R(λ−A)n ∩N(λ−A)n = {0},
alors (λ− A)|R(λ−A)n est inversible et, par suite, λ− A est de Drazin inversible.

2.3.3 Spectre semi-Fredholm

Proposition 2.3.2 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrables (S(t))t≥0 avec α > 0.

Pour tout λ ∈ C et pour tout t ≥ 0. Si R[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds − S(t)]m est fermé, alors R(λ − A)m est

aussi fermé.

Preuve : Soit (yn)n∈N ⊆ X, tels qu’il existe (xn)n∈N ⊆ D(A) vérifiant (λ − A)mxn = yn et

yn → y ∈ X. Donc, d’après le Lemme 2.2.1, on a

(λ− A)m[Lλ(t)]
myn +Gλ,m(t)Dλ(t)yn = [φλ(t)]

myn.
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Ceci entrâıne que

[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]mGλ,m(t)xn = [Dλ(t)]

m(λ− A)mGλ,m(t)xn

= Gλ,m(t)[Dλ(t)]
m(λ− A)mxn

= Gλ,m(t)[Dλ(t)]
myn

= [φλ(t)]
myn − (λ− A)m[Lλ(t)]

myn.

D’où

[φλ(t)]
myn − (λ− A)Lλ(t)yn ∈ R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m.

Ainsi, comme R[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)]m est fermé, alors Gλ,m(t) est linéaire borné.

Et, par suite, on a

[φλ(t)]
myn − (λ− A)m[Lλ(t)]

myn

converge vers

[φλ(t)]
my − (λ− A)m[Lλ(t)]

my.

Par conséquent

[φλ(t)]
my − (λ− A)m[Lλ(t)]

my ∈ R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m.

Alors il existe z ∈ X, tel que

[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]mz = [φλ(t)]

my − (λ− A)m[Lλ(t)]
my.

D’où

[φλ(t)]
my = [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]mz + (λ− A)m[Lλ(t)]

my

= [(λ− A)m[Dλ(t)]
mz + (λ− A)m[Lλ(t)]

my

= (λ− A)m[[Dλ(t)]
mz + [Lλ(t)]

my.

On en déduit que y ∈ R(λ− A)m et, par suite, R(λ− A)m est fermée.

Discutons maintenant le spectre de semi-Fredholm.

Théorème 2.3.2 Soit A le générateur d’un semi-groupe α-fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Pour

tout t ≥ 0, on a :

1.
∫ t

0
e(t−s)σe+ (A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σe+(S(t)).

2.
∫ t

0
e(t−s)σe− (A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σe−(S(t)).

3.
∫ t

0
e(t−s)σe± (A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σe±(S(t)).
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Preuve :

1. On suppose que
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds /∈ σe+(S(t)), alors il existe n ∈ N, tel que δ[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds −

S(t)] = n et R[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] est fermé.

D’après le corollaire 2.1.2, on a

N(λ− A) ⊂ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)],

ce qui entrâıne

δ(λ− A) ≤ n.

Ainsi, d’après la Proposition 2.3.1, on en déduit que R(λ− A) est fermé. Par conséquent

λ /∈ σe+(A).

2. On suppose que
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds /∈ σe−(S(t)), alors il existe n ∈ N, tel que β[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds−

S(t)] = n.

En appliquant le Corollaire 2.1.2, on a

R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆ R(λ− A).

Par conséquent β(λ− A) ≤ n et, par suite,

λ /∈ σe−(A).

3. On l’obtient immédiatement grâce aux assertions précédentes.

2.3.4 Spectre semi-Browder

Examinons les spectres de semi-Browder supérieur et inférieur.

Théorème 2.3.3 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Pour

tout t ≥ 0, on a :

1.
∫ t

0
e(t−s)σBr+ (A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σBr+(S(t)).

2.
∫ t

0
e(t−s)σBr− (A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σBr−(S(t)).

3.
∫ t

0
e(t−s)σBr± (A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σBr±(S(t)).

Preuve :
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1. On suppose que
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds /∈ σBr+(S(t)), alors il existe n,m ∈ N tel que δ[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds−

S(t)] = m, R[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] est fermée et

a[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

Donc, d’après le Corollaire 2.1.2 et les Propositions 2.3.1 et 2.3.2, on en déduit que δ(λ−A) ≤ m,

R(λ − A) est fermée et a(λ − A) ≤ n. Par conséquent λ − A ∈ Φ+(D(A)) et a(λ − A) < +∞
et, par suite,

λ /∈ σBr+(A).

2. On suppose que
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds /∈ σBr−(S(t)), alors il existe n,m ∈ N tel que β[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds−

S(t)] = m et d[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

Ceci implique d’après le Corollaire 2.1.2 et la Proposition 2.3.2, que

β(λ− A) ≤ m et d(λ− A) ≤ n.

Par conséquent λ− A ∈ Φ−(D(A)) et d(λ− A) < +∞ et, par suite,

λ /∈ σBr−(A).

3. C’est immédiat d’après les assertions précédentes.

2.4 Spectres de Kato, de Saphar et de quasi-Fredholm d’un

semi-groupe α fois intégrable

2.4.1 L’ascente essentielle et la descente essentielle

Proposition 2.4.1 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0.

Pour tout λ ∈ C et pour tout t ≥ 0, on a :

1. de[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n implique de[A− λ] ≤ n.

2. ae[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n implique ae[A− λ] ≤ n.

Preuve :

1. On suppose que

de[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

Comme

R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n ⊆ R(λ− A)n,
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alors on peut définir la surjection linéaire φ par

φ : R(λ− A)n → R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n/R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1,

y = (λ− A)nx → [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]nx+R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1.

On en déduit, d’après le Théorème d’isomorphisme, que

R(λ− A)n/N(φ) ' R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n/R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1.

Par conséquent

dim(R(λ− A)n/N(φ)) = de[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

De plus, il est clair que

N(φ) ⊆ R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1 ⊆ R(λ− A)n+1.

Ceci entrâıne donc

R(λ− A)n/R(λ− A)n+1 ⊆ R(λ− A)n/N(φ).

Enfin, on en déduit que

de(λ− A) = dim(R(λ− A)n/R(λ− A)n+1) ≤ dim(R(λ− A)n/N(φ)) = n.

2. On suppose que

ae[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

Comme

N(λ− A)n+1 ⊆ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1,

alors on peut définir l’application linéaire ψ par

ψ : N(λ− A)n+1 → N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1/N [

∫ t

0

eλ(t−s) sα

Γ(α + 1)
ds− S(t)]n,

x → x+N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n.

D’après le Théorème d’isomorphisme, on en déduit

N(λ− A)n+1/N(ψ) ' R(ψ) ⊆ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n+1/N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n.

Par conséquent

dim(N(λ− A)n+1/N(ψ)) ≤ ae[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.
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Ainsi, comme

N(ψ) ⊆ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n ⊆ R(λ− A)n,

on a donc

N(λ− A)n+1/N(λ− A)n ⊆ N(λ− A)n+1/N(ψ).

Enfin, on obtient

ae(λ− A) = dim(N(λ− A)n+1/N(λ− A)n) ≤ dim(N(λ− A)n+1/N(ψ)) ≤ n.

On étudie maintenant les spectres d’ascente essentielle et de descente essentielle.

Théorème 2.4.1 Soit A le générateur d’un α fois semi-groupe intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Pour

tout t ≥ 0, nous avons :

1.
∫ t

0
e(t−s)σae (A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σae(S(t)).

2.
∫ t

0
e(t−s)σde (A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σde(S(t)).

Preuve :

1. On suppose que ∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds /∈ σae(S(t)).

Alors il existe n ∈ N vérifiant

ae[

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

Par conséquent, d’après la Proposition 2.4.1, ae[λ− A] ≤ n et, par suite,

λ /∈ σae(A).

2. On suppose que ∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds /∈ σde(S(t)).

Alors il existe n ∈ N vérifiant

de[

∫ t

0

e(t−s)λ s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n.

Donc, d’après la Proposition 2.4.1, on en déduit de[λ− A] ≤ n et, par suite,

λ /∈ σde(A).
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2.4.2 Spectres de Kato et de Saphar

Proposition 2.4.2 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0.

Pour tout λ ∈ C et pour tout t ≥ 0, si :

1.
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t) est relativement régulier, alors λ− A est aussi relativement régulier.

2. N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆ R∞[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)], alors

N(λ− A) ⊆ R∞(λ− A).

3. N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆e R∞[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)], alors

N(λ− A) ⊆e R∞(λ− A).

Preuve :

1. On suppose que

[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]T (t)[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] =

[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

D’où, d’après le Lemme 2.2.1, on obtient

φλ(t)(λ− A) = [(λ− A)Lλ(t) +Gλ(t)Dλ(t)](λ− A)

= (λ− A)Lλ(t)(λ− A) + ψλ(t)Dλ(t)(λ− A)

= (λ− A)Lλ(t)(λ− A) + ψλ(t)[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]

= (λ− A)Lλ(t)(λ− A)

+ ψλ(t)[[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]T (t)[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]]

= (λ− A)Lλ(t)(λ− A) + ψλ(t)
[
[λ− A)Dλ(t)]T (t)[Dλ(t)(λ− A)]

]
= (λ− A)[Lλ(t) + ψλ(t)Dλ(t)T (t)Dλ(t)](λ− A).

Ceci entrâıne que λ− A est relativement régulier.

2. C’est immédiat, puisque

N(λ− A) ⊆ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]

⊆ R∞[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]

⊆ R∞(λ− A).
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3. C’est évident, puisque

N(λ− A) ⊆ N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]

⊆e R∞[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]

⊆ R∞(λ− A).

Le résultat suivant conserne les spectres de Kato et Saphar.

Théorème 2.4.2 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Alors

pour tout t ≥ 0, on a :

1.
∫ t

0
e(t−s)σK(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σK(S(t)).

2.
∫ t

0
e(t−s)σrr(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σrr(S(t)).

3.
∫ t

0
e(t−s)σeK(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σeK(S(t)).

4.
∫ t

0
e(t−s)σerr(A) sα−1

Γ(α)
ds ⊆ σerr(S(t)).

Preuve :

1. On suppose que
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds /∈ σK(S(t)), alors on a : R[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] est fermé et

N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆ R∞[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

Donc, d’après les Propositions 2.3.2 et 2.4.2, R(λ− A) est fermé et

N(λ− A) ⊆ R∞(λ− A).

Ceci entrâıne que λ− A est un opérateur de Kato et, par suite,

λ /∈ σK(A).

2. On suppose que
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds /∈ σS(S(t)), alors on a :

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds−S(t) est relativement

régulier et

N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆ R∞[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

Par conséquent, d’après les Propositions 2.3.2 et 2.4.2, λ− A est relativement régulier et

N(λ− A) ⊆ R∞(λ− A).

D’où l’on déduit λ− A est un opérateur Saphar et, par suite,

λ /∈ σrr(A).
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3. On suppose que
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds /∈ σeK(S(t)), alors on a R[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] est fermé et

N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆e R∞[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

Donc, d’après les Propositions 2.3.2 et 2.4.2, R(λ− A) est fermé et

N(λ− A) ⊆e R∞(λ− A).

Par conséquent λ− A est essentiellement Kato et, par suite,

λ /∈ σeK(A).

4. On suppose que
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds /∈ σerr(S(t)), alors on a

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t) est relativement

régulier et

N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] ⊆e R∞[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

Ceci entrâıne, d’après les Propositions 2.3.2 et 2.4.2, λ− A est relativement régulier et

N(λ− A) ⊆e R∞(λ− A).

Par conséquent λ− A est essentiellement Saphar et, par suite,

λ /∈ σerr(A).

2.4.3 Le degré d’itération stable dis(T )

Proposition 2.4.3 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0.

Pour tout λ ∈ C et pour tout t ≥ 0, on a

dis[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n implique dis(A− λ) ≤ n.

Preuve : Comme dis[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)] = n, alors pour tout m ≥ n,

R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m ∩N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] =

R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n ∩N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

Soient m ≥ n et y ∈ R(λ− A)m ∩N(λ− A), alors il existe x ∈ X, tel que

y = (λ− A)mx.
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D’après le Lemme 2.2.1, on a

[φλ(t)]
my = [φλ(t)]

my

= (λ− A)Lλ,m(t)y + [ϕλ(t)]
m[Dλ(t)]

my

= Lλ,m(t)(λ− A)y + [ϕλ(t)]
m[Dλ(t)]

m(λ− A)mx

= [ϕλ(t)]
m[Dλ(t)(λ− A)]mx

= [ϕλ(t)]
m[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]mx

= [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m[ϕλ(t)]

mx.

Donc

y ∈ R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m.

Ainsi, comme y ∈ N(λ− A) ⊆ N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)], alors

y ∈ R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m ∩N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

Ceci implique que

y ∈ R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]n ∩N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)].

D’où, on déduit qu’il existe z ∈ X vérifiant

y = [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]nz = (λ− A)n[Dλ(t)]

nz.

Enfin, on conclut que y ∈ R(λ− A)n et, par suite,

dis(λ− A) ≤ n.

2.4.4 Spectre quasi-Fredholm

Proposition 2.4.4 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0.

Pour tout λ ∈ C et pour tout t ≥ 0. Si R[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds − S(t)] + N [

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds − S(t)]n est

fermé, alors R(λ− A) +N(λ− A)n est aussi fermé.

Preuve : Soit (yn)n∈N ⊆ X, tels qu’il existe (xn)n∈N ⊆ D(A) et (zn)n∈N ⊆ N(λ−A)m vérifiant

yn = (λ− A)xn + zn et yn → y ∈ X Donc, d’après le Lemme 2.2.1, on obtient

[Dλ(t)]
myn = [Dλ(t)]

m(λ− A)xn + [Dλ(t)]
mzn

= [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)][Dλ(t)]

m−1xn + [Dλ(t)]
mzn.
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Ensuite, puisque

[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m[Dλ(t)]

mzn = [Dλ(t)]
m[Dλ(t)]

m(λ− A)mzn = 0,

on en déduit

[Dλ(t)]
myn ∈ R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] +N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m.

Puis, comme on a

R[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] +N [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]m

est fermé et [Dλ(t)]
myn converge vers [Dλ(t)]

my, alors il existe x ∈ X et z ∈ N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds−S(t)]m

tel que

[Dλ(t)]
my = [

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]x+ z.

Ceci entrâıne

[Dλ(t)]
2my = [Dλ(t)]

m[Dλ(t)]
my

= [Dλ(t)]
m[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]x+ [Dλ(t)]

mz.

Par conséquent, d’aprés le Lemme 2.2.1,

[φλ(t)]
2my = (λ− A)Lλ,2m(t)y + [φλ(t)]

2m[ϕλ(t)]
2m[Dλ(t)]

2my

= (λ− A)Lλ,2m(t)y + [ϕλ(t)]
2m[[Dλ(t)]

m[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]x+ [Dλ(t)]

mz]

= (λ− A)Lλ,2m(t)y + [ϕλ(t)]
2m[[Dλ(t)]

mDλ(t)(λ− A)x+ [Dλ(t)]
mz]

= (λ− A)[Lλ,2m(t)y + [ϕλ(t)]
2m[Dλ(t)]

m+1x] + ϕλ(t)]
2m[Dλ(t)]

mz.

Enfin, comme on a

(λ− A)m[ϕλ(t)
2m[Dλ(t)]

mz] = ϕλ(t)
2m[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)]mz = 0,

alors

y ∈ R(λ− A) +N(λ− A)m.

Le théorème suivant concerne le spectre de quasi-Fredholm.

Théorème 2.4.3 Soit A le générateur d’un semi-groupe α fois intégrable (S(t))t≥0 avec α > 0. Alors

pour tout t ≥ 0, on a ∫ t

0

e(t−s)σqe(A) s
α−1

Γ(α)
ds ⊆ σqe(S(t)).
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Preuve : On suppose que ∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds /∈ σqe(S(t)).

Alors il existe d ∈ N, tel que pour tout n ≥ d, R[
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds − S(t)]n et R[

∫ t
0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds −

S(t)] +N [
∫ t

0
eλ(t−s) sα−1

Γ(α)
ds− S(t)]n sont fermés et

dis[

∫ t

0

eλ(t−s) s
α−1

Γ(α)
ds− S(t)] = d.

Par conséquent, d’après les Propositions 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.4, on en déduit pour tout n ≥ d, R[λ−A]n

et R[λ−A] +N [λ−A]n sont fermés et dis(λ−A) ≤ d. Enfin, λ−A est quasi-Fredholm et, par suite,

λ /∈ σqe(A).
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Chapitre 3
Distance du spectre décomposablement Fredholm

holomorphes et φ-multiplicateurs

Le premier objectif de ce chapitre est de calculer la distance entre 0 et le spectre décomposa-

blement Fredholm holomorphe σhF (T ). Ensuite nous poursuivons le développement des opérateurs

décomposablement Fredholm holomorphes. Puis, nous définissons une nouvelle distance qui répond

à l’objectif du chapitre. De plus, nous étudions la notion de φ-Multiplicateurs [36] en donnant une

caractérisation des φ-multiplicateurs. Enfin, nous étudions l’équation AB = λBA. En particulier

on s’intéresse aux opérateurs quasi-normaux et bi-normaux. On achéve ce chapitre par l’étude de

l’équation BSA = ATB en cherchant les propriétés spectrales locales communes entre AT et SA.

3.1 Distance du spectre σrr(T )

Lemme 3.1.1 [26, Lemme 4] Soit T ∈ S(X) et S ∈ B(X) tel que TST = T , alors

‖S‖−1 ≤ γ(T ).

Définition 3.1.1 [51] Soit T ∈ B(X). On définit les distances suivantes :

δn(T ) = sup{r(S)−1 : T nST n = T n, S ∈ B(X)} pour tout n ∈ N∗ ;

δ(T ) = sup
n≥1

(δn(T ))
1
n .

Grâce à ces distances, C. Schmöeger a calculé la distance du spectre de Saphar [51].

Théorème 3.1.1 [51, Théorème 3] Soit T ∈ S(X), alors on a :

dist{0, σrr(T )} = lim
n→+∞

δn(T )
1
n = sup

n≥1
δn(T )

1
n .
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3.2 Opérateurs décomposablement Fredholm holomorphes

HΦ(X)

Définition 3.2.1 [21] Soit T ∈ B(X).

L’ensemble résolvent décomposablement Fredholm holomorphe de T est défini par

ρhF (T ) := {λ ∈ C : ∃Uun voisinage deλ et ∃ F : U → B(X) une fonction analytique tels que

(T − λI)F (λ)(T − λI) = T − λI etF (λ) ∈ Φ(X) pour toutλ ∈ U}.
Le spectre décomoposablement Fredholm holomorphe de T est défini par

σhF (T ) = C\ρhF (T ).

Un opérateur T ∈ B(X) est dit décomposablement Fredholm holomorphe si 0 ∈ ρhF (T ).

La classe des opérateurs décomposablement Fredholm holomorphes est notée par HΦ(X).

Remarque 3.2.1

1. D’après la Définition 3.2.1, il est clair que ρhF (T ) est un ouvert de C.

2. Comme G(X) ⊆ Φ(X) ⊆ S(X) ⊆ D(X), alors on conclut que

ρ(T ) ⊆ ρhF (T ) ⊆ ρrr(T ) ⊆ ρK(T ).

3. Comme ∂σ(T ) ⊆ σK(T ), alors on déduit que

∂σ(T ) ⊆ σK(T ) ⊆ σrr(T ) ⊆ σhF (T ).

4. σhF (T ) est un compact non vide de C.

Théorème 3.2.1 [21] Soit T ∈ B(X) et f ∈ H(σ(T )).

On suppose que f est injective, alors on a

f(σhF (T )) = σhF (f(T )).

A. Tajmouati et A. El Bakkali ont prouvé la proposition suivante (voir [21, Proposition 2.1] et [20,

Proposition 2.1]).

Proposition 3.2.1 Soient T ∈ HΦ(X) et S ∈ Φ(X) tel que TST = T . Alors on a les assertions

suivantes :

1. T n ∈ HΦ(X) et T nSnT n = T n pour tout n ∈ N∗

2. (T − λI)(I − λS)−1S(T − λI) = (T − λI) pour tout |λ| < r(S)−1
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3. {λ ∈ C : |λ| < r(S)−1} ⊆ ρhF (T ).

S. Ivanov a prouvé le théorème suivant.

Théorème 3.2.2 [32, Théorème 3.9] Soit F : Ω −→ B(X) une fonction holomorphe et Ω un en-

semble ouvert connexe non vide de C. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. F a un pseudo-inverse holomorphe localement sur Ω

2. F a un pseudo-inverse holomorphe globalement sur Ω.

Théorème 3.2.3 Soit T ∈ B(X) et Ω un ouvert connexe de C. Alors on a

Ω ⊆ ρhF (T ) si et seulement s’il existe une fonction analytique F : Ω→ Φ(X) tel que

(T − λI)F (λ)(T − λI) = (T − λI) pour tout λ ∈ Ω.

Preuve : D’après le Théorème 3.2.2 et la Proposition 3.2.1 sachant que la fonction d’indice est

constante sur chaque composante connexe de Φ(X).

3.3 Distance du spectre σhF (.)

Définition 3.3.1 Soit T ∈ B(X). On définit les distances suivantes :

δΦ,n(T ) = sup{r(S)−1 : T nST n = T n, S ∈ Φ(X)} pour tout n ∈ N∗

δΦ(T ) = sup
n≥1

(δΦ,n(T ))
1
n .

Le résultat suivant est analogue au résultat de C. Schmöeger [29].

Proposition 3.3.1 Soit T ∈ B(X). On suppose que 0 ∈ ρhF (T ), alors on a

(δΦ,k(T ))
1
k ≤ δΦ(T ) ≤ r(T ).

Preuve : Comme 0 ∈ ρhF (T ) et d’après la Proposition 3.2.1, alors on conclut que

T k ∈ HΦ(X) pour tout k ∈ N .

Soit k ≥ 1 et S ∈ Φ(X) tel que T kST k = T k.

D’après la Proposition 3.2.1 et le Lemme 3.1.1, on obtient

‖Sn‖−1 ≤ γ((T k)n) et (‖Sn‖
1
n )−1 ≤ γ((T kn)

1
nk )k.
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Par suite, on déduit que

r(S)−1 ≤ Γ(T )k = lim
n→∞

γ((T kn)
1
nk )k.

D’où, on conclut que

δΦ,k(T ) ≤ Γ(T )k et δΦ,k(T )
1
k ≤ Γ(T ).

Par conséquent, on obtient

δΦ(T ) ≤ Γ(T ).

Proposition 3.3.2 Soit T ∈ HΦ(X) et Ω = {λ ∈ C : |λ| < d(T ) := dist(0, σhF (T ))}, alors il existe

une fonction analytique F : Ω→ Φ(X) tel que

TF (0)T = T et (T − λI)F (λ)(T − λI) = T − λI pour tout λ ∈ Ω.

De plus, on a F (λ) =
∑∞

n=0 λ
nF (0)n+1 et d(T ) = limsup‖F (0)n+1‖ 1

n .

Preuve : D’après la définition de d(T ) et le Théorème 3.2.3, on conclut que

Ω ⊆ ρhF (T ) et qu’il existe une fonction F : Ω→ Φ(X) tel que

(T − λI)F (λ)(T − λI) = T − λI pour tout λ ∈ Ω.

En particulier, si on prend λ = 0, on obtient

TF (0)T = T.

Comme F est analytique sur le disque Ω, alors F (λ) =
∑∞

n=0 λ
nAn où An ∈ B(X).

D’où, d’après la formule de Cauchy et avec une simple récurrence, on obtient

An = F (0)n+1 pour tout n ∈ N.

D’autre part, on sait que le rayon de convergence de la série
∑∞

n=0 λ
nF (0)n+1 est

R = (limsup‖F (0)n+1‖
1
n )−1.

Il est clair que

R ≥ d(T ).

Supposons que R > d(T ) et on considère la fonction

G(λ) = (T − λI)F (λ)(T − λI)− (T − λI) pour tout |λ| < R.

Il est clair que G est analytique et comme H(λ) = 0 pour tout λ ∈ Ω, alors on obtient

G(λ) = 0 pour tout |λ| < R.
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D’où, d’après le Théorème 3.2.3, on obtient

{λ ∈ C : |λ| < R} ⊆ ρhF (T ).

Par conséquent, on conclut que σhF (T ) ∩ ρhF (T ) 6= ∅, ce qui est absurde.

Finalement, on déduit que

d(T ) = R = limsup‖F (0)n+1‖
1
n .

Proposition 3.3.3 Soit T ∈ HΦ(X), alors

δΦ(T ) ≤ d(T ) ≤ Γ(T ).

Preuve : Soit |λ| < δΦ, alors il existe n ∈ N tel que

|λ| < (δΦ,n(T ))
1
n .

Par suite, on déduit que

|λn| < δΦ,n(T ).

D’où, d’après la définition de δΦ,n, il existe S ∈ Φ(X) tels que

T nST n = T n et |λn| < r(S)−1.

Par conséquent, d’après l’assertion 3) de la Proposition 3.2.1, on conclut que

λn ∈ ρhF (T n).

Alors, d’après le Théorème 3.2 [21] sachant que la fonction f(z) = zn est analytique sur l’ouvert

connexe ρhF (T ), on obtient

λ ∈ ρhF (T ).

D’où, on conclut que

{λ ∈ C : |λ| < δΦ(T )} ⊆ ρhF (T ).

Par conséquent, on obtient

δΦ(T ) ≤ d(T ).

Maintenant, soit |λ| < d(T ), alors il existe une fonction analytique F vérifiant

(T − λI)F (λ)(T − λI) = T − λI.

D’après la Proposition 3.3.3, on a F (λ) =
∑∞

n=0 λ
nF (0)n+1 et T n+1F (0)n+1T n+1 = T n+1.

Par suite, d’après le Lemme 3.1.1, on obtient

‖F (0)n+1‖−1 ≤ γ(T n+1).
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Par conséquent, on conclut que

(‖F (0)n+1‖
1
n )−1 ≤ (γ(T n+1)

1
n+1 )

n+1
n .

Finalement, d’après la Proposition 3.3.3, on déduit que

d(T ) ≤ Γ(T ).

Théorème 3.3.1 Soit T ∈ HΦ(X), alors

d(T ) = lim
n→∞

(δΦ,n(T ))
1
n = δΦ(T ),

où d(T ) = dist{0, σhF (T )}.

Preuve : Soit ε ∈]0, d(T )[ et η = d(T )− ε où d(T ) = dist{0, σhF (T )}.
Donc, d’après la Proposition 3.3.2, pour tout |λ| < d(T ) on a

(T − λI)F (λ)(T − λI) = (T − λI) où F (λ) =
∞∑
n=0

λnF (0)n+1.

D’où, sachant que lim sup ‖F (0)n+1‖ 1
n = 1

d(T )
, alors il existe k0 tel que

‖F (0)n+1‖
1
n <

1

d(T )
+

ε

d(T )η
=

1

η
pour tout n ≥ k0.

Par suite, comme TF (0)T = T et d’après la Proposition 3.3.2, on déduit que

δΦ(T ) ≤ d(T ).

Par conséquent, on obtient

T n+1F (0)n+1T n+1 = T n+1.

Pour tout n ≥ k0 on a :

ηn < ‖F (0)n+1‖−1

≤ r(F (0)n+1)−1

≤ δΦ,n+1(T )

≤ δn+1
Φ (T )

≤ d(T )n+1.

D’où, pour tout n ≥ k0 on obtient :

d(T )− ε = η < (δn+1
Φ (T ))

1
n

≤ δ
1+ 1

n
Φ (T )

≤ d(T )1+ 1
n .
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Par conséquent, comme ε > 0 et limn→∞ d(T )1+ 1
n = d(T ), alors il existe m0 tel que

d(T )1+ 1
n < d(T ) + ε pour tout n ≥ m0.

D’où, pour tout ε > 0 et tout n ≥ max{m0, k0} on obtient

d(T )− ε < δ
1+ 1

n
Φ (T ) < d(T ) + ε.

Finalement, on conclut que

d(T ) = δΦ(T ) = lim
n→∞

δ
1+ 1

n
Φ (T ).

3.4 φ-multiplicateurs

3.4.1 Propriétés de φ-multiplicateurs

Définition 3.4.1 Soient A une algèbre de Banach, T ∈ B(A) et φ un homomorphisme sur A. T est

dit un φ-multiplicateur si pour tout x, y ∈ A, on a

T (xy) = T (x)φ(y) = φ(x)T (y).

Le résultat suivant donne une caractérisation d’un φ-multiplicateur si on considère A = L1(G) où G

est un groupe abélien localement compact.

Théorème 3.4.1 [36, Théorème 4.1] Soient T ∈ B(L1(G)) et φ : L1(G) → L1(G) un homomor-

phisme à image dense où G est un groupe abélien localement compact. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. T est un φ−multiplicateur sur L1(G) c’est à dire pour tout f, g ∈ L1(G)

T (f ∗ g) = T (f) ∗ φ(g) = φ(f) ∗ T (g)

2. il existe une unique mesure µT ∈M(G) vérifiant pour tout f ∈ L1(G)

T (f) = φ(f) ∗ µT

3. il existe une unique fonction HT sur Ĝ vérifiant pour tout f ∈ L1(G)

T̂ (f) = HT (f̂)

où Ĝ est le groupe dual de G.

61



Lemme 3.4.1 Soient A une algèbre de Banach semi premier, φ un homomorphisme surjectif sur A
et T ∈Mφ(A) tel que φ ◦ T = T ◦ φ. Alors on a :

ker(T 2) ⊆ ker(φ ◦ T ).

Preuve : Soient x ∈ ker(T 2) et a ∈ A, alors on a :

(φ ◦ T )(x)a(φ ◦ T )(x) = (φ ◦ T )(x)φ(a′)(φ ◦ T )(x) (φ est surjectif, alors ∃ a′ ∈ A tel que φ(a′) = a)

= (T ◦ φ)(x)φ(a′)(φ ◦ T )(x) (φ ◦ T = T ◦ φ)

= [T (φ(x)φ(a′))]φ(T (x))

= [φ2(x)T (a′)]φ(T (x)) (T ∈Mφ(A) : T (φ(x))φ(a′) = φ2(x)T (a′))

= φ2(x)[T (a′)φ(T (x))]

= φ2(x)φ(a′)T 2(x) (T ∈Mφ(A) : T (a′)φ(T (x)) = φ(a′)T 2(x))

= 0 (x ∈ ker(T 2) : T 2(x) = 0).

D’où, on obtient

(φ ◦ T )(x)A(φ ◦ T )(x) = {0}.

Par conséquent, comme A est semi premier, on conclut que (φ ◦ T )(x) = 0 et x ∈ ker(φ ◦ T ).

Finalement, on déduit que

ker(T 2) ⊆ ker(φ ◦ T ).

Théorème 3.4.2 Soient A une algèbre de Banach semi premier, φ un homomorphisme surjectif sur

Aet T ∈Mφ(A) tel que φ ◦ T = T ◦ φ. Alors on a

T (A) ∩ ker(T ) ⊆ ker(φ) ⊆ ker(T ).

Preuve : Soit x ∈ T (A)∩ker(T ), alors Tx = 0 et il existe z ∈ A tel que x = Tz. Pour tout a ∈ A,

on a :

φ(x)aφ(x) = φ(Tz)φ(a′)φ(Tz) (x = Tz et φ est surjectif : ∃ a′ ∈ A / φ(a′) = a)

= T (φ(z))φ(a′)φ(Tz) (φ ◦ T = T ◦ φ)

= φ2(z)T (a′)φ(Tz) (T ∈Mφ(A) : T (φ(z))φ(a′) = φ2(z)T (a′))

= φ2(z)φ(a′)T 2(z) (T ∈Mφ(A) : T (a′)φ(Tz) = φ(a′)T 2(z))

= 0 (T 2(z) = T (Tz) = T (x) = 0).

D’où, on obtient

φ(x)Aφ(x) = {0}.
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Par suite, comme A est semi premier, alors φ(x) = 0 et donc x ∈ kerφ.

Par conséquent, on déduit que

T (A) ∩ ker(T ) ⊆ kerφ.

Soit x ∈ kerφ. Pour tout a ∈ A, on a :

T (x)aT (x) = T (x)φ(a′)T (x) (φ est surjectif : ∃ a′ ∈ A / φ(a′) = a))

= φ(x)T (a′)T (x) (T ∈Mφ(A) : T (x)φ(a′) = φ(x)T (a′))

= 0 (x ∈ kerφ : φ(x) = 0).

D’où, on obtient

T (x)AT (x) = {0}.

Par suite, comme A est semi premier, alors T (x) = 0 et donc x ∈ kerT .

Par conséquent, on conclut que

kerφ ⊆ kerT.

Théorème 3.4.3 Soient A une algèbre de Banach sans ordre, φ un homomorphisme sur A et T ∈
Mφ(A). Alors on a les inclusions suivantes :

1. T (A) ⊆ [φ(ker(T ))]>

2. φ(ker(T )) ⊆ [T (A)]>.

Preuve :

1. Soient x ∈ kerT et y ∈ T (A). Autrement dit qu’il existe une suite (zn)n∈N ⊂ A tel que

y = limn→+∞ Tzn. Alors on a :

φ(x)y = lim
n→∞

φ(x)Tzn

= lim
n→∞

Txφ(zn) (T ∈Mφ(A))

= 0 (x ∈ ker(T )).

D’où, on obtient

φ(x)y = 0.

De la même façon, on montre que

yφ(x) = 0.

Par conséquent, on déduit que

T (A) ⊆ [φ(ker(T ))]>.
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2. Soient x ∈ kerT et y ∈ T (A). Autrement dit Tx = 0 et qu’il existe z ∈ A tel que y = Tz. Alors

on a :

φ(x)y = φ(x)Tz (y = Tz)

= T (x)φ(z) (T ∈Mφ(A))

= 0 (Tx = 0).

D’où, on obtient

φ(x)y = 0.

De la même façon, on montre que

yφ(x) = 0.

Par conséquent, on conclut que

φ(ker(T )) ⊆ [T (A)]>.

3.4.2 Caractérisation de φ-multiplicateurs

Le théorème suivant justifie l’existence de la fonction Helgason-Wang pour un φ-multiplicateur.

Théorème 3.4.4 Soient A une algèbre de Banach semi simple et φ un homomorphisme sur A. Alors,

pour tout T ∈Mφ(A), il existe une unique fonction continue ϕT sur ∆(A) vérifiant l’équation :

T̂ x(m) = ϕT (m)φ̂(x)(m) pour tout x ∈ A et toutm ∈ ∆(A).

De plus, on a |ϕT (m)| ≤ ‖m‖‖T‖
‖m◦φ‖ pour tout m ∈ ∆(A).

Preuve : Soient m ∈ ∆(A) et x ∈ A tel que φ̂(x)(m) 6= 0.

On définit la fonction ϕT par

ϕT : ∆(A) → C,

m → ϕT (m) =
T̂ x(m)

φ̂(x)(m)
.

La fonction ϕT est indépendant du choix de x, car si on prend y ∈ A vérifiant φ̂(y)(m) 6= 0. Comme

(Tx)φ(y) = φ(x)(Ty), alors on obtient

T̂ x(m)

φ̂(x)(m)
=

T̂ y(m)

φ̂(y)(m)
.

Par conséquent la fonction ϕT est bien défini.

On suppose que φ̂(x)(m) = 0 et soit y ∈ A tel que φ̂(y)(m) 6= 0.

Par suite, on a

T̂ x(m)φ̂(y)(m) = φ̂(x)(m)T̂ y(m) = 0.
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Donc, on déduit que

T̂ x(m) = 0.

D’où, on obtient

T̂ x(m) = ϕT (m)φ̂(x)(m) pour tout x ∈ A et toutm ∈ ∆(A).

D’autre part, comme φ est un homomorphisme, A une algèbre de Banach semi simple et d’après le

Théorème de Gelfand, alors φ est continue (voir [74]). Par conséquent, on déduit que ϕT est continue

sur ∆(A) pour la topologie de Gelfand.

Maintenant, on montre l’unicité de la fonction ϕT . On suppose qu’il existe une autre fonction ψ :

∆(A)→ C vérifiant T̂ x = ψ̂(x). Par suite, on a

(ϕT (m)− ψ(m))φ̂(x)(m) = 0 pour toutx ∈ A.

D’où, on conclut que

ϕT (m) = ψ(m).

Par conséquent, comme 0 < ‖m‖ ≤ 1 et 0 < ‖m ◦ φ‖ ≤ ‖φ‖ < +∞ pour tout x ∈ A, alors on obtient

|ϕT (m)||φ̂(x)(m)| = |ϕT (m)φ̂(x)(m)| = |T̂ x(m)| ≤ ‖m‖‖T‖‖x‖,

où ‖m‖ = sup{|x̂(m)| : ‖x‖ = 1} et ‖m ◦ φ‖ = sup{|φ̂(x)(m)| : ‖x‖ = 1}. Pour tout x ∈ A tel que

‖x‖ = 1, on a :

|ϕT (m)| ≤ inf
‖x‖=1

‖m‖‖T‖
|φ̂(x)(m)|

≤ ‖m‖‖T‖
sup‖x‖=1| |φ̂(x)(m)|

≤ ‖m‖‖T‖
‖m ◦ φ‖

.

Finalement, on déduit que |ϕT (m)| ≤ ‖m‖‖T‖
‖m◦φ‖ pour tout m ∈ ∆(A).

Remarque 3.4.1 1. La fonction ϕT donnée par le Théorème 3.4.4, est appelée la fonction de

Helgason-Wang de T .

2. Si on suppose de plus dans le Théorème 3.4.4 que φ est un homomorphisme tel qu’il existe δ > 0

vérifiant δ‖m‖ ≤ ‖m ◦ φ‖ pour tout m ∈ ∆(A), alors la fonction ϕT sera bornée.

De plus on aura ‖ϕT‖∞ ≤ 1
δ
‖T‖.

Corollaire 3.4.1 [1, Théorème 1.4.14] Soit A algèbre de Banach commutative semi simple. Alors

pour tout T ∈M(A), il existe une unique fonction continue bornée ϕT : ∆(A)→ C vérifiant

T̂ x(m) = ϕT (m)x̂(m) pour toutx ∈ A ettoutm ∈ ∆(A).

De plus, on a ‖ϕT‖∞ ≤ ‖T‖ pour tout T ∈M(A).
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Théorème 3.4.5 Soient A une algèbre de Banach commutative semi simple et φ un homomorphisme

sur A. Si T ∈Mφ(A), alors on a

T (ker(m ◦ φ)) ⊆ kerm pour tout m ∈ ∆(A).

Preuve : Soient T ∈Mφ(A), m ∈ ∆(A) et x ∈ A tel que x /∈ ker(m ◦ φ).

Alors pour tout y ∈ ker(m ◦ φ), on a

T̂ y(m)φ̂(x)(m) = φ̂(y)(m)T̂ x(m) = 0.

D’où, comme φ̂(x)(m) 6= 0, alors on conclut que

T̂ y(m) = m(Ty) = 0.

Par suite, on obtient

Ty ∈ kerm.

Par conséquent, on déduit que

T (ker(m ◦ φ)) ⊆ kerm.

3.5 Étude de l’équation AB = λBA

Récemment, des nombreux auteurs ont étudié l’équation AB = λBA :

– Dans [37], les auteurs ont prouvé que tout opérateur T ∈ B(H) qui est λ-commute avec un

opérateur compact, alors il admet un sous-espace non trivial hyper-invariant.

– Dans [17], J.B. Conway et G. Prajitura ont caractérisé la fermeture et l’intérieure de l’ensemble

des opérateurs λ-commute avec un opérateur compact.

– Dans [77], L. Zhang, T. Ohwada et M. Cho ont étudié les propriétés des opérateurs λ-commutes

avec un opérateur paranormal.

– Dans [12] J.A. Brooke, P. Busch et D.B. Pearson ont montré que si :

– AB est quasi-nilpotent, alors |λ| = 1.

– A ou B est auto-adjoint, alors λ ∈ R.

– Dans [73], J. Yang et H.-K. Du ont prouvé l’équivalence suivante : SiAB est borné inférieurement

si et seulement si A et B sont aussi bornés inférieurement.

– Dans [53], C. Schmöeger a généralisé le résultat précédente de J. Yang et H.-K. Du dans le cas

d’une algèbre de Banach complexe pour les opérateurs normaux ou hermitien.
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3.5.1 Opérateurs quasi-normaux

Théorème 3.5.1 Soient A,B ∈ B(H) et λ ∈ C tels que AB = λBA 6= 0, A est quasi-normal et B

est normal. Si |λ| = 1, alors AB est quasi-normal.

Preuve : On suppose que AB = λBA 6= 0, alors

B∗A∗ = λ̄A∗B∗.

D’après le Théorème de Fuglede-Putnam sachant que B et λB sont normaux, on obtient :

BA∗ = λA∗B et AB∗ = λ̄B∗A.

De plus on a :

AB[(AB)∗AB] = [AB][B∗A∗AB]

= [λBA]B∗A∗AB

= λB[AB∗]A∗AB

= λB[λ̄B∗A]A∗AB

= |λ|2[BB∗][AA∗A]B

= [B∗B][A∗AA]B

= B∗[BA∗]AAB ;

= B∗[λA∗B]AAB

= B∗A∗[λBA]AB

= B∗A∗[AB]AB

= [(AB)∗AB]AB.

Par conséquent, on déduit que AB est quasi-normal.

3.5.2 Opérateurs bi-normaux

Théorème 3.5.2 Soient A,B ∈ B(H) et λ ∈ C tel que AB = λBA 6= 0. On suppose que A est

bi-normal et B est normal. Si de plus |λ| = 1, alors AB est bi-normal.

Preuve : D’après le Théorème de Fuglede-Putnam-Rosenblum sachant que B et λB sont normaux,

alors on a :

BA∗ = λA∗B et AB∗ = λ̄B∗A.
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Par conséquent, on obtient :

AB(AB)∗(AB)∗AB = A[BB∗]A∗B∗A∗AB

= A[B∗B]A∗B∗A∗AB

= [AB∗]BA∗[B∗A∗]AB

= [λ̄B∗A]BA∗[λ̄A∗B∗]AB

= (λ̄)2B∗[AB]A∗A∗[B∗A]B

= (λ̄)2B∗[λBA]A∗A∗[
1

λ̄
AB∗]B

= |λ|2B∗B[AA∗A∗A]B∗B

= B∗B[A∗AAA∗]B∗B

= B∗[BA∗]AA[A∗B∗]B

= B∗[λA∗B]AA[
1

λ̄
B∗A∗]B

=
λ

λ̄
B∗A∗[BA]AB∗[A∗B]

= λ2B∗A∗[
1

λ
AB]AB∗[

1

λ
BA∗]

= B∗A∗ABA[B∗B]A∗

= B∗A∗ABA[BB∗]A∗

= (AB)∗ABAB(AB)∗.

Finalement, on déduit que AB(AB)∗(AB)∗AB = (AB)∗ABAB(AB)∗ et donc AB est bi-normal.

3.6 Étude spectrale de l’équation BSA = ATB

3.6.1 Spectre local

Théorème 3.6.1 Soient S, T ∈ B(Y,X) et A,B ∈ B(X, Y ) tel que BSA = ATB.

Alors on a les inclusions suivantes :

1. σAT (Bx) ⊆ σSA(x)

2. σTA(TBSy) ⊆ σAS(y).

Preuve :

1. On suppose que λ /∈ σSA(x), alors il existe un voisinage U de λ et une fonction analytique

f : U → X vérifiant (SA− µ)f(µ) = x pour tout µ ∈ U.
On pose la fonction :

g : U → X,

µ → g(µ) = B(f(µ)).
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Il est clair que la fonction g est analytique sur U satisfaisant pour tout µ ∈ U :

(AT − µ)g(µ) = (AT − µ)Bf(µ)

= (ATB − µB)f(µ)

= (BSA− µB)f(µ)

= B(SA− µ)f(µ)

= Bx.

Par conséquent, on conclut que λ /∈ σAT (Bx) et par suite σAT (Bx) ⊆ σSA(x).

2. On sait que σTA(Tx) ⊆ σAT (x) et d’après l’inclusion précédente, on déduit que :

σTA(T (BSx)) ⊆ σAT (BSx)

⊆ σSA(Sx)

⊆ σAS(x).

Finalement, on obtient que σTA(TBSx) ⊆ σAS(x).

3.6.2 Propriété de SVEP

Théorème 3.6.2 Soient S, T ∈ B(Y,X) et A,B ∈ B(X, Y ) tel que BSA = ATB.

On suppose que B est injectif. Si AT possède SVEP, alors SA possède aussi SVEP.

Preuve : On suppose que AT possède SVEP et f : U → X est une fonction analytique sur un

voisinage U de C tel que pour tout µ ∈ U on a :

(SA− µ)f(µ) = 0.

Comme la fonction µ→ Bf(µ) est analytique sur U et de plus on a :

(AT − µ)Bf(µ) = (ATB − µB)f(µ)

= (BSA− µB)f(µ)

= B(SA− µ)f(µ)

= 0,

alors, comme AT a SVEP, on obtient

Bf = 0 sur U.

Par suite, comme B est injectif, on déduit que

f = 0 sur U.

Finalement, on déduit que SA possède SVEP.
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3.6.3 Spectre de Bishop

Théorème 3.6.3 Soient S, T ∈ B(Y,X) et A,B ∈ B(X, Y ) tel que BSA = ATB.

On suppose que B est injectif, alors on a :

σβ(SA) ⊂ σβ(AT ).

De plus, si AT possède (β), alors SA possède aussi (β).

Preuve : On suppose que λ /∈ σβ(AT ). Soient U un ensemble ouvert du disque D(λ, r) et (gn)n∈N

une suite de O(U,X) tel que limn→+∞(SA− µ)gn(µ) = 0 pour tout µ ∈ U.
Il est clair que

(AT − µ)B = ATB − µB

= BSA− µB.

Par conséquent, on obtient :

lim
n→+∞

(AT − µ)(Bgn(µ)) = lim
n→+∞

(BSA− µB)gn(µ)

= B( lim
n→+∞

(SA− µ)gn(µ))

= 0.

D’où pour tout µ ∈ U , on conclut que

lim
n→+∞

(AT − µ)(Bgn(µ)) = 0.

Ainsi, comme λ /∈ σβ(AT ), alors pour tout µ ∈ U , on obtient :

lim
n→0

Bgn(µ) = 0.

De plus, comme B est injectif, alors pour tout µ ∈ U , on déduit que

lim gn(µ) = 0.

Finalement, on conclut que λ /∈ σβ(SA) et par suite σβ(AT ) ⊆ σβ(SA).

Si de plus AT possède (β), alors on obtient :

σβ(SA) ⊆ σβ(AT ) = ∅.

Par conséquent, on déduit que σβ(SA) = ∅ et par suite SA possède (β).
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Perspectives

3.7 C-semi-groupes

Définition 3.7.1 [19] Soit C ∈ B(X) un opérateur injectif. La famille (S(t))t≥0 ⊆ B(X) est dite un

C-semi-groupe [19] si on a les propriétés suivantes :

1. L’application t→ S(t)x de [0,+∞[ vers X est continue pour tout x ∈ X,

2. S(t)S(s)=CS(t+s),

3. S(0)=C.

Dans ce cas, son générateur A est défini par

D(A) = {x ∈ X / lim
t→0+

S(t)x− Cx
t

existe et appartient à R(C)},

avec

Ax = C−1
[

lim
t→0+

S(t)x− Cx
t

]
.

En particulier, les C0−semi-groupes sont I-semi-groupes.

La question qui se pose :

Quelle relation spectrale existe-t-elle entre un C−semi-groupe et son générateurs ?

3.8 Ergodicité d’un C−semi-groupe et d’un semi-groupe α

fois intégrable

Dans [39], M. Lin a montré que si un opérateur T ∈ B(X) satisfait limn→+∞ ‖T
n

n
‖ = 0, alors on a

1
N

∑N−1
n=0 T

n converge uniformément si et seulement si R(I − T ) est fermé.

Ensuite dans [40], il a prouvé la même résultat dans le cas d’un C0−semi-groupe : Soit (T (t))t≥0 ⊂
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B(X) un C0−semi-groupe tel que lim→+∞ ‖T (t)
t
‖ = 0 et A son générateur. Alors 1

t

∫ t
0
T (s)ds converge

uniformément si et seulement si R(A) est fermé.

Les contributions du M. Lin nous inspirent d’investiguer les questions suivantes :

1. Un semi-groupes α fois intégrable est il uniformément ergodique ?

2. Un C−semi-groupe est-il uniformément ergodique ?

3.9 Perturbation, analycité et contraction d’un semi-groupe

Soient (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe et A son générateur.

– Si (S(t))t≥0 est analytique [46, Définition II.5.1] ou une contraction, A. Pazy a obtenu différentes

propriétés.

– A. Pazy a trouvé une relation quand A est dissipatif ou m-dissipative [46, Définition I.4.1] et

(S(t))t≥0 est contractante.

– Si B ∈ B(X) et ‖S(t)‖ ≤ Me−ωt, alors A + B est un générateur d’un C0-semi-groupe [46,

Théorème III.1.1].

Les questions qui se posent :

1. Est-ce qu’on peut généraliser ces résultats pour un semi-groupe α fois intégrable ?

2. La même question pour un C−semi-groupe ?
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